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Ïðîäâèíóòàÿ ìàðøðóòèçàöèÿ äëÿ
ìàñøòàáèðóåìîãî ðàñïðåäåëåííîãî

âåêòîðíîãî èíäåêñà
Èäðèñîâ Èáðàãèì Ýñêèðõàíîâè÷, Íàìèîò Äìèòðèé Åâãåíüåâè÷

Êàôåäðà èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè, e-mail: iidrisov@outlook.com, dnamiot@gmail.com

Â çàäà÷àõ êðóïíîìàñøòàáíîãî âåêòîðíîãî ïîèñêà (òåêñòà, àóäèî, èçîáðàæå-
íèé è äð.) â êà÷åñòâå àðõèòåêòóðû èíäåêñà ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ðàñïðåäå-
ë¼ííûå êëàñòåðèçèðîâàííûå èíäåêñû. Èíäåêñû òèïà IVF [1] (ðåàëèçîâàííûå,
íàïðèìåð, â Faiss [2]) ïîçâîëÿþò èñêàòü íå âî âñåì íàáîðå äàííûõ, à ëèøü â
îãðàíè÷åííîì ÷èñëå ñïèñêîâ nprobe, ÷òî ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü êîìïðîìèññà òî÷-
íîñòè è âðåìåíè îáðàáîòêè. Â êëàññè÷åñêîé ðàñïðåäåë¼ííîé ñõåìå, çàïðîñû
îòïðàâëÿþòñÿ íà âñå øàðäû (broadcast), ÷òî âåä¼ò ê èçáûòî÷íûì íàêëàäíûì
ðàñõîäàì. Áîëåå ðàöèîíàëüíûé ïîäõîä ïðåäïîëàãàåò ìàðøðóòèçàöèþ çàïðîñà
ê îãðàíè÷åííîìó ïîäìíîæåñòâó øàðäîâ ñ âåðîÿòíî ¾ðåëåâàíòíûìè¿ äàííû-
ìè.

Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ ñòðóêòóðó IVF èíäåêñà: êàæäûé âåêòîð ïðèâÿ-
çûâàåòñÿ ê îäíîìó èç K êëàñòåðîâ (ñïèñêîâ). Íàøà çàäà÷à: 1) ðàñïðåäåëèòü
ýòè ñïèñêè ïî øàðäàì òàê, ÷òîáû ÷àñòî ñîâìåñòíî çàïðàøèâàåìûå êëàñòå-
ðû îêàçûâàëèñü íà òîì æå øàðäå; 2) ïðè âûïîëíåíèè çàïðîñà îïðåäåëèòü
ìèíèìàëüíûé ýôôåêòèâíûé íàáîð êëàñòåðîâ (è øàðäîâ), èçáåãàÿ broadcast.

Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñïèñêîâ ìû ñîáèðàåì ñòàòèñòèêó ïî ðåïðåçåíòàòèâíîé
âûáîðêå çàïðîñîâ è ñòðîèì ìàòðèöó Cij ÷àñòîò ñîâìåñòíîãî ïîÿâëåíèÿ êëà-
ñòåðîâ i è j ñðåäè êàíäèäàòîâ. Äîïîëíèòåëüíî, âû÷èñëÿåì ãåîìåòðè÷åñêóþ
áëèçîñòü öåíòðîèäîâ è íà îñíîâàíèè ýòèõ äàííûõ ñòðîèì ãèïåðãðàô, ãäå âåð-
øèíàìè ÿâëÿþòñÿ êëàñòåðû, à ãèïåððåáðà ìîäåëèðóþò ¾êîàêòèâàöèè¿. Ñ ïî-
ìîùüþ ïàêåòà KaHyPar [3] ýòîò ãðàô ðàçáèâàåòñÿ íà S ÷àñòåé â ñîîòâåòñòâèå
ñ êîëè÷åñòâîì ôèçè÷åñêèõ øàðäîâ èíäåêñà.

Ïðè âûïîëíåíèè çàïðîñà ïîèñêà ìû ïðèìåíÿåì ñòðàòåãèþ ¾æàäíîãî ðàñ-
øèðåíèÿ¿: ñíà÷àëà âûáèðàåì ìíîæåñòâî êëàñòåðîâ-êàíäèäàòîâ, áëèæàéøèõ
ê çàïðîñó. Çàòåì ýòè êàíäèäàòû óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ïî óáûâàíèþ ýâðèñòè÷å-
ñêîé ¾öåííîñòè¿, êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò ïðåäïîëàãàåìîå êîëè÷åñòâî ïðîñìàòðè-
âàåìûõ âåêòîðîâ-êàíäèäàòîâ, ñòîèìîñòü îáðàùåíèÿ ê øàðäó, øòðàô çà ¾êîí-
öåíòðàöèþ¿ (hubness) êëàñòåðîâ è ¾ïëàòî¿ (plateau) ðàññòîÿíèé. Ðàñøèðåíèå
ïðîäîëæàåòñÿ äî äîñòèæåíèÿ ïîäîáðàííîãî ñòàòèñòè÷åñêè ïîðîãîâîãî çíà÷å-
íèÿ öåííîñòè. Âûáðàííûå êëàñòåðû îòîáðàæàþòñÿ â ñîîòâåòñâóþùèå øàðäû
è çàïðîñ îòïðàâëÿåòñÿ ëèøü íà íèõ ñ ïîñëåäóþùåé öåíòðàëèçîâàííîé àãðå-
ãàöèåé ðåçóëüòàòîâ.
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Ðàññìàòðèâàåìûé òèï èíäåêñîâ ïîääåðæèâàåò îïåðàöèè äîáàâëåíèÿ è óäà-
ëåíèÿ, êîòîðûå òàêæå àäàïòèðóþòñÿ ïîä ìîäåëü ìàðøðóòèçàöèè.

Äëÿ îöåíêè ðàñïðåäåëåíèÿ êëàñòåðîâ èíäåêñà è îòîáîðàæåíèÿ â øàðäû,
ìû ââîäèì ñòðóêòóðíûå ìåòðèêè:

� Hubness êëàñòåðà Li:

ĥi = Ex∈Li
[Nk(x)],

ãäå Nk(x) � ÷èñëî ïîïàäàíèé x â k-NN ñïèñêè ñîñåäåé äðóãèõ âåêòîðîâ.

� Plateau:

pq(k,m) =
dk+m − dk
max(ε, dk)

,

ãäå dk è dk+m � ðàññòîÿíèÿ äî k-ãî è (k +m)-ãî öåíòðîèäîâ â çàïðîñå q.

Ñî÷åòàíèå êîàêòèâàöèîííîé ãðóïïèðîâêè ñïèñêîâ è æàäíîãî îòáîðà
êëàñòåðîâ-êàíäèäàòîâ ïîçâîëÿåò îðãàíèçîâàòü ýôôåêòèâíóþ ìàðøðóòèçà-
öèþ çàïðîñîâ â ðàñïðåäåë¼ííûõ âåêòîðíûõ èíäåêñàõ íà áàçå IVF. Ïîëó÷åííàÿ
ñõåìà äîïóñêàåò èòåðàòèâíîå óëó÷øåíèå: îíëàéí îáíîâëåíèå âåñîâ êîàêòè-
âàöèè è îáìåí ñïèñêîâ ìåæäó øàðäàìè ïîçâîëÿþò àäàïòèðîâàòü ñèñòåìó ê
èçìåíåíèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äàííûõ.
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Àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè
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Ëèíü Ïýéôýí
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Çàäà÷à ïåðåñòàíîâî÷íîé ýêâèâàëåíòíîñòè (PE) ëèíåéíûõ êîäîâ ÿâëÿåòñÿ îä-
íîé èç âàæíåéøèõ â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ. Ñòîéêîñòü êðèïòîñèñòåìû Ìàê-
Ýëèñà, îäíîãî èç êàíäèäàòîâ ïîñòêâàíòîâûõ ñõåì, îïèðàåòñÿ íà ñëîæíîñòü
ýòîé çàäà÷è. Õîòÿ PE-çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé, åå ñëîæíîñòü íå íè-
æå ñëîæíîñòè çàäà÷è îá èçîìîðôèçìå ãðàôîâ, êîòîðàÿ èçâåñòíà êàê òðóäíàÿ
ïðîáëåìà.
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Òèïè÷íûé àëãîðèòì äëÿ PE-çàäà÷è ïðåäëîæåí â ðàáîòå [1]. SSA-àëãîðèòì
ñòðîèò îáîëî÷êó è âûáèðàåò ñèãíàòóðó ñ íèçêîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíî-
ñòüþ. Â [2] ïðåäëîæåí àëãåáðàè÷åñêèé àëãîðèòì íà îñíîâå ïðîèçâåäåíèÿ
Øóðà-Àäàìàðà, êîòîðûé èñïîëüçóåòñÿ äëÿ àòàê íà êðèïòîñèñòåìó Ìàê-
Ýëèñà.

Íàø àëãîðèòì óëó÷øàåò SSA-àëãîðèòì, êîìáèíèðóÿ ñâîéñòâà ïðîèçâåäå-
íèÿ Øóðà-Àäàìàðà èç [3] è ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ êîíñòàöèêëè÷åñêèõ êî-
äîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò ñíèçèòü òðåáîâàíèÿ ê ñèãíàòóðå è óìåíüøèòü ÷èñëî å¼
èòåðàöèé, êîãäà èñõîäíûé êîíñòàöèêëè÷åñêèé êîä ïðåîáðàçóåòñÿ â äðóãîé
êîíñòàöèêëè÷åñêèé êîä ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ íîñèòåëÿìè. Êëþ÷åâîé ðåçóëü-
òàò ñôîðìóëèðîâàí â òåîðåìå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü êîíñòàöèêëè÷åñêèé êîä C ïîðîæäàåòñÿ ïîëèíîìîì∑n
v−1
i=0 α

ixv·i, ãäå v | n è v ̸= n. Ìîùíîñòü ìèíèìàëüíîé áàçû ãðóïïû àâòî-
ìîðôèçìîâ Aut(C) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

v − 1, åñëè ordq(α) > n
v ,

v, åñëè ordq(α) = n
v ,

n− v · ordq(α), èíà÷å.
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Ïîâñåäíåâíûå ðåàëèè òàêîâû, ÷òî ïðèâû÷íûé áîëüøèíñòâó ïîñòîÿííûé è
áåñïåðåáîéíûé äîñòóï ê Èíòåðíåòó, à òàêæå ïðèâàòíîñòü â ñåòè ñòàíîâÿòñÿ
âñ¼ áîëåå èëëþçîðíûìè. Â îäíèõ ñëó÷àÿõ äîñòóï ê ñîòîâîé ñâÿçè ïåðèîäè-
÷åñêè îãðàíè÷èâàåòñÿ ïî ñîîáðàæåíèÿì áåçîïàñíîñòè, à â äðóãèõ � äàæå ïðè
ïîëíîì ïîäêëþ÷åíèè íåëüçÿ ãàðàíòèðîâàòü êîíôèäåíöèàëüíîñòü. Íà ôîíå
ýòîãî â ïîñëåäíåå âðåìÿ íàáèðàþò ïîïóëÿðíîñòü äåöåíòðàëèçîâàííûå ñåðâè-
ñû ãèïåð-ëîêàëüíîãî èíòåðíåòà [1], ðàáîòàþùèå ¾ïî çàïðîñó¿ (On Demand)
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áåç èñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé èíôðàñòðóêòóðû è ñåòåâûõ îïåðàòîðîâ.
Íàãëÿäíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ êëàññ Bitchat-ïîäîáíûõ ðåøåíèé [2], ãäå îá-
ìåí ñîîáùåíèÿìè âîçìîæåí â ïðåäåëàõ îäíîé çîíû ðàäèîâèäèìîñòè.

Îñíîâíàÿ èäåÿ òåõíîëîãèè Wi-Fi Direct çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïîçâî-
ëèòü íåñêîëüêèì ðÿäîì íàõîäÿùèìñÿ óñòðîéñòâàì îðãàíèçîâàòü ïðÿìîå áåñ-
ïðîâîäíîå ñîåäèíåíèå ìåæäó ñîáîé áåç èñïîëüçîâàíèÿ òðàäèöèîííîãî ìàðø-
ðóòèçàòîðà èëè òî÷êè äîñòóïà (Access Point). Êàê è â ëþáîé äðóãîé áåñ-
ïðîâîäíîé òåõíîëîãèè, óñòðîéñòâà ñ Wi-Fi Direct äîëæíû êàêèì-òî îáðàçîì
óìåòü èäåíòèôèöèðîâàòü ñåáÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ñ íèìè ìîæíî áûëî âçàèìîäåé-
ñòâîâàòü. Çäåñü â êà÷åñòâå òàêîãî èäåíòèôèêàòîðà âûñòóïàåò SSID. Ïîìèìî
ýòîãî ñòàíäàðò IEEE 802.11 Wi-Fi òàêæå îïðåäåëÿåò ïðîöåäóðó ïîä íàçâàíèåì
¾àêòèâíûé çàïðîñ¿ (Probe Request), êîòîðàÿ ïåðèîäè÷åñêè îòïðàâëÿåò ñïå-
öèàëüíûé óïðàâëÿþùèé ïàêåò äëÿ ïîèñêà äîñòóïíûõ áåñïðîâîäíûõ ñåòåé.
Äàííûé ïàêåò â ñåáå ñîäåðæèò MAC àäðåñ óñòðîéñòâà, SSID è ñïåöèôè÷-
íóþ äëÿ ïðîèçâîäèòåëÿ èíôîðìàöèþ. Ïîäîáíûå õàðàêòåðèñòèêè ïîçâîëÿþò
îïðåäåëèòü òàê íàçûâàåìûå ñåòåâûå Wi-Fi îòïå÷àòêè (�ngerprints) [3]. Íà
îñíîâå ïåðå÷èñëåííûõ âîçìîæíîñòåé Wi-Fi Direct óæå ìîæíî âûäåëèòü öå-
ëûé îáîáùåííûé ðÿä ñåðâèñîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ñöåíàðèåâ èñïîëüçîâàíèÿ (use
cases), íàïðèìåð, òàêèõ êàê: âåùàíèå ðåêëàìíîé èíôîðìàöèè (broadcasting),
ëîêàëüíûé ÷àò ïî èíòåðåñàì, àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá ïîâòîðíîé èäåíòèôèêà-
öèè íà îñíîâå CSI (Channel State Information) [4], Q&A ñåðâèñ [5], ëîêàëüíûé
ôàéëîîáìåííèê, à òàêæå êîíòåêñòíî-çàâèñèìûå (Context-Aware) QR-êîäû.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå íîâûõ ìîäåëåé (ñöåíàðèåâ èñïîëüçî-
âàíèÿ), îñíîâàííûõ íà èäåè ñåòåâîé ïðîñòðàíñòâåííîé áëèçîñòè è ðåàëèçóå-
ìûå ÷åðåç API ôóíêöèè ìîáèëüíûõ ïëàòôîðì (Android: Wi-Fi Direct/Wi-Fi
Aware/NetworkServiceDiscovery/; iOS: Bonjour/DNS-SD).

Â ðàáîòå ïðîèçâåäåí ðåäèçàéí ñóùåñòâóþùèõ ñåðâèñîâ, îïèðàÿñü íà ýâî-
ëþöèîíèðóþùèå ôóíêöèîíàëüíûå âîçìîæíîñòè Wi-Fi-îðèåíòèðîâàííûõ áåñ-
ïðîâîäíûõ òåõíîëîãèé. Êðîìå òîãî, ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåàëèçàöèè îïèñàí-
íûõ ñåðâèñîâ íå òîëüêî íà áàçå Wi-Fi API, íî è íà îñíîâå àíàëîãè÷íûõ API
äëÿ BLE (Bluetooth Low Energy), äåìîíñòðèðóÿ àëüòåðíàòèâíûå ïîäõîäû ê
äîñòèæåíèþ ïðîñòðàíñòâåííîé áëèçîñòè. Ýòîò àíàëèç ïîçâîëèë âûäåëèòü è
îïèñàòü îáùèé ôóíêöèîíàë, êîòîðûé â êîíå÷íîì èòîãå ñòàíåò ÿäðîì äëÿ
ðåàëèçàöèè åäèíîé ïðîãðàììíîé ïëàòôîðìû (SDK), îðèåíòèðîâàííîé íà ñî-
çäàíèå ñåðâèñîâ íà îñíîâå ñåòåâîé ïðîñòðàíñòâåííîé áëèçîñòè.
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ àïîñòåðèîðíûõ èí-
òåðïðåòàöèé äëÿ ìîäåëåé êëàññèôèêàöèè àóäèîäàííûõ. Ïîñêîëüêó ìîäåëè,
ðàáîòàþùèå ñî çâóêîì, ïðèìåíÿþòñÿ â îáëàñòÿõ ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ ðèñêà
(àêóñòè÷åñêèé ìîíèòîðèíã, àóòåíòèôèêàöèÿ ïî ãîëîñó, àíàëèç ðåñïèðàòîð-
íûõ çâóêîâ â ìåäèöèíå), âàæíî îáåñïå÷èòü èõ íàäåæíîñòü, à, çíà÷èò, è èí-
òåðïðåòèðóåìîñòü.

Ïðåäëîæåííûé â [1] ïîäõîä ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ìîäåëåé, èñïîëüçóþùèõ
êîìïàêòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñèãíàëîâ â âèäå ñïåêòðîãðàìì. Ìàñêà, ïîñòðî-
åííàÿ íà îñíîâå êàðòû âàæíîñòè ïðèçíàêîâ, ïðèìåíÿåòñÿ ê âõîäíîé ñïåê-
òðîãðàììå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ âèçóàëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ, ñîäåðæàùàÿ
íàèáîëåå âàæíûå äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ ïðèçíàêè. Ñ ïîìîùüþ îáðàòíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé èç íåå âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñèãíàë � ïðîñëóøèâàåìàÿ èíòåðïðåòàöèÿ.

Â ïðîäîëæåíèå ðàáîòû [1] áûëà èññëåäîâàíà ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ
ñòàíäàðòíûõ [2] ìåòîäîâ èíòåðïðåòàöèè Saliency, Grad-CAM, LIME è SHAP
â ñî÷åòàíèè ñ ìàñêàìè ðàçëè÷íûõ òèïîâ (áèíàðèçàöèÿ, ìèíìàêñêàÿ íîðìà-
ëèçàöèÿ, ñèãìîèäà, topk% âàæíûõ êîìïîíåíòîâ).

Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ñâåðòî÷íîé íåéðîííîé ñåòè àðõèòåêòóðû
Cnn14 [3] íà íàáîðå äàííûõ ESC-50 [4], ñîäåðæàùåì çàïèñè çâóêîâ ñðåäû,
ðàñïðåäåëåííûå ðàâíîìåðíî â 50 êëàññîâ. Ïîäõîä ïðèìåíÿëñÿ êàê ê ÷èñòûì
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äàííûì, òàê è ê äàííûì ñ äîáàâëåíèåì ôîíîâûõ øóìîâ. Ýôôåêòèâíîñòü îöå-
íèâàëàñü íàáîðîì ìåòðèê, õàðàêòåðèçóþùèõ ñîãëàñîâàííîñòü èíòåðïðåòàöèé
ñ ïîâåäåíèåì ìîäåëè, à òàêæå ïðîñòîòó èõ âîñïðèÿòèÿ.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàëè, ÷òî ìåòîä LIME ëó÷øå âñåãî ïðè-
áëèæàåò ìîäåëü, íî èíòåðïðåòàöèè ïîëó÷àþòñÿ èçáûòî÷íûìè. Ìåòîä SHAP
â êîíòåêñòå ðàññìîòðåííîãî ïîäõîäà íå ïîäõîäèò äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è è òðå-
áóåò ìîäèôèêàöèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå êà÷åñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ. Saliency
äàåò ïðîñòûå, íî íåäîñòàòî÷íî ñôîêóñèðîâàííûå èíòåðïðåòàöèè. Grad-CAM
ïðîäåìîíñòðèðîâàë ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû: îí âûäåëÿåò ìåíüøå ïîñòî-
ðîííèõ êîìïîíåíòîâ, ÷åì Saliency, íî õóæå ñîãëàñîâàí ñ ìîäåëüþ, ÷åì LIME.

Ïðè äîáàâëåíèè ïðèìåñåé ê âõîäíûì äàííûì îáùèå òåíäåíöèè ñîõðàíÿ-
þòñÿ, íî õàðàêòåð çàãðÿçíÿþùåãî øóìà âëèÿåò íà ïîâåäåíèå ìîäåëè è, ñëå-
äîâàòåëüíî, íà îñîáåííîñòè èíòåðïðåòàöèé.
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Îòêðûòèå ñîñòÿçàòåëüíûõ àòàê íà ìîäåëè ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ ïîðîäèëî
îãðîìíûé èíòåðåñ ê áåçîïàñíîñòè ñèñòåì ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ è ýòî íàïðàâ-
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ëåíèå èññëåäîâàíèé â ïîñëåäíèå ãîäû àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ. Öåëüþ çëîóìûø-
ëåííèêà ïðè ðåàëèçàöèè òàêèõ àòàê ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàöèÿ ñîñòÿçàòåëüíîãî ïðè-
ìåðà, ðåçóëüòàò êëàññèôèêàöèè êîòîðîãî ìîæåò áûòü èçìåíåí íà êëàññ, êîòî-
ðûé èíòåðåñåí çëîóìûøëåííèêó èëè ëþáîé äðóãîé, îòëè÷íûé îò èñõîäíîãî
ïðè ýòîì ñàì ïðèìåð ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì äîáàâëåíèÿ ìèíèìàëüíûõ èçìåíåíèé
ê ðåàëüíîìó [1]. Ôîðìàëüíî çàäà÷à ñòàâèòüñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü äàí
îáðàçåö âõîäíûõ äàííûõ x ∈ Rn è êëàññèôèêàòîð f : Rn → {1, . . . , k}, òîãäà
ñîñòÿçàòåëüíûé ïðèìåð ýòî x′ = x + δ òàêîé, ÷òî f(x′) ̸= f(x), ãäå δ �
íåáîëüøîå âîçìóùåíèå.

Íå óñòîé÷èâîñòü ê ïîäîáíîãî ñîðòà âîçäåéñòâèÿì ñâÿçàíà ñ ðàçíûìè ïðè-
÷èíàìè, íî ãëàâíîé ïî ìíåíèþ àâòîðà, ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïðèíöèïà
ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà (ERM) ïðè îáó÷åíèè ìîäåëåé, êîòîðûé
ïðåäïîëàãàåò, ÷òî äàííûå â îáó÷àþùåé, òåñòîâîé è ðåàëüíûõ âûáîðêàõ ðàñ-
ïðåäåëåíû îäèíàêîâî è íå çàâèñèìî [2]. Òàêîå äîïóùåíèå â ñîâðåìåííûõ ðåà-
ëèÿõ, ïðè íàëè÷èè íàáîðîâ äàííûõ, ñîäåðæàùèõ ìèëëèîíû è áîëåå ýëåìåíòîâ
ñòàíîâèòüñÿ íå àêòóàëüíûì è ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ìåòîäû, êîòîðûå êàê ðàç
îñíîâàíû íà òîì, ÷òî äàííûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ðàçíûõ ðàñïðåäåëåíèé.
Îäíèì èç òàêèõ ìåòîäîâ ðîáàñòíîé îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ GroupDRO [3],
öåëü êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â ìèíèìèçàöèè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïîòåðü äëÿ
íàèõóäøåãî ñëó÷àÿ (1), à íå â ñðåäíåì êàê â ERM.

min
θ∈Θ

max
g

E(x,y)∼Pg
[ℓ(fθ(x), y)] , (1)

ãäå g ∈ G � ýòî ãðóïïà èëè êëàññ. Íî òàê êàê â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ, äàí-
íûå ìåòîä ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ìû íà êàæäîé èòåðàöèè âûáèðàåì íàèõóäøèé
ñëó÷àé è îïòèìèçèðóåì ìîäåëü èìåííî äëÿ íåãî, òî áûëà âûäâèíóòà ãèïî-
òåçà, ÷òî äàííûé ïîäõîä ìîæåò ñîçäàâàòü áîëåå òî÷íûå ðåøàþùèå ãðàíèöû
è äåëàòü ìîäåëü áîëåå óñòîé÷èâîé ê ðàçëè÷íîãî ðîäà îòêëîíåíèÿì âî âõîä-
íûõ äàííûõ. Äëÿ ïðîâåðêè ýòîé ãèïîòåçû áûëè îáó÷åíû êëàññèôèêàòîðû
èçîáðàæåíèé îñíîâàííûå íà ÈÍÑ ñ èñïîëüçîâàíèåì íàáîðà äàííûõ MNIST
è ïðèíöèïîâ ERM è GroupDRO. Ïîñëå ÷åãî êàæäûé èç ýòèõ êëàññèôèêà-
òîð áûë àòàêîâàí ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ìåòîäîâ: FGSM, RFGSM è PGD. Â
ðåçóëüòàòå äëÿ ìîäåëè îáó÷åííîé ñ èñïîëüçîâàíèåì ERM accuracy äî ïðîâå-
äåíèÿ àòàê ñîñòàâëÿëà 0.98, ïîñëå 0.36, â òî âðåìÿ êàê äëÿ GroupDRO 0.97
è 0.94 ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå, èñïîëüçóÿ ìåòîä ñëó÷àéíîãî ñãëàæèâàíèÿ [4]
áûë âû÷èñëåí ñåðòèôèöèðîâàííûé ðàäèóñ, ãàðàíòèðóþùèé ðîáàñòíûé îòâåò
ìîäåëè äëÿ ëþáîãî îòêëîíåíèÿ îò èñõîäíîé òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå â ðàìêàõ
ýòîãî ðàäèóñà. Äëÿ ìîäåëè îáó÷åííîé ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ERM â ñðåäíåì
ñåðòèôèöèðîâàííûé ðàäèóñ ñîñòàâèë 0.45, à äëÿ GroupDRO 0.64, ÷òî ãîâîðèò
î òîì, ÷òî â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì GroupDRO ìîäåëü ñòàíî-
âèòüñÿ áîëåå ðîáàñòíîé ê ñîñòÿçàòåëüíûì àòàêàì.
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Ïóñòü y � íåêîòîðûé âåêòîð äëèíû n íàä ïîëåì Fq, à t � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Òîãäà çàäà÷åé äåêîäèðîâàíèÿ DEC(G, y, t) [n, k]q-êîäà C (ëèíåéíîå k-ìåðíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî Fn

q ) ñ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé G (ñòðîêè ìàòðèöû � áàçèñ
C) íàçûâàåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà òàêîãî êîäîâîãî ñëîâà c ∈ C, ÷òî wt(y − c) = t.
Íàèáîëåå èçâåñòíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è äåêîäèðîâàíèÿ áûë ïðåäëîæåí
â 1962 ã. Å. Ïðàíãîì [1], îí íàçûâàåòñÿ àëãîðèòìîì äåêîäèðîâàíèÿ ñ èñïîëü-
çîâàíèåì èíôîðìàöèîííûõ ìíîæåñòâ. Â ïîñëåäíèå ãîäû áûëî ðàçðàáîòàíî
áîëüøîå ÷èñëî ìîäèôèêàöèé ýòîãî àëãîðèòìà, à òàêæå ïîÿâèëèñü íîâûå ïîä-
õîäû ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è (ñì., íàïðèìåð, [2]).

Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è äåêîäèðîâàíèÿ
DECC(G, y, t) íåêîòîðîãî [n, k]q-êîäà C, îñíîâàííûé íà ïîèñêå êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì Q(x1, . . . , xk) (îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2), êîòîðûå îáðàùàþòñÿ
â íîëü ïðè ïîäñòàíîâêå âìåñòî ïåðåìåííûõ ýëåìåíòîâ èç ñòîëáöîâ ìàòðèöû
G, à òàêæå ðàñêëàäûâàþòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ ôîðì L1(x1, . . . , xk) è
L2(x1, . . . , xk), ò.å. Q(G) = 0 è Q = L1 · L2.

Äîêàçàíî, ÷òî íîâûé àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ äëÿ ñëó÷àéíîãî ëèíåéíîãî
êîäà òðåáóåò â ñðåäíåì O(tk2n ·M) îïåðàöèé â ïîëå Fq, ãäå

M = min
s∈[1,t]

q(t−s)

(
n
k

)(
t
s

)(
n−t
k−s

) .
Ïðè ýòîì ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì èíîãäà òðåáóåò ìåíüøå îïåðàöèé, ÷åì ñà-
ìûé ëó÷øèé èçâåñòíûé àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ [2]. Íàïðèìåð, ïðè q = 2,
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n = 1400, k = 640 è t = 132 àëãîðèòì èç ðàáîòû [2] òðåáóåò ïðèìåðíî 2128 áè-
òîâûõ îïåðàöèé. Íîâûé æå àëãîðèòì äëÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ òðåáóåò ïðèìåðíî
2102 áèòîâûõ îïåðàöèé ïðè çíà÷èòåëüíî ìåíüøåì îáúåìå ïàìÿòè (âñåãî 240

áèòîâ ïðîòèâ 282 áèòîâ).
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Ïðèìåíåíèå ìåòîäà áèþíêòèâíûõ
èìïëèöåíò â àíàëèçå ôèëüòðóþùèõ

ãåíåðàòîðîâ
Òðóáèöèí Íèêèòà Ìèõàéëîâè÷
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Ïðèìåíèì àëãîðèòì 3, ïðèâåä¼ííûé â ðàáîòå [1], äëÿ àíàëèçà ôèëüòðóþùåãî
ãåíåðàòîðà (âîññòàíîâëåíèÿ åãî íà÷àëüíîãî çàïîëíåíèÿ ïî èçâåñòíûì ôèëü-
òðóþùåé ôóíêöèè, òî÷êàì ñú¼ìà è âûõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãàììû).
Êàê è â ðàáîòå [1], îáîçíà÷èì Nk(n) = 1 + n+ C1

n + . . .+ Ck
n.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ñèñòåìû S áóëåâûõ óðàâíåíèé, ïîðîæäàåìîé ôóíêöèîíè-
ðîâàíèåì ôèëüòðóþùåãî ãåíåðàòîðà ñ äëèíîé ÐÑËÎÑ n è ôèëüòðóþùåé
ôóíêöèåé àëãåáðàè÷åñêîé ñòåïåíè r ∈ 2, n, ïðè âûïîëíåíèè äëÿ íåêîòîðîãî
d ∈ 0, n− r óñëîâèé

1) êîëè÷åñòâî ìàòåðèàëà t óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó t ⩾
Nr+d(n) − 1

Nd(n)
;

2) ñðåäè ñòîëáöîâ ìàòðèöû Bd èìååòñÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè-
÷åñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ,
àëãîðèòì 3 íà ýòàïå, ñîîòâåòñòâóþùåì çíà÷åíèþ d (òî åñòü ïîñëå óìíî-
æåíèÿ âñåõ óðàâíåíèé ñèñòåìû íà âñå ìîíîìû ñòåïåíè íå âûøå d îò n
ïåðåìåííûõ), íàéä¼ò âñå å¼ ýëåìåíòàðíûå áèþíêòèâíûå èìïëèöåíòû. Ïðè
ýòîì ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ïîëó÷åííîé 2-ÊÍÔ ÿâëÿåòñÿ â òî÷íîñòè ìíî-
æåñòâî âñåõ íà÷àëüíûõ çàïîëíåíèé ôèëüòðóþùåãî ãåíåðàòîðà, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ äàííîé âûõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãàììû.

Ñëåäñòâèå. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ñèñòåìà S îäíîâûïîëíèìà, òî
rangBd = Nr+d(n) − 1 è àëãîðèòì 3 íàéä¼ò 3C2

n ýëåìåíòàðíûõ áèþíêòèâ-
íûõ èìïëèöåíò.
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Òåîðåìà 2. Ñðåäíåå êîëè÷åñòâî áèþíêòèâíûõ èìïëèöåíò, êîòîðîå íàéä¼ò
àëãîðèòì 3 ïðè àíàëèçå ôèëüòðóþùåãî ãåíåðàòîðà, íå èìåþùåãî ýêâèâà-
ëåíòíûõ ñîñòîÿíèé, ñ äëèíîé ÐÑËÎÑ n è ôèëüòðóþùåé ôóíêöèåé àëãåá-
ðàè÷åñêîé ñòåïåíè r ∈ 2, n, êîëè÷åñòâå ìàòåðèàëà t è óìíîæåíèè èñõîäíûõ
óðàâíåíèé íà âñå ìîíîìû ñòåïåíè íå âûøå d îò n ïåðåìåííûõ, ðàâíî

u(n, r, t, d) =


3C2

n, t ⩾
⌈
Nr+d(n)−1

Nd(n)

⌉
;

3C2
n

2Nr+d(n)−t·Nd(n)−1 ,
Nr+d(n)−log2 3C

2
n−1

Nd(n)
⩽ t ⩽

⌊
Nd+2(n)−1

Nd(n)

⌋
;

0, 1 ⩽ t < Nr+d(n)−log2 3C
2
n−1

Nd(n)
.
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Ìåòîäû îöåíêè êà÷åñòâà íàáîðîâ äàííûõ
äëÿ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ
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Àêòóàëüíîñòü. Êà÷åñòâî íàáîðîâ äàííûõ ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì ôàêòî-
ðîì, îïðåäåëÿþùèì ýôôåêòèâíîñòü ìîäåëåé ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ. Íèçêîå
êà÷åñòâî äàííûõ ìîæåò ïðèâåñòè ê íåòî÷íûì ïðåäñêàçàíèÿì, ñìåùåííûì
ðåçóëüòàòàì è ñíèæåíèþ äîâåðèÿ ê ML-ñèñòåìàì. Â óñëîâèÿõ ýêñïîíåíöè-
àëüíîãî ðîñòà îáúåìîâ äàííûõ è èõ èñòî÷íèêîâ ñòàíîâèòñÿ àêòóàëüíîé çà-
äà÷à ðàçðàáîòêè ñèñòåìàòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ ê îöåíêå êà÷åñòâà íàáîðîâ äàí-
íûõ. Ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû îöåíêè êà÷åñòâà äàííûõ ÷àñòî ôîêóñèðóþòñÿ
íà îòäåëüíûõ àñïåêòàõ, íî íå ïðåäîñòàâëÿþò èíòåãðàëüíîé îöåíêè ïðèãîäíî-
ñòè íàáîðà äàííûõ äëÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ, ÷òî ñîçäàåò
íåîáõîäèìîñòü â ðàçðàáîòêå íîâûõ ïîäõîäîâ è èíñòðóìåíòîâ.
Êëàññèôèêàöèÿ ìåòîäîâ îöåíêè êà÷åñòâà äàííûõ. Àíàëèç ñóùå-

ñòâóþùèõ ïîäõîäîâ ïîçâîëÿåò âûäåëèòü ñëåäóþùèå ìåòîäû îöåíêè êà÷åñòâà
äàííûõ äëÿ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ:

� Ñîäåðæàòåëüíûå ìåòîäû (àíàëèç ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé [1], ïðîâåðêà íà
äóáëèðîâàíèå ýêçåìïëÿðîâ [2], è äð.) îöåíèâàþò ñîáñòâåííî èíôîðìàöè-
îííîå íàïîëíåíèå äàííûõ.

� Êîíòåêñòíûå ìåòîäû (îöåíêà ðåïðåçåíòàòèâíîñòè âûáîðêè [3] è äð.) ó÷è-
òûâàþò ñïåöèôèêó ïðåäìåòíîé îáëàñòè.
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� ML-ñïåöèôè÷íûå ìåòîäû (àíàëèç ñáàëàíñèðîâàííîñòè êëàññîâ [4], îöåíêà
êà÷åñòâà ðàçìåòêè [5], äåòåêöèÿ âûáðîñîâ è àíîìàëèé [6], è äð.) ó÷èòûâàþò
îñîáåííîñòè íåïîñðåäñòâåííî àëãîðèòìîâ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ.

Ïðåäëàãàåìûé ïàéïëàéí îöåíêè êà÷åñòâà äàííûõ. Íà îñíîâå àíà-
ëèçà ñóùåñòâóþùèõ ïîäõîäîâ ïðåäëàãàåòñÿ ÷åòûðåõýòàïíûé ïàéïëàéí êîì-
ïëåêñíîé îöåíêè êà÷åñòâà íàáîðîâ äàííûõ äëÿ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ. Ïåðâûé
ýòàï âêëþ÷àåò ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç äàííûõ, ãäå îñóùåñòâëÿåòñÿ áàçî-
âîå èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû äàííûõ, îïðåäåëÿþòñÿ èõ õàðàêòåðèñòèêè. Âòî-
ðîé ýòàï ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèìåíåíèå ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ îöåíêè êà÷åñòâà
äàííûõ è ðàñ÷åò ìåòðèê. Òðåòèé ýòàï ïðåäïîëàãàåò èíòåãðàëüíóþ îöåíêó
êà÷åñòâà äàííûõ ÷åðåç ðàñ÷åò êîìïîçèòíîãî èíäåêñà êà÷åñòâà, êîòîðûé îáú-
åäèíÿåò ðàçëè÷íûå ìåòðèêè ñ âåñîâûìè êîýôôèöèåíòàìè, îïðåäåëÿåìûìè
ñïåöèôèêîé êîíêðåòíîé çàäà÷è ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ. ×åòâåðòûé ýòàï âêëþ-
÷àåò ãåíåðàöèþ êîìïëåêñíîãî îò÷åòà ñ ðàíæèðîâàíèåì âûÿâëåííûõ ïðîáëåì
ïî ñòåïåíè èõ êðèòè÷íîñòè äëÿ öåëåâîé ML-çàäà÷è è ôîðìèðîâàíèåì àâòî-
ìàòè÷åñêèõ ðåêîìåíäàöèé ïî óëó÷øåíèþ êà÷åñòâà äàííûõ.
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Ñåêöèÿ: "Òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé".
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ôóíêöèé îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ

ñèíãóëÿðíûì ïîòåíöèàëîì íà ãðàôå-çâåçäå.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðàô�çâåçäà ñ òðåìÿ ðåáðàìè îäèíàêîâîé äëèíû l. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà êàæäîì èç ðåáåð çàäàí îïåðàòîð Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ, ïî-
ðîæäåííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì l(h) = −h′′ + q(x)h è êðàåâûìè
óñëîâèÿìè Äèðèõëå. Ïîòåíöèàë ïðåäïîëàãàåòñÿ ñèíãóëÿðíûì: q = u′, u ∈ L2.
À èìåííî, ïàðàìåòðèçóåì êàæäîå ðåáðî âåùåñòâåííûì ïàðàìåòðîì xj, èçìå-
íÿþùèìñÿ îò 0 äî l, ïðè÷åì çíà÷åíèå ïàðàìåòðîâ l ñîîòâåòñòâóåò âåðøèíå,
èíöèäåíòíîé âñåì òðåì ðåáðàì. Â ñâîáîäíûõ êîíöàõ ïîñòàâèì óñëîâèÿ Äèðè-
õëå: h0(0) = h2(0) = h3(0) = 0, à â îáùåé âåðøèíå � óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè

h1(l1) = h2(l2) = h3(l3) è óñëîâèå Êèðõãîôà h
[1]
1 (l1) + h

[1]
2 (l2) + h

[1]
3 (l3) = 0.

Çäåñü ÷åðåç h[1] = h′ − uh îáîçíà÷åíà êâàçèïðîèçâîäíàÿ. Â ñëó÷àå íóëå-
âîãî ïîòåíöèàëà ñ÷èòàåì u = 0, ãäå u � ïåðâîîáðàçíàÿ ïîòåíöèàëà, òîãäà
êâàçèïðîèçâîäíàÿ, î÷åâèäíî, ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé: h[1] = h′.

Çàìåòèì, ÷òî ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó íà ãðàôå ìîæíî ëåãêî ñâåñòè ê ñèñòåìå

−h′′ + q(x)h = λh, ãäå h(x) =

h1(x)
h2(x)
h3(x)

 , q(x) = diag{q1(x), q2(x), q3(x)}.

Â ðàáîòàõ [1]�[2] áûëè ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà. Íàñòîÿùèé äîêëàä ïîñâÿ-
ùåí âîïðîñàì áàçèñíîñòè Ðèññà ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. À èìåííî,
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Lu � îïåðàòîð, ïîðîæäåííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðà-
æåíèåì ℓ(h), ãäå ℓ(h) = −(h[1])′ − uh[1] − u2h, è êðàåâûìè óñëîâèÿìè

h1(0) = 0,

h2(0) = 0,

h3(0) = 0,

h1(l) = h2(l) = h3(l),

h
[1]
1 (l) + h

[1]
2 (l) + h

[1]
3 (l) = 0.

Çäåñü u = diag{u1, u2, u3}, qk = u′k. Òîãäà ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïå-
ðàòîðà îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â ïðîñòðàíñòâå H = L2[0, π]⊕L2[0, π]⊕L2[0, π].
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Â ðàáîòå [1] áûë âû÷èñëåí ñëåä îïåðàòîðà â L2(0, π), ïîðîæäåííîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

l(y) = −y′′ + δ
(
x− π

2

)
y

íà îòðåçêå [0, π] ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå (áîëåå îáùèé ðåçóëü-
òàò äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çàðÿäà q(x) ïîëó÷åí â [2]). Ðàññìîòðèì îïåðàòîð A
â L2(0, π), ïîðîæäåííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

l(y)(x) = −y′′(x) + δ(x− a)y(x− ε), a ∈ (0, π), a− ε > 0, ε > 0,

íà îòðåçêå [0, π] ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå. Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð
Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñî ñäâèãîì â àðãóìåíòå è ðåãóëÿðíûì ïîòåíöèàëîì áûë
ðàññìîòðåí è èññëåäîâàí â íåäàâíåé ðàáîòå [3]. Îïåðàòîð A ìîæíî îïðåäå-
ëèòü, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [4]:

l(y) = −(y[1])′(x) − u(x− ε)y[1](x− ε) − u(x)u(x− ε)y(x− 2ε),
y[1](x) = y′(x) − u(x)y(x− ε),

D(A) =

{
y ∈ AC[−2ε, π]

∣∣∣∣ [y′(x) − u(x)y(x− ε)] ∈ AC[−ε, π],
l(y) ∈ L2(0, π), y(0) = y(π) = 0

}
,

ãäå u(x) = θ(x− a) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, ðàâíàÿ èíäèêàòîðó ëó÷à x ⩾ a.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü L � îïåðàòîð Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ, ïîðîæäåííûé äèô-
ôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì

l(y)(x) = −y′′(x) + δ(x− a)y(x− ε)

íà îòðåçêå [0, π] ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå. Òîãäà
∞∑
k=1

(
λk − k2 − 2 sin(k(a− ε)) sin(ka)

π

)
= 0.
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Ïðè ñóììèðîâàíèè ëåâîãî ðÿäà ìåòîäîì ñðåäíèõ:
∞∑
k=1

(
λk − k2

)
= 0.

Âàæíîå çàìå÷àíèå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Â ðàáîòå [1] áûëî âïåðâûå îòìå-
÷åíî, ÷òî äëÿ îïåðàòîðîâ ñ ïîòåíöèàëàìè òèïà äåëüòà�ôóíêöèé êëàññè÷åñêàÿ
ôîðìóëà ñëåäà Ãåëüôàíäà�Ëåâèòàíà ìåíÿåòñÿ: ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå
ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè. Äëÿ ïîòåíöèàëà q(x) = δ(x − a) ýòî ñëàãàåìîå
ðàâíî −1

8 . Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè ïîÿâëåíèè çàïàçäûâàíèÿ ε > 0 ñëàãàåìîå
ïðîïàäàåò (ðå÷ü èäåò èìåííî ïðî âîçìóùåíèå âèäà δa(x)y(x− ε), äëÿ âîçìó-
ùåíèé âèäà q(x)y(x−ε), ãäå q(x) � çàðÿä, àâòîðàìè ïîëó÷åíà îáùàÿ ôîðìóëà
ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà è ïðàâàÿ ÷àñòü â íåé ðàâíà íóëþ íå âñåãäà), òàê ÷òî
ìû âîçâðàùàåìñÿ ê êëàññè÷åñêîé ôîðìóëå.
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Ðåãóëÿðèçîâàííûé ñëåä ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ
îïåðàòîðà Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ

ïîòåíöèàëîì èç êëàññà çàðÿäîâ è êðàåâûìè
óñëîâèÿìè Äèðèõëå íà òðåõçâåííîì ãðàôå
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðàô ñ òðåìÿ ðåáðàìè îäèíàêîâîé äëèíû π è ÷åòûðüìÿ âåð-
øèíàìè ñòåïåíè 3, 1, 1, 1. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà êàæäîì èç ðåáåð çàäàí
îïåðàòîð Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ, ïîðîæäåííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíè-
åì l(y) = −y′′ + qj(x)y.

Ïîòåíöèàë q(x) = {q1, q2, q3} ïðåäïîëàãàåòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íîé ìåðîé
(çàðÿäîì): qj = u′j, uj ∈ BV0[0, π] � ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè ñ äî-
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ïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì uj(0) = 0, ïðè÷åì u(x) íåïðåðûâíà ñëåâà â êàæäîé
òî÷êå x ∈ (0, π].

Â êîíöåâûõ âåðøèíàõ ãðàôà ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ Äèðèõëå yj(0) = 0, à â
öåíòðàëüíîé âåðøèíå � óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè y1(π) = y2(π) = y3(π) è

óñëîâèå Êèðõãîôà y
[1]
1 (π) + y

[1]
2 (π) + y

[1]
3 (π) = 0. Çäåñü ÷åðåç y[1] = y′ − uy

îáîçíà÷åíà êâàçèïðîèçâîäíàÿ. Â ñëó÷àå íóëåâîãî ïîòåíöèàëà u = 0 êâàçè-
ïðîèçâîäíàÿ, î÷åâèäíî, ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé: y[1] = y′.

Â ðàáîòàõ [1]�[2] ñ óêàçàííûì äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì è êðàåâû-
ìè óñëîâèÿìè áûë ñâÿçàí êîððåêòíî îïðåäåëåííûé íà ïëîòíîé îáëàñòè çàì-
êíóòûé îïåðàòîð Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ. Áûëà äîêàçàíà äèñêðåòíîñòü åãî ñïåê-
òðà, ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {λn} è
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Íàñòîÿùèé äîêëàä ïîñâÿùåí âû÷èñëåíèþ ôîðìóëû
ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà ïåðâîãî ïîðÿäêà

∞∑
n=1

(λn − λ0n− < q >).

Çäåñü λ0n � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ñ íóëåâûì ïîòåíöèàëîì, à < q >

� ñðåäíåå íàøåãî ïîòåíöèàëà, ðàâíîå 1
π

∑3
j=1

∫ π

0 qj(dx) = u1(π)+u2(π)+u3(π)
π .

Ôîðìóëû ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ õîðîøî èçâåñòíû äëÿ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â òî âðåìÿ, êàê ñëó÷àé îïåðàòîðîâ íà ãðàôàõ
(â ñëó÷àå ñèíãóëÿðíîãî ïîòåíöèàëà) îñòàâàëñÿ íå èçó÷åííûì. Èçâåñòíî (ñì.,
íàïðèìåð, [3]), ÷òî äëÿ îïåðàòîðà íà îòðåçêå ïðè ïåðåõîäå îò ñóììèðóåìîãî
ïîòåíöèàëà q ∈ L1[0, π] ê ñèíãóëÿðíîìó (óêàçàííîãî âûøå êëàññà) â îòâåòå
âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå 1

8

∑
h2k, ãäå hk � âåëè÷èíû âñåõ ñêà÷-

êîâ ôóíêöèè u. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé
íàøåãî îïåðàòîðà íà ãðàôå � â ïðàâîé ÷àñòè ïîÿâëÿåòñÿ ñëàãàåìîå òàêî-
ãî æå âèäà. Ïðè ýòîì, ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îòëè÷àåòñÿ îò ìåòîäà ðàáîòû
[3] è íîñèò áîëåå îáùèé õàðàêòåð � îí îñíîâàí òîëüêî íà àñèìïòîòè÷åñêèõ
ôîðìóëàõ äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðà. Â ïåðñïåêòèâå ýòî
ïîçâîëèò íàì ïåðåíåñòè ðåçóëüòàò íà ñëó÷àé îïåðàòîðîâ íà òàêîì æå ãðàôå,
íî ñ äðóãèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè.
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Ïðîáëåìà Ïóàíêàðå. Ïîñòðîåíèå àñèìïòîòèê
ðåøåíèé óðàâíåíèé ñ ìåðîìîðôíûìè

êîýôôèöèåíòàìè â îêðåñòíîñòè èõ îñîáûõ
òî÷åê
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Îäíîé èç ôóíäàìåíòàëüíûõ çàäà÷ àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ìåðîìîðôíûìè êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ çà-
äà÷à ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòèê èõ ðåøåíèé â îêðåñòíîñòè îñîáûõ òî÷åê. Ýòà
çàäà÷à áûëà ñôîðìóëèðîâàíà Ïóàíêàðå â ðàáîòàõ [1], [2]. Îñíîâíîé öåëüþ
ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ýòèõ àñèìïòîòèê.

À èìåííî, Ïóàíêàðå ðàññìàòðèâàë óðàâíåíèå

an(x)

(
d

dx

)n

u(x) + an−1(x)

(
d

dx

)n−1

u(x) + ...+ ai(x)

(
d

dx

)i

u(x) + ...+

+a0(x)u(x) = 0,

(1)

ãäå ai(x), i = 0, ..., n � ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè.
Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè àñèìïòîòèê ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) â

îêðåñòíîñòè îñîáûõ òî÷åê (êàê ðåãóëÿðíûõ, òàê è èððåãóëÿðíûõ).
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îñîáîé òî÷êîé óðàâíåíèÿ

(1) ÿâëÿåòñÿ r = 0. Â ðàáîòå [3] ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå (1) ìîæåò áûòü
ïðèâåäåíî ê âèäó

H

(
r,−rk+1 d

dr

)
u = 0,

ãäå

H

(
r,−rk+1 d

dr

)
=

(
−rk+1 d

dr

)n

+
n−1∑
i=0

ãi(r)

(
−rk+1 d

dr

)i

.

Çäåñü k = −1, 0, 1, 2.... Áóäåì íàçûâàòü k+ 1 ïîðÿäêîì âûðîæäåíèÿ îïåðàòî-
ðà. ×åðåç ãi(r) îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè.

Îñíîâíûì ñèìâîëîì äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà H
(
r,−rk+1 d

dr

)
íàçû-

âàåòñÿ ôóíêöèÿ H0(p) = pn +
n−1∑
i=0

ãi(0)
k(n−1)

.

Îòâåò íà âîïðîñ îá îáùåì âèäå àñèìïòîòèêè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) äàåò
ñëåäóùàÿ òåîðåìà.



26 Àðèñòîâ À.È.

Òåîðåìà 1. Àñèìïòîòè÷åñêèå ÷ëåíû, ñîîòâåòñòâóþùèå íóëåâîìó êîðíþ
îñíîâíîãî ñèìâîëà, ëèáî áóäóò êîíîðìàëüíûìè, ëèáî áóäóò èìåòü âèä

u0(r) = exp
(
P0

(
r−

1
l0

))
rσ0

∞∑
i=0

a0i r
i
l0 .

Çäåñü l0 ∈ N, σ0 � íåêîòîðîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, P0 (x) � ïîëèíîì, ñòåïåíü

êîòîðîãî íå ïðåâûøàåò kl0,
∞∑
i=0

a0ix
i � àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä.
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Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ãðóïïîâîìó àíàëèçó ñëåäóþùåãî ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ:

∂3u

∂y∂x2
= f(u),

ãäå f(·) � ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îäíîãî àðãó-
ìåíòà.

Ïîêàçàíî, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ïðè ëþáûõ f(·) äîïóñêàåò ñëåäóþùèå èíôè-
íèòåçèìàëüíûå îïåðàòîðû: X1 = ∂

∂x , X2 = ∂
∂y , X3 = x ∂

∂x − 2y ∂
∂y . Êðîìå òîãî,

îíî äîïóñêàåò:

� ïðè f(u) = βuα, β ̸= 0, α ̸= −3 � îïåðàòîð X4 = (1 − α)y ∂
∂y + u ∂

∂u ,

� ïðè f(u) = βu−3, β ̸= 0 � îïåðàòîðû X4 = 4y ∂
∂y +u ∂

∂u è X5 = x2 ∂
∂x +xu ∂

∂u ,

� ïðè f(u) = eu � îïåðàòîðû X4 = x ∂
∂x − 2 ∂

∂u è X5 = η(y) ∂
∂y − η′(y) ∂

∂u , ãäå

η(·) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîãî àðãóìåíòà,
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Äëÿ f(u) = βu−3 è f(u) = eu ñ ïîìîùüþ ýòèõ îïåðàòîðîâ ïîñòðîåíî
íåñêîëüêî ñåìåéñòâ èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé, êðîìå òîãî, ïî íåêîòîðûì òî÷-
íûì ðåøåíèÿì ïîñòðîåíû êëàññû ðåøåíèé ñ ïðîèçâîëüíûìè ïàðàìåòðàìè.

Èññëåäîâàíèå ïîääåðæàíî Ìîñêîâñêèì öåíòðîì ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðè-
êëàäíîé ìàòåìàòèêè ÌÃÓ èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà ïî ñîãëàøåíèþ No 075-
15-2025-345.
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Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ îäíîãî
ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ íåëîêàëüíûì
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Äîêëàä ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ âîïðîñà ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíîé çàäà÷è â
ïîëóïëîñêîñòè D = {(x, t) : x ∈ R, t > 0} äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
ñî ñäâèãîì ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé â ñâîáîäíîì ÷ëåíå (äëÿ ãèïåð-
áîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ íåëîêàëüíûì îïåðàòîðíûì ïîòåíöèàëîì)

utt(x, t) − a2uxx(x, t) + b u(x− h, t) = 0, (x, t) ∈ D,

ãäå a > 0, b > 0, h ̸= 0 � çàäàííûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ñ êëàññè÷åñêèìè
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Êîøè

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ R,
è ôèíèòíûìè íà÷àëüíûìè ôóíêöèÿìè u0(x) ∈ C2(R), u1(x) ∈ C1(R).

Ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñîãëàñíî [1, ãë. 3, � 11], ïîñòðî-
åíî â ÿâíîì âèäå ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíî-
ðàçíîñòíîãî îïåðàòîðà ∂2/∂t2 − a2∂2/∂x2 + bR, ãäå R � îïåðàòîð ñäâèãà,
äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó Ru(x, t) = u(x− h, t).

Ðåøåíèå çàäà÷è ïîëó÷åíî â âèäå ñâåðòêè íàéäåííîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî
ðåøåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè ôóíêöèÿìè u0(x) è u1(x) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ïî-
ëîæèòåëüíîñòè âåùåñòâåííîé ÷àñòè ñèìâîëà äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî
îïåðàòîðà â óðàâíåíèè:

a2ξ2 + b cos (hξ) > 0 äëÿ ëþáîãî ξ ∈ R.
Ñ ïîäðîáíûìè ðåçóëüòàòàìè ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â ðàáîòå [2].
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ñàìîñòðóêòóðèðóþùèõñÿ áèîëîãè÷åñêèõ
ñîîáùåñòâ Óëüôà Äèêìàíà è Ðè÷àðäà Ëîó. Â ñòàòüÿõ [1, 2] áûëà âûâåäåíà
ñèñòåìà èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äèíàìèêè ïðîñòðàíñòâåííûõ
ìîìåíòîâ. Äëÿ ðàáîòû ñ íåé àâòîðû ïðèìåíèëè òð¼õïàðàìåòðè÷åñêîå çàìû-
êàíèå ïåðâîé ñòåïåíè (power-1 closure):

T
(1)
αβγ(x, y) =

1

β

(
αN C(y − x) + β N C(y) + γ N C(x) − (α + γ)N 3

)
,

ãäå α, γ ⩾ 0, β > 0. Â ðåçóëüòàòå ÷åãî áûë ïîëó÷åí íåëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé
îïåðàòîð

Af(x) =

m(x)

N
− w(x) + [m ∗ f ](x) − α

β
N [w ∗ f ](x)

d+ w(x) +
γs

β
N

,

ãäå N =
b− d

s
+ ⟨w, f⟩, ⟨w, f⟩ =

∫
Rd w(y) f(y) dy.

Áûëè óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ó îïåðàòîðà A íà
øàðå B(R) ⊂ L1(Rd) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà. Êðîìå
òîãî, áûëè ïîëó÷åíû îãðàíè÷åíèÿ íà áèîëîãè÷åñêèå ïàðàìåòðû, ïðè êîòîðûõ
íåïîäâèæíàÿ òî÷êà A íåíóëåâàÿ.
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Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

u′′xx + y2u′′yy + yc(y)u′y − a(y)u = f(x, y) (1)

â ïðÿìîóãîëüíèêå Ω ≡ {0 < x < 1, 0 < y < b}, ãäå b > 0, ñ ìîäèôèöèðîâàí-
íûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì Íåéìàíà

u′x(0, y) = u′x(1, y) = 0, 0 < y < b; u′y(x, b) = 0, 0 < x < 1. (2)

Ïîëàãàåì, ÷òî â íåêîòîðîé îáëàñòè G êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî y, òàêîé,
÷òî [0, b] ⊂ G, êîýôôèöèåíòû a(y) è c(y) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè. Òàêæå
ìû áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû a(y) ⩾ 0, c(y) ⩾ 0 ïðè y ∈ [0, b].

Îáîçíà÷èì Γ = ∂Ω� ãðàíèöà îáëàñòè Ω. Ïðåäñòàâèì Γ = Γ1∪Γ2∪Γ3, ãäå
Γ1 = {x = 0, 1; 0 < y < b}∪{y = b; 0 < x < 1}�ðåãóëÿðíàÿ ãëàäêàÿ ÷àñòü

ãðàíèöû,
Γ2 = {y = 0; 0 < x < 1}� ñèíãóëÿðíàÿ ÷àñòü ãðàíèöû,
Γ3 = Γ \ Γ1 \ Γ2�óãëîâûå òî÷êè ðåãóëÿðíîé ÷àñòè ãðàíèöû.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèþ u(x, y) ìû áóäåì íàçûâàòü êëàññè÷åñêèì ðåøåíè-
åì ìîäèôèöèðîâàííîé êðàåâîé çàäà÷è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ (1) â ïðÿìî-
óãîëüíèêå Ω, åñëè u ∈ B(Ω̄) ∩ B1(Ω ∪ Γ1 ∪ Γ3) ∩ C1(Ω ∪ Γ1) ∩ C2(Ω), äëÿ
âñåõ òî÷åê (x, y) ∈ Ω ôóíêöèÿ u(x, y) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1) è äëÿ
âñåõ (x, y) ∈ Γ1 ôóíêöèÿ u(x, y) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîìó óñëîâèþ (2), è ïðè
ýòîì y2u′y(x, y) ñòðåìèòñÿ ê 0 ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, 1] ïðè y → 0 + 0.

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü f(x, y) óðàâíåíèÿ (1) àíàëèòè÷íà â Ω̄ ïî
ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ x è y. Òîãäà êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ìîäèôèöèðî-
âàííîé êðàåâîé çàäà÷è Íåéìàíà (1), (2) ñóùåñòâóåò è ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíî â âèäå

u(x, y) =
+∞∑
k=0

(
ηk(y) + ln

y

b
· χk(y) +

(y
b

)rk
φk(y)

)
cos πkx,
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0 ⩽ x ⩽ 1, 0 < y ⩽ b,

rk =
1 − c(0) +

√
(1 − c(0))2 + 4π2k2 + 4a(0)

2
, k ∈ N0.

ãäå ôóíêöèè ηk, χk, φk ∈ A(G), ïðè÷¼ì åñëè rk ̸∈ Z, òî χk(y) ≡ 0, k ∈ N0.
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Ñåêöèÿ: "Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è âû-

÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû".

Ïîäñåêöèÿ êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ

Èòåðàöèîííûé âàðèàíò ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ
ãðàäèåíòîâ ïîñëå âòîðîé òðàíñôîðìàöèè
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Ñîñíèí Íèêîëàé Âàñèëüåâè÷
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ay = f, ãäå
A - íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ñ äåéñòâèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè ai,j, i, j = 1, 2,
..., n. Ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìîæíî èñêàòü, èñïîëüçóÿ
âñïîìîãàòåëüíûé âåêòîð x, ñâÿçàííûé ñ âåêòîðîì y ñîîòíîøåíèåì y = ATx
(âòîðàÿ òðàíñôîðìàöèÿ Ãàóññà [1]). Äëÿ ðåøåíèÿ ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðåäëîæåí èòåðàöèîííûé âàðèàíò ìå-
òîäà ñîïðÿæ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ, èìåþùèé ñëåäóþùèé âèä:

ïðè k = 0 y0 = 0, r0 = −f, s1 =
r0

∥r0∥2
;

ïðè k = 1, 2, ... qk = ATsk, yk = yk−1 − ∥rk−1∥2
∥qk∥22

· qk,

vk = Aqk, rk = rk−1 − ∥rk−1∥2
∥qk∥22

· vk, èëè rk = Ayk − f ,

sk+1 =
rk

∥rk−1∥2
+

∥rk∥2
∥rk−1∥2

· sk .

Âûõîä èç èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè íåðà-
âåíñòâà ∥rk∥2 ⩽ 10−p, ãäå ∥rk∥2 =

√
(rk, rk), à ïàðàìåòð p ðàâåí ïîðÿäêó

÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû A, çàïèñàííîãî â ñòàíäàðòíîé ôîðìå, óâåëè-
÷åííîìó íà äâå åäèíèöû (p ⩾ 5). Ïðèáëèæ¼ííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû Ay = f
ÿâëÿåòñÿ âåêòîð y = yk ïîñëå âûõîäà èç èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîð yk ÿâëÿåòñÿ òàêæå íîðìàëüíûì ðåøåíèåì â
ñëó÷àå íåäîîïðåäåë¼ííîé ñèñòåìû Ay = f [2] .
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Èíòåëëåêòóàëüíûé àíàëèç äàííûõ ÿâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì ñîâðåìåííûì íà-
ïðàâëåíèåì, ïîìîãàþùèì ñèñòåìàòèçèðîâàòü è àíàëèçèðîâàòü áîëüøèå îáú-
åìû èíôîðìàöèè. Îäíèì èç îñíîâíûõ ñðåäñòâ òàêîãî àíàëèçà ÿâëÿþòñÿ ìå-
òîäû ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ. Ýòè ìåòîäû íàøëè øèðîêîå ïðèìåíåíèå è â îá-
ðàáîòêå ìåäèöèíñêîé èíôîðìàöèè. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäî-
âàíèå âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ ê êëèíè÷åñêîé
áàçå ðàçíîðîäíûõ ìåäèöèíñêèõ äàííûõ ïàöèåíòîâ, ïåðåíåñøèõ õèðóðãè÷å-
ñêîå âìåøàòåëüñòâî, äëÿ îöåíêè ðèñêà ðàçâèòèÿ ïîñëåîïåðàöèîííûõ îñëîæ-
íåíèé.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü èçó÷àëàñü âîçìîæíîñòü ïðåäñêàçàíèÿ âîçíèêíîâåíèÿ
ïîñëåîïåðàöèîííûõ èíôåêöèîííûõ îñëîæíåíèé ïî äîîïåðàöèîííûì ïðèçíà-
êàì. Ïðîâåäåíà ðàáîòà ïî ïîäãîòîâêå äàííûõ, â òîì ÷èñëå íîðìàëèçàöèÿ äàí-
íûõ, îáðàáîòêà ÷èñëîâûõ è êàòåãîðèàëüíûõ çíà÷åíèé, ðàáîòà ñ âûðîæäåííû-
ìè ïîêàçàòåëÿìè. Ïðîâåäåí êîððåëèàöèîííûé àíàëèç öåëåâûõ ïåðåìåííûõ è
ïðèçíàêîâ. Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî çíà÷èìîé ñâÿçè ñ öåëåâîé ïåðåìåííîé íå âûÿâ-
ëåíî.

Â èññëåäîâàíèè èñïîëüçîâàí ðÿä êëàññè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çà-
äà÷è êëàññèôèêàöèè: ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ [1], ñëó÷àéíûé ëåñ [2], ìåòîä
îïîðíûõ âåêòîðîâ [3], ãðàäèåíòíûé áóñòèíã íà äåðåâüÿõ ðåøåíèé [4]. Ìîäåëè
îáó÷àëèñü ïðè ðàçëè÷íûõ ãèïåðïàðàìåòðàõ [5] äëÿ ìàêñèìèçàöèè òî÷íîñòè
ðåøåíèÿ. Àëãîðèòìû îáó÷åíèÿ ïîäáèðàëèñü ñïåöèàëüíûì ñïîñîáîì äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ ëó÷øåãî ðåøåíèÿ ïðè äèñáàëàíñå êëàññîâ. Â ðåçóëüòàòå ïîêàçàíî,
÷òî íà ðàññìàòðèâàåìîé áàçå äàííûõ êëàññè÷åñêèå ìîäåëè íå ïîçâîëÿþò ïî-
ëó÷èòü ïðåäñêàçàíèÿ ñ äîñòîâåðíîñòüþ, îòëè÷íîé îò äîñòîâåðíîñòè ñòîõàñòè-
÷åñêîé ìîäåëè.

Òàêæå áûëè ðàññìîòðåíû è ïðèìåíåíû SOTa (state of the art) ðåøåíèÿ.
Òàê äëÿ óâåëè÷åíèÿ äàòàñåòà èñïîëüçîâàëèñü ïîäõîäû ãåíåðàöèè ñèíòåòè÷å-
ñêèõ äàííûõ íà îñíîâå ñóùåñòâóþùèõ; äëÿ îáðàáîòêè òåêñòîâ èñïîëüçîâàëèñü
òðàíñôîðìåðíûå àðõèòåêòóðû [6]; äëÿ îáðàáîòêè ìåäèêî-ñïåöèôè÷íûõ òåê-
ñòîâ èñïîëüçîâàëèñü ñïåöèàëüíûå ìîäåëè òèïà BioBERT [7]; èñïîëüçîâàëèñü
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ãëóáîêèå, ïðåäîáó÷åííûå íà áîëüøèõ êîðïóñàõ äàííûõ, ìîäåëè äëÿ äîîáó-
÷åíèÿ íà ñóùåñòâóþùèõ è ïîñëåäóþùåãî ïðåäñêàçàíèÿ [8]. Èñïîëüçîâàíèå
ïåðåäîâûõ àðõèòåêòóð è ïîäõîäîâ íå ïîçâîëÿåò íà ðàññìàòðèâàåìîì íàáîðå
äàííûõ êà÷åñòâåííî óëó÷øèòü ïîëó÷åííîå ðàíåå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà-
÷è êëàññèôèêàöèè.

Â äîïîëíèòåëüíîì èññëåäîâàíèè èñõîäíàÿ áàçà äàííûõ áûëà ðàñøèðåíà
çà ñ÷åò âêëþ÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé â ïîñëåîïåðàöèîííûé ïåðèîä. Àíàëèç ïðîâî-
äèëñÿ ïî îäèíàêîâîé ñõåìå äëÿ òð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîñëåîïåðàöèîííûõ
äíåé. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû òðåõ ìîäåëåé ïîêàçàëè, ÷òî äîáàâëåíèå ïîñëåîïå-
ðàöèîííûõ ïðèçíàêîâ íå óëó÷øèëî ïðîãíîç îñëîæíåíèé.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Andrew Cucchiara. Applied logistic regression. Technometrics, 34:358�359, 03
2012.

[2] L. Breiman. Random forests. Machine Learning, 45:5�32, 2001.

[3] Corinna Cortes and Vladimir Naumovich Vapnik. Support-vector networks.
Machine Learning, 20:273�297, 1995.

[4] Jerome Friedman. Greedy function approximation: A gradient boosting
machine. The Annals of Statistics, 29, 11 2000.

[5] James Bergstra and Y. Bengio. Random search for hyper-parameter
optimization. The Journal of Machine Learning Research, 13:281�305, 03 2012.

[6] Attention is all you need /A. Vaswani, N. Shazeer, N. Parmar, J. Uszkoreit,
L. Jones, Aidan N. Gomez, L. Kaiser, I.Polosukhin // 2023.

[7] Biobert: a pre-trained biomedical language representation model for
biomedical text mining / J. Lee, W. Yoon, S. Kim, D. Kim, S. Kim, Chan
Ho So, J. Kang // Bioinformatics, 36(4): 1234�1240, September 2019.

[8] Deep neural networks and tabular data: A survey / V. Borisov, T. Leemann,
K. Seßler, J. Haug, M. Pawelczyk, G. Kasneci // IEEE Transactions on Neural
Networks and Learning Systems, 35(6):7499�7519, June 2024.



34 Åãîðåíêîâ Â.À, Òðîôèìîâ Â.À.

Ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà ïåðåìåííûõ
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Êàê èçâåñòíî, îñíîâíûì ìåòîäîì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíûõ (3D)
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé, ïðåä-
ëîæåííûé â [1, 2]. Îí óñòîé÷èâûé â îòëè÷èå îò äðóãèõ ìåòîäîâ ñóììàðíîé
àïïðîêñèìàöèè, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òðåõìåð-
íûõ çàäà÷, êàê ýòî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî â [3], êàê ïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé. Îäíàêî, äàííûé ìåòîä ïåðâîíà÷àëüíî áûë ïðåäëî-
æåí äëÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Åãî ïðèìåíåíèå äëÿ ðåøå-
íèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, â ÷àñòíîñòè ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ âçà-
èìîäåéñòâèÿ îïòè÷åñêîãî ïó÷êà ñ ïîëóïðîâîäíèêîì [4, 5], ïîêàçàëî, ÷òî îí
íå îáëàäàåò àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòüþ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðèíöè-
ïèàëüíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò íåîáõîäèìîñòü ðàçðàáîòêè ÷èñëåííûõ
ìåòîäîâ, ëèøåííûõ ýòîãî íåäîñòàòêà. Îäíèì èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ áûë
ïðåäëîæåí â [4, 5]. Îí îñíîâàí íà ðåàëèçàöèÿ ìíîãîýòàïíûõ èòåðàöèîííûõ
ïðîöåññîâ, çàïèñàííûõ äëÿ ðàçðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì, îáëà-
äàþùèõ ñâîéñòâîì êîíñåðâàòèâíîñòè. Ïðè ýòîì, íà êàæäîì ýòàïå, ïî ñóòè,
ðåøàåòñÿ îäíîìåðíàÿ çàäà÷à, ÷òî ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü ýêîíîìè÷íûé ìå-
òîä, ïîäîáíûé ìåòîäó ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé. Ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î
ìåòîäå ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé, ðåàëèçîâàííîãî íà îñíîâå èòåðà-
öèîííîãî ïðîöåññà. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ðàçíîñòíûõ ñõåì, ïðåäëîæåííûõ
Douglas, ðàçðàáàòûâàåìûé ìåòîä îáëàäàåò ñâîéñòâîì àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé-
÷èâîñòüþ.

Äàííûé äîêëàä ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ðåàëèçàöèè ìíîãîýòàïíîãî èòå-
ðàöèîííîãî ïðîöåññà (ìåòîäà ïåðåìåííûõ íàïðàâëåíèé, ðåàëèçîâàííîãî íà
îñíîâå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà) äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà, à òàêæå îñîáåííîñòåé åãî ïðèìåíåíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè àäàï-
òèâíûõ íåîòðàæàþùèõ êðàåâûõ óñëîâèé [6].

Åãîðåíêîâ Â.À. áëàãîäàðèò ÐÍÔ (ãðàíò �24-71-00031), ïðè ôèíàíñîâîé
ïîääåðæêå êîòîðîãî âûïîëíåíà äàííàÿ ðàáîòà
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Êàôåäðà âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ, e-mail: ivanshirokov@inbox.ru

Âàæíîñòü èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññîâ âîçíèêíîâåíèÿ âèõðåâîãî çâóêà ñâÿçàíà ñ
ïðàêòè÷åñêèìè çàäà÷àìè óìåíüøåíèÿ óðîâíÿ øóìà ïðè ðàáîòå âåíòèëÿòîðîâ
â ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîìåùåíèÿõ, íà ñàìîëåòàõ, êîðàáëÿõ è ò. ï. Ýòè èññëå-
äîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü â ìíîãî÷èñëåííûõ ðàáîòàõ, ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñü
ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ î ôèçè÷åñêîé ïðèðîäå ãåíåðàöèè çâóêà ïðè àýðî-
äèíàìè÷åñêîì îáòåêàíèè òâåðäûõ òåë [1, 2]. Íåñòàöèîíàðíûå âèõðè, êîòîðûå
îáðàçóþòñÿ ïðè òàêîì îáòåêàíèè, ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûì ôàêòîðîì âîçíèêíî-
âåíèÿ è èçëó÷åíèÿ çâóêîâûõ êîëåáàíèé. Êàê áûëî ïîêàçàíî [3], êâàçèãàçîäè-
íàìè÷åñêèé (ÊÃÄ) àëãîðèòì ðàñ÷åòà òå÷åíèé âÿçêîãî òåïëîïðîâîäíîãî ãàçà
ïîçâîëÿåò, â ÷èñëå ïðî÷åãî, ïðîâîäèòü ìîäåëèðîâàíèå âèõðåâûõ çîí ïðè îá-
òåêàíèè òâåðäûõ òåë. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ìîäåëèðîâàíèå
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êàðòèíû âèõðåé, âîçíèêàþùèõ â òèïè÷íîé çàäà÷å èçó÷åíèÿ ãåíåðàöèè âèõ-
ðåâîãî çâóêà: äîçâóêîâîãî îáòåêàíèÿ öèëèíäðè÷åñêîãî ïðîôèëÿ.

Ðèñ. 1: Êàðòèíà îáòåêàíèÿ (ñëåâà). Èíòåíñèâíîñòü çâóêîâûõ êîëåáàíèé, ýêñ-
ïåðèìåíò (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è ìîäåëèðîâàíèå (ñèìâîëû), ñïðàâà.

Â äàííîé ðàáîòå ïðèâåäåíû ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû òàêîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ ïðè ñêîðîñòè íåâîçìóùåííîãî ïîòîêà 20 ì/ñ ñ ÷èñëîì Ðåéíîëüäñà
(âû÷èñëÿåìîì ïî äèàìåòðó öèëèíäðà 4 ìì) 5300. Äëÿ òðåõìåðíîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ÊÃÄ àëãîðèòì ðåàëèçîâàí íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ òåòðàýäðàëü-
íûõ ñåòêàõ, ïîñòðîåííûõ ñ ïîìîùüþ ñåòî÷íîãî ãåíåðàòîðà Gmsh. Íà ðèñ.
íîìåð: 1 ñëåâà ïîêàçàíî ìãíîâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ìîäóëÿ ñêîðîñòè è ëèíèé
òîêà ïîëó÷åííîé ïðè ÊÃÄ ìîäåëèðîâàíèè íåñòàöèîíàðíîé êàðòèíû âèõðåé.
Â ðàáîòå [2] ïðèâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå èçìåðåíèé èíòåíñèâíî-
ñòè êîëåáàíèé çâóêîâûõ ÷àñòîò íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà â ðàçëè÷íûõ òî÷-
êàõ. Ýòè äàííûå, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè êîëåáà-
íèé, ïîëó÷åííûå ïóòåì ÊÃÄ ìîäåëèðîâàíèÿ, ïîêàçàíû íà ðèñ. íîìåð: 1 ñïðà-
âà. Àáñöèññû ñîîòâåòñòâóþò àçèìóòàëüíîìó óãëó, îòñ÷èòûâàåìîìó îò òî÷êè
òîðìîæåíèÿ ïîòîêà íà íàâåòðåííîé ñòîðîíå öèëèíäðà. Èíòåíñèâíîñòè êîëå-
áàíèé íîðìèðîâàíû íà ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå â òî÷êå îòðûâà (900). Âèäíî,
÷òî îáùèé âèä çàâèñèìîñòè èíòåíñèâíîñòè êîëåáàíèé îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè
èçìåðåíèÿ óäîâëåòâîðèòåëüíî ñîîòâåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, çà
èñêëþ÷åíèåì çíà÷åíèÿ ïðè 1800. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëü-
òàòû ïîêàçûâàþò ïåðñïåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ÊÃÄ àëãîðèòìà ê çàäà÷àì
èçó÷åíèÿ âèõðåâîãî çâóêà.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðîôåññîðó Òèìóøåâó Ñ.Ô. çà ïðåäñòàâ-
ëåííûå äàííûå ïî ïîñòàíîâêå çàäà÷è.
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Ïðè âçàèìîäåéñòâèè òóðáóëåíòíîãî ñëåäà ñ ïðåïÿòñòâèåì ãåíåðèðóþòñÿ àêó-
ñòè÷åñêèå âîëíû, ïðîèçâîäÿùèå øóì â äàëüíåì ïîëå. Ïðÿìîå ìîäåëèðîâà-
íèå òàêèõ çàäà÷ íà îñíîâå óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà íåâîçìîæíî ïî ïðè÷èíå
÷ðåçâû÷àéíîé òðóäîåìêîñòè. Èñïîëüçîâàíèå ãèáðèäíûõ âèõðåðàçðåøàþùèõ
ìîäåëåé òàêæå ñòàëêèâàåòñÿ ñ îãðîìíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè ïðîáëåìàìè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàçâèâàåòñÿ óïðîùåííûé ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ
ãåíåðàöèè àêóñòè÷åñêèõ âîëí íà òâåðäîé ïîâåðõíîñòè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðî-
ôèëü ýëëèïòè÷åñêîé ôîðìû, íåäàëåêî îò êîòîðîãî, âûøå ïî ïîòîêó, çàäàåòñÿ
ñèíòåòè÷åñêèé òóðáóëåíòíûé ñëåä. Ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ íåëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà, ïîñêîëüêó íàëè÷èå âÿçêîñòè ìàëî âëèÿåò íà àêóñòè-
÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè òå÷åíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äàííûé ôåíîìåí ïðåäú-
ÿâëÿåò âûñîêèå òðåáîâàíèÿ ê òî÷íîñòè âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ è àäåê-
âàòíîìó âîñïðîèçâåäåíèþ ïàðàìåòðîâ òóðáóëåíòíîãî ïîëÿ.

Âñå ðàñ÷åòû âåëèñü ñ ïîìîùüþ ñõåì, ñîõðàíÿþùèõ äèñïåðñèîííûå ñîîòíî-
øåíèÿ [1], çàïèñàííûõ â êðèâîëèíåéíîé íåîðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
Ñóùåñòâåííûì ìîìåíòîì, âëèÿþùèì íà óñòîé÷èâîñòü àëãîðèòìîâ, ÿâëÿåòñÿ
ïîñòàíîâêà ðàçíîñòíûõ óñëîâèé íà òâåðäîé ïîâåðõíîñòè. Àâòîðû èñïîëüçî-
âàëè òåõíîëîãèþ ôèêòèâíîãî óçëà [2]. Ñõåìà â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ
ñòðîèëàñü íà îñíîâå ïîäõîäîâ [3, 4] ñ àâòîðñêîé äîðàáîòêîé. Ãåíåðàöèÿ ñèí-
òåòè÷åñêîãî òóðáóëåíòíîãî ïîëÿ ïðîâîäèëàñü íà îñíîâå òåíçîðíîãî ìåòîäà
ôèëüòðàöèè [5].



38 Áîãîìîëîâ Ñ.Â., Ïàíôåðîâà È.À.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Tam C.K.W., Webb J.C. Dispersion-Relation-Preserving �nite di�erence
schemes for computational acoustics // J. Comput. Phys. 1993. V. 107. P. 262�
281.

[2] Tam C.K.W., Dong Zh. Wall boundary conditions for high-order �nite-
di�erence schemes in computational aeroacoustics // Theor. Comput. Fluid
Dynamics. 1994. V. 6. P. 303�322.

[3] Marsden O., Bogey C., Bailly C. High-order curvilinear simulations of �ows
around non-Cartesian bodies // J. Comput. Acoustics. 2005. V. 13, No. 4.
P. 731�748.

[4] Tam C.K.W. Computational Aeroacoustics: A Wave Number Approach.
Cambridge Aerospace Series, 2012. 481 p.

[5] Àëåêñàíäðîâ À.Â., Äîðîäíèöûí Ë.Â. Ïðÿìîé òåíçîðíûé ìåòîä ôèëüòðà-
öèè äëÿ ãåíåðàöèè ñèíòåòè÷åñêèõ òóðáóëåíòíûõ ïîëåé ñêîðîñòè // Ïðå-
ïðèíòû ÈÏÌ èì. Ì.Â.Êåëäûøà. 2021. �95. 15 ñ.

Ðàçðûâíûé ìåòîä ÷àñòèö â çàäà÷àõ äëÿ
óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû
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Ìåòîä ÷àñòèö ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ áîëüøèõ ñèñòåì íà
îñíîâå ëàãðàíæåâà îïèñàíèÿ. Ðàçðûâíûé ìåòîä ÷àñòèö (ÐÌ×) ÿâëÿåòñÿ ìå-
òîäîì �÷àñòèöà-÷àñòèöà�. ÐÌ× ñîñòîèò èç äâóõ îñíîâíûõ ýòàïîâ: ïðåäèêòîðà
è êîððåêòîðà. Êîððåêòîð îñíîâàí íà àíàëèçå ñîñòîÿíèÿ ñîñåäíèõ ÷àñòèö è
âûáîðå ÷àñòèöû, òðåáóþùåé êîððåêòèðîâêè. Â îñíîâå ðàññìàòðèâàåìîãî âà-
ðèàíòà ÐÌ× ëåæèò âûáîð ïëîòíîñòè â êà÷åñòâå êëþ÷åâîé õàðàêòåðèñòèêè
÷àñòèöû â îòëè÷èå îò âàðèàíòîâ, îñíîâàííûõ íà ó÷åòå ôîðìû ÷àñòèöû. Ðå-
øåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû îïèðàåòñÿ íà ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ,
ïîëó÷åííûå ïðè ðàñùåïëåíèè óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ÐÌ×. Ïðî-
âåä¼ííûé ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò, ÷òî äàæå áåç èñïîëüçîâàíèÿ
ëèìèòåðîâ àëãîðèòì êîððåêòíî âîñïðîèçâîäèò îñíîâíûå ôèçè÷åñêèå îñîáåí-
íîñòè òå÷åíèÿ, â ÷àñòíîñòè åãî íåãëàäêèé ïðîôèëü. Ïîêàçàíî, ÷òî âû÷èñ-
ëåíèå ñêîðîñòè îòëè÷àåòñÿ âûñîêîé òî÷íîñòüþ, äàæå äëÿ ãðóáîãî øàãà ïî
ïðîñòðàíñòâó. Îñíîâíàÿ ïîãðåøíîñòü ñâÿçàíà ñ îïðåäåëåíèåì âûñîòû âîäíîé
ïîâåðõíîñòè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäàþò ýôôåêòèâíîñòü è ïðè-
ìåíèìîñòü ðàçðûâíîãî ìåòîäà ÷àñòèö äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îá èñòå÷åíèè â
âàêóóì.
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Ïðè ðåøåíèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé çà÷àñòóþ âîçíèêàþò ðàçðûâíûå ðå-
øåíèÿ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àäåêâàòíûõ ðåøåíèé âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì äîë-
æåí áûòü êîíñåðâàòèâåí. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äîëæíû äåéñòâîâàòü êàê íà
äèôôåðåíöèàëüíîì óðîâíå, òàê è íà äèñêðåòíîì [1,2]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â
îáëàñòÿõ ãëàäêîñòè ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèñòåìû ïðåäñòàâèìû â ¾õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîé ôîðìå¿. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû ãîðàçäî ëó÷øå êîíñåðâàòèâ-
íûõ ïî âû÷èñëèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè è òî÷íîñòè ïðè îòñóòñòâèè ðàçðûâ-
íûõ ðåøåíèé [3,4]. Îáúåäèíåíèå äîñòîèíñòâ ýòèõ äâóõ ïîäõîäîâ ïðèâîäèò ê
¾áàëàíñíî-õàðàêòåðèñòè÷åñêèì¿ ñõåìàì [5,6], ê ÷èñëó êîòîðûõ ìîæíî îòíå-
ñòè è ñõåìó ¾óãîëîê¿. Äàííàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé ïðîòèâîïîòî÷íîé
ñõåìîé. Îíà ïðîñòà, ìîíîòîííà è ìàëîäèñïåðñèîííà, íî îáëàäàåò âûñîêèìè
äèññèïàòèâíûìè ñâîéñòâàìè [7]. Åå îäíîðîäíîñòü íàðóøàåòñÿ â ¾çâóêîâûõ
òî÷êàõ¿, îáëàñòÿõ, â êîòîðûõ íàïðàâëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ìåíÿþò ñâîé çíàê.
Òàêèå ñëó÷àè íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî, ÷òî óñëîæíÿåò ðåàëèçà-
öèþ ìåòîäà â ïðîãðàììå, à òàêæå ñíèæàåò ëîêàëüíûé ïîðÿäîê àïïðîêñèìà-
öèè äî íóëåâîãî [8,9]. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïîñîá óñòðàíåíèÿ
ýòèõ ÿâëåíèé äëÿ ñõåìû ¾óãîëîê¿ íà ïðèìåðå îäíîãî ñêàëÿðíîãî êâàçèëè-
íåéíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Îñíîâíàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèáëè-
æåíèè èñõîäíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, òàê
íàçûâàåìîå ¾ðåëàêñàöèîííîå ïðèáëèæåíèå¿ (Jin-Xin model), íå ñîäåðæàùåé
çâóêîâûõ òî÷åê [10].
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Äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ òå-
÷åíèé ñ ïîäâèæíûìè ãðàíèöàìè èñïîëüçóþòñÿ ñìåøàííûå ýéëåðîâî-ëàãðàí-
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æåâû ïåðåìåííûå (ÑÝË). Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ðåàëèçàöèé àë-
ãîðèòìîâ èõ ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð, øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû ñëåäóþùèå äâóõ-
ýòàïíûå ìåòîäû: ìåòîä, ñîñòîÿùèé èç ðàñ÷¼òà ëàãðàíæåâà ýòàïà è ïîñëåäó-
þùåé ðåàëèçàöèè ïåðåñ÷¼òà íà çàäàííóþ ñåòêó [1]; ìåòîä ñ ðàñ÷åòîì ýéëå-
ðîâà ýòàïà è ïåðåñ÷¼òîì íà âòîðîì ýòàïå íà íîâóþ çàäàííóþ ñåòêó, òàêæå
ïîäâèæíóþ âî âðåìåíè [2]. Ïðîöåññ ïåðåñ÷¼òà íà íîâóþ ñåòêó ÿâëÿåòñÿ âåñü-
ìà òðóäî¼ìêèì. Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ìå-
òîäà ÊÀÁÀÐÅ [3], ïîçâîëÿþùåãî ñîêðàòèòü îáúåì íåîáõîäèìûõ âû÷èñëåíèé
â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å. Èçâåñòíî, ÷òî ýòîò ìåòîä ðàçðàáîòàí ñ ó÷åòîì
ìèíèìèçàöèè ÷èñëåííîé äèñïåðñèè è äèññèïàöèè, ÷òî îáåñïå÷èâàåò òî÷íîå
è óñòîé÷èâîå ðåøåíèå ñèñòåì ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðûå èñïîëü-
çóþòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé. Â ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ
îïèñàíèå ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà è åãî êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè, à òàêæå
ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è â ÑÝË ïåðåìåííûõ. Íà ðèñóíêå 1
ïðåäñòàâëåíà áëîê-ñõåìà âòîðîé ôàçû àëãîðèòìà ÊÀÁÀÐÅ äëÿ äâóìåðíîãî
äîçâóêîâîãî òå÷åíèÿ ãàçà â òðóáå.

Ðàñ÷¼ò ṙ, r

Ðàñ÷¼ò ôóíêöèé S, nnew, τnew, RhoC

W
n+ 1

2
c Nnew12 + c

n+ 1
2

c > 0

W
n+ 1

2
c Nnew12 − c

n+ 1
2

c < 0

W
n+ 1

2
c Nnew23 + c

n+ 1
2

c > 0

W
n+ 1

2
c Nnew23 − c

n+ 1
2

c < 0

R1′2′, Q3′4′ R2′3′, Q1′4′

Ðàñ÷¼ò (P, u)1′2′ Ðàñ÷¼ò (P, u)2′3′

u1′2′ > 0 u2′3′ > 0

S1′2′, V1′2′
ñëåâà íàïðàâî

S1′2′, V1′2′
ñïðàâà íàëåâî

S2′3′, V2′3′
ñíèçó ââåðõ

S2′3′, V2′3′
ñâåðõó âíèç

Ðàñ÷¼ò (ρ, v)1′2′ Ðàñ÷¼ò (ρ, v)2′3′

ïî âåðòèêàëüíûì ãðàíÿì ïî ãîðèçîíòàëüíûì ãðàíÿì

íåò äà äà íåò

Ðèñ. 1: Áëîê-ñõåìà âòîðîãî ýòàïà àëãîðèòìà.
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Ñõåìà ÊÀÁÀÐÅ äëÿ ãèïåðáîëèçèðîâàííîãî
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè
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Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå îäíîìåðíîé íåñòà-
öèîíàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè íà îñíîâå ãèïåðáîëè÷åñêîé ìîäåëè, ó÷èòûâàþ-
ùåé êîíå÷íóþ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà. Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ Ôóðüå, èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà:

∂T

∂t
+
∂q

∂x
= f(x),

α∂q
∂t + ∂T

∂x = − q
σ(x) ,

(1.1)

ãäå T � òåìïåðàòóðà, q � ïëîòíîñòü òåïëîâîãî ïîòîêà, σ � êîýôôèöèåíò
òåïëîïðîâîäíîñòè, f(x) � èñòî÷íèê òåïëà.

Äëÿ óïðîùåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìà ïðèâîäèòñÿ ê õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîé ôîðìå ñ èñïîëüçîâàíèåì ðèìàíîâûõ èíâàðèàíòîâ:

R = q + λT, Q = q − λT, λ =
1√
α
,

ãäå α � ïàðàìåòð ãèïåðáîëèçàöèè. Òàêàÿ ôîðìà ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî
ïðèìåíÿòü ÷èñëåííûå ìåòîäû, èçíà÷àëüíî ðàçðàáîòàííûå äëÿ çàäà÷ ãàçîâîé
äèíàìèêè.

Íà îñíîâå ñõåìû ÊÀÁÀÐÅ (CABARE) ïîñòðîåíà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà âòîðî-
ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó. Èñïîëüçîâàí ìåòîä ïðîãîíêè
äëÿ ðàñ÷¼òà îäíîìåðíîãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ñ ó÷¼òîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà. Ðåàëèçàöèÿ âûïîëíåíà íà ÿçûêå C++ ñ âîçìîæíî-
ñòüþ íàñòðîéêè ñåòêè, âðåìåííîãî øàãà è ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.
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Ïðîâåäåíà ñåðèÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, â òîì ÷èñëå òåñòû íà óñòîé-
÷èâîñòü ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ τ è α, à òàêæå àíàëèç âëèÿíèÿ ãèïåðáîëè-
çàöèè íà ïîâåäåíèå òåïëîâîãî ôðîíòà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò
ñîîòâåòñòâèå ôèçè÷åñêèì îæèäàíèÿì: ïðè ìàëûõ α ìîäåëü ïðèáëèæàåòñÿ ê
êëàññè÷åñêîé ïàðàáîëè÷åñêîé, ïðè óâåëè÷åíèè � ïðîÿâëÿåòñÿ âîëíîâàÿ ïðè-
ðîäà òåïëîïåðåíîñà.

Ðàçðàáîòàííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òåï-
ëîâûõ ïðîöåññîâ â ñðåäàõ ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ òåïëîïåðåíîñà, â òîì ÷èñëå â
çàäà÷àõ ñ èìïóëüñíûì íàãðåâîì, ìèêðî- è íàíîñèñòåìàõ, à òàêæå â ðàñ÷¼òàõ,
ãäå âàæíî ó÷èòûâàòü òåïëîâóþ èíåðöèîííîñòü.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Ãîëîâèçíèí Â. Ì., Çàéöåâ Ì. À., Êàðàáàñîâ Ñ. À., Êîðîòêèí È. À. Íî-
âûå àëãîðèòìû âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîäèíàìèêè äëÿ ìíîãîïðîöåññîðíûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ êîìïëåêñîâ. � Ì.: ÌÃÓ, 2010. � 160 ñ. � (Ñåðèÿ ¾Ñó-
ïåðêîìïüþòåðíîå îáðàçîâàíèå¿).

Ðåøåíèå çàäà÷è Water - Air Shock Tube
ñõåìîé ÊÀÁÀÐÅ
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Çàäà÷à Water � Air Shock Tube [1] ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñòàíäàðòíûõ òåñòîâûõ
çàäà÷ äëÿ âåðèôèêàöèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äè-
íàìèêè ïðè ìîäåëèðîâàíèè òå÷åíèé ñ áîëüøèìè ïåðåïàäàìè ïëîòíîñòè, äàâ-
ëåíèÿ è äðóãèõ ïàðàìåòðîâ. Îáëàñòü ðàñ÷¼òà ðàçäåëåíà ìåìáðàíîé íà äâå
÷àñòè: ñëåâà ðàñïîëàãàåòñÿ æèäêîñòü (âîäà) ñ âûñîêîé ïëîòíîñòüþ è äàâëå-
íèåì, ñïðàâà � ãàç (âîçäóõ) ñ ñóùåñòâåííî ìåíüøèìè ïàðàìåòðàìè.

Ïîñëå óäàëåíèÿ ìåìáðàíû òå÷åíèå îïèñûâàåòñÿ êàê çàäà÷à Ðèìàíà äëÿ
äâóõôàçíîé ñèñòåìû, â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ êîòîðîé âîçíèêàþò óäàðíàÿ âîë-
íà, êîíòàêòíûé ðàçðûâ è âîëíà ðàçðåæåíèÿ.

Â ïðîöåññå ýâîëþöèè ñèñòåìû ïðîèñõîäèò ïîñòåïåííîå âûðàâíèâàíèå ïà-
ðàìåòðîâ è óñòàíîâëåíèå ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ. Êîððåêòíîå îïèñàíèå ýòîé
ðåëàêñàöèè è äèíàìèêè èíòåðôåéñà ÿâëÿåòñÿ âàæíûì êðèòåðèåì óñòîé÷èâî-
ñòè è òî÷íîñòè ÷èñëåííîé ñõåìû.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå áàëàíñíî - õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîé ñõåìû ÊÀÁÀÐÅ [2] ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëè Saurel�Abgrall [1].
Ñî÷åòàíèå ýòîé ìîäåëè è ñõåìû ÊÀÁÀÐÅ ïîçâîëÿåò êîððåêòíî îïèñûâàòü
âçàèìîäåéñòâèå ôàç ïðè ñîõðàíåíèè óñòîé÷èâîñòè è ìîíîòîííîñòè ðåøåíèÿ.
Óäàðíûå âîëíû è êîíòàêòíûå ðàçðûâû âîñïðîèçâîäÿòñÿ áåç çíà÷èòåëüíûõ
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÷èñëåííûõ îñöèëëÿöèé. Ïîëó÷åííûå ïðîôèëè ïëîòíîñòè, ñêîðîñòè è äàâëå-
íèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0.5 ìñ ñîãëàñóþòñÿ ñ èçâåñòíûìè ýòàëîííûìè
ðåçóëüòàòàìè.
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Èíòåãðàöèÿ ìóëüòèìîäàëüíûõ äàííûõ
íîñèìûõ óñòðîéñòâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýìîöèé
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Ðàñïîçíàâàíèå ýìîöèé - àêòèâíî ðàçâèâàþùàÿñÿ â ïîñëåäíåå âðåìÿ îáëàñòü [1],
èìåþùàÿ ïðèëîæåíèÿ â ìåäèöèíå, ÷åëîâåêî-ìàøèííîì âçàèìîäåéñòâèè, ìàð-
êåòèíãå, êîíòðîëå ñîñòîÿíèÿ îïåðàòîðà. Êëàññè÷åñêèå ïîäõîäû
ðàñïîçíàâàíèÿ ýìîöèé èñïîëüçóþò îòäåëüíûå ìîäàëüíîñòè äàííûõ, íàïðè-
ìåð: âûðàæåíèÿ ëèöà [2] èëè ãîëîñ [3]. Ïðèìåíåíèå ïîäõîäîâ íà îñíîâå ìóëü-
òèìîäàëüíûõ äàííûõ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íóþ è óñòîé÷èâóþ êëàññè-
ôèêàöèþ [4]. Îäíàêî âûáîð èñïîëüçóåìîãî íàáîðà ìîäàëüíîñòåé ÷àñòî îñòà¼ò-
ñÿ íåèññëåäîâàííûì [4]. Â äàííîì èññëåäîâàíèè ìû ñðàâíèì ýôôåêòèâíîñòü
ñëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ïàð ìîäàëüíîñòåé ôèçèîëîãè÷åñêèõ äàííûõ, ïîëó÷åííûõ
ñ ïîìîùüþ íîñèìûõ óñòðîéñòâ, íà îñíîâå êà÷åñòâà êëàññèôèêàöèè, ïîëó÷åí-
íîãî ïðè èñïîëüçîâàíèè îäíîé àðõèòåêòóðû íåéðîííîé ñåòè.
Äàííûå è ìåòîäû. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ áûë âûáðàí

íàáîð äàííûõ WESAD [5], òàê êàê îí ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì è ñîäåðæèò äàííûå
10 ìîäàëüíîñòåé. Â êà÷åñòâå öåëåâîé çàäà÷è êëàññèôèêàöèè âûáðàíà çàäà÷à
êëàññèôèêàöèè ýìîöèé â ïðîñòðàíñòâå âîçáóæäåíèå-âàëåíòíîñòü, óïðîù¼í-
íàÿ äî äâóõ áèíàðíûõ çàäà÷ êëàññèôèêàöèè. Òàê êàê íàáîð äàííûõ ñîäåðæèò
äàííûå äâóõ ñåíñîðîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà ãðóäè è çàïÿñòüå, ÷àñòîòû äèñêðå-
òèçàöèè ñõîäíûõ ìîäàëüíîñòåé, çàïèñàííûå ýòèìè ñåíñîðàìè, áûëè ñîãëàñî-
âàíû. Íàáîð äàííûõ áûë ðàçáèò íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ 5�ñåêóíäíûå ýïîõè,
20% ñëó÷àéíî âûáðàííûõ ýïîõ èñïîëüçîâàëèñü â êà÷åñòâå òåñòîâîãî íàáîðà
(ñîîòíîøåíèå êëàññîâ 1:1). Â êà÷åñòâå áàçîâîé àðõèòåêòóðû äëÿ âûäåëåíèÿ
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ïðèçíàêîâ èç äàííûõ èñïîëüçîâàëàñü ñâ¼ðòî÷íàÿ íåéðîííàÿ ñåòü (CNN), äëÿ
ñëèÿíèÿ ìîäàëüíîñòåé ïðèìåíÿëàñü êîíêàòåíàöèÿ ïîëó÷åííûõ èç ñâ¼ðòî÷-
íîé ñåòè ïðåäñòàâëåíèé äàííûõ. Êëàññèôèêàòîðîì âûñòóïàëà äâóõñëîéíàÿ
ïîëíîñâÿçíàÿ íåéðîííàÿ ñåòü.
Ðåçóëüòàòû. Â ðàáîòå ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî â îäíîìîäàëüíîì ñëó÷àå

ëó÷øåé ìîäàëüíîñòüþ èç äîñòóïíûõ â äàííîì íàáîðå ÿâëÿåòñÿ ýëåêòðîêàð-
äèîãðàììà (ÝÊÃ) (accuracy âîçáóæäåíèå/âàëåíòíîñòü = 0.74/0.80), èç ìî-
äàëüíîñòåé ïîëó÷åííûõ ñåíñîðîì ðàñïîëîæåííûì íà çàïÿñòüå, ëó÷øèå ðå-
çóëüòàòû ïðîäåìîíñòðèðîâàëà àêñåëåðîìåòðèÿ (accuracy = 0.67/0.61). Ðåçóëü-
òàòû ñðàâíåíèÿ ïîïàðíîãî ñëèÿíèÿ ìîäàëüíîñòåé äëÿ êëàññèôèêàöèè âîç-
áóæäåíèÿ ïðåäñòàâëåíû íà Ðèñ. 1. Ñî÷eòàíèå ëó÷øåãî èòîãîâîãî êà÷åñòâà
êëàññèôèêàöèè âàëåíòíîñòè ïðîäåìîíñòðèðîâàëè ïàðû ÝÊÃ è àêñåëåðîìåò-
ðèÿ çàïÿñòüÿ (accuracy = 0.8), ÝÊÃ è ýëåêòðîäåðìàëüíàÿ àêòèâíîñòü íà çà-
ïÿñòüå (accuracy = 0.79).

Ðèñ. 1: Ñðàâíåíèå êà÷åñòâà êëàññèôèêàöèè âîçáóæäåíèÿ ïðè ñëèÿíèè ðàç-
ëè÷íûõ ïàð ìîäàëüíîñòåé.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîå ñðàâíåíèå ýôôåêòèâíîñòè
ñëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ ìîäàëüíîñòåé ôèçèîëîãè÷åñêèõ äàííûõ, ïîëó÷åííûõ ñ
ïîìîùüþ íîñèìûõ óñòðîéñòâ, äëÿ êëàññèôèêàöèè ýìîöèîíàëüíûõ ñîñòîÿíèé.
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Ââåäåíèå. Ãåíåðàòèâíîå ìîäåëèðîâàíèå � áûñòðî ðàçâèâàþùååñÿ íàïðàâ-
ëåíèå ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ, îðèåíòèðîâàííîå íà ñîçäàíèå íîâûõ äàííûõ íà
îñíîâå îáó÷àþùåãî íàáîðà. Òàêèå ìîäåëè øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè
äëÿ îáðàáîòêè è óëó÷øåíèÿ ðå÷è, ãäå ÷àñòî òðåáóåòñÿ ðàáîòà â ðåæèìå ðåàëü-
íîãî âðåìåíè. Ñðåäè ãåíåðàòèâíûõ ïîäõîäîâ îñîáîå ìåñòî çàíèìàþò äèôôó-
çèîííûå ìîäåëè, îòëè÷àþùèåñÿ âûñîêèì êà÷åñòâîì ãåíåðàöèè è ñòàáèëüíî-
ñòüþ îáó÷åíèÿ. Îäíàêî èç-çà áîëüøîãî ÷èñëà øàãîâ îáðàòíîãî ïðîöåññà îíè
îáëàäàþò ñåðüåçíûì íåäîñòàòêîì � âûñîêîé âû÷èñëèòåëüíîé ñòîèìîñòüþ.
Ýòî îãðàíè÷èâàåò âîçìîæíîñòü èõ ïðèìåíåíèÿ â îíëàéí ñöåíàðèÿõ.
Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ óñêîðåíèå ïðîöåññà ãåíå-

ðàöèè äàííûõ ñ ïîìîùüþ äèôôóçèîííîé ìîäåëè â çàäà÷å îáðàáîòêè ðå÷åâûõ
ñèãíàëîâ.
Ìåòîäû. Îáðàòíûé ïðîöåññ â êëàññè÷åñêèõ äèôôóçèîííûõ ìîäåëÿõ [1]

ìîæåò áûòü îïèñàí ñ ïîìîùüþ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ (ÎÄÓ). Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ çàäà¼ò òðàåêòîðèþ, ïî êîòîðîé äàííûå
âîññòàíàâëèâàþòñÿ èç øóìà. Ìåòîä ðåêòèôèöèðîâàííîé äèôôóçèè [2] ïîçâî-
ëÿåò ïðèâåñòè òðàåêòîðèþ ýòîãî ïðîöåññà ê òðàåêòîðèè ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿä-
êà, îáåñïå÷èâàÿ ïåðåõîä îò ðàñïðåäåëåíèÿ øóìà ê ðàñïðåäåëåíèþ äàííûõ çà
çíà÷èòåëüíî ìåíüøåå ÷èñëî øàãîâ, è äåëàåò âîçìîæíîé ãåíåðàöèþ äàííûõ
áåç çíà÷èòåëüíîé ïîòåðè êà÷åñòâà.

Â ðàìêàõ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàññìàòðèâàëàñü äèôôóçèîííàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ
ìîäåëü äëÿ çàäà÷è óëó÷øåíèÿ ðå÷è. Â îñíîâå ðåàëèçîâàííîé ìîäåëè ëåæèò
ñâåðòî÷íàÿ íåéðîííàÿ ñåòü, êîòîðàÿ îáó÷àåòñÿ ïðåäñêàçûâàòü äîáàâëåííûé
ãàóññîâñêèé øóì íà ðàçëè÷íûõ ýòàïàõ äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà.

Â êà÷åñòâå ðå÷åâîãî äàòàñåòà áûë èñïîëüçîâàí íàáîð äàííûõ LJSpeech. Íà
÷èñòóþ ðå÷ü áûëè íàëîæåíû ðàçëè÷íûå øóìû èç äàòàñåòà DEMAND. Êà÷å-



×åòêèí Å.È., Øèøêèí À. Ã. 47

ñòâî îöåíèâàëîñü ñ èñïîëüçîâàíèåì êàê îáúåêòèâíûõ (PESQ, STOI, SI-SDR),
òàê è ñóáúåêòèâíûõ ïîêàçàòåëåé (DNSMOS, CSIG, CBAK, COVL). Ýêñïåðè-
ìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè 5 øàãàõ îáðàòíîãî ïðîõîäà ìîäåëü îáåñïå÷èâàåò
õîðîøåå êà÷åñòâî è íå òîëüêî óáèðàåò øóì, íî è ñîõðàíÿåò åñòåñòâåííîñòü
çâó÷àíèÿ. Çíà÷åíèÿ ñóáúåêòèâíûõ ìåòðèê ñîñòàâèëè: DNSMOS = 3.37, CSIG
= 3.37, CBAK = 3.88. Ñêîðîñòü ðàáîòû ìîäåëè ïðè ýòîì óâåëè÷èëàñü ïðè-
ìåðíî â 10 ðàç.
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îäíèì èç ñàìûõ ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ãåíåðàöèè äàí-
íûõ ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå äèôôóçèîííûõ ìîäåëåé [1]. Â ñëó÷àå ãåíåðàöèè
ñïåöèôè÷åñêèõ äàííûõ â êà÷åñòâå óñëîâèÿ èñïîëüçóåòñÿ âíåøíÿÿ èíôîðìà-
öèÿ, íàïðèìåð, òåêñò èëè ìåòêà êëàññà. Ïîñêîëüêó äèôôóçèîííóþ ìîäåëü
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, ìîæíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó îáó÷å-
íèÿ óñëîâíîé äèôôóçèîííîé ìîäåëè êàê çàäà÷ó îáó÷åíèÿ ñ ïîäêðåïëåíèåì.
Â äàííîé ðàáîòå â êà÷åñòâå óñëîâèÿ ïðè îáó÷åíèè äèôôóçèîííîé ìîäåëè
ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòêà êëàññà.
Ôóíêöèÿ íàãðàäû. Ïðèìåíåíèå çíà÷åíèé Øåïëè. Îäíîé èç ãëàâ-

íûõ ïðîáëåì â îáó÷åíèè ñ ïîäêðåïëåíèåì ÿâëÿåòñÿ âûáîð ôóíêöèè íàãðàäû.
Äëÿ ïðîñòûõ ñëó÷àåâ, òàêèõ êàê ðåãðåññèÿ, â êà÷åñòâå ôóíêöèè íàãðàäû ìîæ-
íî âûáðàòü åâêëèäîâó ìåòðèêó. Äëÿ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè ìû ðàññìîòðåëè â
êà÷åñòâå ôóíêöèè íàãðàäû òî÷íîñòü êëàññèôèêàòîðà, îáó÷åííîãî íà äàííûõ,
ñãåíåðèðîâàííûõ äèôôóçèîííîé ìîäåëüþ è ïðîòåñòèðîâàííîãî íà íåêîòîðîé
òåñòîâîé âûáîðêå. Îäíàêî òàêîé ïîäõîä íå îòðàæàåò âêëàäà êàæäîé òî÷êè â
èòîãîâûé ðåçóëüòàò. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû áûë âûáðàí ìåòîä çíà÷åíèé
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Øåïëè [2]. Â ðåçóëüòàòå ôîðìóëà äëÿ îáíîâëåíèÿ âåñîâ ïîëó÷àåò ñëåäóþùèé
âèä:

∇θJDDRL = E[
T∑
t=0

pθ(xt−1|xt, c)
pθold(xt−1|xt, c)

∇θ log pθ(xt−1|xt, c)s(x0)r(x0, c)] (1)

Ìàòåðèàëû è ìåòîäû. Ïîñòàíîâêè ýêñïåðèìåíòîâ. Äëÿ ïîäòâåð-
æäåíèÿ ðàáîòîñïîñîáíîñòè ïðèâåäåííîãî àëãîðèòìà áûëè ïðîâåäåíû âû÷èñ-
ëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû. Ìîäåëü áûëà îáó÷åíà ãåíåðèðîâàòü äàííûå â ïðå-
äåëàõ çàäàííîé îáëàñòè, à çàòåì áûëà äîîáó÷åíà ñ ïîäêðåïëåíèåì äëÿ ãåíå-
ðàöèè íàáîðîâ äàííûõ äëÿ ðàçíûõ ôóíêöèé íàãðàäû: êàê ñ ó÷åòîì, òàê è
áåç ó÷åòà çíà÷åíèé Øåïëè. Íà äàííûé ìîìåíò, ïðè ïðèìåíåíèè ïðåäëîæåí-
íîãî ïîäõîäà ïðè äîîáó÷åíèè óäàëîñü ãåíåðèðîâàòü äàííûå èç äâóõ ëèíåéíî
ðàçäåëèìûõ êëàññîâ. Äàííûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ çíà÷èìûì, ïîñêîëüêó ìîæåò
ïîçâîëèòü ãåíåðèðîâàòü áîëåå ðåàëèñòè÷íûå è ðàçíîîáðàçíûå ñèíòåòè÷åñêèå
äàííûå äëÿ ðåàëüíûõ çàäà÷.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííîé ìîäåëè
Ëàí÷åñòåðà äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè áîåâûõ äåéñòâèé äâóõ ãðóïï âîéñê â
äâóìåðíîé îáëàñòè. Ìîäåëü äîïîëíåíà êîíâåêòèâíûìè ÷ëåíàìè, ìîäåëèðó-
þùèìè íàïðàâëåííûå óäàðû, ãàóññîâñêèì áåëûì øóìîì è òîïîãðàôè÷åñêèì
ñëîæíûì ïðåïÿòñòâèåì (îçåðîì). ×èñëåííîå ðåøåíèå ðåàëèçîâàíî ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ñõåìû ïðîòèâ ïîòîêà è ìåòîäà àê-
òèâíûõ êîíòóðîâ äëÿ îïèñàíèÿ ãðàíèö ïðåïÿòñòâèÿ. Ðåçóëüòàòû ïîêàçûâà-
þò, ÷òî øóì óñèëèâàåò ëîêàëüíóþ íåîäíîðîäíîñòü, óâåëè÷èâàÿ ìàêñèìóìû
êîíöåíòðàöèé âîéñê íà 7�9.5%, à ïðåïÿòñòâèå ñîçäàåò çîíû òóðáóëåíòíîñòè.
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Íàïðàâëåííûå óäàðû óñêîðÿþò ôîðìèðîâàíèå âîëíîâûõ ôðîíòîâ, ïîâûøàÿ
òàêòè÷åñêóþ íåñòàáèëüíîñòü.
Ââåäåíèå. Ìîäåëè Ëàí÷åñòåðà ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè áî-

åâûõ äåéñòâèé, âêëþ÷àÿ ïðîñòðàíñòâåííûå ýôôåêòû [1, 2, 3, 4]. Â ðàáîòå ìî-
äèôèöèðîâàíà ìîäåëü [5, 6] ñ ó÷åòîì íàïðàâëåííûõ óäàðîâ, ñòîõàñòè÷åñêîãî
øóìà è òîïîãðàôè÷åñêèõ ïðåïÿòñòâèé, ÷òî ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü ñëîæíûå
òàêòè÷åñêèå ñöåíàðèè [7].
Ìîäåëü è ìåòîäû. Ìîäåëü îïèñûâàåò ïëîòíîñòè U(x, y, t) è V (x, y, t)

âîéñê â îáëàñòè [0, 1] × [0, 1]. Óðàâíåíèÿ âêëþ÷àþò äèôôóçèîííûå ÷ëåíû
(êîýôôèöèåíòû µ1 = 0.02, µ2 = 0.05), íåëèíåéíûå ðåàêöèè è êîíâåêòèâíûå
÷ëåíû −vU · ∇U , −vV · ∇V , àêòèâíûå íà íà÷àëüíîì ýòàïå (t ⩽ 0.1). Âåê-
òîðíûå ïîëÿ ñêîðîñòåé çàäàþòñÿ êàê vU = cUH(t)dU , vV = cVH(t)dV , ãäå
cU = cV = 0.5, dU = (1, 0), dV = (−1, 0). Øóì ìîäåëèðóåòñÿ ãàóññîâñêèì
ïðîöåññîì ñ äèñïåðñèåé σ2 = 0.01. Ïðåïÿòñòâèå (îçåðî) îïèñàíî ìåòîäîì àê-
òèâíûõ êîíòóðîâ ñ ïàðàìåòðàìè α = 0.001, β = 0.01. ×èñëåííîå ðåøåíèå
èñïîëüçóåò ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ñõåìó ïðîòèâ ïîòîêà íà ñåòêå 60×60
ñ 300 âðåìåííûìè øàãàìè.
Ðåçóëüòàòû. Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî øóì óâåëè÷èâàåò ìàêñèìóìû êîí-

öåíòðàöèé U äî 0.098 (+9.5% ê áåçøóìîâîìó ñëó÷àþ) è óñèëèâàåò ëîêàëüíûå
ôëóêòóàöèè, îñîáåííî âáëèçè îçåðà. Ïðåïÿòñòâèå ñîçäàåò çîíû ïîâûøåííûõ
ãðàäèåíòîâ, óñèëèâàÿ òóðáóëåíòíîñòü íà 15�20%. Íàïðàâëåííûå óäàðû óñêî-
ðÿþò ôîðìèðîâàíèå âîëíîâûõ ôðîíòîâ, ïîâûøàÿ äîëþ îáëàñòè ñ U > 0.05
äî 28% ïðè t = 0.25. Óñòîé÷èâîñòü ïîäòâåðæäåíà ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà:
λmax ≈ −0.12 (áåç øóìà) è −0.10 (ñ øóìîì). Âèçóàëèçàöèÿ (ðèñ. ??) äåìîí-
ñòðèðóåò ðàçìûòèå ôðîíòîâ è ïÿòíèñòóþ ñòðóêòóðó ïðè íàëè÷èè øóìà.
Çàêëþ÷åíèå. Ìîäèôèêàöèÿ ìîäåëè Ëàí÷åñòåðà ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü

òàêòè÷åñêèå ìàíåâðû è íåîïðåäåëåííîñòè. Øóì è ïðåïÿòñòâèÿ óñèëèâàþò
íåîäíîðîäíîñòü, à íàïðàâëåííûå óäàðû óñêîðÿþò äèíàìèêó êîíôëèêòà, ÷òî
ñîïîñòàâèìî ñ êîìàíäîé öåíòðà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â ðåàëèñòè÷íîì âîåííîì
ïðîòèâîñòîÿíèè. Ðåçóëüòàòû ïîä÷åðêèâàþò âàæíîñòü ó÷åòà òîïîãðàôèè è
ñòîõàñòè÷åñêèõ ôàêòîðîâ â òàêòè÷åñêîì ïëàíèðîâàíèè. Äàëüíåéøèå èññëåäî-
âàíèÿ ìîãóò âêëþ÷àòü íåîäíîðîäíóþ äèôôóçèþ è ìíîãîàãåíòíûå ïîäõîäû.
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Ìíîãèå ïðèêëàäíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè â ôèçèêå, èíæåíåðèè è ñìåæíûõ
îáëàñòÿõ íàóêè îïèðàþòñÿ íà ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà è èõ
ñèñòåìû, ôîðìóëèðóåìûå â ìíîãîìåðíûõ îáëàñòÿõ ñî ñëîæíîé, íåðåãóëÿðíîé
ãåîìåòðèåé. Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êðà-
åâûõ çàäà÷ ñòàíäàðòíî ïðèìåíÿþò íåñòðóêòóðèðîâàííûå ñåòêè, òàêèå êàê
òðåóãîëüíûå (â äâóìåðíîì ñëó÷àå) è òåòðàýäðàëüíûå (â òðåõìåðíîì), â ñî÷å-
òàíèè ñ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé àïïðîêñèìàöèè.

Êëàññè÷åñêèå ðàçíîñòíûå ìåòîäû, õîðîøî îòðàáîòàííûå äëÿ ðåãóëÿðíûõ
ñåòîê, ñòàëêèâàþòñÿ ñ ñóùåñòâåííûìè òðóäíîñòÿìè ïðè àäàïòàöèè ê íåðåãó-
ëÿðíûì ãåîìåòðèÿì. Â êà÷åñòâå ýôôåêòèâíîé àëüòåðíàòèâû ñôîðìèðîâàëñÿ
ìåòîä êîíå÷íûõ îáúåìîâ (Finite Volume Method, FVM), êîòîðûé èíòåðïðå-
òèðóåò äèñêðåòíóþ çàäà÷ó êàê çàêîí ñîõðàíåíèÿ äëÿ îòäåëüíûõ ÿ÷ååê ðàñ-
÷åòíîé îáëàñòè � êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ [1]. Êëþ÷åâûì àñïåêòîì FVM ÿâëÿ-
åòñÿ âûáîð ðàñ÷åòíîé ñåòêè è êîíòðîëüíûõ îáúåìîâ; íàèáîëåå åñòåñòâåííûì
è ìàòåìàòè÷åñêè îáîñíîâàííûì ñ÷èòàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïàðû äâîéñòâåííûõ
ðàçáèåíèé: òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå è äèàãðàììû Âîðîíîãî, ãäå ïðèáëèæåííîå
ðåøåíèå èùåòñÿ â óçëàõ îäíîé ñåòêè, à êîíòðîëüíûå îáúåìû îïðåäåëÿþòñÿ
ÿ÷åéêàìè äðóãîé.
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Îäíàêî äëÿ çàäà÷ ñ ÿðêî âûðàæåííîé àíèçîòðîïèåé èëè ñëîæíîé ñòðóê-
òóðîé ïîòîêîâ èñïîëüçîâàíèå òîëüêî îäíîé ñåòêè (Äåëîíå èëè Âîðîíîãî) îêà-
çûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íûì [2], ÷òî ïðèâîäèò ê ñíèæåíèþ òî÷íîñòè è óñòîé÷è-
âîñòè. Ýòî ìîòèâèðóåò ðàçâèòèå äâóõñåòî÷íîé òåõíîëîãèè íà îñíîâå merged
Voronoi�Delaunay (MVD)-ñåòêè [3]. Íà òàêîé ñåòêå (íàïðèìåð, ðàçáèòîé íà
îðòîäèàãîíàëüíûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè â äâóìåðíîì ñëó÷àå) ñòðîÿò ñîãëàñî-
âàííûå àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðîâ âåêòîðíîãî àíàëèçà � ãðàäèåíòà, äèâåð-
ãåíöèè è ðîòîðà, ïðèìåíÿÿ FVM äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ äèôôóçèè-ðåàêöèè â
àíèçîòðîïíîé ñðåäå, ãäå îäèíî÷íàÿ ñåòêà ïðîáëåìàòè÷íà. Â MVD-ïîäõîäå
ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ èç ñâÿçàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ
çíà÷åíèé â óçëàõ îáåèõ ñåòîê; òðàäèöèîííûå ìîíîëèòíûå âû÷èñëèòåëüíûå
àëãîðèòìû çàìåíÿþò áëî÷íûìè èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè, ãäå íà êàæäîé
èòåðàöèè íåçàâèñèìî ðåøàþòñÿ ïîäçàäà÷è íà ñåòêå Äåëîíå è íà Âîðîíîãî.
Ïðåäîáóñëîâëèâàíèå ðåàëèçóåòñÿ áëî÷íîé äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé, ýêâèâà-
ëåíòíîé êðàåâîé çàäà÷å äèôôóçèè-ðåàêöèè â èçîòðîïíîé ñðåäå (ñ ÿâíî âû-
÷èñëÿåìûìè êîíñòàíòàìè ýíåðãåòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè), ÷òî ïîçâîëÿåò
ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿòü èòåðàöèîííûå ìåòîäû ÷åáûøåâñêîãî òèïà äëÿ ïîâû-
øåíèÿ ðîáàñòíîñòè è ñíèæåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà òåñòîâîé çàäà÷å äåìîíñòðèðóþò
âûñîêóþ ðàáîòîñïîñîáíîñòü ïðåäëîæåííîãî èòåðàöèîííîãî decoupling-ìåòîäà,
ïîäòâåðæäàÿ åãî ïðåèìóùåñòâà äëÿ àíèçîòðîïíûõ ïðîáëåì â ñëîæíûõ ãåî-
ìåòðèÿõ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÍÔ (ãðàíò �24-11-00058).
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ àêòóàëüíàÿ çàäà÷à òîìîãðàôè÷åñêîãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ìÿãêîãî ðåíòãåíîâ-
ñêîãî èçëó÷åíèÿ â óñòàíîâêàõ òîêàìàê, ÷òî ÿâëÿåòñÿ âàæíûì äëÿ äèàãíîñòè-
êè ïëàçìû. Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä íà îñíîâå ñìåñè Ãàóññîâûõ ðàñïðåäåëåíèé
ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óñêîðèòü ïðîöåäóðó âîññòàíîâëåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ
êëàññè÷åñêèìè ïîäõîäàìè (òàêèìè êàê Minimum Fisher Information[1] è SVD-
ìåòîäû[2,3]) ïðè ðàáîòå íà äåòàëèçèðîâàííûõ ðàñ÷åòíûõ ñåòêàõ. Ïðîâåäåíî
ñðàâíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ñ òðàäè-
öèîííûìè àëãîðèòìàìè ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ñèíòåòè÷åñêèõ äàííûõ. Ïðåäñòàâ-
ëåíû ðåçóëüòàòû àíàëèçà ïðîèçâîäèòåëüíîñòè è òî÷íîñòè âîññòàíîâëåíèÿ, à
òàêæå îáñóæäåíû ïåðñïåêòèâû ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ðàçðàáîòàííîãî
ïîäõîäà äëÿ îáðàáîòêè äàííûõ â ðåàëüíîì âðåìåíè.

Ðèñ. 1: Ïðèìåð ôàíòîìà.
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Â ñâÿçè ñî ñòðåìèòåëüíûì ðîñòîì ÷èñëà ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòûõ çàáîëåâàíèé
(ÑÑÇ) â ÐÔ è â ìèðå îñîáóþ âàæíîñòü ïðèîáðåòàþò çàäà÷è ðàííåé ïðîôè-
ëàêòèêè è êà÷åñòâåííîé îöåíêè ñîñòîÿíèÿ ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòîé ñèñòåìû â öå-
ëÿõ ñâîåâðåìåííîãî âûÿâëåíèÿ ñåðäå÷íûõ ïàòîëîãèé ó íàñåëåíèÿ. Ïîñêîëüêó
ýëåêòðîêàðäèîãðàôèÿ ïî-ïðåæíåìó îñòà¼òñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ýôôåêòèâ-
íûõ è ðàñïðîñòðàí¼ííûõ èíñòðóìåíòîâ äèàãíîñòèêè ÑÑÇ, â íàñòîÿùåå âðå-
ìÿ ïðîäîëæàþò ïîÿâëÿòüñÿ èííîâàöèîííûå ïîäõîäû, ïîçâîëÿþùèå âñ¼ áîëåå
ðåçóëüòàòèâíî ðåøàòü àêòóàëüíûå çàäà÷è â îáëàñòè èíòåëëåêòóàëüíîãî àíà-
ëèçà ýëåêòðîêàðäèîãðàìì (ÝÊÃ). Âñëåäñòâèå ýòîãî â êëèíè÷åñêóþ ïðàêòèêó
øèðîêî âíåäðÿþòñÿ ñîâðåìåííûå âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè, íàïðàâëåííûå
íà ïîääåðæêó ïðèíÿòèÿ îáîñíîâàííûõ âðà÷åáíûõ ðåøåíèé.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà àíàëèçó íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííûõ òåõíî-
ëîãèé, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ àâòîìàòèçàöèè ïîñòàíîâêè êëèíè÷åñêèõ äèàãíîçîâ â
êàðäèîëîãèè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ êëþ÷åâûå íàïðàâëåíèÿ ðàáîòû ñ ÝÊÃ: èñòî÷-
íèêè ÝÊÃ-äàííûõ è èõ àóãìåíòàöèÿ [1]; ñïîñîáû ïðåäñòàâëåíèÿ ÝÊÃ-ñèãíàëîâ
(âðåìåííûå ðÿäû, èçîáðàæåíèÿ, íàáîðû ïðèçíàêîâ) è èõ ïðåäîáðàáîòêà (ôèëü-
òðàöèÿ øóìîâ, íîðìàëèçàöèÿ, ìàñøòàáèðîâàíèå, äåòåêòèðîâàíèå àíîìàëèé,
óäàëåíèå âûáðîñîâ, ñåãìåíòàöèÿ PQRST-êîìïëåêñîâ) [2]; ìåòîäû êëàññèôè-
êàöèè è èíòåðïðåòàöèè ÝÊÃ-ñèíäðîìîâ êàê ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêèõ àëãî-
ðèòìîâ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ (ìåòîä îïîðíûõ âåêòîðîâ, ñëó÷àéíûé ëåñ, ãðà-
äèåíòíûé è àäàïòèâíûé áóñòèíãè) [3], òàê è ñ ïðèìåíåíèåì ñîâðåìåííûõ íåé-
ðîííûõ ñåòåé ðàçëè÷íûõ àðõèòåêòóð (ñâ¼ðòî÷íûõ, ðåêóððåíòíûõ, ãðàôîâûõ,
òðàíñôîðìåðîâ, à òàêæå èõ ãèáðèäíûõ êîìáèíàöèé) [4]; èíñòðóìåíòû îöåí-
êè êà÷åñòâà ðàáîòû êëàññèôèêàòîðîâ è ìîäåëåé ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ íà îñ-
íîâå ìàòðèöû îøèáîê è íàáîðà ìåòðèê (÷óâñòâèòåëüíîñòü, ñïåöèôè÷íîñòü,
G-ìåðà, îøèáêè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà, ïëîùàäü ïîä ROC-êðèâîé) [5].

Â ðàáîòå îòìå÷åíû ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè ðàññìàòðèâàåìûõ òåõíî-
ëîãèé, à òàêæå âûäåëåíû íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûå ïîäõîäû, ïðåâîñõîäÿùèå
àëüòåðíàòèâû â ðåøåíèè èäåíòè÷íûõ çàäà÷. Â ÷àñòíîñòè ïîêàçàíî, ÷òî â ðÿäå
ñëó÷àåâ íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû äåìîíñòðèðóþò ãèáðèäíûå ìåòîäû, ñî÷åòàþ-
ùèå êëàññè÷åñêèå àëãîðèòìû ñ ñîâðåìåííûìè ìîäåëÿìè ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ.
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Òàêèå ðåøåíèÿ íå òîëüêî ýôôåêòèâíåå ïðèìåíèìû íà ïðàêòèêå, íî è ïðåä-
ñòàâëÿþò íàèáîëüøèé íàó÷íûé èíòåðåñ.
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Â ñîâðåìåííîé âðà÷åáíîé ïðàêòèêå îäíèì èç êëþ÷åâûõ è íàèáîëåå èíôîð-
ìàòèâíûõ íåèíâàçèâíûõ ìåòîäîâ äèàãíîñòèêè ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòûõ çàáîëå-
âàíèé ÿâëÿåòñÿ ýëåêòðîêàðäèîãðàôèÿ. Îäíàêî ïðè ðåãèñòðàöèè â êëèíè÷å-
ñêèõ óñëîâèÿõ ÝÊÃ-ñèãíàë ïîäâåðãàåòñÿ çíà÷èòåëüíîìó âëèÿíèþ ðàçëè÷íûõ
øóìîâ, â ÷àñòíîñòè, äðåéôà èçîëèíèè (BW), âûçâàííîãî èçìåíåíèåì êîíòàê-
òà ýëåêòðîäîâ è äûõàòåëüíûìè äâèæåíèÿìè, ýëåêòðîìèîãðàôè÷åñêèõ ïîìåõ
(EMG), îáóñëîâëåííûõ àêòèâíîñòüþ ñêåëåòíûõ ìûøö, ñåòåâûõ ïîìåõ (PLI)
[1]. Ýòè è äðóãèå èñêàæåíèÿ ïðåïÿòñòâóþò êîððåêòíîé ñåãìåíòàöèè êàðäèî-
ñèãíàëà (QRS-êîìïëåêñîâ, çóáöîâ P è T) è â äàëüíåéøåì çàòðóäíÿþò àâòîìà-
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òèçàöèþ ðàñïîçíàâàíèÿ ñåðäå÷íûõ ïàòîëîãèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäîáðàáîòêà
âðåìåííûõ ðÿäîâ ñòàíîâèòñÿ íåîòúåìëåìûì ýòàïîì ðåøåíèÿ çàäà÷ èíòåë-
ëåêòóàëüíîãî àíàëèçà ýëåêòðîêàðäèîãðàìì: ýôôåêòèâíîå óñòðàíåíèå øóìîâ
(äåíîéçèíã) ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü äîñòîâåðíîñòü èíòåðïðåòàöèè,
êà÷åñòâî îáó÷åíèÿ ìîäåëåé è òî÷íîñòü ðàñïîçíàâàíèÿ ÝÊÃ-ñèíäðîìîâ.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà àíàëèçó ñîâðåìåííûõ ïîäõîäîâ ê äåíîéçèíãó
ÝÊÃ-ñèãíàëîâ, îñíîâàííûõ íà èñïîëüçîâàíèè âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèé è ãè-
áðèäíûõ ìîäåëåé ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ. Âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå ïî-ïðåæíåìó
ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííûõ èíñòðóìåíòîâ îáðàáîòêè ÝÊÃ-
ñèãíàëîâ, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå âðåìåííûõ ðÿäîâ [2], êîòîðûé ïîçâîëÿåò ýô-
ôåêòèâíî âûäåëÿòü ëîêàëüíûå øóìû â ðàçëè÷íûõ ÷àñòîòíûõ äèàïàçîíàõ,
ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì ìîðôîëîãè÷åñêèå îñîáåííîñòè ñèãíàëà. Îäíàêî ýòîò ìå-
òîä óñòóïàåò òåõíîëîãèÿì ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ â îáðàáîòêå ñëîæíûõ, íåñòà-
öèîíàðíûõ øóìîâ è ãëîáàëüíûõ çàâèñèìîñòåé [3].

Â ðàáîòå îòìå÷åíû ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè ñîâðåìåííûõ ïîäõîäîâ ê
äåíîéçèíãó ÝÊÃ-ñèãíàëîâ, èñïîëüçóþùèõ êàê èíòåãðèðîâàííûå ñ âåéâëåò-
ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñâ¼ðòî÷íûå íåéðîííûå ñåòè (CNN) [4], òàê è íåïîñðåä-
ñòâåííî ìîäèôèöèðîâàííûå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ [5]. Â ÷àñòíîñòè ïîêàçà-
íû ñïîñîáû ýôôåêòèâíîãî îáúåäèíåíèÿ âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèé è òðàíñôîð-
ìåðíûõ íåéðîñåòåâûõ àðõèòåêòóð: òàêèå ãèáðèäíûå ìîäåëè ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé ïåðñïåêòèâíîå íàïðàâëåíèå, îáúåäèíÿþùåå âîçìîæíîñòè êëàññè÷åñêèõ
ìåòîäîâ è ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ.
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Àíàëèç ýëåêòðîêàðäèîãðàìì (ÝÊÃ) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå èíôîðìà-
òèâíûõ èíñòðóìåíòîâ äèàãíîñòèêè ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòûõ çàáîëåâàíèé. Îäíà-
êî çà÷àñòóþ èç-çà ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ ÷åëîâå÷åñêîãî ôàêòîðà èíòåðïðå-
òàöèÿ ÝÊÃ ñóáúåêòèâíà, ÷òî çíà÷èòåëüíî ñíèæàåò òî÷íîñòü ïîñòàíîâêè âðà-
÷åáíûõ äèàãíîçîâ. Â ýòîé ñâÿçè îñîáóþ àêòóàëüíîñòü â ñîâðåìåííîé êëè-
íè÷åñêîé ïðàêòèêå ïðåäñòàâëÿþò çàäà÷è àâòîìàòèçàöèè ðàñïîçíàâàíèÿ ñåð-
äå÷íûõ ïàòîëîãèé ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ. Äèàãíîñòè÷åñêàÿ
öåííîñòü ýëåêòðîêàðäèîãðàìì çàêëþ÷àåòñÿ íå òîëüêî âî âðåìåííûõ, íî è â
ïðîñòðàíñòâåííûõ çàâèñèìîñòÿõ, ïðîÿâëÿþùèõñÿ ïðè îäíîâðåìåííîì àíàëè-
çå íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ îòâåäåíèé ÝÊÃ. Âñëåäñòâèå ýòîãî ñîâðåìåííûå ìå-
òîäû, îñíîâàííûå íà ïðèìåíåíèè íåéðîííûõ ñåòåé òðàíñôîðìåðíûõ àðõèòåê-
òóð ê ìíîãîìåðíûì âðåìåííûì ðÿäàì, ïðåäñòàâëÿþò îñîáóþ ïðàêòè÷åñêóþ
öåííîñòü: òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü âçàèìîñâÿçè ìåæäó îòâåäåíèÿ-
ìè ïîñðåäñòâîì òîíêîé íàñòðîéêè ìåõàíèçìà âíèìàíèÿ, íà êîòîðîì îñíîâàí
ïðèíöèï ðàáîòû íåéðîñåòåé-òðàíñôîðìåðîâ [1].

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà àíàëèçó ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ ïðèìåíåíèÿ
ðàçëè÷íûõ íåéðîñåòåâûõ àðõèòåêòóð äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êëàññèôèêàöèè è
èíòåðïðåòàöèè ÝÊÃ-ñèíäðîìîâ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå ïîäõîäû, ïîçâî-
ëÿþùèå óëó÷øèòü ðåçóëüòàòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ òðàíñôîðìåðîâ, â ÷àñòíî-
ñòè, ñïîñîáû ìîäèôèêàöèè íåéðîñåòåâîé àðõèòåêòóðû [2] è ìåõàíèçìîâ îáó-
÷åíèÿ ìîäåëè [3], à òàêæå ïðèâîäÿòñÿ ìåòîäû ñîçäàíèÿ ãèáðèäíûõ àðõèòåê-
òóð, îáúåäèíÿþùèõ äîñòîèíñòâà òðàíñôîðìåðîâ è äðóãèõ òèïîâ íåéðîííûõ
ñåòåé � ñâ¼ðòî÷íûõ (CNN) [4] èëè ãðàôîâûõ (GNN) [5].

Â ðàáîòå îòìå÷åíû ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòîòêè íàèáîëåå èçâåñòíûõ ìå-
òîäîâ, à òàêæå âûäåëåíû ñàìûå ïåðñïåêòèâíûå èç íèõ. Â ÷àñòíîñòè ïîêàçàíî,
÷òî àäàïòàöèÿ òðàíñôîðìåðíûõ àðõèòåêòóð ê àíàëèçó ìíîãîìåðíûõ âðåìåí-
íûõ ðÿäîâ îáåñïå÷èâàåò ïîâûøåíèå èíòåðïðåòèðóåìîñòè ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû
ìîäåëè ïðàêòè÷åñêè áåç ïîòåðü òî÷íîñòè. Ýòî äåëàåò ïðèìåíåíèå òåõíîëî-
ãèé àâòîìàòèçèðîâàííîãî àíàëèçà ÝÊÃ áîëåå ïðîçðà÷íûì è íàä¼æíûì äëÿ
èñïîëüçîâàíèÿ â êëèíè÷åñêîé ïðàêòèêå.
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Ñåêöèÿ: "Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà è îáðàòíûå

çàäà÷è".

Ïðÿìûå è îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îïðåäåëåíèå ïåðåìåííûõ êîýôôèöèåíòîâ â óðàâ-
íåíèè êîëåáàíèé ðåøåòêè. Â ðàìêàõ ìîäåëè Ôåðìè�Ïàñòû�Óëàìà (FPU) [1]
ïîëó÷åíî óðàâíåíèå ñåìåéñòâà KdV ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, îïðåäå-
ëÿåìûìè øàãîì ðåøåòêè è íåëèíåéíîé óïðóãîñòüþ [2]. Ýòî óðàâíåíèå, îáû÷-
íî óïîìèíàåìîå êàê óðàâíåíèå Ãàðäíåðà, âêëþ÷àåò êàê êâàäðàòè÷íóþ òàê è
êóáè÷åñêóþ íåëèíåéíîñòü, ìîæåò áûòü òî÷íî ïðîèíòåãðèðîâàíî òîëüêî â òîì
ñëó÷àå, åñëè êîýôôèöèåíòû óïðóãîñòè ïîñòîÿííû. Â òàêîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå
ðåøåíèé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàëèñü ñîëèòîíû.

Îáðàòíûå çàäà÷è ïðåäïîëàãàþò âîññòàíîâëåíèå êîýôôèöèåíòîâ èç èíòå-
ãðàëîâ ìîìåíòà è ýíåðãèè äëÿ óðàâíåíèÿ KdV. Åñëè êîýôôèöèåíòû íåëèíåé-
íîé óïðóãîñòè íå ïîñòîÿííû, òî â êà÷åñòâå ðåøåíèé ïðÿìîé çàäà÷è èñïîëü-
çóþòñÿ îáîáùåííûå ôóíêöèè (ðàñïðåäåëåíèÿ). Â ýòîì ñëó÷àå ìû ñòàâèì è
ðåøàåì îáðàòíûå çàäà÷è â êëàññå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé.

Äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíûõ
çàäà÷ è ðàçðàáîòàíû óñòîé÷èâûå àëãîðèòìû èõ ðåøåíèÿ íà îñíîâå ýòèõ òåî-
ðåì. Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ âûïîëíåíà ñåðèÿ âû-
÷èñëåíèé. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è áûëà èñïîëüçîâàíà ìî-
äèôèêàöèÿ êâàçè-ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà. Ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû
ïðåäñòàâëåíû â âèäå êîìïüþòåðíûõ èçîáðàæåíèé è ãðàôèêîâ. Îäíèì èç âîç-
ìîæíûõ ïðèëîæåíèé ðàññìîòðåííûõ îáðàòíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ îáíàðóæåíèå
äèñëîêàöèé (íàðóøåíèé) êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè.
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Â ñîâðåìåííîé ëàçåðíîé ôèçèêå ãåíåðèðóþòñÿ îïòè÷åñêèå èìïóëüñû, ñîñòî-
ÿùèå èç íåñêîëüêèõ öèêëîâ. Òàêèå ñâåðõêîðîòêèå èìïóëüñû èñïîëüçóþòñÿ
â íåëèíåéíîé îïòèêå, ìåäèöèíñêîé äèàãíîñòèêå è âèçóàëèçàöèè, äëÿ óïðàâ-
ëåíèÿ õèìè÷åñêèìè ðåàêöèÿìè è äðóãèõ ïðèëîæåíèÿõ. Â ðàìêàõ ïðèáëè-
æåíèÿ ìåäëåííî ýâîëþöèîíèðóþùèõ âîëí ðàñïðîñòðàíåíèå ôåìòîñåêóíäíî-
ãî èìïóëüñà â ñðåäå ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ îïèñûâàåòñÿ îáîáùåííûì
íåëèíåéíûì óðàâíåíèåìØðåäèíãåðà (GNLSE) [1] äëÿ ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ
îãèáàþùåé íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ A(z, x, t):

Dt
∂A

∂z
+ iD2Dt

∂2A

∂t2
+ iD

∂2A

∂x2
+ iαD2

t (|A|2A) = 0,

ãäå Dt = 1 + iγ ∂
∂t , (z, x, t) ∈ Ω = (0, Lz] × (0, Lx) × (0, Lt), D > 0, γ > 0,

D2, α ∈ R, D2 ̸= 0.
Ìû ïðåäëàãàåì íîâîå ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ GNLSE ê âèäó, íå ñî-

äåðæàùåìó íè ïðîèçâîäíîé îò ÷ëåíà, îïèñûâàþùåãî íåëèíåéíûé îòêëèê, íè
ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ. Â íîâûõ ïåðåìåííûõ ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ òðåìÿ
óðàâíåíèÿìè, ñîäåðæàùèìè òîëüêî ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòî-
ðû. Ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ìû âûâîäèì çàêîíû ñîõðà-
íåíèÿ [2] äëÿ GNLSE: ýíåðãèè, ãàìèëüòîíèàíà, ñïåêòðàëüíîãî èíâàðèàíòà
è íåêîòîðûõ äðóãèõ èíâàðèàíòîâ. Îáñóæäàåìûå èíâàðèàíòû ïîëåçíû ïðè
ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåðõêîðîòêèõ îïòè÷åñêèõ
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Figure 1. Wave �eld of the KdV equation for dislocation of α(X) and
�heat map"of a wave �eld trace.
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Figure 2. Left: wave �eld pro�les at X = 0, 33, 66, 99; right: numerical solution
(dotted line) for the original coe�cient (thin solid line).

èìïóëüñîâ êàê ïðè òåîðåòè÷åñêîì àíàëèçå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëàçåðíûõ èì-
ïóëüñîâ, òàê è ïðè ðàçðàáîòêå êîíñåðâàòèâíûõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåì.
Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ GNLSE.
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Òåîðèþ îáðàòíûõ çàäà÷ [1] äîïîëíèì îäíîé íîâîé ïîñòàíîâêîé. Â îòëè÷èå
îò ïðèâû÷íîãî ñëó÷àÿ (ñì., íàïðèìåð, [2]) ïðåäëàãàåìàÿ çàäà÷à íå îáëàäàåò
ñâîéñòâîì ñïåêòðàëüíîñòè, ò. å. ñèòóàöèÿ ñ êîððåêòíîñòüþ äëÿ íå¼ íå äîïóñ-
êàåò îïèñàíèÿ â ïðîñòûõ ñïåêòðàëüíûõ òåðìèíàõ.

Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E èìååò âèä

u′(t) = Au(t) + g, 0 ⩽ t ⩽ T, u(0) = u0, u′(T ) = u1. (1)

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî A � ëèíåéíûé çàìêíóòûé îïåðàòîð â E ñ ïëîòíîé îá-
ëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A) ⊂ E, ïîðîæäàþùèé ïîëóãðóïïó U(t) êëàññà C0.
×èñëî T > 0 è çíà÷åíèÿ u0 ∈ D(A), u1 ∈ E ñ÷èòàåì çàäàííûìè. Íåèçâåñò-
íûìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿ u : [0, T ] → E è ýëåìåíò g ∈ E.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à (1) ýêâèâàëåíòíà îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ

U(T )g = h, (2)

ãäå ýëåìåíò g ∈ E èùåòñÿ ïî çàäàííîìó h ≡ u1 − U(T )Au0 ∈ E.
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Óðàâíåíèå (2) â ñâîþ î÷åðåäü ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó íåèçâåñòíîãî íà÷àëüíîãî
çíà÷åíèÿ v(0) = g, èñõîäÿ èç çàäà÷è Êîøè ñ îáðàòíûì íàïðàâëåíèåì âðåìåíè

v′(t) = Av(t), 0 ⩽ t ⩽ T, v(T ) = h. (3)

Îñíîâíûå ñâîéñòâà çàäà÷è (3) ÷åðåç ñâÿçü ñ óðàâíåíèåì (2) ïåðåíîñÿòñÿ íà
èñõîäíóþ çàäà÷ó (1).

Èñïîëüçóÿ èçëîæåííûå ñîîáðàæåíèÿ, óäàåòñÿ îõàðàêòåðèçîâàòü îáðàòíóþ
çàäà÷ó (1) â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà îïåðàòîðà A.

Ðàáîòà È.Â.Òèõîíîâà ïîääåðæàíà Ìîñêîâñêèì öåíòðîì ôóíäàìåíòàëü-
íîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÌÃÓ ïî ñîãëàøåíèþ No 075-15-2025-345.
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Àíàëèç ïîãëîùàþùèõ ñâîéñòâ ñëîèñòûõ
íàíî÷àñòèö â ïðèñóòñòâèè êâàíòîâûõ
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Ïëàçìîííûå íàíî÷àñòèöû (Í×) èñïîëüçóþòñÿ â ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíè-
ÿõ: ãåííîé èíæåíåðèè, áèîñåíñîðèêå, òåðàïèè ðàêà, ïðè âèçóàëèçàöèè âíóò-
ðåííèõ îðãàíîâ è äîñòàâêå ëåêàðñòâ. Â ÷àñòíîñòè, ëå÷åíèå îíêîëîãèè îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ïëàçìîííîé ôîòîòåðìè÷åñêîé òåðàïèè (ÔÒ) ñ ïðè-
ìåíåíèåì çîëîòûõ è ñåðåáðÿíûõ Í×, êîòîðûå ïîãëîùàþò ýëåêòðîìàãíèòíóþ
ýíåðãèþ è ïðåîáðàçóþò åå â òåïëî [1]. ×òîáû çàùèòèòü îðãàíû îò íåæåëàòåëü-
íîãî âîçäåéñòâèÿ ìåòàëëîâ, âûïîëíÿåòñÿ ôóíêöèîíàëèçàöèÿ ïîâåðõíîñòè Í×
ïîñðåäñòâîì íàíåñåíèÿ áèîñîâìåñòèìûõ ïîëèìåðíûõ ïîêðûòèé, êîòîðûå ãà-
ðàíòèðóþò ñòàáèëüíîñòü Í×, íå ñíèæàÿ ïðè ýòîì èõ òåðàïåâòè÷åñêóþ ðå-
çóëüòàòèâíîñòü [2].

Ìèíèàòþðèçàöèÿ ðàçìåðîâ Í× ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâðåìåííûé òðåíä â
ñîâåðøåíñòâîâàíèè ñðåäñòâ ïðîâåäåíèÿ ÔÒ. Îäíàêî ïðè ðàçìåðàõ ïîðÿäêà
íåñêîëüêèõ íàíîìåòðîâ âîçíèêàþò êâàíòîâûå ýôôåêòû (ÊÝ), êîòîðûå îïðå-
äåëåííûì îáðàçîì âëèÿþò íà ôîòîòåðìè÷åñêèå ñâîéñòâà ïëàçìîííûõ Í×,
ñóùåñòâåííî èçìåíÿÿ êàê ïîëîæåíèå, òàê è àìïëèòóäó ïëàçìîííîãî ðåçîíàí-
ñà (ÏÐ) � êëþ÷åâîãî ôàêòîðà ìàêñèìàëüíîãî ïîãëîùåíèÿ ýíåðãèè.
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Â äàííîé ðàáîòå äëÿ àíàëèçà âëèÿíèÿ ÊÝ íà óðîâåíü ïîãëîùåííîé ýíåð-
ãèè ñëîèñòûõ Í× ñ ïëàçìîííûì ÿäðîì ðàçðàáîòàíà ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà
äèñêðåòíûõ èñòî÷íèêîâ, ó÷èòûâàþùàÿ ÊÝ â ÿäðå Í× ïîñðåäñòâîì èñïîëüçî-
âàíèÿ ìåçîñêîïè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñ ïàðàìåòðàìè Ôåéáåëüìàíà [3].
Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ñå÷åíèÿ ïîãëîùåíèÿ ñëîèñòûõ ÷àñòèö äëÿ
íàíîðàçìåðíûõ ÿäåð èç çîëîòà è ñåðåáðà. Â ðåçóëüòàòå óñòàíîâëåíî, ÷òî äè-
ýëåêòðè÷åñêîå ïîêðûòèå íå âëèÿåò íà ôîòîòåðìè÷åñêèå ñâîéñòâà ñëîèñòûõ
íàíî÷àñòèö. Ïðè ýòîì ÷àñòèöû ñ ñåðåáðÿíûìè ÿäðàìè äåìîíñòðèðóþò â ÷å-
òûðå ðàçà áîëåå âûñîêèå çíà÷åíèÿ ïîãëîùåííîé ýíåðãèè, ÷åì çîëîòûå.

Ó÷åò êâàíòîâûõ ýôôåêòîâ ïðèâîäèò ê ñìåùåíèþ ïîëîæåíèÿ ïëàçìîííîãî
ðåçîíàíñà â êîðîòêîâîëíîâóþ îáëàñòü íà 15 íì ïðè íåáîëüøîì óìåíüøåíèè
åãî àìïëèòóä íà 5%. Ïîêàçàíî, ÷òî èçìåíåíèå âûòÿíóòîñòè ÿäðà ïðè ïîñòîÿí-
íîé òîëùèíå ïîêðûòèÿ ïîçâîëÿåò ïðîäâèãàòü ìàêñèìóì ñå÷åíèÿ ïîãëîùåíèÿ
âíóòðü îáëàñòè ïðîçðà÷íîñòè áèîòêàíåé. Óñòàíîâëåíî, ÷òî èçìåíåíèå óãëà ïà-
äåíèÿ ïëîñêîé âîëíû ïî îòíîøåíèþ ê îñè ñèììåòðèè ÷àñòèöû ñóùåñòâåííî
ñíèæàåò âåëè÷èíó ñå÷åíèÿ ïîãëîùåíèÿ.

Èññëåäîâàíèÿ àâòîðîâ ïîääåðæàíû Ìîñêîâñêèì öåíòðîì ôóíäàìåíòàëü-
íîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà ïî ñîãëàøåíèþ
No 075-15-2025-345.
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Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ìíîãèõ ìàñøòàáîâ äëÿ
îïèñàíèÿ ïðîöåññà óòðîåíèÿ ÷àñòîòû

ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ â ñëó÷àå
ñóùåñòâîâàíèÿ íåñêîëüêèõ ìàëûõ

ïàðàìåòðîâ
Õàðèòîíîâ Äìèòðèé Ìèõàéëîâè÷1, Òðîôèìîâ Âÿ÷åñëàâ
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü óòðîåíèÿ ÷àñòîòû ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ â ñðåäå ñ
êâàäðàòè÷íûì íåëèíåéíûì îòêëèêîì ïðè ó÷¼òå ýôôåêòà äâóëó÷åïðåëîìëå-
íèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêè äàííûé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé íåëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé Øð¼äèíãåðà [1]:

∂A1

∂z
+ iD1

∂2A1

∂t2
+ iγ

(
A∗

1A2e
−i∆21z + A∗

1Ã2e
−i∆̃21z+

+A∗
2Ã3e

−i(∆̃31−∆21)z + Ã∗
2Ã3e

−i(∆̃31−∆̃21)z
)

= 0, 0 < z ⩽ Lz, 0 < t < Lt

∂A2

∂z
+ ν21

∂A2

∂t
+ iD2

∂2A2

∂t2
+ iγ

(
A2

1e
i∆21z + 2A∗

1Ã3e
−i(∆̃31−∆21)z

)
= 0,

∂Ã2

∂z
+ ν̃21

∂Ã2

∂t
+ iD̃2

∂2Ã2

∂t2
+ iγ

(
A2

1e
i∆̃21z + 2A∗

1Ã3e
−i(∆̃31−∆̃21)z

)
= 0,

∂Ã3

∂z
+ ν̃31

∂Ã3

∂t
+ iD̃3

∂2Ã3

∂t2
+ 3iγ

(
A1A2e

i(∆̃31−∆21)z + A1Ã2e
i(∆̃31−∆̃21)z

)
= 0

(1)
ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè âèäà

A1(0, t) = A10(t), A2(0, t) = Ã2(0, t) = Ã3(0, t) = 0.

Àìïëèòóäû è ïàðàìåòðû ñ âîëíàìè îòíîñÿòñÿ ê íåîáûêíîâåííûì âîëíàì,
áåç � ê îáûêíîâåííûì. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòð ∆̃31 áëèçîê ê
íóëþ èëè ðàâåí åìó (óñëîâèå ôàçîâîãî ñèíõðîíèçìà), à ïàðàìåòðû ∆21 è ∆̃21

ïî ìîäóëþ ìíîãî áîëüøå åäèíèöû.
Ðàíåå àâòîðàìè ïðè èññëåäîâàíèè ýòîãî ïðîöåññà áåç ó÷¼òà ýôôåêòà äâóëó-

÷åïðåëîìëåíèÿ (ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé Øð¼äèí-
ãåðà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç (1) ïóò¼ì èñêëþ÷åíèÿ ñëàãàåìûõ, ñîäåðæà-
ùèõ Ã2) [2] èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ìíîãèõ ìàñøòàáîâ [3], â êîòîðîì â êà÷å-
ñòâå ìàëîãî ïàðàìåòðà áðàëàñü îáðàòíàÿ âåëè÷èíà ê ∆21: µ = ∆−1

21 . Ïðè
ýòîì ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) ñîäåðæèò äâà ïàðàìåòðà, ìíîãî áîëüøèõ åäè-
íèöû. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî îçíà÷àëî áû ñóùåñòâîâàíèå íåñêîëüêèõ ìàëûõ
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ïàðàìåòðîâ. Îäíàêî, àíàëèç çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ∆21 è ∆̃21 äëÿ îñíîâíûõ
íåëèíåéíûõ êðèñòàëëîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ óòðîåíèÿ ÷àñòîòû [4], ïîêàçàë,
÷òî èõ çíà÷åíèÿ èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå çàìåíû
∆̃21 = q∆21, 0.1 < |q| < 10 ìîæíî ñíîâà èñïîëüçîâàòü ìåòîä ìíîãèõ ìàñøòà-
áîâ ñ îäíèì ìàëûì ïàðàìåòðîì.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíà ñèñòåìà íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, ðåøåíèå êîòîðîé ïðèáëèæàåò ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû ñ âûñîêîé
òî÷íîñòüþ. Ïîñòðîåííàÿ ñèñòåìà äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå.

Õàðèòîíîâ Ä. Ì. áëàãîäàðèò Ðîññèéñêèé íàó÷íûé ôîíä (ïðîåêò �25-71-00043)
çà ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó ðàáîòû.
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Îäíîé èç âàæíûõ õàðàêòåðèñòèê êðîâè ÿâëÿåòñÿ øèðèíà ðàñïðåäåëåíèÿ ýðèò-
ðîöèòîâ ïî ðàçìåðàì (RDW, Red Blood Cell Distribution Width), êîòîðàÿ â
íîðìå ñîñòàâëÿåò 12-14%. Ïðåâûøåíèå ýòîãî ïîêàçàòåëÿ óêàçûâàåò íà ïðîáëå-
ìû â ñèñòåìå êðîâîáðàùåíèÿ. Â ðàáîòàõ [1-2] îòìå÷àåòñÿ âàæíîñòü äàííîãî
ïàðàìåòðà äëÿ îöåíêè ñîñòîÿíèÿ îðãàíèçìà è âåðîÿòíîñòè îñëîæíåíèé ïðè
ðàçëè÷íûõ çàáîëåâàíèÿõ.

Îáû÷íî ïàðàìåòð RDW èçìåðÿþò â ãåìîàíàëèçàòîðàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ñ÷åò÷èêà Êîóëòåðà èëè ïðè ïîìîùè ìåòîäà ïðîòî÷íîé öèòîìåòðèè, êîòîðûå
òðåáóþò ñëîæíîé àïïàðàòóðû. Òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä ëàçåðíîé
äèôðàêòîìåòðèè � ìåòîä, îñíîâàííûé íà èññëåäîâàíèè äèôðàêöèîííûõ êàð-
òèí, âîçíèêàþùèõ ïðè ðàññåÿíèè ëàçåðíîãî ëó÷à íà ìåëêèõ ÷àñòèöàõ, â òîì
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÷èñëå íà ýðèòðîöèòàõ. Îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì äàííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ
âîçìîæíîñòü ïðîâîäèòü èçìåðåíèÿ ñðàçó íà áîëüøîì êîëè÷åñòâå ýðèòðîöè-
òîâ ïîïàäàþùèõ ïîä ëàçåðíûé ëó÷.

Â ðàáîòå èññëåäîâàëàñü ìîäåëü ðàññåÿíèÿ ëàçåðíîãî ëó÷à íà ñëàáî íåîä-
íîðîäíîì íàáîðå ýðèòðîöèòîâ. Ïðîâîäèëñÿ àíàëèç ôóíêöèè óãëîâîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ñâåòà ïî ïàðàìåòðàì: óãëîâàÿ êîîðäèíàòà ïåðâîãî
ìèíèìóìà, èíòåíñèâíîñòü ñâåòà è êðèâèçíà ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè ïåðâîãî
ìèíèìóìà. Íà îñíîâå àíàëèçà áûëè âûâåäåíû äèôðàêòîìåòðè÷åñêèå óðàâíå-
íèÿ [3], ñâÿçûâàþùèå ïàðàìåòðû äèôðàêöèîííîé êàðòèíû ñ õàðàêòåðèñòèêà-
ìè ðàñïðåäåëåíèÿ ýðèòðîöèòîâ, ïðèìåíèìûå ê ñëàáî íåîäíîðîäíûì íàáîðàì
ýðèòðîöèòîâ:

1

4β2
(1 + α)2(1 + 6µ)f0 = µ,

1

β2
(1 + α)(1 + 6µ)f0 = 2α + 5µ,

1

β2
(1 + 6µ)(f0 +

1

8
f2) = 1 + 2(3 − x20)µ,

ãäå x0 � ïåðâûé êîðåíü ôóíêöèè Áåññåëÿ 1-ãî ïîðÿäêà, β � çíà÷åíèå ôóíêöèè
Áåññåëÿ 0-ãî ïîðÿäêà â òî÷êå x0, α � ïàðàìåòð, îïèñûâàþùèé âëèÿíèå íåîä-
íîðîäíîñòè íàáîðà ýðèòðîöèòîâ íà êîîðäèíàòó ïåðâîãî ìèíèìóìà, µ � ïîêà-
çàòåëü øèðèíû ðàñïðåäåëåíèÿ ýðèòðîöèòîâ ïî ðàçìåðàì, f0 è f2 � çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè èíòåíñèâíîñòè ñâåòà è å¼ âòîðîé ïðîèçâîäíîé â ïåðâîì ìèíèìóìå.

Ðàçðàáîòàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò èçìåðÿòü ïàðàìåòð RDW ìåòîäîì ëàçåð-
íîé äèôðàêòîìåòðèè. Ïî ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîëó÷åííûé
ìåòîä îáëàäàåò âûñîêîé ïîìåõîóñòîé÷èâîñòüþ è ìîæåò áûòü âíåäð¼í â ñèñòå-
ìû àâòîìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ìàçêîâ êðîâè äëÿ ðàñøèðåíèÿ âîçìîæíîñòåé
íåèíâàçèâíîé äèàãíîñòèêè è îïòèìèçàöèè êëèíè÷åñêèõ àíàëèçîâ.
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Áèîìåòðè÷åñêàÿ èäåíòèôèêàöèÿ ïî ðàäóæíîé îáîëî÷êå ãëàçà îáåñïå÷èâàåò
âûñîêóþ òî÷íîñòü è íàä¼æíîñòü ðàñïîçíàâàíèÿ ëè÷íîñòè. Âàæíûì ýòàïîì
îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé ðàäóæíîé îáîëî÷êè, îò êîòîðîãî çàâèñèò êîððåêò-
íîñòü ïîñëåäóþùåãî ðàñïîçíàâàíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ñåãìåíòàöèÿ ðàäóæêè � âû-
äåëåíèå îáëàñòè ðàäóæíîé îáîëî÷êè íà èçîáðàæåíèè ãëàçà. Îñíîâíîé ïðî-
áëåìîé ïðè ñåãìåíòàöèè èçîáðàæåíèé ðàäóæêè ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå íà èçîáðà-
æåíèè ðåñíèö, ÷àñòè÷íî ïåðåêðûâàþùèõ ðàäóæíóþ îáîëî÷êó è èñêàæàþùèõ
å¼ òåêñòóðíûå ïðèçíàêè.

Â ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä âûäåëåíèÿ îáëàñòåé ðåñíèö íà èçîáðàæåíèÿõ
ðàäóæíîé îáîëî÷êè ãëàçà íà îñíîâå óíèâåðñàëüíîé íåéðîñåòåâîé ìîäåëè ñåã-
ìåíòàöèè èçîáðàæåíèé SAM 2 [1]. Äëÿ àäàïòàöèè ìîäåëè ê çàäà÷å âûïîëíåíî
äâóõýòàïíîå äîîáó÷åíèå: ñíà÷àëà � íà îôèöèàëüíîé ðàçìåòêå áàçû äàííûõ
CASIA-IrisV4-Interval [2], íå ó÷èòûâàþùåé íàëè÷èå ðåñíèö íà èçîáðàæåíèÿõ,
çàòåì � íà äîïîëíèòåëüíîé âûáîðêå èç 200 èçîáðàæåíèé, âðó÷íóþ ðàçìå÷åí-
íûõ ñ âûäåëåíèåì îáëàñòåé ðåñíèö è ïðèëåãàþùèõ çîí. Âî âðåìÿ äîîáó÷åíèÿ
ôèêñèðîâàëèñü ïàðàìåòðû îñíîâíîãî êîäèðîâùèêà Hiera-T [3], ÷òî ïîçâîëèëî
ñîõðàíèòü îáîáùàþùóþ ñïîñîáíîñòü ìîäåëè ïðè îãðàíè÷åííîì îáú¼ìå îáó÷à-
þùåé âûáîðêè. Íà ýòàïå òåñòèðîâàíèÿ â êà÷åñòâå ïîäñêàçîê äëÿ ñåãìåíòàöèè
èñïîëüçîâàëàñü îáëàñòü èçîáðàæåíèÿ ìåæäó ãðàíèöàìè ðàäóæêè, ïîëó÷åí-
íûìè ñ ïîìîùüþ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà Äàóãìàíà [4].

Êà÷åñòâî ðàáîòû ìîäåëè îöåíèâàëîñü ïî ñòàíäàðòíûì ìåòðèêàì ñåãìåí-
òàöèè (IoU, Dice, Precision, Recall, F1, Accuracy, MCC) [5]. Äîïîëíèòåëüíî â
ðàáîòå âû÷èñëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò ÷èñòîòû ñåãìåíòàöèè (SPC), õàðàêòåðèçó-
þùèé íàëè÷èå ðåñíèö íà ñåãìåíòèðîâàííîì èçîáðàæåíèè ðàäóæíîé îáîëî÷-
êè.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû (Ðèñ. 1) ïîäòâåðæäàþò, ÷òî àäàïòèðîâàííàÿ ìî-
äåëü SAM 2 îáåñïå÷èâàåò òî÷íîå è óñòîé÷èâîå âûäåëåíèå îáëàñòåé ðåñíèö íà
èçîáðàæåíèÿõ ðàäóæíîé îáîëî÷êè ãëàçà è ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî èñïîëü-
çîâàíà â ñèñòåìàõ áèîìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè äëÿ ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà
ïðåäâàðèòåëüíîé ñåãìåíòàöèè èçîáðàæåíèé.
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Ðèñ. 1: Ïðèìåðû ðàáîòû ìåòîäà ñåãìåíòàöèè èçîáðàæåíèé
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Ñåêöèÿ: "Âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè è ìîäå-

ëèðîâàíèå".

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ
âèðóñîâ â ýïèòåëèè äûõàòåëüíûõ ïóòåé

×åðâÿêîâ Íèêèòà Ìèõàéëîâè÷
Êàôåäðà âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé è ìîäåëèðîâàíèÿ, e-mail: nm.chervyakov@yandex.ru

Â ïàíäåìèþ COVID-19 íàáëþäàëîñü ðåçêîå ñíèæåíèå çàáîëåâàåìîñòè, âû-
çâàííîé âèðóñàìè ãðèïïà è äðóãèìè ðåñïèðàòîðíûìè âèðóñàìè [1]. Íàïðè-
ìåð, â 2021 ãîäó íàáëþäàëîñü ñíèæåíèå çàáîëåâàåìîñòè ãðèïïîì äî 5-10 % îò
óðîâíÿ 2019 ãîäà [2]. Â [1, 2, 3] ñíèæåíèå çàáîëåâàåìîñòè ÎÐÂÈ îáúÿñíÿåò-
ñÿ êàê ïðîòèâîýïèäåìè÷åñêèìè ìåðàìè, ñíèæàþùèìè ñêîðîñòü ïåðåäà÷è èí-
ôåêöèè â ïîïóëÿöèè, òàê è âçàèìîäåéñòâèåì âèðóñîâ â ýïèòåëèè äûõàòåëüíûõ
ïóòåé ÷åëîâåêà, âëèÿþùèì íà èíôåêöèîííîñòü âèðóñîâ. Ñðåäè ìåõàíèçìîâ,
îïîñðåäóþùèõ âçàèìîäåéñòâèå âèðóñîâ, âûäåëÿþò êîíêóðåíöèþ âèðóñîâ çà
êëåòêè-ìèøåíè è äåéñòâèå ñèñòåìû èíòåðôåðîíà [3].

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ âèðóñîâ SARS-CoV-2
è ãðèïïà â ýïèòåëèè äûõàòåëüíûõ ïóòåé ÷åëîâåêà. Èñïîëüçóåòñÿ ìîäèôè-
öèðîâàííàÿ ìîäåëü ïðîòèâîâèðóñíîãî èììóííîãî îòâåòà Ìàð÷óêà [4], êîòî-
ðàÿ îïèñûâàåò äèíàìèêó ïðîöåññîâ â ýïèòåëèè äûõàòåëüíûõ ïóòåé è ëèì-
ôàòè÷åñêîé òêàíè äëÿ äâóõ âèðóñîâ, â òîì ÷èñëå äåéñòâèå èíòåðôåðîíà íà
òêàíü-ìèøåíü. Ñåãìåíòû ìîäåëè, îïèñûâàþùèå èíäèâèäóàëüíóþ âèðóñíóþ
èíôåêöèþ, ïðåäâàðèòåëüíî íàñòðîåíû íà îïèñàíèå èçîëèðîâàííîé äèíàìè-
êè îòäåëüíûõ âèðóñíûõ èíôåêöèé ïî âèðóñîëîãè÷åñêèì, öèòîìåòðè÷åñêèì
è áèîèíôîðìàòè÷åñêèì äàííûì [5, 6, 7]. Â âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå
îöåíåí ïåðèîä ïîëíîé èëè ÷àñòè÷íîé íåâîñïðèèì÷èâîñòè ê èíôèöèðîâàíèþ
âèðóñîì ãðèïïà âî âðåìÿ ïðîòåêàíèÿ êîðîíàâèðóñíîé èíôåêöèè â èíòåðâàëå
äî 11 ñóòîê ïîñëå èíôèöèðîâàíèÿ êîðîíàâèðóñîì.
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Ìîäåëèðîâàíèå ëåãî÷íîãî êðîâîòîêà äëÿ
ïëàíèðîâàíèÿ îïåðàöèè Ôîíòåíà
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå âñå áîëüøå âíåäðÿåòñÿ â
êëèíè÷åñêóþ ïðàêòèêó, â ÷àñòíîñòè, ïîìîãàÿ âðà÷àì ïëàíèðîâàòü ëå÷åíèå
ïàöèåíòîâ. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ èñõîäà îïåðàöèè Ôîíòåíà - îäíîæåëóäî÷êîâîé õèðóðãè-
÷åñêîé êîððåêöèè âðîæäåííîãî ïîðîêà ñåðäöà, ïðè êîòîðîé âåíîçíàÿ êðîâü
íàïðàâëÿåòñÿ èç ïîëûõ âåí â ëåãî÷íûå àðòåðèè. Â ðàìêàõ ñóùåñòâóþùèõ
ïîäõîäîâ êðîâîòîê ëîêàëüíî ìîäåëèðóåòñÿ â îáëàñòè ôîðìèðóåìîãî ïîëíîãî
êàâàïóëüìîíàëüíîãî ñîåäèíåíèÿ. Îäíàêî äëÿ êîððåêòíîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ
íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü èçìåíåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â îáëàñòè èíòåðåñà, à
ýòî âîçìîæíî ïóòåì ïîñòðîåíèÿ çàìêíóòîé ìîäåëè öèðêóëÿöèè êðîâè â îðãà-
íèçìå ïàöèåíòà. Çàäà÷åé äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå ÷àñòè çàìêíóòîé
ìîäåëè, à èìåííî ïåðñîíàëèçèðóåìîé ìîäåëè ëåãî÷íîãî êðîâîòîêà.

Äëÿ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ 1D-ìîäåëü ãåìîäèíàìèêè [1]. Êðîâü
ñ÷èòàåòñÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ, ïðîòåêàþùåé ïî ñåòè ñîñóäîâ.
Ìîäåëü îñíîâàíà íà çàêîíàõ ñîõðàíåíèÿ ìàññû è èìïóëüñà, à òàêæå óðàâíå-
íèè ñîñòîÿíèÿ. Ðàñ÷åò òå÷åíèÿ êðîâè ïðîâîäèòñÿ â êàæäîì ñîñóäå, à çàòåì
ðåøåíèÿ �ñøèâàþòñÿ� â òî÷êàõ èõ ñîåäèíåíèé ñ ó÷åòîì çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ
ìàññû, à òàêæå ñîõðàíåíèÿ ïîëíîãî äàâëåíèÿ èëè óñëîâèÿ Ïóàçåéëÿ.
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Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ïîñòðîåíà íà îñíîâå ÊÒ äàííûõ ðåàëüíîãî ïàöèåíòà ñ
ïðàâèëüíîé àíàòîìèåé ëåãî÷íûõ àðòåðèé è âåí. Äëÿ ýòîãî ïðîâåäåíà ñåãìåí-
òàöèÿ ÊÒ ñíèìêîâ, âûäåëåíû öåíòðàëüíûå ëèíèè ñîñóäîâ è ïîñòðîåíû ãðàôû
àðòåðèàëüíîé è âåíîçíîé ÷àñòåé ëåãî÷íîãî êðóãà êðîâîîáðàùåíèÿ(ðèñ.1,2).
Ïåðñîíàëèçàöèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè äëÿ êîíêðåòíîãî ïàöèåíòà âîçìîæíà ïó-
òåì ìàñøòàáèðîâàíèÿ ðàçìåðîâ ñ ó÷åòîì àíòðîïîìåòðè÷åñêèõ èçìåðåíèé.

Ðèñ. 1: Ãðàô ëåãî÷íûõ àðòåðèé Ðèñ. 2: Ãðàô ëåãî÷íûõ âåí

Ïåðñîíàëèçàöèÿ ìîäåëè òàêæå âêëþ÷àåò ïîäáîð ïàðàìåòðîâ äëÿ êîíêðåò-
íîãî ïàöèåíòà. Ñîïðîòèâëåíèå ìèêðîñîñóäèñòîãî ðóñëà áóäåò îöåíèâàòüñÿ ïî
àíàëîãèè ñ ìåòîäèêîé â ðàáîòå [2] ñ èñïîëüçîâàíèåì äîñòóïíûõ êëèíè÷åñêèõ
äàííûõ: âíóòðèñîñóäèñòûõ èçìåðåíèé äàâëåíèÿ è ðåçóëüòàòîâ ÓÇÈ îáñëåäî-
âàíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ñîçäàíà ìîäåëü ëåãî÷íîãî êðîâîòîêà. Ðàñ÷åòíàÿ
îáëàñòü ïîñòðîåíà íà îñíîâå äàííûõ ðåàëüíîãî ïàöèåíòà.
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Ñæàòèå ñâ¼ðòî÷íûõ íåéðîííûõ ñåòåé ñ
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Ñâ¼ðòî÷íûå íåéðîííûå ñåòè (Convolutional Neural Networks[1], CNN) øèðîêî
ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êîìïüþòåðíîãî çðåíèÿ, âêëþ÷àÿ êëàññèôè-
êàöèþ èçîáðàæåíèé, îáíàðóæåíèå îáúåêòîâ è ñåìàíòè÷åñêóþ ñåãìåíòàöèþ.
Òàêèå ìîäåëè, êàê AlexNet[2] è VGG16[3], ïîêàçûâàþò âûñîêóþ òî÷íîñòü,
îäíàêî äîñòèãàåòñÿ ýòî çà ñ÷¼ò çíà÷èòåëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè è
áîëüøîãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ, ÷òî çàòðóäíÿåò èõ ðàçâ¼ðòûâàíèå íà óñòðîé-
ñòâàõ ñ îãðàíè÷åííûìè ðåñóðñàìè.

Ïðîáëåìà óñóãóáëÿåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ãëóáèíû è ñëîæíîñòè àðõèòåêòóð.
Íàïðèìåð, â AlexNet ïîëíîñâÿçíûå ñëîè ñîñòàâëÿþò ñâûøå 93 % îò îáùåãî
÷èñëà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, à äëÿ îáðàáîòêè îäíîãî èçîáðàæåíèÿ ñ ïîìîùüþ
VGG16 òðåáóþòñÿ ìèëëèàðäû îïåðàöèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ
ñæàòèÿ CNN, ïîçâîëÿþùèõ ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü îáú¼ì ìîäåëè è âû÷èñ-
ëèòåëüíûå çàòðàòû áåç çíà÷èòåëüíîé ïîòåðè òî÷íîñòè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
àêòóàëüíóþ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêóþ çàäà÷ó.

Îäíèì èç ïåðñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé â ðåøåíèè äàííîé ïðîáëåìû ÿâëÿ-
åòñÿ èñïîëüçîâàíèå òåíçîðíûõ ìåòîäîâ. Òåíçîðíûå ðàçëîæåíèÿ ïîçâîëÿþò
ýôôåêòèâíî àïïðîêñèìèðîâàòü ìíîãîìåðíûå âåñîâûå òåíçîðû ñâ¼ðòî÷íûõ
ñëî¼â, çíà÷èòåëüíî ñîêðàùàÿ êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ. Äëÿ ñæàòèÿ ïîëíîñâÿç-
íûõ ñëî¼â óñïåøíî ïðèìåíÿåòñÿ ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è åãî ðàíäîìèçèðî-
âàííàÿ âåðñèÿ. Ýòè ïîäõîäû îñíîâàíû íà ñòðîãîì ìàòåìàòè÷åñêîì àïïàðàòå
è ïðåäëàãàþò òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàííûå ñïîñîáû ñíèæåíèÿ ñëîæíîñòè íåé-
ðîííûõ ñåòåé.

Â äàííîé ðàáîòå ê ïàðàìåòðàì íåéðîííûõ ñåòåé áûëè ïðèìåíåíû ðàçëè÷-
íûå òåíçîðíûå è ìàòðè÷íûå ðàçëîæåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïîêà-
çàëè, ÷òî âåñà ìíîãèõ ñâ¼ðòî÷íûõ ñåòåé äîïóñêàþò ýôôåêòèâíóþ àïïðîê-
ñèìàöèþ ñ ìàëûì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ. Âìåñòå ñ òåì ñóùåñòâóþò ñåòè, âå-
ñà êîòîðûõ íå óäà¼òñÿ àïïðîêñèìèðîâàòü áåç ñóùåñòâåííîé ïîòåðè òî÷íîñòè
ïðåäñêàçàíèé.

Îïåðàöèÿ ñâ¼ðòêè, ÿâëÿþùàÿñÿ îñíîâîé ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëî¼â, ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé âû÷èñëèòåëüíî ñëîæíûé ïðîöåññ. Â ðàáîòå áûë èñïîëüçîâàí
àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé âûïîëíÿòü âû÷èñëåíèå ñâ¼ðòîê íà ïîðÿäîê áûñòðåå,
à òàêæå ïðîäåìîíñòðèðîâàíà åãî ýôôåêòèâíîñòü â óñëîâèÿõ îäíîïîòî÷íîãî
âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû.
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Ïóñòü H � êîìïëåêñîçíà÷íûé òåíçîð, ïîëó÷åííûé ïðè ìîäåëèðîâàíèè êàíà-
ëà ñâÿçè ìåæäó áàçîâîé ñòàíöèåé è ïðè¼ìíèêîì [1]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îí
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå H = T + N, ãäå T � òåíçîð ïîëåçíîãî ñèãíàëà ìà-
ëîãî êàíîíè÷åñêîãî ðàíãà, N � øóì. Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ
ñ äàííûì òåíçîðîì, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ôèëüòðàöèè øóìà. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â
íàõîæäåíèè T ïî òåíçîðó H. Äëÿ å¼ ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî êàíî-
íè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå. Íî áûâàþò ñèòóàöèè, êîãäà èçâåñòíà ëèøü ìàòðèöà
HH∗, ãäå H � ìàòðèöà ðàçâ¼ðòêè òåíçîðà H. Â òàêîì ñëó÷àå íàõîæäåíèå
êàíîíè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íàïðÿìóþ ìîæåò áûòü íåäîïóñòèìî äîðîãî ñ
âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ. Òåì ñàìûì äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è áûëè
ïðåäëîæåíû äâà ïîäõîäà.

Ïåðâûé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû âûáðàòü ïîäìíîæåñòâî íàèáîëåå
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû HH∗, ñîáðàòü èç íèõ íîâûé òåíçîð
è íàéòè åãî êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ALS [2].

Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïîäõîäà ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä Íüþòîíà äëÿ
íàõîæäåíèÿ∥∥∥∥∥

R∑
ra=1

R∑
rb=1

(ura ⊗ vra)Yra,rb(urb ⊗ vrb)
∗ −HH∗

∥∥∥∥∥
2

F

→ min
U,V,Y

,

ãäå U, V,W � ôàêòîðíûå ìàòðèöû T , Y = WW ∗ > 0 � ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåë¼ííàÿ ìàòðèöà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äàííîå ðåøåíèå ïîçâîëèò äîñòè÷ü
ëó÷øåé ôèëüòðàöèè øóìà â ñèëó èñïîëüçîâàíèÿ îñîáåííîñòåé ñòðóêòóðû.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïðîäåìîíñòðèðîâàëè, ÷òî îáà ïîäõîäà ðåøàþò
ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó. Âòîðîé ïîäõîä, êàê è ïðåäïîëàãàëîñü, ëó÷øå ôèëü-
òðóåò øóì, íî îáëàäàåò ñóùåñòâåííî áîëüøåé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ,
íåæåëè ïåðâûé.
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Ýôôåêòèâíîå õðàíåíèå è óìíîæåíèå
ðàçðåæåííûõ ìàòðèö â çàäà÷å ôàêòîðèçàöèè
Êëî÷êîâà Èðèíà Þðüåâíà, Æåëòêîâ Äìèòðèé Àëåêñàíäðîâè÷
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Ñòîéêîñòü àëãîðèòìà øèôðîâàíèÿ RSA íàïðÿìóþ çàâèñèò îò ñëîæíîñòè ðàç-
ëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè áîëüøèõ ÷èñåë. Ñàìûé ýôôåêòèâíûé ìåòîä äëÿ ôàê-
òîðèçàöèè ÷èñåë äëèííåå 100 äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ � îáùåå ðåøåòî ÷èñëîâîãî
ïîëÿ, îäíèì èç êëþ÷åâûõ ýòàïîâ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ðàçðåæåííîé
ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàä ïîëåì GF(2). Äëÿ ðåêîðäíûõ ïî ðàçìåðó
÷èñåë ýòè ñèñòåìû çàäàþòñÿ ìàòðèöàìè ïîðÿäêà 3 · 108 è âûøå, è äëÿ èõ
ðåøåíèÿ íàèáîëåå áûñòðûì ìåòîäîì â ðàìêàõ îäíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî êëà-
ñòåðà ÿâëÿåòñÿ áëî÷íûé ìåòîä Ëàíöîøà-Ìîíòãîìåðè[1], äëÿ êîòîðîãî íàè-
áîëåå çàòðàòíûìè ïî âðåìåíè îêàçûâàþòñÿ îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèöû è
òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû íà âåêòîð.

Êëàññè÷åñêèì âàðèàíòîì õðàíåíèÿ ðàçðåæåííûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ñæàòûé
ñòðî÷íûé ôîðìàò (CSR). Â äàííîé çàäà÷å îí ÿâëÿåòñÿ íå ñòîëü ýôôåêòèâ-
íûì: èç-çà ñëó÷àéíîãî øàáëîíà ðàçðåæåííîñòè ó óìíîæåíèÿ íà òðàíñïîíè-
ðîâàííóþ ìàòðèöó ïðîèçâîäèòåëüíîñòü íèæå. Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ âûñîêîé
ïðîèçâîäèòåëüíîñòè òðåáóåòñÿ õðàíèòü äâå êîïèè ìàòðèöû � èñõîäíóþ è
òðàíñïîíèðîâàííóþ.

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ õðàíåíèÿ òàêèõ ìàòðèö ïðåäëîæåí íîâûé ôîðìàò
� áëî÷íî-êîîðäèíàòíûé BCF. Ìàòðèöà ðàçáèâàåòñÿ íà áëîêè ïîðÿäêà, ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ðàçìåðó êýøà âòîðîãî óðîâíÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò ìèíèìèçèðîâàòü
ïðîìàõè ïî êýøó è èñïîëüçîâàòü ëèøü îäíó êîïèþ ìàòðèöû. Â òî æå âðåìÿ,
ïîçèöèé íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ âíóòðè áëîêà ÿâëÿþòñÿ êîðîòêèìè ÷èñëàìè.

Òàêæå ïðåäëîæåí ñïîñîá äàëüíåéøåãî ñæàòèÿ ìàòðèöû BCFH � âìåñòî
ïîçèöèé âíóòðè áëîêà ïðåäëàãàåòñÿ õðàíèòü ðàçíîñòè èõ èíäåêñîâ íà êðèâîé
Ãèëüáåðòà.

Ïðåäëîæåííûå ôîðìàòû BCF è BCFH êîìïàêòíåå ôîðìàòà CSR ñ ïîâû-
øåííîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ íà âåêòîð, ïðè ýòîì â
ôîðìàòå BCF ÷óòü âûøå ïðîèçâîäèòåëüíîñòü óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð,
à â BCFH � âûøå êîìïàêòíîñòü.
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Ïîñòðîåíèå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ äëÿ îäíîãî
ãèïåðñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
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Â ðàáîòå ñòðîèòñÿ ÷èñëåííàÿ ñõåìà ñ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåì äëÿ ãèïåðñèíãó-
ëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ âèäà

(Tg)(x) =

∫
Σ

g(y)
∂2G(x,y)

∂nx∂ny
dσy = f(x), (1)

ãäå Σ ∈ Rd � êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè èëè ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå, d ∈ {2, 3},
G(x,y) = eik|x−y|/4π|x − y| � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãåëüì-
ãîëüöà, n � îäíî èç íåïðåðûâíûõ ïîëåé íîðìàëè íà Σ.

Èäåÿ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ îïèðàåòñÿ íà äâà ñâîéñòâà îïåðàòîðà T :

1. Åñëè ðàññìàòðèâàòü Σ = Rd−1 êàê ìíîãîîáðàçèå âíóòðè Rd, òî èç òåîðèè
ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ìîæíî ïîëó÷èòü [1], ÷òî(

∆ + k2
)
g =

∫
Σ

f(y)
∂2G(x,y)

∂nx∂ny
dσy = Tf, (2)

2. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó g|∂Σ = 0. [2]

Â ïðåäëàãàåìîé ÷èñëåííîé ñõåìå èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå ïðåäîáóñëàâëè-
âàòåëÿ, îñíîâàííîãî íà òîæäåñòâå (2), â êîòîðîì îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ Σ
óæå ïðåäïîëàãàåòñÿ êîíå÷íîé. Äëÿ äèêðåòèçàöèè îïåðàòîðà T ïðèìåíÿåòñÿ
ìåòîä êîëëîêàöèé è êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ àïïðîêñèìàöèé [3], äëÿ äèñêðåòè-
çàöèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà � ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ
èñïîëüçîâàëñÿ GMRES. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïðèìåíåíèå ïðåäîáóñëàâëèâàòåÿ
ïîçâîëÿåò çàìåòíî óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî èòåðàöèé êàê è ñóììàðíîå âðåìÿ
ðàáîòû àëãîðèòìà.
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Ìîäåëèðîâàíèå âíóòðèêëåòî÷íîé
ôàðìàêîäèíàìèêè ïðîòèâîâèðóñíûõ

ïðåïàðàòîâ äëÿ ëå÷åíèÿ ÂÈ×-èíôåêöèè
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Â ðàáîòå ïðåäëîæåíà ìîäåëü ôàðìàêîäèíàìèêè ïðîòèâîâèðóñíûõ ïðåïàðà-
òîâ, ïðèìåíÿåìûõ ïðè ÂÈ×-èíôåêöèè. Äëÿ ïàðàìåòðèçàöèè äåéñòâèÿ ëå-
êàðñòâ èñïîëüçóåòñÿ ðàçðàáîòàííàÿ ðàíåå ìîäåëü âíóòðèêëåòî÷íîé ðåïëèêà-
öèè ÂÈ×-1 [1], îïèñûâàþùàÿ äèíàìèêó 24 ïåðåìåííûõ. Ìîäåëü îïèñûâàåò
ïðîìåæóòî÷íûå ñòàäèè ðàçìíîæåíèÿ âèðóñà â êëåòêå, âêëþ÷àÿ ïðîöåññû,
íà êîòîðûå âëèÿþò ðàññìàòðèâàåìûå ïðåïàðàòû: à) ïðîöåññ îáðàòíîé òðàí-
ñêðèïöèè ñ êîíñòàíòîé ñêîðîñòè kRT , íà êîòîðûé äåéñòâóþò ïðåïàðàòû 3TC
è AZT, á) ïðîöåññ ñîçðåâàíèÿ âèðóñíûõ ÷àñòèö ñ êîíñòàíòîé ñêîðîñòè kmat, íà
êîòîðûé äåéñòâóåò ïðåïàðàò RTV. Äåéñòâèå ëåêàðñòâ çàêëþ÷àåòñÿ â óìåíü-
øåíèè ñêîðîñòåé ýòèõ ïðîöåññîâ, ÷òî ïàðàìåòðèçîâàíî ñëåäóþùèìè íåëèíåé-
íûìè çàâèñèìîñòÿìè îò êîíöåíòðàöèè ïðåïàðàòîâ C3TC , CAZT , CRTV :

k∗RT (C3TC , CAZT ) = kRT (1 + (C3TC/[IC503TC ])m3TC )
−1

(1 + (CAZT/[IC50AZT ])mAZT )
−1
,

k∗mat(CRTV ) = kmat (1 + (CRTV /[IC50RTV1 ])
mRTV1 )

−1
(1 + (CRTV /[IC50RTV2 ])

mRTV2 )
−1
.

Äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ [IC50i], mi èñïîëüçîâàëèñü ýêñïåðèìåíòàëüíûå
äàííûå ïî ýôôåêòèâíîñòè ìîíîòåðàïèè òðåìÿ ïðåïàðàòàìè [2]. Äëÿ å¼ ðàñ-
÷åòà èçìåðÿëàñü äîëÿ ïðîäóêòèâíî èíôèöèðîâàííûõ êëåòîê (â õðîìîñîìû
êîòîðûõ âñòðîèëàñü õîòÿ áû îäíà âèðóñíàÿ ÄÍÊ) â êóëüòóðå êëåòîê ïðè
ðàçíûõ êîíöåíòðàöèÿõ ïðåïàðàòà, êîòîðàÿ ðàññ÷èòûâàëàñü ïî àíñàìáëþ ðå-
àëèçàöèé ñòîõàñòè÷åñêîé âåðñèè ìîäåëè â âèäå ìàðêîâñêîé öåïè êàê ôóíê-
öèîíàë Φinf = Φinf(Ci).

Îòêàëèáðîâàííàÿ ìîäåëü âíóòðèêëåòî÷íîé ôàðìàêîäèíàìèêè ïîçâîëÿåò
ïðåäñêàçàòü ñòåïåíü âëèÿíèÿ êîìáèíèðîâàííîé òåðàïèè íà âåðîÿòíîñòü çà-
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ðàæåíèÿ êëåòêè (ôóíêöèÿ u1) è íà êîëè÷åñòâî ïðîèçâîäèìûõ êëåòêîé âèðóñ-
íûõ ÷àñòèö (ôóíêöèÿ u2):

u1(C3TC , CAZT ) = 1−Φinf(C3TC , CAZT )

Φinf(0, 0)
, u2(C3TC , CAZT , CRTV ) = 1−Φtotal(C3TC , CAZT , CRTV )

Φtotal(0, 0, 0)
,

ãäå Φtotal � êîëè÷åñòâî ñîçðåâøèõ âèðóñíûõ ÷àñòèö çà öèêë ðåïëèêàöèè, ðàñ-
ñ÷èòûâàåìîå ñ ïîìîùüþ äåòåðìèíèñòè÷åñêîé âåðñèè ìîäåëè â âèäå ñèñòåìû
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïîëó÷åííûå ôóíêöèè ôàðìàêîäèíàìèêè u1, u2 ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ìî-
äåëÿõ ñèñòåìíîé äèíàìèêè ÂÈ×-èíôåêöèè äëÿ îïèñàíèÿ äåéñòâèÿ êîìáèíè-
ðîâàííîé ïðîòèâîâèðóñíîé òåðàïèè, ÷òî èëëþñòðèðóåòñÿ íà ìîäåëè [3], êîòî-
ðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì îáùåì âèäå:

dY

dt
= S(t) + A(Y )Y +B(Y )U(t),

ãäå Y (t) ∈ R11 � ïåðåìåííûå ìîäåëè, U(t) = [u1(t), u2(t)]
T � óïðàâëÿþ-

ùàÿ ôóíêöèÿ ôàðìàêîäèíàìèêè ïðèíèìàåìûõ ïðåïàðàòîâ ñ êîíöåíòðàöèÿìè
Ci(t), îïðåäåëÿåìûìè óðàâíåíèÿìè ôàðìàêîêèíåòèêè. Ïðèâîäÿòñÿ ðàñ÷åòû
äåéñòâèÿ ñòàíäàðòíîãî ðåæèìà êîìáèíèðîâàííîé òåðàïèè è ñðàâíèâàåòñÿ åå
ýôôåêòèâíîñòü äëÿ òðåõ ãðóïï ïàöèåíòîâ: òèïè÷íûõ è áûñòðûõ ïðîãðåññî-
ðîâ, íåïðîãðåññîðîâ. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 23-
11-00116).
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Êîíñòðóêòîð ìîäåëåé óãëåðîäíîãî öèêëà
ñóøè: ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ÷èñëåííàÿ

ðåàëèçàöèÿ, òåñòîâûå ñëó÷àè
Ôàéêèí Ãåîðãèé Ìèõàéëîâè÷, Øàíãàðååâà Ñþìáåëü Êàìèëåâíà1,
Ñòåïàíåíêî Âèêòîð Ìèõàéëîâè÷, Ìåäâåäåâ Àëåêñàíäð Èãîðåâè÷2

1 Êàôåäðà âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé è ìîäåëèðîâàíèÿ, ôàêóëüòåò ÂÌÊ ÌÃÓ, e-mail:
faykingm@my.msu.ru, sumbel.enikeeva@gmail.com

2 Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð ÌÃÓ, e-mail: stepanen@srcc.msu.ru,
a.medvedev@rcc.msu.ru

Öåëü ðàáîòû� ðàçðàáîòêà ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà (êîíñòðóêòîðà) [1] äëÿ
ñïåöèôèêàöèè è ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé ìîäåëåé óãëåðîäíîãî öèêëà ïî÷-
âû. Íåîáõîäèìîñòü â ïðåäñòàâëåíèè ñèñòåì óðàâíåíèé â îáùåì âèäå, à òàêæå
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îäíîòèïíûé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ, íóæíû äëÿ ñâåäåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ
ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ ïðèðîäíûå ïðîöåññû âàæíûå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ óã-
ëåðîäíûõ öèêëîâ, ê åäèíîìó âèäó. Ýòî íóæíî äëÿ îïòèìèçàöèè àëãîðèòìà
ðåøåíèÿ è äëÿ ïîñëåäóþùåãî ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ â ðàì-
êàõ îäèíàêîâûõ óñëîâèé èñïîëüçóÿ ãèáêèé è äîñòóïíûé àëãîðèòì.

Îñíîâíàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñâåäåíèè ìíîãîîáðàçèÿ ñóùåñòâóþùèõ ìî-
äåëåé óãëåðîäíîãî öèêëà ê åäèíîé îáîáùåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå
íà îñíîâå êîíöåïöèé ïóëîâ è ïîòîêîâ óãëåðîäà. Áîëüøèíñòâî ìîäåëåé ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü
çàïèñàíû â îáùåì âèäå äëÿ Np ïóëîâ:

∂Ci

∂t
=

Np∑
j=1

Nf
i,j∑

k=1

F k
i,j −

∂(uCi)

∂z
+

∂

∂z
λ
∂Ci

∂z
− qCi, i = 1, . . . , Np, (1)

ãäå Ci�êîíöåíòðàöèÿ óãëåðîäà â i-ì ïóëå, F k
i,j � k-é ïîòîê ìåæäó ðåçåðâóà-

ðàìè, u� ñêîðîñòü âåðòèêàëüíîãî àäâåêòèâíîãî ïåðåíîñà, λ�êîýôôèöèåíò
äèôôóçèè, q� ñêîðîñòü îáúåìíîãî ñòîêà âîäû â ïî÷âå. Ïîòîêè ïðåäñòàâëÿ-
þòñÿ â ìóëüòèïëèêàòèâíîì âèäå ñîãëàñíî çàêîíó ìèíèìóìà Ëèáèõà.

Ïðåäëîæåííûé ïóòü ðåøåíèÿ âêëþ÷àåò ñîçäàíèå àðõèòåêòóðû êîíñòðóê-
òîðà íà ÿçûêå Fortran 2008, îáåñïå÷èâàþùåé: 1) åäèíîîáðàçíîå çàäàíèå ñòðóê-
òóðû ìîäåëè (ïóëû, ïîòîêè, ìíîæèòåëè); 2) èñïîëüçîâàíèå áàçîâûõ ïàðàìåò-
ðèçàöèé äëÿ îïèñàíèÿ ñêîðîñòåé ïåðåõîäîâ; 3) ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé ÿâíûì ìåòîäîì; 4) ãèáêóþ êîíôèãóðàöèþ ðàñ÷åòîâ ÷åðåç
çàäàþùèå ôàéëû.

Â ðàìêàõ äàííîãî ïîäõîäà ðåàëèçîâàíû, ïðîòåñòèðîâàíû è ïðîâåäåíû ñðàâ-
íåíèÿ ñëåäóþùèõ ìîäåëåé óãëåðîäíîãî öèêëà: INMCM, SOCS, RothC. Â ïðî-
öåññå ðåàëèçàöèè ìîäåëü Romul_HUM [2].
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Èññëåäîâàíèå áëî÷íî-òåïëèöåâîé ñòðóêòóðû
ìàòðèö äèñêðåòèçàöèè èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé äëÿ çàäà÷ ðàññåÿíèÿ ñ ñëîèñòûìè
äèýëåêòðèêàìè

Ìàññ Èëüÿ Àëåêñàíäðîâè÷1, Âàëèàõìåòîâ Áóëàò Èëüäàðîâè÷2,
Ñåòóõà Àëåêñåé Âèêòîðîâè÷3
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Ðåøàåòñÿ çàäà÷à ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàññåÿ-
íèÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ïðè íàëè÷èè äèýëåêòðè÷å-
ñêîé îáëàñòè Ω ⊂ R3 ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòü ε = ε(x), x ∈ R3;µ = 1
è ïîâåðõíîñòè èäåàëüíîãî ïðîâîäíèêà Σ. Ïðè ýòîì äèýëåêòðèê ÿâëÿåòñÿ òîí-
êèì ïîêðûòèåì èäåàëüíîãî ïðîâîäíèêà, ò.å

Ω ≈ {x+ nt, x ∈ Σ, t ∈ [0, h], n = n(x) − íîðìàëü ê Σ}
Äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû èç äâóõ èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ïîâåðõíîñòíûõ è îáúåìíûõ òîêîâ [1]:{
g = Einc + K[Ω, (ε′ − 1)g] + i

ωε0
K[Σ, j], x ∈ Ω,

n×
(
Einc + K[Ω, (ε′ − 1)g] + i

ωε0
K[Σ, j]

)
= 0, x ∈ Σ

(1)

K[S, g](x) = rot rot

∫
S

g(y)F (x− y)dσy, x ∈ R3, F (r) =
eik0r

r
. (2)

Äèñêðåòèçàöèÿ çàäà÷è Ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé áóäåò ðåøàò-
ñÿ ìåòîäîì Ãàëåðêèíà. Â äàííîé òåçèñå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî äèñêðåòèçà-
öèÿ îáúåìíîãî óðàâíåíèÿ.

Ò.ê îáúåì äèýëåêòðèêà åñòü òîíêèé ñëîé íà ïîâåðõíîñòè ìåòàëà, òî îáú-
åìíàÿ ñåòêà ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ Σ ñòðîèòñÿ ñðåäíåå íàïðàâëåíèå íîðìàëè v.

2. Âåêòîð h(x)v ðàçáèâàåòñÿ íà çàðàíåå çàäàííûå ÷àñòè. Äàííûå ÷àñòè ñòðî-
ÿòñÿ òàê, ÷òîáû íà îäíîì îòðåçêå äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ε(x)
áûëà ïîñòîÿííîé. Òåì ñàìûì ïîëàþòñÿ ñëîè äèýëåêòðèêà.

3. Îáúåìíàÿ ñåòêà ñîñòîèò èç ñëîåâ, â êàæäîì ñëîå íàõîäÿòñÿ ìíîãîãðàííè-
êè, îáðàçîâàííûå äâóìÿ òðåóãîëüíèêàìè - ñ âåðõíåãî è ñ íèæíåãî ñëîåâ
(ñì ðèñ 1).

Íà êàæäîì ìíîãîãðàííèêå ââîäèòñÿ ñèñòåìà èç 3 êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ôóíê-
öèé cki , k = 1, 2, 3, ðàâíûõ 0 âíå ñâîåãî ìíîãîãðàííèêà è ëèíåéíî íåçàâèñèìûå
âíóòðè ìíîãîãðàííèêà.
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Ðèñ. 1: Ïîñòðîåíèå îáúåìíîé ñåòêè

Áëî÷íàÿ ñòðóêòóðà Â ñëó÷àå ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè ìåòàëëà ïîäìàòðèöà
A ëèíåéíîé ñèñòåìû, îòâå÷àþùàÿ îáúåìíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ, îá-
ëàäàåò áëî÷íî-òåïëèöåâîé ñòðóêòóðîé. Â ñëó÷àå êðèâîëèíåéíîé ïîâåðõíîñòè
ýòî íå òàê, îäíàêî ïðè âû÷èòàíèè ïåðâîãî áëîêà íà äèàãîíàëè èç îñòàëüíûõ
îñòàâøàÿñÿ ïîäìàòðèöà èìååò ìàëóþ íîðìó îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé ìàòðè-
öû. Íàìè ïðåäëîæåí àëãîðèòì, ïðåäñòàâëÿþùèé A â âèäå ñóììû áëî÷íî-
òåïëèöåâûõ ìàòðèö,

1. Ñæèìàåò ïåðâûå áëîêè íà êàæäîé äèàãîíàëè ñ òî÷íîñòüþ rtol.

2. Âû÷èòàåò èç äèàãîíàëè å¼ ïåðâûé áëîê, îöåíèâàÿ íîðìó ðàçíîñòè â êàæ-
äîì áëîêå îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî áëîêà íà äèàãîíàëè.

3. Äîæèìàåò áëîêè ñ íóæíûì r1tol, ÷òîáû òî÷íîñòü âñåãî ñæàòèå áûëà rtol.

Ñæàòèå áëîêà â àëãîðèòìå âûøå ïðîèñõîäèò â ìîçàè÷íî ñêåëåòîíîì ôîðìàòå
[2] ñ ïîìîùüþ áèáëèîòåêè ZaiMSK [3]. Íà ïðèìåðå ñôåðû ñ ÷åòûðåõñëîéíûì
ïîêðûòèåì è k = 10 ìû ïîëó÷èëè ñðåäíåå ñæàòèå ìàòðèöû 11.6% ïðîòèâ
14.4% ó ìîçàè÷íî-ñêåëåòîííîãî ôîðìàòà.
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Âîçäåéñòâèå äåôàçèðóþùåãî øóìà íà
òåìíîå êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå

Êàôåäðà ñóïåðêîìïüþòåðîâ è êâàíòîâîé èíôîðìàòèêè, e-mail: ozhigov@cs.msu.ru

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàíà óñòîé÷èâîñòü òåìíîãî êâàíòîâîãî ñîñòîÿ-
íèÿ ê äåôàçèðóþùåìó øóìó. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå êâàíòîâîé äèíàìè-
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êè ïîêàçàëî, ÷òî �delity èñõîäíîãî òåìíîãî ñîñòîÿíèÿ, íåñìîòðÿ íà ñâîå çíà-
÷èòåëüíîå ñíèæåíèå, äåìîíñòðèðóåò àñèìïòîòè÷åñêîå ñòðåìëåíèå ê ïîñòîÿí-
íîìó íåíóëåâîìó çíà÷åíèþ. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî äåôàçèðóþùåå
âîçäåéñòâèå íå ñïîñîáíî ïîëíîñòüþ ðàçðóøèòü òåìíîå ñîñòîÿíèå � â ïîëîñòè
îïòè÷åñêîãî ðåçîíàòîðà ñîõðàíÿåòñÿ ñóùåñòâåííàÿ äîëÿ òåìíîé êîìïîíåíòû,
÷òî ïîäòâåðæäàåò ïðèíöèïèàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü äàííîãî êâàíòîâîãî ñîñòî-
ÿíèÿ ê ðàññìàòðèâàåìîìó òèïó âîçìóùåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Òåìíîå ñîñòîÿíèå � ýòî ñîáñòâåííîå ñîñòîÿíèå îïåðàòîðà
ãàìèëüòîíèàíà ñèñòåìû, îðòîãîíàëüíîå îáðàçó îïåðàòîðà âçàèìîäåéñòâèÿ.

Èíûìè ñëîâàìè, ýòî òàêîå ñîñòîÿíèå êâàíòîâîé ñèñòåìû, â êîòîðîì àìïëè-
òóäà ïåðåõîäà â âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ âñëåä-
ñòâèå äåñòðóêòèâíîé êâàíòîâîé èíòåðôåðåíöèè ðàçëè÷íûõ ïóòåé ïåðåõîäà,
÷òî äåëàåò ñèñòåìó íåñïîñîáíîé ê âçàèìîäåéñòâèþ ñ ðåçîíàíñíûì ýëåêòðî-
ìàãíèòíûì ïîëåì.

Òåìïåðàòóðíàÿ äåôàçèðîâêà, âîçíèêàþùàÿ â ñèñòåìàõ òèïà ¾àòîìû â ðå-
çîíàòîðå¿, ìîæåò áûòü îïèñàíà â ðàìêàõ ìîäåëè Òàâèñà-Êàììèíãñà êàê ðå-
çóëüòàò âçàèìîäåéñòâèÿ ñ òåïëîâûì ðåçåðâóàðîì. Ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòî-
ðû Ëèíäáëàäà ñîäåðæàò òåìïåðàòóðíî-çàâèñèìûå êîýôôèöèåíòû ïðè îïåðà-
òîðàõ ïåðåõîäîâ îòäåëüíûõ àòîìîâ.

Â ìîäåëè Òàâèñà-Êàììèíãñà òåìïåðàòóðíàÿ äåôàçèðîâêà ìîæåò áûòü îïè-
ñàíà îïåðàòîðàìè âèäà

Li =
√
γdeph s

+
i si,

ãäå

s+i = |1⟩⟨0| � îïåðàòîð âîçáóæäåíèÿ i-ãî àòîìà,
si = |0⟩⟨1| � îïåðàòîð ðåëàêñàöèè i-ãî àòîìà,
γdeph � èíòåíñèâíîñòü äåôàçèðîâêè.

Îïåðàòîðû Ëèíäáëàäà Li âõîäÿò â ìàðêîâñêîå ìàñòåð-óðàâíåíèå äëÿ ìàò-
ðèöû ïëîòíîñòè îòêðûòîé êâàíòîâîé ñèñòåìû:

dρ

dt
= −i[H, ρ] +

∑
i

(LiρL
+
i − 1

2
{L+

i Li, ρ}).

Äëÿ ñèñòåìû èç äâóõ àòîìîâ îïåðàòîðû Ëèíäáëàäà ñòðîÿòñÿ êàê òåíçîðíûå
ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ äëÿ îòäåëüíûõ àòîìîâ:

L1 =
√
γdeph (s+1 s1 ⊗ I), L2 =

√
γdeph (I ⊗ s+2 s2).
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Ãðàôèê ýâîëþöèè íàñåëåííîñòåé äåìîíñòðèðóåò ñòàáèëèçàöèþ ñèñòåìû,
ïðè êîòîðîé âåðîÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû â êàæäîì èç òðåõ áàçèñíûõ
ñîñòîÿíèé àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìÿòñÿ ê çíà÷åíèþ 0.33. Ýòî ðàâíîìåðíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå íàñåëåííîñòåé óêàçûâàåò íà óñòàíîâëåíèå ñïåöèôè÷åñêîãî ñòà-
öèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ, âîçíèêàþùåãî ïîä âëèÿíèåì äåôàçèðóþùåãî øóìà.
Äàííûé ôàêò ÿâëÿåòñÿ êîëè÷åñòâåííûì ñâèäåòåëüñòâîì òîãî, ÷òî èñõîäíîå
òåìíîå ñîñòîÿíèå íå ðàçðóøàåòñÿ ïîëíîñòüþ, à òðàíñôîðìèðóåòñÿ â ñìåøàí-
íîå ñîñòîÿíèå ñ îñòàòî÷íîé êîãåðåíòíîé êîìïîíåíòîé.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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ëè Òàâèñà�Êàììèíãñà // Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè. 2022. Ò. 111, �3. Ñ.
433�442.

[2] B. Luo, H. Tang, H. Guo. Dark states in electromagnetically induced
transparency controlled by a microwave �eld. Journal of Physics B: Atomic,
Molecular and Optical Physics 42, 235505. 2009.

[3] V. Afanasyev, R. Chen, Y. Ozhigov, J. You. Collapse of dark states in
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Ñåêöèÿ: "Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû è äèôôåðåí-

öèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì".

Îá îñîáåííîñòÿõ ðåøåíèÿ êîýôôèöèåíòíûõ
îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

òèïà ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ-àäâåêöèÿ ñ
äàííûìè ðàçëè÷íîãî òèïà

Ëóêüÿíåíêî Äìèòðèé Âèòàëüåâè÷Êàôåäðà ìàòåìàòèêè, îòäåëåíèå ïðèêëàä-
íîé ìàòåìàòèêè, ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò, ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà

lukyanenko@physics.msu.ru
Çàäà÷è äëÿ íåëèíåéíûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóù¼ííûõ óðàâíåíèé òèïà ðåàêöèÿ-

äèôôóçèÿ-àäâåêöèÿ âîçíèêàþò â ãàçîâîé äèíàìèêå, òåîðèè ãîðåíèÿ, õèìè-
÷åñêîé êèíåòèêå, íåëèíåéíîé òåîðèè âîëí, áèîôèçèêå, ìåäèöèíå, ýêîëîãèè
è äðóãèõ îáëàñòÿõ íàóêè. Îñîáåííîñòüþ çàäà÷ ïîäîáíîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ íà-
ëè÷èå ðàçíîìàñøòàáíûõ ïðîöåññîâ, ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè êîòîðûõ îïèñû-
âàþòñÿ íåëèíåéíûìè ïàðàáîëè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ñ ìàëûì ñèíãóëÿðíûì
ïàðàìåòðîì ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷
ìîãóò ñîäåðæàòü óçêèå äâèæóùèåñÿ ôðîíòû, êîòîðûå ðàçäåëÿþò ïðîñòðàí-
ñòâî íà äâå ÷àñòè: âîçìóù¼ííóþ ÷àñòü, ÷åðåç êîòîðóþ ôðîíò ðåàêöèè óæå
ïðîø¼ë, è íåâîçìóùåííóþ ÷àñòü. Ôðîíò ðåàêöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáëàñòü,
â êîòîðîé ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ êàêóþ-ëèáî õàðàêòåðèñòèêó ñðåäû (òåìïå-
ðàòóðó, ïëîòíîñòü è ò.ä.), äîñòàòî÷íî ðåçêî èçìåíÿåòñÿ îò çíà÷åíèé ôóíêöèè,
îïèñûâàþùåé îäíî ñîñòîÿíèå ñðåäû (íàïðèìåð, íåâîçìóù¼ííóþ), ê çíà÷åíèþ
ôóíêöèè, îïèñûâàþùåé äðóãîå ñîñòîÿíèå. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ
ñèíãóëÿðíîãî ïàðàìåòðà øèðèíà òàêîãî ôðîíòà áóäåò äîñòàòî÷íî ìàëîé ïî
îòíîøåíèþ ê ðàçìåðàì âñåé îáëàñòè. Êàê ñëåäñòâèå, ôðîíò ðåàêöèè ìîæíî
ðàçëè÷èòü ýêñïåðèìåíòàëüíî, îïðåäåëÿÿ åãî ôàêòè÷åñêîå ïîëîæåíèå ïðè íà-
áëþäåíèè ðåàëüíîãî ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè. Â
ñâÿçè ñ ýòèì â äîêëàäå áóäóò îáñóæäàòüñÿ îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ êîýôôèöè-
åíòíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
òèïà ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ-àäâåêöèÿ ñ äîïîëíèòåëüíûìè äàííûìè ðàçëè÷íîãî
òèïà [1]. Â êà÷åñòâå âõîäíûõ äàííûõ îáðàòíîé çàäà÷è áóäóò ðàññìîòðåíû
1) äàííûå â ôèíàëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, 2) äàííûå íà ãðàíèöå îáëàñòè ïî
ïðîñòðàíñòâó è, ãëàâíîå, 3) äàííûå î ïîëîæåíèè ôðîíòà ðåàêöèè.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Lukyanenko D.V., Argun R. L., Borzunov A.A., Gorbachev A.V.,
Shinkarev V.D., Shishlenin M.A., Yagola A.G.. On the features of numerical



Áûêîâ À.À. 83

solution of coe�cient inverse problems for nonlinear equations of the
reaction�di�usion�advection type with data of various types // Di�erential
Equations. 2023. Ò. 59, �12. Ñ. 1734�1757.

Àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
ðåàêöèè-àäâåêöèè-äèôôóçèè

Áûêîâ Àëåêñåé Àëåêñàíäðîâè÷
Êàôåäðà ìàòåìàòèêè, e-mail: abykovmsu@mail.ru

Â ïðàêòèêå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â ïðî-
ñòðàíñòâå n èçìåðåíèé (íå ìåíåå äâóõ), â òîì ÷èñëå (x, t), (x, y), (x, y, t),
âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå â âèäå ñëîæíîé ôóíê-
öèè, çàâèñÿùåé ìåíåå ÷åì îò n ïåðåìåííûõ. Â ãèäðîäèíàìèêå, íàïðèìåð,
âñòðå÷àþòñÿ ðåøåíèÿ âèäà u(x, t) = v(xα · tβ), â òåîðèè âíóòðåííèõ ïåðåõîä-
íûõ ñëî¼â � ðåøåíèÿ âèäà áåãóùåé êâàçèâîëíû: u(x, t) = v(x − V t). Ñëåäóÿ
òåðìèíîëîãèè, ïðèíÿòîé â òåîðèè äèíàìèêè ñæèìàåìîé ñðåäû, òàêèå ðåøå-
íèÿ áóäåì íàçûâàòü àâòîìîäåëüíûìè. Ìû â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæèì ðÿä
ðåøåíèé âèäà u(x, y, t) = v(g(x, y), t) óðàâíåíèÿ ðåàêöèè-àäâåêöèè-äèôôóçèè
(ÐÀÄ):

εu′t + εVxu
′
x + εVyu

′
y = ε2(κu′x)′x + ε2(κu′y)

′
y − f(u, x, y),

(x, y) ∈ D, t > t0 = 0, ñ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ïîñòàâëåííûìè íà÷àëü-
íûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ìû ïðèâåä¼ì, â ÷àñòíîñòè, ïðèìåðû âèäà
g(x, y) = g1(x) + g2(y), g(x, y) = xαyβ. Àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ óêàçàííîãî
âèäà, ñ îäíîé ñòîðîíû, îáîáùàþò ðåøåíèÿ òèïà áåãóùåé êâàçèâîëíû âèäà
u(x, y, t) = v(x cosφ+ y sinφ−V t), äîïóñêàÿ êðèâîëèíåéíûé áåãóùèé ôðîíò
âíóòðåííåãî ïåðåõîäíîãî ñëîÿ, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñòðóêòóðà àâòîìîäåëüíîãî
ðåøåíèÿ áîëåå ïðîñòà è ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áîëåå ãëóáîêèå ôèçè÷åñêè îïðàâ-
äàííûå ðåçóëüòàòû, ÷åì îáùåå ðåøåíèå â âèäå ýâîëþöèîíèðóþùåãî ôðîíòà,
â êîòîðîì íå íàéäåíû âîçìîæíîñòè àâòîìîäåëüíîñòè. Âàæíîñòü àâòîìîäåëü-
íûõ ðåøåíèé îáóñëîâëåíà ïðèìåíèìîñòüþ ê ïðàêòè÷åñêè âàæíûì çàäà÷àì,
èç êîòîðûõ ìû óêàæåì òîëüêî îäíó: ðåàêöèÿ ãîðåíèÿ ðàñòèòåëüíîãî ïîêðî-
âà íà ìåñòíîñòè. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äîïóñêàåò ðåøåíèå âèäà äâóõ èëè
íåñêîëüêèõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ôðîíòîâ, â ìåñòå ïåðåñå÷åíèÿ êîòîðûõ îá-
ðàçóåòñÿ äâèæóùèéñÿ ôðîíò áîëåå ñëîæíîé ôîðìû, ÷åì êàæäûé èç ñòàëêè-
âàþùèõñÿ ôðîíòîâ, íî äîïóñêàþùèé àâòîìîäåëüíîå îïèñàíèå. Ìû ïîñòðîèì
àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è î âçàèìîäåéñòâóþùèõ ôðîíòàõ íà ïëîñêîñòè.
Îáîñíîâàíèå âêëþ÷àåò â ñåáÿ

� òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ íóëåâîãî ïîðÿä-
êà ìåòîäîì Ãàìèëüòîíà�ßêîáè, àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ õàðàê-
òåðèñòèê è âû÷èñëåíèå ýéêîíàëà, ïîñòðîåíèå ôðîíòà íóëåâîãî ïîðÿäêà.
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� Âûðàæåíèå ðåøåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà â âèäå êâàäðàòóðû, âû÷èñëåíèå ñêî-
ðîñòè äðåéôà ïåðâîãî ïîðÿäêà.

� Ïîñòðîåíèå âåðõíåãî è íèæíåãî ðåøåíèÿ ìåòîäîì Í.Í.Íåôåäîâà [1] ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ìîäèôèöèðîâàííîé àñèìïòîòèêè. Ìû ïðèâåäåì òàêæå ðå-
çóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÌÃÓ èìåíè
Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Íåôåäîâ Í.Í. Ðàçâèòèå ìåòîäîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà ïåðåõîäíûõ
ñëîåâ â óðàâíåíèÿõ ðåàêöèè�äèôôóçèè�àäâåêöèè: òåîðèÿ è ïðèìåíå-
íèå // Æ. âû÷èñë. Ìàòåì. è ìàòåì. ôèç. (2021) 61, �12, ñ. 2074�2094.

Ýâîëþöèÿ ôðîíòà òðåõìåðíîé êîíòðàñòíîé
ñòðóêòóðû â íåîäíîðîäíîé ñðåäå ñ àäâåêöèåé

Áûêîâ Àëåêñåé Àëåêñàíäðîâè÷1, Ãàíü Öèí÷æàî2
1 Êàôåäðà ìàòåìàòèêè, e-mail: abykovmsu@mail.ru
2 Êàôåäðà ìàòåìàòèêè, e-mail: qzhgan@qq.com

Èçó÷àåòñÿ òð¼õìåðíàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ êâàçèëèíåéíîãî óðàâ-
íåíèÿ ðåàêöèè-àäâåêöèè-äèôôóçèè (ÐÀÄ) ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε > 0 ïðè
àäâåêöèîííîì è äèôôóçèîííîì ñëàãàåìûõ:

εu′t + ε2
〈
V⃗ (r⃗) ,∇u

〉
= ε2 ⟨∇, κ (r⃗)∇u⟩ − f (u, r⃗) , r⃗ ∈ D, t > 0, (1)

ãäå D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â òð¼õìåðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, íà ãðàíèöå
Σ êîòîðîé çàäàþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âòîðîãî ðîäà: ∂u

∂n⃗ = φ (r⃗). Ïðè ε = 0
óðàâíåíèå (1) ñòàíîâèòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì, ïîýòîìó çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê êëàñ-
ñó ñèíãóëÿðíî âîçìóù¼ííûõ. Ïðè ε > 0 íàëè÷èå ìàëîãî ïàðàìåòðà ïðèâîäèò
ê ñóùåñòâîâàíèþ ðåøåíèé òèïà êîíòðàñòíîé ñòðóêòóðû (ÊÑ): èìåþòñÿ îá-
øèðíûå îáëàñòè ñ ìàëûì ãðàäèåíòîì (ïÿòíà ÊÑ), ðàçäåëÿåìûå óçêèìè ñëî-
ÿìè ñ áîëüøèì ãðàäèåíòîì (âíóòðåííèå ïåðåõîäíûå ñëîè, ÂÏÑ). Ïîíÿòèÿ
¾áîëüøîé¿ è ¾ìàëûé¿ áóäóò ñïåöèôèöèðîâàíû. Ïîêàçàíî, ÷òî (1) ïðè ãëàâ-
íîì (íóëåâîì) ïîðÿäêå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ε ïîëîæåíèå ÂÏÑ
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ãàìèëüòîíà-ßêîáè, (2) ïðè ïåðâîì ïîðÿäêå àñèìï-
òîòè÷åñêîãî ðÿäà ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ ÂÏÑ òàêæå çàâèñèò îò åå êðèâèçíû,
è (3) íàéäåíî âðåìÿ ðàçðóøåíèÿ êîíòðàñòíîé ñòðóêòóðû. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà
îáîáùàåò ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ äâóìåðíîé çàäà÷è â [1], íà òð¼õìåðíóþ
çàäà÷ó è íà ñëó÷àé íåñáàëàíñèðîâàííîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè èñòî÷íèêîâ, êî-
ãäà ê ñêîðîñòè äðåéôà ÂÏÑ çà ñ÷¼ò äèñáàëàíñà äîáàâëÿåòñÿ äðåéô êðèâèçíû.
Íàøè ðåçóëüòàòû âêëþ÷àþò òàêæå ãðàäèåíòíûé äðåéô ÂÏÑ. Ìû èñïîëüçó-
åì ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ Íåôåäîâà Í.Í. [2] äëÿ îáîñíîâàíèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ.
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Â îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíîãî ïîäõîäà äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóù¼ííûõ çàäà÷,
â ðàáîòå ââîäèòñÿ âòîðîé ìàëûé ïàðàìåòð µ: V⃗ (r⃗, µ) = V⃗0 (r⃗) + µV⃗1 (µ),
κ (r⃗, µ) = κ0 (r⃗) + µκ1 (r⃗), f (u, r⃗, µ) = f0 (u, r⃗) + µf1 (u, r⃗). Çàâèñèìîñòü îò
µ ââîäèì òàê, ÷òîáû ïðè µ = 0 çàäà÷à (1) èìåëà èçâåñòíîå ðåøåíèå òèïà
ÊÑ, âûðàæàþùååñÿ ÿâíî ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè. Ìû äà¼ì èñ÷åðïû-
âàþùåå îïèñàíèÿ äðåéôà ÂÏÑ â ñëàáî íåîäíîðîäíîé ñðåäå. Íàéäåíà ôîðìà
ÂÏÑ äëÿ ñëó÷àÿ óâåëè÷åííîé è óìåíüøåííîé ñêîðîñòè. Ðåçóëüòàòû ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññà ãîðåíèÿ â òðåõìåðíîé ñðå-
äå, ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðèìåñåé â ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ðàñòâîðàõ è â ïîðèñòûõ
ñðåäàõ, äèíàìèêà ïîïóëÿöèé â ïðèðîäíûõ ëàíäøàôòàõ ñ ïðîñòðàíñòâåííîé
íåîäíîðîäíîñòüþ.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÌÃÓ èìåíè
Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.
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Îá àñèìïòîòèêå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ
ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

êîëåáàíèé
Íåñòåðîâ Àíäðåé Âëàäèìèðîâè÷

ÐÝÓ èì. Ã.Â. Ïëåõàíîâà, e-mail: andrenesterov@yandex.ru

Ñòðîèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå (ÀÐ) ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé ñèñòåìû ãèïåðáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå [1] ε6(utt − k21uxx) = −p(au− bv) − ε3p(au− bv)t + ε2f(u, v),

ε3(vtt − k22vxx) = p(au− bv) + ε3p(au− bv)t − ε2f(u, v),
|x| <∞, t > 0

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ñïåöèàëüíîãî âèäà ½óçêàÿ øàïî÷êà�{
u(x, 0) = u0(x/ϵ2), ut(x, 0) = φ(x/ϵ2),
v(x, 0) = v0(x/ϵ2), vt(x, 0) = ψ(x/ϵ2).

Çäåñü 0 < ε << 1, p, q, a, b > 0, p, q, a, b = const,ôóíêöèÿ f(u, v) äîñòàòî÷íî
ãëàäêàÿ â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ Ω = {|u| , |v| ⩽ G,G > 0}, f(0, 0) = 0. Ôóíê-
öèè u0(x), v0(x), φ(x), ψ(x) äîñòàòî÷íî ãëàäêèå, |u0(x)|, |v0(x)| < G,
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u0(x), v0(x), φ(x), ψ(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì áûñòðîãî óáûâàíèÿ ïî ïåðå-
ìåííîé x.

Ãëàâíûå ÷ëåíû ÀÐ èìåþò âèä(
u(x, t, ϵ)
v(x, t, ϵ)

)
=

(
SI
0u(ς1, t) + SII

0 u(ς2, t) + Π0u(ξ, τ)
SI
0v(ς1, t) + SII

0 v(ς2, t) + Π0v(ξ, τ)

)
+

(
Ru
Rv

)
Çäåñü ς1,2 = (x± kt)/ϵ2, ξ = x/ϵ2, τ = t/ϵ3, k âûðàæàåòñÿ ÷åðåç k1, k2, p, q, a, b.
Cëàãàåìûå SJ

i u(ςj, t), J = I, II, j = 1, 2 åñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ Êîøè äëÿ îáîá-
ùåííîãî óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà - äå Âðèñà

−S0ut +KS0uςςς − (h(S0u)))ς = 0

ñ áûñòðî óáûâàþùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, SJ
0 v = a/bSJ

0 u, K,h(z) îïðå-
äåëÿþòñÿ ÷åðåç äàííûå èñõîäíîé çàäà÷è. Îöåíêà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â ÀÐ
ñäåëàíà ïî íåâÿçêå. Ïðè îöåíêå îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ïî íåâÿçêå èñïîëüçîâà-
ëèñü ðåçóëüòàòû ðàáîòû [2].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñ-
øåãî îáðàçîâàíèÿ ÐÔ (ïðîåêò � FSWW 2023-0004).
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Ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì c

èñïîëüçîâàíèåì ïðÿìîé ñõåìû
Äàíèê Þëèÿ Ýäóàðäîâíà, Äìèòðèåâ Ìèõàèë Ãåííàäüåâè÷

Ôåäåðàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé öåíòð ¾Èíôîðìàòèêà è óïðàâëåíèå¿ ÐÀÍ, e-mail:
yuliadanik@gmail.com, mdmitriev@mail.ru

Â âàðèàöèîííûõ çàäà÷àõ, â òîì ÷èñëå è â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ
ìàëûì ïàðàìåòðîì àñèìïòîòè÷åñêèå ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî ñòðîèòü íà îñíîâå
òàê íàçûâàåìîé ïðÿìîé ñõåìû, êîòîðàÿ ñíà÷àëà áûëà øèðîêî ïðîäåìîíñòðè-
ðîâàíà äëÿ íåïðåðûâíûõ ðåãóëÿðíî è ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷ [1]-[2],
êîãäà ôîðìàëüíûå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ, êîãäà ýòè ðàçëîæåíèÿ íåïî-
ñðåäñòâåííî ïîäñòàâëÿþòñÿ â óñëîâèÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷è è îíè ðàñêëàäû-
âàþòñÿ ôîðìàëüíî â ñîîòâåòñòâóþùèå ðÿäû ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó. Îáðàáîòêà
ïîñëåäíèõ ðàçëîæåíèé ïîçâîëÿåò ôîðìèðîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âàðèàöè-
îííûõ çàäà÷ äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷ëåíîâ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèé. Ðåøå-
íèå ïîëó÷åííûõ çàäà÷ â êàæäîì ïðèáëèæåíèè ïîçâîëÿåò ôîðìèðîâàòü òàê
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íàçûâàåìûå êîìïîçèòíûå óïðàâëåíèÿ ðàçíîãî ïîðÿäêà, îáðàçóþùèå ìèíèìè-
çèðóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèòåðèåâ êà÷åñòâà.

Â äîêëàäå íà ïðèìåðå îäíîé äèñêðåòíîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è èëëþñòðè-
ðóåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïðÿìîé ñõåìû äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîìïîçèòíîãî óïðàâëå-
íèÿ ðåãóëÿðíî âîçìóùåííîé çàäà÷è.
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äèñêðåòíàÿ ñèñòåìà ñ ìàëûì ïà-

ðàìåòðîì ε

x(t+ 1) =
(
A0 + εA1(x(t))

)
x(t) +Bu(t), x(0) = x0, (1)

ãäå x ∈ X � îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, òðàåêòîðèè ñèñòåìû ñóùå-
ñòâóþò è åäèíñòâåííû äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ u . Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ êà÷åñòâà
èñïîëüçóåòñÿ êâàäðàòè÷íûé êðèòåðèé:

J(u) = 1
2

N−1∑
t=0

(
x(t)⊤Q(x, ε)x(t) + u(t)⊤R0u(t)

)
→ min

x0,u0

, (2)

ãäå N � ãîðèçîíò ïëàíèðîâàíèÿ, Q(x, ε) = Q0 + εQ1(x) + . . . > 0, R0 > 0.
Ìåòîä ïðÿìîé ñõåìû À.Á. Âàñèëüåâîé ïðåäïîëàãàåò ïðÿìîå ðàçëîæåíèå ðå-
øåíèÿ â âèäå ðÿäîâ ïî ïàðàìåòðó ε

x(t) = x0(t) + εx1(t) + . . . , u(t) = u0(t) + εu1(t) + . . . .

Ïîäñòàíîâêà â ñèñòåìó è êðèòåðèé ïðèâîäèò ê èåðàðõèè çàäà÷ äëÿ x0, u0,
x1, u1, . . . .

Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè äëÿ x0, u0 ïîëó÷àåì ñòàíäàðòíóþ çàäà÷ó LQR

x0(t+1) = A0x0(t)+Bu0(t), x0(0) = x0, J0 = 1
2

N−1∑
t=0

(x⊤0Q0x0+u
⊤
0 R0u0), (3)

Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè äëÿ x1, u1 ïîëó÷àåì çàäà÷ó

x1(t+ 1) = A0 x1(t) +B u1(t) + A1(x0(t))x0(t),

x1(0) = 0,
(4)

ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûì ôóíêöèîíàëîì îòíîñèòåëüíî x1, u1.
Èòîãîâîå êîìïîçèòíîå óïðàâëåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ çàäà÷è (1)-(2) èìå-

åò âèä u(t) = u0(t) + εu1(t), ãäå u0, u1− ðåøåíèÿ çàäà÷ (3),(4).
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Î ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ ñ ïîãðàíè÷íûì
ñëîåì â çàäà÷å ñ íåëèíåéíûì ñèíãóëÿðíî

âîçìóùåííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì
Íèêóëèí Åãîð Èãîðåâè÷

ÌÃÓ, ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò, êàôåäðà ìàòåìàòèêè, e-mail: nikulin@physics.msu.ru

Ðàññìîòðèì ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîå óðàâíåíèå ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ, äëÿ êî-
òîðîãî ìû ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó ñ ïåðèîäè÷åñêèì óñëîâèåì
ïî âðåìåíè:

Nεu := ε2
(
△u− ∂u

∂t

)
− f(u, x, t, ε) = 0,

(x, t) ∈ Dt := {(x, t) ∈ R3 : x ∈ D ⊂ R2, t ∈ R},

BΓu := −ε∂u
∂n

(x, t, ε) − g(u, x, t) = 0, x ∈ Γ, t ∈ R,

u(x, t, ε) = u(x, t+ T, ε), x ∈ D̄, t ∈ R,

(1)

ãäå △ = ∂2

∂x1
2 + ∂2

∂x2
2 , ïðîèçâîäíàÿ

∂
∂n áåðåòñÿ ïî âíóòðåííåé íîðìàëè ê äî-

ñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöå Γ çàäàííîé äâóìåðíîé îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D, à
ε > 0 � ìàëûé ïàðàìåòð.

Îñîáåííîñòüþ äàííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå â êðàåâîì óñëîâèè íåëè-
íåéíîñòè g, à òàêæå ìàëîãî ïàðàìåòðà ïðè ïðîèçâîäíîé ïî íîðìàëè. Òàêèå
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íàçûâàþòñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûìè: ïðåíåáðåæåíèå
ìàëîé ïðîèçâîäíîé èñêîìîãî ðåøåíèÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè ïðèâîäèò ê ñóùå-
ñòâåííîìó èçìåíåíèþ ñòðóêòóðû ðåøåíèÿ â ïîãðàíè÷íîì ñëîå. Â îòëè÷èå îò
ñòàíäàðòíîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ áåç ìàëîãî ïàðàìåòðà, êîãäà ïîãðàíè÷íûé
ñëîé ñëàáûé (ïîðÿäêà ε), â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàåò ïîãðàíè÷íûé ñëîé ïîðÿä-
êà åäèíèöû; îí èìååò áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó, ÷åì â ñëó÷àå ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé Äèðèõëå.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâî-
âàíèÿ è èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, îáëàäàþùèõ
ïîãðàíè÷íûì ñëîåì, ó çàäà÷è ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ ñ íåëèíåéíûì ñèíãóëÿð-
íî âîçìóùåííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ýòè
ðåøåíèÿ êàê ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùåé èñõîäíîé
çàäà÷å, àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû ïî Ëÿïóíîâó. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ
íà îñíîâå àñèìïòîòè÷åñêîãî ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ.
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ñëîÿìè â ñèñòåìå òèõîíîâñêîãî òèïà,
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà áûñòðîãî è ìåäëåííîãî óðàâíåíèé ðåàêöèÿ-
äèôôóçèÿ-àäâåêöèÿ ñ íåëèíåéíîñòÿìè, ñîäåðæàùèìè ãðàäèåíò èñêîìîé ôóíê-
öèè: {

Nu(u, v) := ϵ2 ∂
2u

∂x2 − ϵ2A(u, x)∂u∂x − g(u, v, x, ϵ) = 0, 0 < x < 1,

Nv(u, v) := ∂2v
∂x2 −B(v, x)∂v∂x − f(u, v, x, ϵ) = 0, 0 < x < 1,

ãäå ϵ > 0 � ìàëûé ïàðàìåòð.
Ïóñòü òàêæå äëÿ ôóíêöèè u(x) çàäàí îäèí èç ñëåäóþùèõ âàðèàíòîâ ãðà-

íè÷íûõ óñëîâèé: óñëîâèå Äèðèõëå u(0) = u0, u(1) = u1 èëè óñëîâèå Íåéìàíà
∂u
∂x(0) = u0,

∂u
∂x(1) = u1. Äëÿ ôóíêöèè v(x) çàäàíî óñëîâèå Äèðèõëå: v(0) = v0,

v(1) = v1.
Òàêàÿ çàäà÷à íàõîäèò ôèçè÷åñêîå ïðèìåíåíèå â ýëåêòðîííî-äûðî÷íîé ìî-

äåëè ïîëóïðîâîäíèêà è îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ è äûðîê â îá-
ðàçöå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå âûïîëíåíî ïîñòðîåíèå àñèìïòîòèêè, äîêàçàòåëü-
ñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è. Äëÿ äîêà-
çàòåëüñòâà òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ. Ïîêàçàíî, ÷òî òàêîå ðåøåíèå êàê ðåøåíèå ñîîò-
âåòñòâóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì
ïî Ëÿïóíîâó.
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Âîëêîâ Âëàäèìèð Òàðàñîâè÷, Ëè ×æèöÿí, Îðëîâ Àíäðåé
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ïàðàáîëè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ òèïà ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ-àäâåêöèÿ. Îñîáåííîñòüþ èçó÷àåìîé
ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ èìåþò ðàçðûâ ïåðâîãî ðî-
äà â íåêîòîðîé, çàðàíåå çàäàííîé, ïåðèîäè÷åñêè äâèæóùåéñÿ òî÷êå x0(t).

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ, ñîñòîÿùåå èç ðåãóëÿðíîé ÷àñòè è
ôóíêöèé ïåðåõîäíîãî ñëîÿ, ñòðîèòñÿ ìåòîäîì ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé À.Á. Âà-
ñèëüåâîé. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ïðîâåäåíî ñ ïîìîùüþ ìå-
òîäà äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ ïóòåì ìîäèôèêàöèè ïîëó÷åííîãî àñèìï-
òîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà óäàåòñÿ
ïîëó÷èòü ÿâíûå àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå âõîäíûå äàííûå çà-
äà÷è è ïàðàìåòðû íàáëþäàåìîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåæèìà: óñëîâèå ãëàäêîãî
ñøèâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â òî÷êå x0(t) ïðè-
âîäèò ê êëþ÷åâîìó àëãåáðàè÷åñêîìó ñîîòíîøåíèþ, ñâÿçûâàþùåìó ãëàâíûé
÷ëåí àñèìïòîòèêè óðîâíÿ ïåðåõîäíîãî ñëîÿ p0(t) ñ êîýôôèöèåíòàìè â óðàâ-
íåíèè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé
çàäà÷è ïîñòàâëåíà çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ. Åñëè â ïðÿìîé çàäà÷å óêà-
çàííîå âûøå ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì äëÿ íàõîæäåíèÿ óðîâíÿ ïå-
ðåõîäà p0(t), òî â çàäà÷å óïðàâëåíèÿ îíî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê óðàâíåíèå îò-
íîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ uright(t) ïðè çàäàííîé ôóíêöèè
p0(t). Ïîñòðîåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ, à
èìåííî, îïðåäåëåíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà îäíîé èç ãðàíèö îáëàñòè, îáåñïå-
÷èâàþùåå ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ðåàëèçàöèþ öåëåâîãî ïåðèîäè÷åñêîãî çàêîíà
äëÿ óðîâíÿ ëîêàëèçàöèè ïåðåõîäíîãî ñëîÿ.
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Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ óïðàâëåíèÿ ñîñòî-
ÿíèåì íåëèíåéíûõ ñèñòåì ñ âíóòðåííèìè ñëîÿìè, ãäå âàæíî ïîääåðæèâàòü
îïðåäåëåííîå, ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùååñÿ çíà÷åíèå â îáëàñòè ðåçêîãî èçìå-
íåíèÿ ðåøåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÌÃÓ èìåíè M.B. Ëî-
ìîíîñîâà.
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Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà êîíòðàñòíîé ñòðóêòóðû òèïà ¾ñòóïåíüêà¿
(äâèæóùåãîñÿ ôðîíòà) äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ ñ íåëèíåéíîé äèôôóçèåé. Ìîäåëè òàêîãî òèïà íàõîäÿò øèðîêîå ïðè-
ìåíåíèå â çàäà÷àõ ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè è íåëèíåéíîé òåîðèè òåïëîïðî-
âîäíîñòè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à:

ε2
∂

∂x

(
D(u, x, ε)

∂u

∂x

)
− ε

∂u

∂t
− f(u, x, ε) = 0, x ∈ (−1, 1), t ∈ (0, T ],

∂u

∂x
(−1, t, ε) = 0,

∂u

∂x
(1, t, ε) = 0, t ∈ [0, T ],

u(x, 0, ε) = uinit(x, ε), x ∈ [−1, 1].

Îäíèì èç ýòàïîâ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæå-
íèÿ ðåøåíèÿ è âûâîä çàêîíà äâèæåíèÿ ôðîíòà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ
âñåõ x ∈ [−1, 1] âûðîæäåííîå óðàâíåíèå f(u, x, 0) = 0 èìååò äâà óñòîé÷èâûõ
φ(±)(x) è îäèí íåóñòîé÷èâûé êîðåíü. Â îòëè÷èå îò êðèòè÷åñêîãî (ñáàëàíñè-
ðîâàííîãî) ñëó÷àÿ, èçó÷åííîãî â [2], çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêðèòè÷åñêèé
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(íåñáàëàíñèðîâàííûé) ðåæèì:

φ(+)(x)∫
φ(−)(x)

f(u, x, 0)D(u, x̂, 0)du ̸= 0, x ∈ [−1, 1].

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé Âàñèëüåâîé À. Á. ïîñòðîåíà ôîð-
ìàëüíàÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ. Èç óñëîâèÿ ãëàäêîãî ñøèâàíèÿ àñèìïòîòè÷å-
ñêèõ ïðèáëèæåíèé ïî îáå ñòîðîíû îò ôðîíòà â ãëàâíîì ïîðÿäêå âûâåäåíî
îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äèíàìèêó åãî ïî-
ëîæåíèÿ â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè. Ãëàâíûé ÷ëåí ïðèáëèæåíèÿ ñêîðîñòè ÿâíî
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó, çàâèñÿùóþ îò íåëèíåéíûõ
ôóíêöèé ðåàêöèè è äèôôóçèè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòîòè÷åñêîãî ìåòîäà
äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ Íåôåäîâà Í. Í. äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâî-
âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ è ïîëó÷åíà îöåíêà òî÷íîñòè ïîñòðîåííîãî
àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïîçâîëÿþò àíàëèòè÷å-
ñêè îïèñûâàòü äèíàìèêó êîíòðàñòíûõ ñòðóêòóð è ñëóæàò îñíîâîé äëÿ ðàç-
ðàáîòêè ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííî-àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ æåñòêèõ
ïàðàáîëè÷åñêèõ çàäà÷.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò �25-71-10024).
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Ïîñòàíîâêà ïðÿìîé çàäà÷è (2) Ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çà-
äà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ òèïà Áþðãåðñà

ε(
∂2u

∂x2
− ∂u

∂t
) +

∂|u|
∂x

−K · q(t) = 0,

(x, t) ∈ D := x ∈ (−1, 1); t ∈ R,
u(−1, t; ε) = uleft(t), u(1, t; ε) = uright(t), t ∈ R,
u(x, t, ε) = u(x, t+ T ; ε), x ∈ [−1, 1], t ∈ R,

ãäå ε− ìàëûé ïàðàìåòð (0 < ε ≪ 1), ôóíêöèè q(t), uleft(t) è uright(t) äîñòà-
òî÷íî ãëàäêèå è T -ïåðèîäè÷åñêèå,
uleft(t) < 0, uright(t) > 0, t ∈ R;
K = k(−), u < 0;
K = k(+), u > 0, k(∓) = constants.
Ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è Çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ôîð-

ìóëèðóåòñÿ â ðàìêàõ óñëîâèé òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà-
÷è [1] è çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè îäíîãî èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (íàïðèìåð,
ïðàâîãî uright(t)), ïðè êîòîðîì ôðîíò áóäåò äâèãàòüñÿ ïî çàäàííîìó âðåìåííî-
ìó çàêîíó (âòîðîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå uleft(t) ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì).

Àñèìïòîòè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ìû íàçûâàåì
òàêîå ðåøåíèå çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ, ïðè êîòîðîì òðåáóå-
ìûé çàêîí äâèæåíèÿ ôðîíòà ðåàëèçóåòñÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ, ò.å. ïîëó÷à-
åòñÿ êàê àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ê çàäàííîìó [2].

Öåëü. Îïðåäåëèòü ôóíêöèþ h0(t), ÷òîáû çà âðåìÿ t = T ïîëó÷èòü çàäàí-

íîå ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèè f(x) =
∫ T

0 u2(x, t)dt, x ∈ [−1, 1].

Îáðàòíàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïóòåì ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

J [h0(t)] =

∫ 1

−1

(

∫ T

0

U0(x, t, h0(t))dt−
∫ T

0

unumdt)
2dx
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Âàæíûé êëàññ çàäà÷ ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé îáðàçóþò ñè-
ñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â êîòîðûõ ôàçîâûå ïåðåìåííûå ïðè-
íèìàþò ëèøü íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ïðèìåðîâ ìîæíî ïðèâåòè ìíîæå-
ñòâî, íàïðèìåð, â áèîôèçè÷åñêèõ ïðîöåññàõ [1],[2] íåîòðèöàòåëüíûìè îñòà-
þòñÿ êîëè÷åñòâà îñîáåé ðàçëè÷íûõ âèäîâ, â ýêîíîìè÷åñêèõ [3] � âåëè÷èíû
ïðîèçâîäñòâ, êàïèòàëîâ, à òàêæå öåíû íà ïðîäóêöèþ. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ
âñòðå÷àåòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè ìíîãèõ äðóãèõ ìîäåëåé [4],[5]. Ñðåäè ñèñòåì ñ
íåîòðèöàòåëüíûì ðåøåíèåì ìîæíî âûäåëèòü ñèñòåìû, äëÿ êîòîðûõ âåêòîð
ñîñòîÿíèé ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç ñòàíäàðòíîãî ñèìïëåêñà � ïîäìíîæåñòâà
êîíå÷íîìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ñîñòîÿùåãî èç âåêòîðîâ ñ íåîòðè-
öàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà åäèíèöå. Ðàññìàòðèâàÿ ñè-
ñòåìû íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå, çà÷àñòóþ èññëåäóþò ïðåäåëüíûå ñâîéñòâà
èõ ðåøåíèé. Â ÷àñòíîñòè, âåñüìà èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î òîì, ñòðåìèò-
ñÿ ëè îäíà èç êîìïîíåíò ðåøåíèÿ ê åäèíèöå ïðè íåîãðàíè÷åííîì ïðîäîëæå-
íèè ïðîöåññà. Ñèñòåìû, îáëàäàþùèå òàêèìè ñâîéñòâàìè, íàçûâàþò ñèñòåìà-
ìè îòáîðà. Ñèñòåìû îòáîðà íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå ïðè ïîñòðîåíèè ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ ðåàëüíîãî ìèðà [4]. Â [6] ïîäðîá-
íî èçëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ îòáîðà äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Â ñâÿçè ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ [7] ïðè ðåøåíèè
ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ îòáîðà â ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ñèñòåìàõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé [8]. Â [9] èçëîæåíû îñíîâíûå ðåçóëüòà-
òû ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè îòáîðà äëÿ ñèñòåì ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé. Îäíàêî
áàíàëüíûé ïåðåõîä îò íåïðåðûâíîãî âðåìåíè ê äèñêðåòíîìó ìîæåò áûòü âî-
âñå íå áåçîáèäíûì, êàê ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä. Ïðèìåðîâ òîìó
ìíîæåñòâî � íà÷èíàÿ ñ øèðîêî èçâåñòíîãî ïðèìåðà äèñêðåòíîãî àíàëîãà ìî-
äåëè Ôåðõþëüñòà è çàêàí÷èâàÿ áîëåå ñëîæíûìè ïðèìåðàìè ðåïëèêàòîðíûõ
ñèñòåì [10] (êîòîðûå ïî ñóòè ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìàìè íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåê-
ñå), â êîòîðûõ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ øàãà äèñêðåòèçàöèè íàáëþäàþòñÿ
ïðîöåññû ðàçëè÷íîé ïðèðîäû [10],[11]. Âñ¼ ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî äèñêðåò-
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íûå ñèñòåìû òðåáóþò àêêóðàòíîãî èññëåäîâàíèÿ è ïîëó÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ
êðèòåðèåâ ñîõðàíåíèÿ ïðåäåëüíûõ ñâîéñòâ èõ ðåøåíèé. Ïîýòîìó, íåñìîòðÿ
íà ñõîäñòâî óñëîâèé îòáîðà è î÷åâèäíóþ ñâÿçü ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ðàçíîñòíûìè àïïðîêñèìàöèÿìè, îñòà¼òñÿ îò-
êðûòûì ðÿä âîïðîñîâ: ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ îòáîð â ðàçíîñòíîì ñëó÷àå ïîâëå-
÷¼ò çà ñîáîé îòáîð â ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
è íàîáîðîò; êàêîâû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà øàã äèñêðåòèçàöèè, ãàðàíòèðó-
þùèå ñîõðàíåíèå ñâîéñòâà îòáîðà; êàêóþ ðîëü èãðàþò ôóíêöèè Ëÿïóíîâà è
ïðèíöèï Ëà�Ñàëëÿ â ýòîé ñâÿçêå. Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû è áóäóò îñâåùåíû
â äîêëàäå.

Áóäóò ñôîðìóëèðîâàíû ïðîñòûå è â òî æå âðåìÿ ñîäåðæàòåëüíûå óñëî-
âèÿ, óòî÷íÿþùèå ñâÿçü ìåæäó íåïðåðûâíûìè è äèñêðåòíûìè ñèñòåìàìè íà
ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå. Êðîìå òîãî, ïîêàæåì, ÷òî åñëè ñèñòåìà äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñòðîãîãî îòáîðà, òî ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëîì øàãå äèñêðåòèçàöèè àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ ñîîò-
âåòñòâóþùåé ðàçíîñòíîé ñèñòåìû. Òàêæå áóäóò ñôîðìóëèðóåì äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ãëîáàëüíîé àñèìïòîòè÷åñêîé ó÷òîé÷èâîñòè âåðøèíû ñèìïëåêñà äëÿ
ðàçíîñòíîé ñèñòåìû, êîòîðûå íå òðåáóþò ñëîæíûõ âû÷èñëåíèé: äîñòàòî÷íî,
÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñîõðàíÿëà ñòðîãî ïîëîæè-
òåëüíûé çíàê íà âñ¼ì ñèìïëåêñå.

Îòäåëüíî ðàññìîòðèì ïðèìåð äèñêðåòíîé ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû, äëÿ êî-
òîðîé ïîêàæåì, ÷òî èçâåñòíûå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîä-
õîäÿò ê äèñêðåòíîìó ñëó÷àþ è îáåñïå÷èâàþò ãëîáàëüíóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ
óñòîé÷èâîñòü âåððøèíû ñèìïëåêñà.

Ïðîâåä¼ì àíàëèç âëèÿíèÿ øàãà äèñêðåòèçàöèè íà óñòîé÷èâîñòü âðåøèíû
ñèìïëåêñà. Ïîêàæåì, ÷òî ñïåêòð ëèíåàðèçîâàííîé (â îêðåñòíîñòè âåðøèíû
ñèìïëåêñà) ñèñòåìû ïîçâîëÿåò ÿâíî îöåíèòü äîïóñòèìûé øàã, ïðè êîòîðîì
íå íàðóøàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü è ñîõðàíÿåòñÿ ñâîéñòâî îòáîðà. Òàêèì îáðàçîì,
óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó ñïåêòðàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè íåïðåðûâíîé ñè-
ñòåìû è ïàðàìåòðàìè å¼ äèñêðåòíîé àïïðîêñèìàöèè.

Îñîáîå âíèìàíèå óäåëèì ðîëè ôóíêöèé Ëÿïóíîâà è ïðèíöèïà Ëà�Ñàëëÿ.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè íàëè÷èè ãëîáàëüíîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà äëÿ èñõîäíîé ñè-
ñòåìû ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçíîñòíàÿ ñèñòåìà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé îòáîðà
ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ øàãà. Êðîìå òîãî, ââåäåì ïîíÿòèå ðàâíîìåðíîé ïî âðå-
ìåíè ñõîäèìîñòè äèñêðåòíûõ òðàåêòîðèé: åñëè ïðè óìåíüøåíèè øàãà ïðè-
áëèæåíèå ê âåðøèíå ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâûì âî âðåìåíè, òî è íåïðåðûâíàÿ
ñèñòåìà áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñèñòåìîé îòáîðà.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü ïðîçðà÷íûå êðèòå-
ðèè ñîõðàíåíèÿ ñâîéñòâà îòáîðà ïðè ïåðåõîäå îò äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ê ðàçíîñòíûì, à òàêæå äàþò ïðàêòè÷åñêèå ðåêîìåíäàöèè ïî âûáîðó
øàãà äèñêðåòèçàöèè, îáåñïå÷èâàþùåãî êîððåêòíîå âîñïðîèçâåäåíèå äèíàìè-
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êè. Òàêèì îáðàçîì, ðàáîòà îáúåäèíÿåò òåîðåòè÷åñêèé è ïðèêëàäíîé àñïåêòû
çàäà÷è è ñëóæèò øàãîì ê ïîñòðîåíèþ åäèíîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè îòáîðà
äëÿ íåïðåðûâíûõ è äèñêðåòíûõ ñèñòåì íà ñòàíäàðòíîì ñèìïëåêñå.
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Çàäà÷è àâòîíîìíîãî óïðàâëåíèÿ áåñïèëîòíûìè ëåòàòåëüíûìè àïïàðàòàìè
(ÁÏËÀ) â óñëîâèÿõ ñêîðîñòíîãî ìàíåâðèðîâàíèÿ, òàêèå êàê FPV-ãîíêè, ïðåä-
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ñòàâëÿþò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ äëÿ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè èñêóññòâåííî-
ãî èíòåëëåêòà è ðîáîòîòåõíèêè. Îäíèì èç íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûõ ïîäõî-
äîâ ê ðåøåíèþ òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ãëóáîêîå îáó÷åíèå ñ ïîäêðåïëåíèåì
(Reinforcement Learning, RL), ïîçâîëÿþùåå àãåíòó ñàìîñòîÿòåëüíî âûðàáàòû-
âàòü ýôôåêòèâíûå ñòðàòåãèè ïîâåäåíèÿ â ñëîæíîé ñðåäå [1]. Â äàííîé ðàáî-
òå èññëåäóåòñÿ ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà Proximal Policy Optimization (PPO) [2]
äëÿ îáó÷åíèÿ êâàäðîêîïòåðà àâòîíîìíîìó ïðîëåòó ÷åðåç ñåðèþ âîðîò â ñè-
ìóëÿöèîííîé ñðåäå.
Çàäà÷à. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà è îáó÷åíèå ìîäåëè óïðàâ-

ëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùåé ñòàáèëüíûé ïðîëåò êâàäðîêîïòåðà ÷åðåç çàäàííóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âîðîò. Îáó÷åíèå ïðîâîäèòñÿ â ñèìóëÿòîðå
gym-pybullet-drones [3], èñïîëüçóþùåì ôèçè÷åñêèé äâèæîê PyBullet. Â êà-
÷åñòâå ìîäåëè àïïàðàòà âûáðàí âèðòóàëüíûé àíàëîã êâàäðîêîïòåðà Crazy�ie
2.0. Àãåíò íàïðÿìóþ óïðàâëÿåò òÿãîé êàæäîãî èç ÷åòûðåõ äâèãàòåëåé, ÷òî
èñêëþ÷àåò èñïîëüçîâàíèå êàñêàäíûõ ÏÈÄ-ðåãóëÿòîðîâ è òðåáóåò îò àãåíòà
îáó÷åíèÿ íèçêîóðîâíåâîé äèíàìèêå.
Ìåòîä. Â îñíîâå ñèñòåìû ëåæèò àëãîðèòì Proximal Policy Optimization

(PPO). Àãåíò ñîñòîèò èç äâóõ íåéðîííûõ ñåòåé: Àêòåðà (Policy Network) è
Êðèòèêà (Value Network). Îáå ñåòè ðåàëèçîâàíû â âèäå òðåõñëîéíûõ ïåð-
öåïòðîíîâ ñ ôóíêöèåé àêòèâàöèè ELU. Ôóíêöèÿ âîçíàãðàæäåíèÿ ïîîùðÿåò
ñîêðàùåíèå ðàññòîÿíèÿ äî öåëåâûõ âîðîò, øòðàôóåò çà ðåçêèå èçìåíåíèÿ
óïðàâëÿþùèõ ñèãíàëîâ, âûñîêóþ óãëîâóþ è ëèíåéíóþ ñêîðîñòè. Äëÿ îöåíêè
ïðåèìóùåñòâà äåéñòâèé àãåíòà èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä íà îñíîâå Ìîíòå-Êàðëî
îöåíêè.
Ðåçóëüòàòû. Îáó÷åíèå ïðîâîäèëîñü íà òðàññå ñ øåñòüþ âîðîòàìè. Â ðå-

çóëüòàòå àãåíò ïðîäåìîíñòðèðîâàë ñïîñîáíîñòü ê ñòàáèëüíîìó ïðîõîæäåíèþ
âñåé òðàññû. Íà ãðàôèêå çàâèñèìîñòè ñðåäíåé íàãðàäû îò íîìåðà ýïèçîäà
(ðèñ. 1) íàáëþäàåòñÿ ðîñò ñ ïîñëåäóþùåé ñòàáèëèçàöèåé íà âûñîêîì óðîâíå
ïîñëå 30000 ýïèçîäîâ. Ñòàòèñòèêà ïðîõîæäåíèÿ âîðîò ïîêàçûâàåò, ÷òî â 4%
ýêñïåðèìåíòîâ àãåíò óñïåøíî ïðîõîäèë âñå 6 âîðîò, à â 29% ñëó÷àåâ � 5 âîðîò.
Çàêëþ÷åíèå. Ìîäåëü äåìîíñòðèðóåò ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ àëãî-

ðèòìà PPO äëÿ çàäà÷è àâòîíîìíîãî óïðàâëåíèÿ êâàäðîêîïòåðîì. Ðàçðàáî-
òàííàÿ ñèñòåìà âîçíàãðàæäåíèÿ è àðõèòåêòóðà íåéðîííîé ñåòè ïîçâîëèëè
àãåíòó îñâîèòü áàçîâûå íàâûêè íàâèãàöèè è ñòàáèëüíî ïðîõîäèòü óïðîùåí-
íóþ ãîíî÷íóþ òðàññó.
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Ðèñ. 1: Ñðåäíÿÿ íàãðàäà ïî ýïèçîäàì.
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Î íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ óñòîé÷èâîñòè
çàìêíóòîé íåëèíåéíîé àôôèííîé ñèñòåìû

Êðûëîâ Ïàâåë Àëåêñàíäðîâè÷
Êàôåäðà íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ, e-mail: pavel@leftsystem.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè íóëåâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â çà-
äàííîé âûïóêëîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè äëÿ íåëèíåéíîé àôôèííîé ñèñòåìû

ẋ = g(x) + p(x)u, g(0) = 0, x ∈ Ω ⊂ Rn, (1)

ãäå g ∈ C1(Ω), ìàòðèöà ßêîáè ∂g
∂x ëèïøèöåâà â Ω ñ êîíñòàíòîé Lg, âåêòîð-

ôóíêöèÿ p(x) � ëèïøèöåâà ñ êîíñòàíòîé Lp â Ω (Ω � íåêîòîðûé îòêðûòûé
âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, ñîäåðæàùèé òî÷êó x= 0), u = u(x) ïðèíàäëåæèò
êëàññó êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé íà Ω. Â ñòàòüÿõ [1], [2] áûë ïðåäëîæåí
ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è íà îñíîâå êóñî÷íî-ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè ñèñòå-
ìû (1) âèäà

ẋ = Aσx+ vσ + bσu, σ ∈ S(F ), (2)

ãäå F � íåêòîðîå ìíîæåñòâî ðàçáèåíèé Ω íà m âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ,
σ = σ(x) � êóñî÷íî-ïîñòîÿííûé ïåðåêëþ÷àþùèé ñèãíàë, ïðèíèìàþùèé ïî-
ñòîÿííîå çíà÷åíèå íà êàæäîì ìíîãîãðàííèêå ñîîòâåñòâóþùåãî ðàçáèåíèÿ.
Ñòàáèëèçèðóþùåé ðåãóëÿòîð ïðåäëàãàåòñÿ èñêàòü â âèäå ïåðåêëþ÷àåìîé îá-
ðàòíîé ñâÿçè u = −kσx+ wσ. Òîãäà

ẋ = g(x) − p(x)(kσx− wσ), x ∈ Ω, σ ∈ S(F ), (3)

ẋ = (Aσ − bσkσ)x+ vσ + bσwσ, σ ∈ S(F ), (4)
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ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè çàìêíóòûìè ñèñòåìàìè. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî
çàìêíóòàÿ ñèñòåìà (3) ÿâëÿåòñÿ ïåðåêëþ÷àåìîé. Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ïî-
èñêà ðåãóëÿòîðà òðåáóåò ñîáëþäåíèÿ ðàâåíñòâà ãðàôîâ äèñêðåòíûõ ñîñòîÿíèé
ñèñòåì (3) è (4). Äàëåå ãðàôû äèñêðåòíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåì (3) è (4) áóäåì
îáîçíà÷àòü Gg,p è GA,b ñîîòâåòñòâåííî. Â ðàáîòå [3] áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå
ñîñòîÿòåëüíîé àïïðîêñèìàöèè.

Îïðåäåëåíèå. Ïåðåêëþ÷àåìàÿ ñèñòåìà (4) ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé àïïðîê-
ñèìàöèåé ïåðåêëþ÷àåìîé ñèñòåìû (3), åñëè íàéä¼òñÿ ïåðåêëþ÷àþùèé ñèã-
íàë σ1 ∈ S(F ) òàêîé, ÷òî GA,b(σ1) = Gg,p(σ1).

ßñíî, ÷òî òîëüêî óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (4), ïðè óñëîâèè, ÷òî (4) ÿâëÿ-
åòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé àïïðîêñèìàöèåé (3), íåäîñòàòî÷íî â îáùåì ñëó÷àå äëÿ
óòâåðæäåíèÿ óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (3) â Ω.

Òåîðåìà. Ïóñòü äëÿ çàìêíóòîé ïåðåêëþ÷àåìûì ðåãóëÿòîðîì íåëèíåéíîé
àôôèííîé ñèñòåìû (3) è å¼ êóñî÷íî-ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè (4) âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

� íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4) ãëîáàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî

� ñèñòåìà (4) ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé àïïðîêñèìàöèåé ñèñòåìû (3)

� ãðàô äèñêðåòíûõ ñîñòîÿíèé GA,b(σ1) íå ñîäåðæèò öèêëîâ

� âî âñåõ óãëîâûõ òî÷êàõ ìíîãîãðàííèêà M1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∥Px∥ < 1

2

1

Lg + ∥k1∥Lp
,

ãäå P � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëÿïóíîâà äëÿ ìàòðèöû (A1 − b1k1)

� ∀i = 2,m ìàòðèöà (Ai − biki) íå âûðîæäåíà

� ∀i = 2,m òî÷êà (Ai − biki)
−1(−vi − wibi) íå ïðèíàäëåæèò M i

� ∀i = 2,m âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
1

2
⟨ñi, x− xi0⟩ − Lg∥(A

T
i )−1ñi∥∥x− xi∥2 > 0,

1

2
⟨ñi, x− xi0⟩ − Lp∥(A

T
i )−1ñi∥∥x− xi∥∥kix+ wi∥ > 0,

Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â Ω ïðè
ïåðåêëþ÷àþùåì ñèãíàëå σ = σ1.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîí-
äà (ïðîåêò �25-21-0053).
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Î çàäà÷å íàâèãàöèè â íåîïðåäåëåííîé ñðåäå
ñ ïðèìåíåíèåì îáó÷åíèÿ ñ ïîäêðåïëåíèåì
Áåãèøåâ Ðóñëàí Ðåíàòîâè÷1, Èëüèí Àëåêñàíäð Âëàäèìèðîâè÷2
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Íàâèãàöèÿ ðîáîòà â íåîïðåäåë¼ííîé ñðåäå ñ ïðåïÿòñòâèÿìè ÿâëÿåòñÿ îäíîé
èç âàæíûõ çàäà÷ â ðîáîòîòåõíèêå. Ïðåäëîæåíû ìåòîäû êàê íà îñíîâå êëàñ-
ñè÷åñêîé àëãîðèòìèêè, òàê è íà îñíîâå èñêóñòâåííîãî èíòåëëåêòà. Â ÈÈ-
íàïðàâëåíèè õîðîøî çàðåêîìåíäîâàëè ñåáÿ ìåòîäû, ïîñòðîåííûå íà îáó÷åíèè
ñ ïîäêðåïëåíèåì [1][2], ãäå èñïîëüçóþòñÿ ïîêàçàíèÿ äàò÷èêîâ ëèäàð.
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â îïðåäåë¼ííîé ñðåäå ðàñïîëîæåíî íåêîòîðîå êî-

ëè÷åñòâî ïðåïÿòñòâèé êðóãëîé è êâàäðàòíîé ôîðìû, à òàêæå ñòàðòîâàÿ è
öåëåâàÿ òî÷êè. Â ñðåäå îïðåäåë¼í äâóõêîë¼ñíûé íåãîëîíîìíûé ðîáîò, äèíà-
ìèêà êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì:
xi, yi � ïîëîæåíèå öåíòðà ìàññ ðîáîòà, θi � óãîë ïîâîðîòà ðîáîòà îòíîñè-

òåëüíî çàäàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, i ∈ 1, N , vi � ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü ðîáîòà,
wi � ïîâîðîòíàÿ ñêîðîñòü, |vi| < vmax, |wi| < wmax,:

xi(t+ ∆t) = xi(t) + vi cos θi(t)

yi(t+ ∆t) = yi(t) + vi sin θi(t)

θi(t+ ∆t) = θi(t) + wi,

(1)

Äîïîëíèòåëüíî ðîáîò îñíàù¼í äàò÷èêîì ëèäàð ñ ðàäèóñîì r.
Íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü ïðîõîæäåíèå ðîáîòà îò ñòàðòîâîé äî öåëåâîé òî÷-

êè çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ.
Ïðåäëîæåííîå ðåøåíèå. Äëÿ óïðàâëåíèÿ ðîáîòîì áûëî ïðåäëîæåíî

èñïîëüçîâàòü ìåòîä SAC (Soft Actor-Critic), ïîääåðæèâàþùèé îáó÷åíèå â ñðå-
äàõ ñ íåïðåðûâíûì ïðîñòðàíñòâîì äåéñòâèé. Íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòü íàáëþ-
äåíèÿ ñðåäû, ïåðåäàþùèåñÿ àãåíòó, â îäèí âåêòîð. Ïðåäëîæåíî ïðåäñòàâèòü
íàáëþäåíèÿ êàê âåêòîð obs ñëåäóþùèì îáðàçîì:
obs = [[r1, ..., rn], cos(θgoal), sin(θgoal), cos(∆θ), sin(∆θ), vlast, ωlast,∆x,∆y]
Ìû ñîáèðàåì íàáëþäåíèÿ ïî ïîñëåäíèì 16 øàãàì ñðåäû, òàêèì îáðàçîì

ñîõðàíÿÿ âðåìåííîé êîíòåêñò íàáëþäåíèé.
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Äîïîëíèòåëüíî ïðåäëîæåíî ïðåîáðàçîâûâàòü ýòè íàáëþäåíèÿ ñ ïîìîùüþ
ýêñòðàêòîðà ïðèçíàêîâ, ðàçäåë¼ííîãî íà äâå ÷àñòè: ïðåîáðàçîâàíèÿ ëèäàðà è
ïðåîáðàçîâàíèÿ îñòàëüíûõ ñêàëÿðîâ. Àðõèòåêòóðà ýêñòðàêòîðà ïðåäñòàâëåíà
íà ðèñóíêå 1. Ïðè îáðàáîòêå ïîêàçàíèé ëèäàðà èñïîëüçóåòñÿ íåñêîëüêî ñëî¼â
ñâ¼ðòîê, ïîñëå ýòîãî èçâëå÷åííûé âåêòîð ïðîõîäèò ÷åðåç áëîê ñàìî-âíèìàíèÿ,
ðåçóëüòàòû êîòîðîãî ïðåîáðàçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ îáû÷íîãî ëèíåéíîãî ñëîÿ.
Íà âõîä ïîäàþòñÿ âñå 16 âåêòîðîâ íàáëþäåíèé, ïðåîáðàçóåìûå ýêñòðàêòîðîì
ïîñëåäîâàòåëüíî.

Ðèñ. 1: Àðõèòåêòóðà ýêñòðàêòîðà íàáëþäåíèé.

Òàêèì îáðàçîì ìîäåëü ïîëó÷àåò âîçìîæíîñòü îöåíèòü òåêóùåå ïîëîæåíèå,
îñíîâûâàÿñü òàêæå íà íåñêîëüêèõ ïðåäûäóùèõ ñîñòîÿíèÿõ , ÷òî êðèòè÷åñêè
âàæíî â ñëîæíûõ íåèçâåñòíûõ ñðåäàõ.
Ðåçóëüòàòû. Ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå ñðåäû ñ ïðåïÿòñòâèÿìè è ðîáî-

òîì(1), ñ ïîìîùüþ êîòîðîé áûëà îáó÷åíà ìîäåëü íà îñíîâå SAC ñ ïðåäëîæåí-
íûì íàìè ýêñòðàêòîðîì íàáëþäåíèé. Â ñðàâíåíèè ñ ðåøåíèåì èç [2] ïîëó÷åí
áîëüøèé ïðîöåíò óñïåõà ïðè ïðîõîæäåíèè îäèíàêîâûõ ñðåä.
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Óïðàâëÿåìûå èíòåãðî � äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ . Èçó÷åíèå ñâîéñòâ ìíîæåñòâ
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Èíòåãðî - äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïðèâëåêàþò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ
â ñâÿçè ñ âàæíûìè ïðèëîæåíèÿìè â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ çíàíèé. Îñíîâû ýòî-
ãî ðàçäåëà ìàòåìàòèêè áûëè çàëîæåíû Â.Âîëüòåððà â ñâÿçè ñ íîâûìè çàäà-
÷àìè ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè. Ñðåäè ìîíîãðàôèé, îò÷àñòè èëè ïîëíîñòüþ
ïîñâÿùåííûõ ÈÄÓ, îòìåòèì ìîíîãðàôèè [1 - 3]. Â ìîíîãðàôèÿõ [4, 5], â ÷àñò-
íîñòè , ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ óïðàâëÿåìûõ
îáúåêòîâ, îïèñûâàåìûõ ÈÄÓ, è ïîëó÷åí ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ íèõ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå óïðàâëÿåìûå ÈÄÓ. Äëÿ
íèõ èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè . Ïðè øèðîêèõ ïðåäïîëîæå-
íèÿõ îáîñíîâûâàåòñÿ èõ êîìïàêòíîñòü è âûïóêëîñòü. Îñíîâíûì àïïàðàòîì
äëÿ èññëåäîâàíèÿ áûëè àïïàðàò èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà âòîðîãî
ðîäà è ðåçóëüòàòû èç âûïóêëîãî àíàëèçà, êàñàþùèåñÿ âîïðîñîâ èíòåãðèðî-
âàíèÿ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé.
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Îá îäíîé çàäà÷å ñèíòåçà íåëèíåéíîé
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ íåïîëíîé
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Äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, çàäàííîé íåëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâ-
íåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà â Rk, k ⩾ 2, ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïåðåâîäà ñèñòåìû èç
ïðîèçâîëüíîãî äîïóñòèìîãî ñîñòîÿíèÿ â îêðåñòíîñòü òî÷êè, äâèãàþùåéñÿ ïî
ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííîé äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé êðèâîé.
Ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèå îòñóòñòâóþò, âåêòîð ñêîðîñòè ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ íåèçìåðÿåìûì.

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà èç ðàáîòû [1] àíàëèòè÷åñêèì ñïîñîáîì ïîñòðîåíû ôóíê-
öèè óïðàâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå àñèìïòîòè÷åñêîå ñáëèæåíèå îòîáðàæàþ-
ùåé òî÷êè ñèñòåìû ñ öåëåâîé òî÷êîé â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âåêòîð ñêîðîñòè
íàáëþäàåì. Çàòåì ñ ïîìîùüþ äðóãîãî ìåòîäà [2] äëÿ ðàññìîòðåííîãî âèäà
ñèñòåìû ïîñòðîåíà ìîäåëü àñèìïòîòè÷åñêîãî íàáëþäàòåëÿ âåêòîðà ñêîðîñòè
è åãî îöåíêà. Ïðè âûïîëíåíèè îöåíîê íà ñèñòåìó è öåëåâóþ òðàåêòîðèþ äî-
êàçàíû àñèìïòîòè÷åñêîå ñòðåìëåíèå òðàåêòîðèè ê öåëåâîé òî÷êå è ïðîäîë-
æèìîñòü ðåøåíèé ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ñêîíñòðóèðîâàííûõ ôóíêöèé óïðàâ-
ëåíèÿ.

Äëÿ ïðîâåðêè ðàáîòû ðåãóëÿòîðà ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå óïðàâëåíèÿ
äâèæåíèåì êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà, äâèãàþùåãîñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ëèá-
ðàöèè L1 ñèñòåìû òåë ¾Ñîëíöå�Çåìëÿ¿. Â êà÷åñòâå öåëè óïðàâëåíèÿ âûáðàíà
òî÷êà, äâèãàþùàÿñÿ ïî ãàëî-îðáèòå òðåòüåãî ïîðÿäêà îêîëî äàííîé òî÷êè [3].
Ïðè äâèæåíèè â îêðåñòíîñòè îðáèòû ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ìîäóëÿ âåêòî-
ðà óïðàâëåíèÿ ñîñòàâèëî 3 íì/ñ2, à çàòðàòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñêîðîñòè çà
ãîä � 70 ì/ñ, ÷òî ñîïîñòàâèìî ñ ðåçóëüòàòàìè â ðàáîòå [4], ãäå çàòðàòû íà
èìïóëüñíûå ìàíåâðû ñîñòàâèëè 10 ì/ñ çà ãîä. Çàòðàòû ìîæíî óìåíüøèòü,
åñëè â êà÷åñòâå öåëè âûáðàòü òî÷êó, äâèãàþùóþñÿ ïî ãàëî-îðáèòå ïÿòîãî
ïîðÿäêà [5]. Ïîëó÷åííûå çàêîíû óïðàâëåíèÿ òÿãîé ìîãóò áûòü èñïîëüçîâà-
íû ïðè ïîñòðîåíèè îïîðíîé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ êîñìè÷åñêèì àïïàðàòîì
ñ äâèãàòåëåì ¾ìàëîé¿ òÿãè.
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Ìîäåëèðîâàíèå ñèñòåìû ñòàáèëèçàöèè
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Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ìåòîäèêà ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåìû ñòàáèëèçà-
öèè ìóëüòèêîïòåðà ñ ïðîèçâîëüíûì êîëè÷åñòâîì è ðàñïîëîæåíèåì âèíòîâ è
åå ðåàëèçàöèÿ â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå EULER/Ýéëåð [1].

Ñèñòåìà ñòàáèëèçàöèè îáåñïå÷èâàåò óïðàâëåíèå äâèæåíèåì ìóëüòèêîïòå-
ðà ïî øåñòè ôàçîâûì êîîðäèíàòàì x, y, z, φx, φy, φz. Îíà ñîñòîèò èç äâóõ êîí-
òóðîâ � âíåøíåãî è âíóòðåííåãî.

Âíåøíèé êîíòóð ñòàáèëèçèðóåò ïîñòóïàòåëüíûå äâèæåíèÿ x, y â ãîðèçîí-
òàëüíîé ïëîñêîñòè çà ñ÷¼ò óïðàâëåíèÿ íàêëîíàìè φx, φy. Âíóòðåííèé êîíòóð
ñòàáèëèçèðóåò äâèæåíèÿ ïî z, φx, φy, φz çà ñ÷¼ò èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèé, ïî-
äàâàåìûõ íà ýëåêòðîäâèãàòåëè âèíòîâ. Èçìåíåíèå ïîäàâàåìîãî íàïðÿæåíèÿ
ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ñêîðîñòè âðàùåíèÿ âèíòà è, êàê ñëåäñòâèå, èçìåíÿ-
þòñÿ ñèëà è ìîìåíò, äåéñòâóþùèå íà âèíò. Çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé íà ýëåê-
òðîäâèãàòåëÿõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåêòîð ïàðàìåòðîâ îðãàíîâ óïðàâëåíèÿ
δ, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ðàâíà ÷èñëó âèíòîâ ìóëüòèêîïòåðà.

Äëÿ êàæäîãî ïàðàìåòðà óïðàâëåíèÿ ôàçîâûìè êîîðäèíàòàìè âíóòðåííå-
ãî êîíòóðà u = (uz, uφx

, uφy
, uφz

) äîëæåí áûòü îïðåäåë¼í âåêòîð çíà÷åíèé
Du ïðè åäèíè÷íîì çíà÷åíèè u. Îáúåäèíèâ âñå âåêòîðû Du â ìàòðèöó Du,
ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ îðãàíîâ
óïðàâëåíèÿ ïðè èçâåñòíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ óïðàâëåíèÿ ôàçîâûìè êî-
îðäèíàòàìè:

δ = Du · u. (1)
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîòðåáíûõ óñêîðåíèé ôàçîâûõ êîîðäèíàò
au = (ẍ, φ̈x, φ̈y, φ̈z) èñïîëüçóþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî-èíòåãðàëüíî-
äèôôåðåíöèàëüíûå ðåãóëÿòîðû.

Èñïîëüçóÿ ôèçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé ìîäåëè äâèæåíèÿ
ìóëüòèêîïòåðà è çàäàííûå âåêòîðû Du, ìîæíî ïîëó÷èòü ëèíåéíóþ ñèñòåìó
óðàâíåíèé äëÿ óïðàâëÿþùèõ óñêîðåíèé ìóëüòèêîïòåðà â îñÿõ, ñâÿçàííûõ ñ
íèì ñèñòåìîé êîîðäèíàò:

au = Au · u. (2)

ãäå Au � ìàòðèöà èçìåíåíèÿ óïðàâëÿþùèõ óñêîðåíèé â çàâèñèìîñòè îò ïà-
ðàìåòðîâ óïðàâëåíèÿ ôàçîâûìè êîîðäèíàòàìè.

Ðåøèâ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (2), ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ òðåáóåìûõ
ïàðàìåòðîâ óïðàâëåíèÿ ôàçîâûìè êîîðäèíàòàìè âíóòðåííåãî êîíòóðà. Ïîä-
ñòàâèâ ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå âåêòîðà u â (1), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå çíà÷åíèå
ïàðàìåòðîâ îðãàíîâ óïðàâëåíèÿ δ.

Çíà÷åíèÿ òðåáóåìûõ ïàðàìåòðîâ îðãàíîâ óïðàâëåíèÿ â âèäå ñèãíàëîâ ïå-
ðåäàþòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ñëåäÿùèå ïðèâîäû.

Íà ðèñóíêå 1 ïðåäñòàâëåí âíåøíèé âèä îêíà ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà
EULER ïðè ðàñ÷¼òå ïðîöåññà ñòàáèëèçàöèè ìóëüòèêîïòåðà ñ øåñòüþ âèí-
òàìè.

Ðèñ. 1: Îêíî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà EULER.
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Ê ðåøåíèþ çàäà÷ òåðìèíàëüíîãî
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Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå ïîïóëÿöèé çäîðîâûõ
è ðàêîâûõ êëåòîê âî âðåìÿ ïðîâåäåíèÿ àíòèðàêîâîé òåðàïèè. Â îñíîâå ýòîé
ñèñòåìû ëåæèò ìîäåëü êîíêóðåíöèè Ëîòêè-Âîëüòåððû [1]. Â óðàâíåíèÿ òà-
êîé ñèñòåìû òàêæå äîáàâëåíû ñëàãàåìûå, êîòîðûå ñîäåðæàò óïðàâëÿþùóþ
ôóíêöèþ, îòðàæàþùóþ äîçó ëåêàðñòâåííîãî ïðåïàðàòà èëè èíòåíñèâíîñòü
òåðàïèè, íàöåëåííóþ íà óíè÷òîæåíèå ðàêîâûõ êëåòîê. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à òåð-
ìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â íàõîæäåíèè ïîçèöèîííîãî óïðàâ-
ëåíèÿ, êîòîðîå ïåðåâîäèò èñõîäíóþ ñèñòåìó èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ïîëî-
æåíèÿ â ìàëóþ îêðåñòíîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íåóïðàâëÿåìîé ñèñòåìû,
îòâå÷àþùåãî ñîñòîÿíèþ ïîëíîãî âûçäîðîâëåíèÿ ïàöèåíòà.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû àíà-
ëèòè÷åñêîãî êîíñòðóèðîâàíèÿ àãðåãèðîâàííûõ ðåãóëÿòîðîâ (ÀÊÀÐ) [2]. Â
ðàìêàõ ÀÊÀÐ çàäà÷à òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè
â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé óïðàâëåíèé (ðåãóëÿòîðîâ), íå èìåþùèõ îãðàíè÷å-
íèé, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ïåðåâîä òðàåêòîðèè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû èç
íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ â îêðåñòíîñòü ïîëîæåíèÿ, çàäàâàåìîãî öåëåâûìè ìíî-
ãîîáðàçèÿìè, è ïîñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå óäåðæàíèå òàêîé òðàåêòîðèè
â ýòîé îêðåñòíîñòè. Â äîêëàäå äåìîíñòðèðóþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ïîñòðîå-
íèÿ òðåáóåìûõ ðåãóëÿòîðîâ, îáñóæäàþòñÿ èõ äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè. Ïðè-
âîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, âûïîëíåííûõ â ñðåäå MAPLE. Äå-
ëàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå âûâîäû. Îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ, íàéäåííûå äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ïðåäñòàâëåííûå
â [1], ñîäåðæàò ó÷àñòêè ðåëåéíîãî òèïà. Óïðàâëåíèÿ, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ
ìåòîäîâ ÀÊÀÐ, ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè, ÷òî ïðèâåòñòâóåòñÿ â ðÿäå
ïðèëîæåíèé, îïèñàííûõ â [3].

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Õàéëîâ Å.Í., Ãðèãîðåíêî Í.Ë., Ãðèãîðüåâà Ý.Â., Êëèìåíêîâà À.Ä.
Óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû Ëîòêè-Âîëüòåððû â ìîäåëèðîâàíèè ìåäèêî-
áèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Ì. : ÌÀÊÑ Ïðåññ, 2021. 202 ñ.

[2] Êîëåñíèêîâ À.À. Ñèíåðãåòè÷åñêèå ìåòîäû óïðàâëåíèÿ ñëîæíûìè ñèñòå-
ìàìè: òåîðèÿ ñèñòåìíîãî ñèíòåçà. Ì. : Ëèáðîêîì, 2019. 240 ñ.

[3] Êóðæàíñêèé À.Á. Óïðàâëåíèå è íàáëþäåíèå â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííî-
ñòè. Ì. : Íàóêà, 1977. 392 ñ.



108 Êóëåâñêèé À.Â.

Î ëèíåéíîì ïðåîáðàçîâàíèè ìíîæåñòâà
Êóëåâñêèé Àëåêñàíäð Âëàäèñëàâîâè÷

Êàôåäðà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, e-mail: kulevskyav@cs.msu.su

Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ñâîéñòâå äèñòðèáóòèâíîñòè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ìíîæåñòâà (óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà ìíîæåñòâî) îòíîñèòåëüíî ñëîæå-
íèÿ ìàòðèö â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Âûðàæåíèÿ, ñîäåðæàùèå â ðàç-
ëè÷íûõ êîìáèíàöèÿõ ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìíîæåñòâà è ñëîæåíèå ìàò-
ðèö è ìíîæåñòâ, àêòèâíî ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð
è çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâà X ⊂ Rn è ìàòðèö Am×n, Bm×n

ðàâåíñòâî (A + B)X = AX + BX (1) íå èìååò ìåñòà, â îáùåì ñëó÷àå ñïðà-
âåäëèâî ëèøü âêëþ÷åíèå (A + B)X ⊆ AX + BX. Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ
äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ ìíîæåñòâà íà ÷èñëî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ
÷èñåë (α+ β)X = αX + βX (2) äëÿ α, β ⩾ 0 è âûïóêëîãî X, êîòîðàÿ ìîæåò
áûòü çàïèñàíà â ìàòðè÷íîé ôîðìå (αE + βE)X = (αE)X + (βE)X.

Ê ñîæàëåíèþ, ñîîòíîøåíèå (2) íå îáîáùàåòñÿ äî óñëîâèÿ (1), ÷òî âèäíî èç
õàðàêòåðíîãî ïðèìåðà, ãäå â (1) ëèøü ñòðîãîå âêëþ÷åíèå:

A =

(
2 0
0 1

)
> 0, B =

(
1 0
0 2

)
> 0, X = S1(θ) âûïóêëîå,

S3(θ) = (A+B)X ⊊ AX+BX =

{
x ∈ R2 :

x21
4

+ x22 ⩽ 1

}
+

{
x ∈ R2 : x21 +

x22
4

⩽ 1

}
Ëåãêî ñòðîÿòñÿ èç (2) ôîðìàëüíî óäîâëåòâîðÿþùèå (1), íî íå ïðåäñòàâëÿ-

þùèå èíòåðåñà òðèâèàëüíûå ïðèìåðû: äîáàâëåíèåì â ìíîæåñòâå ôèêòèâíûõ
êîîðäèíàò ëèáî ïðèïèñûâàíèåì ê ìàòðèöàì íóëåâûõ ñòîëáöîâ. Ïî-âèäèìîìó,
äëÿ ñêîëüêî-íèáóäü áîëåå øèðîêîãî, ÷åì âèäà λE, êëàññà ìàòðèö A,B è ïîë-
íîìåðíûõ ìíîæåñòâ X óñëîâèå (1) íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Êóëåâñêèé À.Â. Îá îäíîì ñâîéñòâå ãåîìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè ìíîæåñòâ //
Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà è êîíöåïöèè èííîâàöèîííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
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Î ìíîæåñòâå óïðàâëÿåìîñòè îäíîé ñèñòåìîé
âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ìíèìûìè ñîáñòâåííûìè

çíà÷åíèÿìè ïðè íàëè÷èè ôàçîâîãî
îãðàíè÷åíèÿ

Ãîí÷àðîâà Ìàðèíà Íèêîëàåâíà1, Ñàìñîíîâ Ñåðãåé Ïåòðîâè÷2

1 Ãðîäíåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè ßíêè Êóïàëû, e-mail: m.gonchar@grsu.by
2 Êàôåäðà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, e-mail: samsonov@cs.msu.su

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáúåêò, ïîâåäåíèå êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, ëèíåéíîé îòíîñèòåëüíî ôàçîâûõ
ïåðåìåííûõ è ëèíåéíîé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ óïðàâëåíèÿ. Ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè ôàçîâûõ ïåðåìåí-
íûõ, èìåþò ìíèìûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì ÿâëÿ-
åòñÿ âåêòîðíàÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèè, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ èç
çàäàííîé îáëàñòè óïðàâëåíèÿ. Â êà÷åñòâå îáëàñòè óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ÷åòûðåõóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò, è
ñîäåðæàùèé íà÷àëî êîîðäèíàò â êà÷åñòâå âíóòðåííåé òî÷êè. Íà ïîâåäåíèå
îáúåêòà íàêëàäûâàåòñÿ ôàçîâîå îãðàíè÷åíèå, îïðåäåëÿåìîå ïîëóïëîñêîñòüþ
ñ ãðàíèöåé, ïàðàëëåëüíîé îäíîé èç îñåé êîîðäèíàò. Èññëåäóåòñÿ ïðîáëåìà
ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîñòè [1] ðàññìàòðèâàåìîãî îáúåêòà â íåêî-
òîðóþ òî÷êó, óäîâëåòâîðÿþùóþ ôàçîâîìó îãðàíè÷åíèþ, ïðè óñëîâèè, ÷òî
äëèíà èíòåðâàëà äâèæåíèÿ íå ñèëüíî âåëèêà. Â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå âû-
äåëåíî ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ñîñòîÿíèé, äëÿ êîòîðûõ ôàçîâîå îãðàíè÷åíèå
íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîñòè. Ïðè ýòîì
äëèíà èíòåðâàëà äâèæåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàò êîíå÷-
íîé òî÷êè. Ïîñòðîåíû óðàâíåíèÿ ëèíèé, îïðåäåëÿþùèõ ãðàíèöó ìíîæåñòâà
óïðàâëÿåìîñòè, â òàêóþ êîíå÷íóþ òî÷êó, êîãäà ôàçîâîå îãðàíè÷åíèå îêàçû-
âàåò âëèÿíèå íà ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà óïðàâëÿåìîñòè.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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Àíàëèç ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè è
îöåíèâàíèå ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ â ìîäåëÿõ

DICE
Îðëîâ Ñåðãåé Ìèõàéëîâè÷1, Ðîâåíñêàÿ Åëåíà Àëåêñàíäðîâíà2,

Áàêëàíîâ Àðò¼ì Ïàâëîâè÷3

1 Êàôåäðà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è IIASA, Laxenburg, Austria, e-mail: sergey.orlov@cs.msu.ru
2 IIASA, Laxenburg, Austria è Êàôåäðà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, e-mail: rovenska@iiasa.ac.at
3 IIASA, Laxenburg, Austria, e-mail: baklanov@iiasa.ac.at

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäõîä ê àíàëèçó ñöåíàðèåâ êëèìàòè÷åñêîé ïî-
ëèòèêè c òî÷êè çðåíèÿ óñòîé÷èâîãî ðàçâèòèÿ (sustainability) íà îñíîâå ÷èñ-
ëåííîãî ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè â ìîäèôèöèðîâàííûõ âåðñèÿõ
èíòåãðèðîâàííîé ìîäåëè DICE (Integrated Assessment Model). Â îòëè÷èå îò
òðàäèöèîííûõ îïòèìèçàöèîííûõ ïîñòàíîâîê, ãäå èùåòñÿ ñòðàòåãèÿ, ìàêñè-
ìèçèðóþùàÿ öåëåâóþ ôóíêöèþ îáùåñòâåííîãî áëàãîñîñòîÿíèÿ, çäåñü èññëå-
äóåòñÿ, êàê èçìåíåíèå îãðàíè÷åíèé è ïàðàìåòðîâ ìîäåëè �� â ÷àñòíîñòè,
äîïóñòèìîãî äèàïàçîíà ìåð ïî ñîêðàùåíèþ âûáðîñîâ è òåìïîâ äåêàðáîíè-
çàöèè �� âëèÿåò íà ôîðìó è âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðîåêöèé ìíîæåñòâ
äîñòèæèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå àãðåãèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ.

Â êà÷åñòâå ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ âåðñèÿ DICE [1], êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò óòî÷-
í¼ííûå ïàðàìåòðû óãëåðîäíîãî öèêëà, ýíåðãåòè÷åñêîãî áàëàíñà è êëèìàòè-
÷åñêèõ ïîòåðü, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ñîãëàñîâàíèå ñ öåëÿìè Ïàðèæñêîãî ñîãëà-
øåíèÿ. Â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ ñîâîêóïíîãî âûïóñêà è ïðèðàùåíèÿ ãëî-
áàëüíîé òåìïåðàòóðû ñòðîÿòñÿ äâóìåðíûå ïðîåêöèè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè
ê 2100 ãîäó ïðè ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ñíèæåíèå ýìèññèé è äîñòóïíîñòü
òåõíîëîãèé îòðèöàòåëüíûõ âûáðîñîâ.

Ïîêàçàíî, ÷òî çàäåðæêà ìåð ïî îãðàíè÷åíèþ ýìèññèé ïðèâîäèò ê ñóæåíèþ
îáëàñòè äîñòèæèìûõ ñîñòîÿíèé: íàïðèìåð, ïðè îòêëàäûâàíèè íà÷àëà àêòèâ-
íîãî ñíèæåíèÿ ýìèññèé äî 2060 ãîäà èñ÷åçàåò ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü ïðîåêöèè,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ íèçêèì òåìïåðàòóðàì è âûñîêèì çíà÷åíèÿì âûïóñêà. Ýòî
ñóæåíèå èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïîòåðÿ ïðîñòðàíñòâà âîçìîæíîñòåé áóäóùèõ
ïîêîëåíèé è, ñëåäîâàòåëüíî, êàê óòðàòà ñâîéñòâà óñòîé÷èâîãî ðàçâèòèÿ äàí-
íûì ñöåíàðèåì.

Äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè ýòîé ïîòåðè ïðåäëîæåíû äâå ìåòðèêè: ïåðâàÿ
îïèñûâàåò îòíîñèòåëüíóþ ïîòåðþ ïëîùàäè èñõîäíîãî ìíîæåñòâà äîñòèæè-
ìîñòè, íå ïåðåêðûòóþ íîâîé îáëàñòüþ; âòîðàÿ � ìèíèìàëüíîå óâåëè÷åíèå
ïàðàìåòðà ìàêñèìàëüíîãî òåìïà äåêàðáîíèçàöèè, íåîáõîäèìîå äëÿ êîìïåí-
ñàöèè ïîòåðè äîñòèæèìûõ ñîñòîÿíèé.

Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò âèçóàëèçèðîâàòü è êîëè÷åñòâåííî îöåíè-
âàòü ïîñëåäñòâèÿ ðàçëè÷íûõ ñöåíàðèåâ êëèìàòè÷åñêîé ïîëèòèêè áåç ââåäå-
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íèÿ ïðåäïîëîæåíèé î ôóíêöèè îáùåñòâåííîãî áëàãîñîñòîÿíèÿ, ÷òî äåëàåò åãî
ïåðñïåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì àíàëèçà sustainability â ðàìêàõ èíòåãðèðîâàí-
íûõ ìîäåëåé êëèìàòà è ýêîíîìèêè.

Èññëåäîâàíèÿ ïîääåðæàíû Ìîñêîâñêèì öåíòðîì ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðè-
êëàäíîé ìàòåìàòèêè ÌÃÓ èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà ïî ñîãëàøåíèþ � 075-
15-2025-345.
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Îïòèìàëüíûå ïðîïîðöèè èíâåñòèöèé â
ìíîãîôàêòîðíîé ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêîãî
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Îðëîâ Ñåðãåé Ìèõàéëîâè÷3

1 Êàôåäðà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, e-mail: asn@cs.msu.su
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà áåñêîíå÷íîì
ãîðèçîíòå ïëàíèðîâàíèÿ äëÿ ìíîãîôàêòîðíîé ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà ñ
ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèåé Êîááà�Äóãëàñà è ðàçëè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè
àìîðòèçàöèè ïðîèçâîäñòâåííûõ ôàêòîðîâ. Öåëåâîé ôóíêöèîíàë ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé äèñêîíòèðîâàííîå èíòåãðàëüíîå ïîòðåáëåíèå, ïîäëåæàùåå ìàêñèìè-
çàöèè.

Ðàíåå çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå óäåëÿëîñü çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ äëÿ ìîäåëåé ñ äâóìÿ ïðîèçâîäñòâåííûìè ôàêòîðàìè. Â çàâèñèìîñòè îò
êîíêðåòíîé ïîñòàíîâêè â íèõ íàáëþäàëèñü ðàçëè÷íûå òèïû ïîâåäåíèÿ: ñòà-
áèëèçàöèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ [1,2]
ëèáî âîçíèêíîâåíèå îñîáîãî ðåæèìà, îáåñïå÷èâàþùåãî ïðîïîðöèîíàëüíûé
ðîñò ôàêòîðîâ ïðîèçâîäñòâà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåí-
òà äèñêîíòèðîâàíèÿ [3�5]. Â ïîñëåäíèõ ðàáîòàõ îïòèìàëüíîñòü òàêèõ îñîáûõ
ðåæèìîâ îáîñíîâûâàëàñü ñ ïîìîùüþ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè [6].

Â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ðàçëè÷íûõ êîýôôèöè-
åíòîâ àìîðòèçàöèè ïðîèçâîäñòâåííûõ ôàêòîðîâ � ïîñòàíîâêà, àíàëîãè÷íàÿ
ðàññìîòðåííîé â ðàáîòå [7], íî áåç ýêçîãåííûõ äîïóùåíèé. Ýòîò ñëó÷àé ñó-
ùåñòâåííî óñëîæíÿåò âûâîä àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé äëÿ îñîáîãî ðåæèìà.

Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðî-
ïîðöèîíàëüíûé ðîñò ôàêòîðîâ ïðîèçâîäñòâà âîçíèêàåò ýíäîãåííî â ìíîãî-
ìåðíîé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ýòî ðàñøèðÿåò êàê êëàññè÷åñêèå
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ðåçóëüòàòû òåîðèè ìàãèñòðàëåé, òàê è áîëåå ðàííèå èññëåäîâàíèÿ îñîáûõ ðå-
æèìîâ â äâóìåðíûõ ìîäåëÿõ. Ñóùåñòâåííûì òàêæå ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî
ðåøåíèå çàäà÷è ïîëó÷åíî â ïîëíîñòüþ àíàëèòè÷åñêîì âèäå, à åãî îïòèìàëü-
íîñòü ñòðîãî îáîñíîâàíà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìîñêîâñêîãî öåíòðà ôóíäàìåíòàëüíîé
è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè (ïðîåêò �075-15-2025-345) ÌÃÓ èìåíè Ì. Â. Ëî-
ìîíîñîâà.
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Â íàñòîÿùåì äîêëàäå ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå òðåõ ñòðàòåãèé àíäðîãåííîé òå-
ðàïèè äëÿ ëå÷åíèÿ ðàêà ïðåäñòàòåëüíîé æåëåçû ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòåìàòè-
÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ïîñëåäóþùèì ïðèâëå÷åíèåì ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè.
Îñíîâíàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ñîêðàùåíèè ïîïóëÿöèè ðàêîâûõ êëåòîê ïðè
ñîõðàíåíèè ïîïóëÿöèè çäîðîâûõ êëåòîê âûøå íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî óðîâ-
íÿ è ó÷åòå ïîáî÷íûõ ýôôåêòîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè òàêîé òåðàïèè. Ïðèâëå-
êàåìàÿ èç [1, 2, 3] ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ïîïó-
ëÿöèÿìè çäîðîâûõ ýïèòåëèàëüíûõ êëåòîê ïðîñòàòû, àíäðîãåí-çàâèñèìûõ è
êàñòðàöèîííî-ðåçèñòåíòíûõ ðàêîâûõ êëåòîê, ñ îäíîé ñòîðîíû, è ðàçëè÷íû-
ìè àíäðîãåíàìè (òåñòîñòåðîí, äèãèäðîòåñòîñòåðîí, PSA), ñ äðóãîé ñòîðîíû.
Âîçäåéñòâèå àíäðîãåííîé òåðàïèè íà îðãàíèçì ïàöèåíòà ìîäåëèðóåòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè, êîòîðàÿ ðåãóëèðóåò ðîñò ïîïóëÿöèè ðàêîâûõ
êëåòîê.

Â êà÷åñòâå ñðàâíèâàåìûõ ñòðàòåãèé àíäðîãåííîé òåðàïèè âûñòóïàþò: àëü-
òåðíàòèâíàÿ ñòðàòåãèÿ, îïèðàþùàÿñÿ íà àíàëèç óñòîé÷èâûõ ïîëîæåíèé ðàâ-
íîâåñèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé; ñóáîïòèìàëüíàÿ
ñòðàòåãèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ðåøåíèåì çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ áåç ôàçî-
âîãî îãðàíè÷åíèÿ è, íàêîíåö, îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ, èñïîëüçóþùàÿ ðåøå-
íèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôàçîâûì îãðàíè÷åíèåì. ×èñëåííûå
ðàñ÷åòû, îáåñïå÷èâàþùèå ñðàâíåíèå ýòèõ ñòðàòåãèé, ïîêàçàëè óìåíüøåíèå
ïîïóëÿöèè ðàêîâûõ êëåòîê è ñíèæåíèå óðîâíÿ PSA ñ îäíîâðåìåííûì ïîä-
äåðæàíèåì ïîïóëÿöèè çäîðîâûõ êëåòîê íà òðåáóåìîì óðîâíå.
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à êâàäðàòè÷íîé ìèíèìèçàöèè

J(u) = ∥Au− f∥2F → min
u∈U

, U = {u ∈ U0 | Bu = g, ∥Qu− w∥2W ⩽ R2}, (1)

ãäå A ∈ L(H → F ), B ∈ L(H → G), Q ∈ L(H → W ) � ëèíåéíûå îãðàíè-
÷åííûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ H, F , G,W ,
à f ∈ F , g ∈ G, w ∈ W � ýëåìåíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ, R > 0,
U0 ⊂ H � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî. Òðåáóåòñÿ íàéòè Ω-íîðìàëüíîå
ðåøåíèå u∗ [1] çàäà÷è (1):

u∗ = argmin
u∈U∗

Ω(u), U∗ = Argmin
u∈U

J(u).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âìåñòî òî÷íûõ èñõîäíûõ äàííûõ èçâåñòíû ëèøü èõ
ïðèáëèæåíèÿ An ∈ L(H → F ), Bn ∈ L(H → G), Qn ∈ L(H → W ), fn ∈ F ,
gn ∈ G, wn ∈ W , Rn > 0, n = 1, 2, . . . , ïðè÷¼ì èíôîðìàöèÿ îá óðîâíÿõ
ïîãðåøíîñòåé, êàê è â [2], èìååò íåêëàññè÷åñêèé âèä. Â ðàáîòå ïðåäëîæåíà
ìîäèôèêàöèÿ ýêñòðàãðàäèåíòíîãî ìåòîäà [2], ðàññ÷èòàííàÿ íà ïðèñóòñòâèå
äîïîëíèòåëüíîãî êðèòåðèÿ Ω(u) è îáåñïå÷èâàþùàÿ ñèëüíóþ ñõîäèìîñòü ïðè-
áëèæ¼ííûõ ðåøåíèé ê èñêîìîìó ýëåìåíòó u∗.
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Ìàðêîâà ñ óïðàâëÿåìûìè ïàðàìåòðàìè [1]. Èãðà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ ïîçèöèè
ïåðâîãî èãðîêà [2] â êëàññå êîíòðóïðàâëåíèé [3]. Âòîðîé èãðîê èñïîëüçóåò
îãðàíè÷åííûå óïðàâëåíèÿ, èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó ôóíêöèè. Öåëüþ ïåðâîãî
èãðîêà ÿâëÿåòñÿ ñáëèæåíèå ñî âòîðûì èãðîêîì. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷-
íûå ôîðìû ñáëèæåíèÿ: ñîïðîâîæäåíèå, ìÿãêàÿ âñòðå÷à, æåñòêàÿ âñòðå÷à.
Ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ óïðàâëåíèÿ ïåðâîãî èãðî-
êà ãàðàíòèðóþùåãî ñáëèæåíèå ñî âòîðûì èãðîêîì íà çàäàííîå ðàññòîÿíèå
äëÿ çàäàííîé íà÷àëüíîé ïîçèöèè. Ïîëó÷åíà îöåíêà ñâåðõó ãàðàíòèðîâàííîãî
âðåìåíè îêîí÷àíèÿ èãðû. Â äîêëàäå ïîñòàâëåííûå çàäà÷è ðåøàþòñÿ ìåòîäîì
½àíàëèòè÷åñêîãî êîíñòðóèðîâàíèÿ àãåãèðîâàííûõ ðåãóëÿòîðîâ� [4]. Ýòîò ïîä-
õîä íå ñâÿçàí ñ ëèíåàðèçàöèåé óðàâíåíèé äèíàìèêè è ïîçâîëÿåò áîëåå ïîëíî
ó÷åñòü ðåàëüíûå ñâîéñòâà îáúåêòà óïðàâëåíèÿ. Ðàññìîòðåíû ñëåäóþùèå âè-
äû çàäà÷è ñîâïàäåíèÿ: íàéòè óïðàâëåíèå, êîòîðîå ñâîäèò ê íóëþ ðàññîãëàñî-
âàíèå êàê ïî ïîëîæåíèþ òåë, òàê è ïî èõ ñêîðîñòè (çàäà÷à ìÿãêîé ñòûêîâêè);
íàéòè óïðàâëåíèå, êîòîðîå ñâîäèò ê íóëþ òîëüêî ðàññîãëàñîâàíèå ïî ïîëî-
æåíèþ òåë, â òî âðåìÿ êàê ñêîðîñòü óïðàâëÿåìîãî òåëà ìîæåò áûòü ëþáîé
(çàäà÷à ñòûêîâêè). Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ óïðàâëåíèé,
òðàåêòîðèé ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ, õàðàêòåðèñòèê ñêîðîñòè è ïåðåãðóçîê
ïåðâîãî èãðîêà â ïðîöåññå óïðàâëÿåìîãî ñáëèæåíèÿ.
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Èãðà ïîñòàâùèêîâ íà ýíåðãåòè÷åñêîì ðûíêå
Ïèâîâàð÷óê Äåíèñ Ãåííàäüåâè÷1, Èâàíîâà Àííà Åâãåíüåâíà2
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ýíåðãåòè÷åñêîãî ðûíêà, êîòîðûé îáúåäèíÿ-
åò äâóõ ïîñòàâùèêîâ íîñèòåëåé ýíåðãèè. Äëÿ íàãëÿäíîñòè â êà÷åñòâå íîñèòå-
ëÿ ýíåðãèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèðîäíûé ãàç. Ïîñòàâùèêè ïëàíèðóþò ðàçìåðû
ñâîèõ ïîñòàâîê òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîþ ïðèáûëü, ÷òî
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ïðèâîäèò ê èãðîâîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Èãðîâûå ìîäåëè ðàçðåøåíèÿ êîí-
ôëèêòà ìåæäó ïîñòàâùèêàìè ãàçà íà ýòàïå ïëàíèðîâàíèÿ ãàçîïðîâîäîâ ðàñ-
ñìàòðèâàëèñü â [1, 2]. Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ýòèõ èññëåäîâà-
íèé è íàöåëåíà íà ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ, êîãäà íà ðûíêå çàôèêñèðîâàí ñïðîñ
íà ãàç. Çàäàííûé ñïðîñ, âåä¼ò ê òîìó, ÷òî ïîñòàâùèêè ãàçà ïðè âûáîðå îáú¼ìà
ñâîèõ ïîñòàâîê äîëæíû ó÷èòûâàòü äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå íà ñóììàð-
íûé îáúåì âñåõ ïîñòàâîê íà ðûíîê.

Ïî ñâîåé ñòðóêòóðå ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü óêëàäûâàåòñÿ â êëàññè÷åñêóþ
ñòðóêòóðó äóîïîëèè Êóðíî [3], äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êàæäàÿ èç ôèðì èìååò ñâîþ
ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ èçäåðæåê, è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàñøèðÿåò å¼, òàê êàê
îòðàæàåò ñïðîñ íà ðûíêå íå òîëüêî â ìåõàíèçìå ôîðìèðîâàíèÿ öåíû, íî è
íåïîñðåäñòâåííî â îãðàíè÷åíèè íà îáúåì ñîâîêóïíûõ ïîñòàâîê íà ðûíîê.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à äàííîé ðàáîòû � îïèñàòü ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ðàâíî-
âåñèÿ ïî Íýøó [4, 5] äëÿ èãðîâîé ìîäåëè ýíåðãåòè÷åñêîãî ðûíêà ïðè âåðõ-
íåì ñóììàðíîì îãðàíè÷åíèè íà îáú¼ìû ïîñòàâîê. Ðåøåíèå çàäà÷è îñíîâàíî
íà èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ôóíêöèé íàèëó÷øèõ îòâåòîâ ïîñòàâùèêîâ â ñëó÷àå
íàëè÷èÿ âåðõíåãî ñóììàðíîãî îãðàíè÷åíèÿ. Â ðåçóëüòàòå óäà¼òñÿ ïîëó÷èòü
ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ òî÷åê ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â àíàëèòè÷åñêîì âèäå.
Ïðîâîäèòñÿ àíàëèç è èíòåðïðåòàöèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.
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Çàéöåâà Ìàðãàðèòà Âëàäèìèðîâíà
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Ðàáîòà ïîñâÿùåíà çàäà÷å ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ïîòîêîâ ëþäåé â ïîìå-
ùåíèè. Â å¼ îñíîâå ëåæèò èçâåñòíàÿ òðàíñïîðòíàÿ ìîäåëü Cell Transmission
Model [1].

Ðàññìàòðèâàåìîå ïîìåùåíèå îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îðèåíòèðîâàííîãî
ãðàôà, âåðøèíû êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿþò êîìíàòû (èëè ÷àñòè áîëüøèõ ïðî-
ñòðàíñòâ), à ð¼áðà � âîçìîæíûå ïåðåõîäû ìåæäó íèìè. Ïîäðîáíîå îïèñà-
íèå ìîäåëè ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå [2]. Äàííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ïî èçâåñòíûì
õàðàêòåðèñòèêàì êîìíàò è ïåðåõîäîâ ñòðîèòü êðàòêîñðî÷íûå ïðîãíîçû íà
êîëè÷åñòâî ëþäåé â êàæäîé êîìíàòå ÷åðåç íåêîòîðûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè.
Áîëåå òîãî, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè êîëè÷åñòâî ëþäåé èçâåñòíî
ëèøü ïðèáëèæ¼ííî, òî ìîæíî ñòðîèòü òàêèå ïðîãíîçû â âèäå ìíîæåñòâ äî-
ñòèæèìîñòè [3], îïèñûâàþùèõ âñå âîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûõ ìîæåò
íàõîäèòüñÿ ñèñòåìà. Àëãîðèòìó ïîñòðîåíèÿ òàêèõ îöåíîê ïîñâÿùåíà ðàáî-
òà [4].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðûå ïåðåõîäû ïîìåùåíèÿ äîïóñêàþò äâà ðåæè-
ìà ðàáîòû: ðåæèì ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ è ðåæèì îòñóòñòâèÿ äâèæåíèÿ. Òà-
êèì óïðàâëåíèåì â ðåàëüíîé æèçíè ìîãóò âûñòóïàòü âðåìåííûå îãðàæäåíèÿ,
êîòîðûå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ â ìîñêîâñêîì ìåòðî. Òàêèå îãðàæäåíèÿ, ñ îä-
íîé ñòîðîíû, ïîçâîëÿþò íå äîïóñêàòü äàâêè, à, ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñëó÷àå
íåáîëüøîãî ÷èñëà ëþäåé â ïîìåùåíèè, ìîãóò ñîçäàâàòü ïîìåõó äëÿ áûñòðî-
ãî ïåðåäâèæåíèÿ êàæäîãî ïàññàæèðà. Ïîýòîìó âîçíèêàåò çàäà÷à óïðàâëåíèÿ
ñèñòåìîé ïåðåõîäîâ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿëà áû ãèáêî ïîäñòðàèâàòüñÿ ïîä òåêó-
ùóþ ñèòóàöèþ. Çäåñü âîçìîæíûì ðåøåíèåì ìîãóò âûñòóïàòü ýâðèñòè÷åñêèå
àëãîðèòìû, ó÷èòûâàþùèå ñòðóêòóðíûå îñîáåííîñòè òîãî èëè èíîãî ïîìåùå-
íèÿ.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåð ïîìåùåíèÿ ñ îäíèì óïðàâëÿåìûì ïåðå-
õîäîì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè çàãðóæåííîñòè äëÿ
äàííîãî ïîìåùåíèÿ, íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ðåøåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
äëÿ ñëó÷àÿ ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ è çàêðûòîãî ïðîõîäà. Äàëåå ðàññìàòðèâà-
åòñÿ óïðàâëåíèå ñ ïåðåêëþ÷åíèåì â ìîìåíò âðåìåíè t1. Äëÿ òàêîé ñèñòåìû
äîêàçàíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî, îáîñíîâûâàþùåå âûáîð ñóáîïòèìàëüíûõ ñòðà-
òåãèé óïðàâëåíèÿ.
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Óòâåðæäåíèå 1. Ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî nout(T ) = nout(T, t1) ëþäåé, âû-
øåäøèõ èç ïîìåùåíèÿ ê ìîìåíòó âðåìåíè T , ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïî t1.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Daganzo C. F. The cell transmission model: a dynamic representation of
highway tra�c consistent with the hydrodynamic theory // Transp. Res.-B.
1994. V. 28B. N. 4. P. 269�287.

[2] Çàéöåâà Ì.Â., Òî÷èëèí Ï.À. Óïðàâëåíèå ïîòîêàìè ëþäåé â çäàíèè âî
âðåìÿ ýâàêóàöèè // Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 15. 2020.
�4. Ñ. 3�17.

[3] Kurzhanski A.B., Varaiya P. Dynamics and control of trajectory tubes.
Birkh�auser, 2014. 445 p.

[4] Çàéöåâà Ì.Â., Òî÷èëèí Ï.À. Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ îöåíîê ìíîæåñòâ äîñòè-
æèìîñòè â çàäà÷å ìîäåëèðîâàíèÿ ïîòîêîâ ëþäåé // Æóðíàë âû÷èñëè-
òåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. 2023. Ò. 63. �7. Ñ. 164 �
177.

Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ â ìîäåëè ðûíêà

½ñïðîñ-ïðåäëîæåíèå�
Àðóòþíîâ Àðàì Âëàäèìèðîâè÷1, Æóðàâëåâà Êñåíèÿ

Àëåêñàíäðîâíà2
1 ÈÏÓ ÐÀÍ, e-mail:
2 Êàôåäðà ñèñòåìíîãî àíàëèçà, e-mail: kseniazhur@gmail.com

Îñíîâíîé öåëüþ ñîâðåìåííîãî îáùåñòâà ÿâëÿåòñÿ ýêîíîìè÷åñêèé ðîñò, ïðåä-
ïîëàãàþùèé óâåëè÷åíèå ïðîèçâîäñòâà è óëó÷øåíèå êà÷åñòâà ïðîèçâîäèìîãî
ïðîäóêòà, à òàêæå óâåëè÷åíèå ïîòðåáèòåëüñêîãî ñïðîñà. Âçàèìîîòíîøåíèÿ
ïðîäàâöà è ïîòðåáèòåëÿ ðåãóëèðóþòñÿ ðûíêîì, êîòîðûé ïîä÷èíÿåòñÿ îïðåäå-
ëåííûì çàêîíîì. Îñíîâíûì ïðèíöèïîì ðûíî÷íîé ýêîíîìèêè ÿâëÿåòñÿ çàêîí
ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ. Ïîä ïðåäëîæåíèåì áóäåì ïîíèìàòü îáùèé îáúåì ïðî-
èçâåäåííîé ïðîäóêöèè, êîòîðûé ðåãóëèðóåòñÿ ïðîèçâîäèòåëåì. Ïîä ñïðîñîì
áóäåì ïîíèìàòü îáùèé îáúåì íåîáõîäèìîãî ïîòðåáèòåëÿì òîâàðà. Äàííûé çà-
êîí óòâåðæäàåò, ÷òî ñíèæåíèå öåíû íà òîâàð óâåëè÷èâàåò ñïðîñ è óìåíüøàåò
ïðåäëîæåíèå. Êëþ÷åâîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ðàâíîâåñèÿ ìåæäó
ñïðîñîì è ïðåäëîæåíèåì.
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü äàíî n òîâàðîâ, ïðè÷åì i-ûé òîâàð èìååò

öåíó pi > 0, pi ∈ [c1i, c2i], 0 < c1i < c2i, i = {1, n}. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå
îòîáðàæåíèÿ ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî:
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D(p, p′) = Ãp′ + B̃p+ C̃,

S(p, p′) = Âp′ + B̂p+ Ĉ,

ãäå Ã, B̃, Â, B̂ ∈ Rn×n, C̃, Ĉ ∈ Rn. Âåêòîð öåí p = p(t) = (p1(t), ..., pn(t)) ∈ Rn
+

ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ ïîëîæèòåëüíûå çíà-
÷åíèÿ ïðè t > 0, ãäå pi(t) � öåíà íà i-ûé òîâàð, i = 1, n, â ìîìåíò âðåìåíè
t.

Äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ, êîòîðûå íàêëàäûâàþòñÿ íà ìàòðèöû Ã, B̃, Â, B̂
ñâÿçàíû ñ èõ ýêîíîìè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé. Ïî çàêîíó ðûíêà âåëè÷èíà
(îáúåì) ñïðîñà óìåíüøàåòñÿ, à âåëè÷èíà ïðåäëîæåíèÿ òîâàðà íà ðûíêå óâå-
ëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì åãî öåíû. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî îçíà÷àåò,
÷òî îòîáðàæåíèå D ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùèì ïî ïåðåìåííîé p, à îòîá-
ðàæåíèå S äîëæíî áûòü ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèì ïî ïåðåìåííîé p.

Îïðåäåëåíèå 1. Ðûíî÷íîå ðàâíîâåñèå � ñèòóàöèÿ íà ðûíêå, êîãäà îáú¼ì
ñïðîñà íà òîâàð ðàâåí îáú¼ìó ïðåäëîæåíèÿ. Îáú¼ì ïðîäóêòà è åãî öåíó â
òàêîé ñèòóàöèè íàçûâàþò ðàâíîâåñíûìè.

Ðàâåíñòâî äàííûõ îòîáðàæåíèé ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ãp′ + B̃p+ C̃ = Âp′ + B̂p+ Ĉ ⇔ (Ã− Â)p′ = (B̂ − B̃)p+ (Ĉ − C̃).

Èññëåäóÿ äàííîå óðàâíåíèå, áûëè ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè ðåøåíèÿ ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ýêîíîìè÷åñêîé
ìîäåëè ðûíêà.
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Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ëîãè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèÿ [1], â êî-
òîðîì âûâåäåíà ìîäåëü ýâîëþöèè êðèâîé Ëîðåíöà, îïèñûâàþùåé ðàñïðåäå-
ëåíèå äîõîäà ìåæäó ýêîíîìè÷åñêèìè àãåíòàìè. Â ýòîé ìîäåëè ñèñòåìà ïå-
ðåäà÷ Ïèãó-Äàëüòîíà ïîðîæäàåò âûáðàííîå ñîöèàëüíûì ãîñóäàðñòâîì ñòà-
öèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå äîõîäîâ. Ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñìåøàííóþ
çàäà÷ó äëÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ïåðâîãî ïîðÿäêà. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîçâîëèëè âûäâèíóòü ãèïîòåçó îá
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ
ñìåøàííîé çàäà÷è. Ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà òåîðåìà, óñòàíàâëèâàþùàÿ
àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü äëÿ øèðîêîãî êëàññà êðèâûõ Ëîðåíöà. Èäåÿ
äîêàçàòåëüñòâà çàêëþ÷àåòñÿ â èçó÷åíèè ñïåêòðà èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà,
ïîëó÷åííîãî ïóòåì ëèíåàðèçàöèè èñõîäíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî îïå-
ðàòîðà. Ìîæíî ïîêàçàòü âîçìîæíîñòü îñóùåñòâëåíèÿ ïåðåõîäà ê êðàåâîé çà-
äà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ëèíåéíîé íåàâòîíîìíîé ñèñòåìû ÎÄÓ ïåð-
âîãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿ ïîääàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ. Â êîíå÷íîì èòîãå
èçó÷åíèå ñïåêòðà ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå ïîèñêà íóëåé ôóíêöèè êîìïëåêñíîé
ïåðåìåííîé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ñ êîìïëåêñíûì ïàðàìåòðîì. Äëÿ
äàííîé ôóíêöèè äàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ íóëåé â ïðàâîé ïî-
ëóïëîñêîñòè {λ ∈ C | Reλ ⩾ 0}, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ñîîòâåòñòâóþùèé
ðåçóëüòàò îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (ñì. [2,
Ãë. VII, � 2]).
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Äîêëàä áåðåò íà÷àëî ñ èññëåäîâàíèÿ, ïðîâåäåííîãî Ëîðåëëîé Ôàòîíå, Ôðàí-
÷åñêîé Ìàðèàíè, Ìàðèåé Êðèñòèíîé Ðåê÷èîíè è Ôðàí÷åñêî Çèðèëëè [1], ïî-
ñâÿùåííîãî ìîäåëèðîâàíèþ ïîâåäåíèÿ íåêâàëèôèöèðîâàííûõ òðåéäåðîâ íà
ðûíêå àêöèé. Ïðåäñòàâëåííàÿ â ñòàòüå ìîäåëü îñíîâàíà íà êîíöåïöèè èãð
ñðåäíåãî ïîëÿ è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó èç äâóõ ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ: óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà-Ôîêêåðà-Ïëàíêà, äëÿ êîòî-
ðîãî çàäàþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, è óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà,
äëÿ êîòîðîãî çàäàþòñÿ óñëîâèÿ â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïîäðîáíîå îïè-
ñàíèå ïîäõîäà èãð ñðåäíåãî ïîëÿ ïðèâåäåíî â ëåêöèÿõ Ïüåðà-Ëóè Ëèîíñà,
Æàíà-Ìèøåëÿ Ëàñðå è Îëèâåðà Ãåéíîíà [2]. Ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ìîæíî
÷èñëåííî ðåøàòü. Îäèí èç ïîäõîäîâ çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå îïòèìèçèðóåìî-
ãî ôóíêöèîíàëà îïðåäåëåííîãî âèäà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðè èñïîëüçîâà-
íèè ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ôóíêöèÿ öåíû èç óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòî-
íà-ßêîáè-Áåëëìàíà ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå, à óñëîâèå
â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè ÿâëÿëîñü óñëîâèåì òðàíñâåðñàëüíîñòè. Îäíàêî
âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû îñòàåòñÿ îòêðû-
òûì.

Â ñòàòüå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà-Ôîêêåðà-
Ïëàíêà ìîæåò áûòü íàéäåíî â âèäå ãàóññèàíû, à ôóíêöèÿ öåíû óðàâíåíèÿ Ãà-
ìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ïîëèíîìèàëüíîé ôîð-
ìå. Ýòî ïîçâîëÿåò ñâåñòè êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ ê ìíîãîìåðíîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèé Ðèêêàòè. Õîòÿ ïîëó÷åí-
íóþ ñèñòåìó ìîæíî ðåøàòü ÷èñëåííî, âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåí-
íîñòè ðåøåíèÿ îñòàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì. Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå èññëåäî-
âàëñÿ ýòîò âîïðîñ. Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî äàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à íå ïîðîæ-
äàåòñÿ íèêàêîé âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêîé. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ àíàëèçà
ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðèè
Ïóàíêàðå-Áåíäèêñîíà áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû: óñòàíîâëåíî
óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû, äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ
ýòîãî óñëîâèÿ ðåøåíèå åäèíñòâåííî, à òàêæå ïîëó÷åíû îöåíêè íà íà÷àëüíûå
äàííûå, ïðè êîòîðûõ êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò ðåøåíèå.



122 Òî÷èëèí Ï.À, Ïàðøèêîâ Ì.Â., Äýí Ø.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Fatone L., Mariani F., Recchioni M., Zirilli F. A trading execution model based
on mean �eld games and optimal control // Applied Mathematics, 2014, vol.
5, p. 3091�3116.

[2] Gu�eant O., Lasry J.-M., Lions P.-L.: ParisPrinceton Lectures on Mathematical
Finance 2010, chapter ¾Mean �eld games and applications¿, Shpringer, 2011.
p. 205�266.

Îá àëãîðèòìå ïîñòðîåíèÿ ñóáîïòèìàëüíîé
òðàåêòîðèè â çàäà÷å öåëåâîãî óïðàâëåíèÿ
ïðè íàëè÷èè ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé, çà ñ÷¼ò
èñïîëüçîâàíèÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ äåðåâüåâ

Òî÷èëèí Ïàâåë Àëåêñàíäðîâè÷1, Ïàðøèêîâ Ìèðîí
Âÿ÷åñëàâîâè÷2, Äýí Øóìî3

1 Êàôåäðà ñèñòåìíîãî àíàëèçà, e-mail: tochilin@cs.msu.ru
2 Êàôåäðà ñèñòåìíîãî àíàëèçà, e-mail: miron232734@gmail.com
3 Êàôåäðà ñèñòåìíîãî àíàëèçà, e-mail: shumodeng@yandex.ru

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Äëÿ óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà, äèíàìèêà êîòîðîãî â
ïðîñòðàíñòâå Rn îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé

ż = Az +Bu+ f, z ∈ Ω, t ∈ R+ = [0,+∞), (1)

ïðè çàäàííûõ, íå çàâèñÿùèõ îò t ìàòðèöàõ: A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, f ∈ Rn,
ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïåðåâîäå îáúåêòà èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ z(0) = z0 ∈ Ω
â íåêîòîðîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî Zgoal ⊂ Ω, ãäå Ω ∈ Rn � êîìïàêòíîå
ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî. Íà óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû íàëîæåíû æ¼ñòêèå, ïî-
òî÷å÷íûå îãðàíè÷åíèÿ: u ∈ P = E(p, P ), E(p, P ) � ýëëèïñîèä ñ öåíòðîì
p ∈ Rm è ìàòðèöåé êîíôèãóðàöèè P ∈ Rm×m, P = P T ⩾ 0.

Ôàçîâûé âåêòîð ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê z = (x; y), x ∈ Rn1, y ∈ Rn2, n1 ⩽ n,
n2 = n−n1. Äâèæåíèå îáúåêòà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå îãðàíè÷åíî ïî ÷àñòè
ïåðåìåííûõ ìíîæåñòâàìè Mi ⊂ Rn1, i = 1, ...,M .

Òðåáóåòñÿ íàéòè ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå u(·) è ìîìåíò âðåìåíè t1 > 0:

z(t1, 0, z0)|u(·) ∈ Zgoal, u(τ) ∈ P , z(τ) ∈ Ω, ∀τ ∈ [0, t1],

ó÷èòûâàÿ ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ íà z(·) è îòîáðàâ òå èç íèõ, äëÿ êîòîðûõ t1
ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå.
Ñóáîïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è. Ðàíåå àâòîðàìè áûë ïðåäñòàâëåí

àëãîðèòì [1], ïîçâîëÿþùèé íàõîäèòü ñóáîïòèìàëüíîå ðåøåíèå äàííîé çàäà-
÷è ñ ïîìîùüþ ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà EllipsoidalKRRT* [2], ðàçðàáîòàííîãî
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äëÿ çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè ïî âñåì ïåðåìåííûì ôàçîâîãî âåêòîðà. Îáà àë-
ãîðèòìà îñíîâûâàþòñÿ íà ìåòîäå ïîñòðîåíèÿ "ñëó÷àéíûõ äåðåâüåâ" [3] èç
íà÷àëüíîé ïîçèöèè äëÿ ïîèñêà ïóòè â öåëåâîå ìíîæåñòâî è èñïîëüçîâàíèè
ýëëèïñîèäàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ [4] äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè
ñèñòåìû èç îäíîé âåðøèíû äåðåâà â äðóãóþ.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì [1] è åãî îñíîâíûå
èäåè � ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ è óòî÷íåíèå çíà÷åíèé äëÿ âåðøèí äåðåâà ïî-
ñëå ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè,� äîáàâèâ ïîñòðîåíèå äåðåâà, êîð-
íåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ öåëåâîå ìíîæåñòâî: íà î÷åðåäíîé èòåðàöèè ñëó÷àéíàÿ
òî÷êà äîáàâëÿåòñÿ â îäíî èç äåðåâüåâ â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ïîïàäàíèÿ
â ñîîòâåòñòâóþùóþ ýëëèïñîèäàëüíóþ òðóáêó äîñòèæèìîñòè èëè ðàçðåøèìî-
ñòè; ïðè "ïåðåñâÿçâàíèè" âåðøèíà èç îäíîãî äåðåâà ìîæåò ïîïàñòü â äðóãîå,
÷òî ïîçâîëÿåò áûñòðåå íàõîäèòü ñóáîïòèìàëüíîå ðåøåíèå.
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on Decision and Control. 2010. P. 7681�7687.
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Ãîìåîìîðôíûå âëîæåíèÿ ïîëíûõ òðîè÷íûõ
äåðåâüåâ â ïðÿìîóãîëüíûå ðåø¼òêè ñ

àñèìïòîòè÷åñêè ìèíèìàëüíîé ïëîùàäüþ
Ëîæêèí Ñåðãåé Àíäðååâè÷, Ìî Äè

Êàôåäðà ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè, e-mail: lozhkin@cs.msu.ru, xdmodi1991@163.com

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âëîæåíèÿ ïîëíûõ n-ÿðóñíûõ äâîè÷íûõ è òðîè÷íûõ
äåðåâüåâ â ïðÿìîóãîëüíûå ðåø¼òêè (ÏÐ), ïðè êîòîðûõ îáðàçàìè âåðøèí äå-
ðåâà ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå îñíîâíûå âåðøèíû ÏÐ, à îáðàçàìè åãî ð¼-
áåð � òàê íàçûâàåìûå òðàíçèòíûå öåïè ÏÐ, ñîåäèíÿþùèå ñîîòâåòñòâóþùèå
îñíîâíûå âåðøèíû. Ïðè ýòîì òðàíçèòíûå öåïè íå ìîãóò èìåòü îáùèõ ð¼-
áåð, à ÷èñëî ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó è òó æå íåîñíîâíóþ âåðøèíó ðàçëè÷íûõ
òðàíçèòíûõ öåïåé íå ïðåâîñõîäèò çàäàííîé âåëè÷èíû v, v ∈ {1, 2}, íàçû-
âàåìîé ïåðåãðóçêîé âëîæåíèÿ, ïðè÷¼ì âëîæåíèÿ ñ ïåðåãðóçêîé 1 ñ÷èòàþòñÿ
ãîìåîìîðôíûìè âëîæåíèÿìè.

Äàííàÿ çàäà÷à áûëà ðàññìîòðåíà â [1�3], ãäå äëÿ îïòèìàëüíîé ïëîùà-
äè ëþáîãî óêàçàííîãî âëîæåíèÿ ïîëíîãî k-ÿðóñíîãî d-è÷íîãî, ãäå d = 2, 3,
äåðåâà áûëà ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íàÿ ïðè k = 1, 2, . . . îöåíêà ïî-
ðÿäêà kdk. Ïðè ýòîì âûñîòà ïîñòðîåííîãî âëîæåíèÿ, òî åñòü ìèíèìàëüíûé
ëèíåéíûé ðàçìåð èñïîëüçóåìîé ÏÐ, âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ çà èñ-
êëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà ïåðåãðóçêà ðàâíà 1, à ëèñòüñÿ ðàñïîëàãàþòñÿ íà
äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ ÏÐ, íå áîëüøå, ÷åì íà êîíñòàíòó, îòëè÷à-
ëàñü îò ìèíèìàëüíî âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ âûñîòû ÏÐ, äîïóñêàþùèõ óêàçàí-
íîå âëîæåíèå ïðè ïðîèçâîëüíîì ðàñïîëîæåíèè ëèñòüåâ êàê íà ãðàíèöå, òàê
è âíóòðè ÏÐ, ðàâíîãî ⌈(k + 1)/(4 − d)⌉.

Äëÿ îñòàâøåãîñÿ ñëó÷àÿ â ðàáîòå [4] ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ïîëó÷åíèè
àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûõ äâóñòîðîííèõ âëîæåíèé ïîëíûõ k-ÿðóñíûõ äâî-
è÷íûõ äåðåâüåâ â ÏÐ. Òàì ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ èñêîìîãî âëî-
æåíèÿ è ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà îïòèìàëüíîé ïëî-
ùàäè äîïóñêàþùåé åãî ÏÐ âèäà k

32k, ïðè÷åì âûñîòà óêàçàííîé ÏÐ àñèìïòî-
òè÷åñêè ðàâíà 2

3k.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò óñòàíàâëèâàåòñÿ äëÿ ãîìåî-

ìîðôíîãî âëîæåíèÿ ïîëíîãî òðîè÷íîãî äåðåâà â ÏÐ ñ ðàñïîëîæåíèåì åãî
ëèñòüåâ íà å¼ ãîðèçîíòàëüíûõ ñòîðîíàõ. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîëíîå òðîè÷-
íîå k-ÿðóñíîå äåðåâî, ãäå k = 1, 2, . . ., ìîæíî ãîìåîìîðôíî âëîæèòü â ÏÐ
ñ ðàñïîëîæåíèåì åãî ëèñòüåâ íà å¼ ãîðèçîíòàëüíûõ ñòîðîíàõ, äëèíà è âû-
ñîòà êîòîðîé àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíû 1

23k è 4
3k ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàçàíî, ÷òî
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ïëîùàäü ëþáîé ÏÐ, äîïóñêàþùåé óêàçàííîå âëîæåíèå, àñèìïòîòè÷åñêè íå
ìåíüøå, ÷åì 2

3k · 3k.
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Î ñëîæíîñòè ìóëüòèïëåêñîðíîé ôóíêöèè â
êëàññå ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîé ïî ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ìóëüòèïëåê-
ñîðíîé ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè (ÔÀË) â êëàññå ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ (ÑÔÝ) â ñòàíäàðòíîì áàçèñå Á0 = {x&y, x ∨ y, x} (ñì., íàïðè-
ìåð, [1, 2]).

Ìóëüòèïëåêñîðíîé ÔÀË (ìóëüòèïëåêñîðîì) µn ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ ÔÀË
îò n+ 2n áóëåâûõ ïåðåìåííûõ (ÁÏ), ãäå ïåðâûå n ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn íà-
çûâàþòñÿ ¾àäðåñíûìè¿, îñòàâøèåñÿ 2n ïåðåìåííûõ y0, . . . , y2n−1�¾èíôîðìà-
öèîííûìè¿, à çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàâíî çíà÷åíèþ òîé å¼ èíôîðìàöèîííîé ÁÏ,
íîìåð êîòîðîé â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ çàäà¼òñÿ íàáîðîì çíà÷åíèé åå
àäðåñíûõ ÁÏ.

Ñëîæíîñòü L(Σ) ÑÔÝ Σ â áàçèñå Á0 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÷èñëî ôóíêöèîíàëü-
íûõ ýëåìåíòîâ (ÔÝ) ¾&¿, ¾∨¿ è ¾¬¿ â íåé. Ñëîæíîñòüþ ÔÀË èëè ñèñòåìû
ÔÀË f â êëàññå ÑÔÝ â ñòàíäàðòíîì áàçèñå íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà L(f), ðàâ-
íàÿ ìèíèìàëüíîé ñëîæíîñòè ÑÔÝ â áàçèñå Á0, ðåàëèçóþùèõ ÔÀË f .

Ñëîæíîñòü ìóëüòèïëåêñîðíîé ÔÀË èçó÷àëàñü â ðÿäå ðàáîò. Èçâåñòíî (ñì.,
íàïðèìåð, [3]), ÷òî ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ÔÀË µn, n = 1, 2, . . ., êàê ÑÔÝ, òàê
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è ôîðìóëàìè â ñòàíäàðòíîì áàçèñå Á0, àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà 2n+1. Â ðàáî-
òå [4] ïîëó÷åíà íèæíÿÿ îöåíêà âèäà 2n+1 + c1 · 2

n
2 − O(2

n
4 ) è âåðõíÿÿ îöåíêà

âèäà 2n+1 + c2 · 2
n
2 − O(2

n
4 ), äëÿ ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ìóëüòèïëåêñîðà ïî-

ðÿäêà n â êëàññå ÑÔÝ íàä áàçèñîì Á0, ãäå c1 = 1
3 , c2 = 2, åñëè n ÷¼òíî, è

c1 = 0, 32, c2 = 3√
2
, åñëè n íå÷¼òíî. Êðîìå òîãî, â [3] áûëà óñòàíîâëåíà àñèìï-

òîòèêà ñëîæíîñòè ÔÀË µn â êëàññå ÑÔÝ â áàçèñå {x&y, x ⊕ y, x}, ðàâíàÿ
2n+1.

×òî êàñàåòñÿ ñëîæíîñòè L(µn), òî â ðàáîòàõ [5, 6] äëÿ íå¼ áûëè ïîëó÷åíû

íèæíÿÿ îöåíêà 2n+1+
√

2n−1−O(n) è âåðõíÿÿ îöåíêà 2n+1+c(n)·2n
2 +O(n·2n

4 ),

ãäå c(n) = 2 ïðè ÷¼òíîì n è c(n) = 3
√
2

2 ïðè íå÷¼òíîì n.
Â äàííîé ðàáîòå óêàçàííàÿ íèæíÿÿ îöåíîêà äëÿ ñëîæíîñòè ÔÀË µn óòî÷-

íÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

L(µn) ⩾ 2n+1 + 2
n
2 −O(n).

Êðîìå òîãî, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñëîæíîñòü ñîâìåñòíîé ðåàëèçàöèè ìóëüòè-
ïëåêñîðà µn è äåøèôðàòîðà ïîðÿäêà n, òî åñòü ñèñòåìû èç âñåõ ýëåìåíòàðíûõ
êîíúþíêöèé ðàíãà n îò n áóëåâûõ ïåðåìåííûõ, àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà 3 · 2n.
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Î ñëîæíîñòè ïðîâåðêè ðàâåíñòâà íóëþ
ïîëèíîìèàëüíûõ ôîðì ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà

ìîíîìû â êëàññå áóëåâûõ ôóíêöèé
Áóõìàí Àíòîí Âëàäèìèðîâè÷
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Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäàíèå ôóíêöèé â âèäå îáîáù¼ííûõ ïîëè-
íîìîâ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïðîâåðêè âûïîëíèìîñòè îáîáù¼ííîãî ïîëè-
íîìà. Íåèçâåñòíî, åñòü ëè äëÿ äàííîé çàäà÷è ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì.

Îïðåäåëåíèå. Îáîáù¼ííûé ïîëèíîì � ýòî êîíñòàíòà 0 èëè ñóììà ïî ìî-
äóëþ äâà îáîáù¼ííûõ ìîíîìîâ. Îáîáù¼ííûé ìîíîì � ýòî 1 èëè ïðîèçâåäå-
íèå ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ è èõ îòðèöàíèé.

Äëÿ çàäà÷, ó êîòîðûõ íåò ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ, ïåðñïåê-
òèâíûì íàïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèå ïðîñòðàíñòâà âõîäíûõ äàííûõ. Ïðè-
ìåíåíèå òàêîãî ïîäõîäà çà÷àñòóþ ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ïîëèíîìèàëüíûå àëãî-
ðèòìû, ïðèìåíèìûå ê äàííûì, óäîâëåòâîðÿþùèì îãðàíè÷åíèÿì. Íàïðèìåð,
ìîæíî íàëîæèòü îãðàíè÷åíèÿ íà ñòðóêòóðó ïîëèíîìà, êàê ýòî ñäåëàíî â [1].
Â äàííîé çàìåòêå áóäåò ðàññìîòðåíî äðóãîå îãðàíè÷åíèå, ÷òîáû åãî ñôîðìó-
ëèðîâàòü ââåä¼ì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî êîíúþíêöèé îò n ïåðå-
ìåííûõ îáëàäàåò ñâîéñòâîì k-îãðàíè÷åííîé ñîâìåñòèìîñòè, åñëè äëÿ ëþ-
áûõ k+1 ðàçëè÷íûõ êîíúþíêöèé èç ýòîãî ìíîæåñòâî èõ ïåðåñå÷åíèå ïóñòî.

Äëÿ îáîáù¼ííûõ ïîëèíîìîâ, ìîíîìû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâó k-
îãðàíè÷åííîé ñîâìåñòèìîñòè, ìîæíî ïîñòðîèòü ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì
ïðîâåðêè âûïîëíèìîñòè (ïðè óñëîâèè, ÷òî k áóäåò êîíñòàíòîé). Èäåÿ àë-
ãîðèòìà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü ìíî-
æåñòâ åäèíèö, çàäàâàåìûõ ìîíîìàìè, áûëà ïóñòûì ìíîæåñòâîì, òî åñòü èìå-
ëà ìîùíîñòü 0. Äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè åñòü ôîðìóëà

|
l⊕

i=1

Ai| =
l∑

i=1

(−2)i−1
∑

1⩽j1<···<ji⩽l

|Aj1 ∩ · · · ∩ Aji|

Áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó k-îãðàíè÷åííîé ñîâìåñòèìîñòè íå áîëåå, ÷åì O(lk)
ñëàãàåìûõ áóäóò íåíóëåâûìè.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü k - íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé
àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ ëþáîãî îáîáù¼ííîãî ïîëèíîìà, ñëàãàåìûå êîòîðîãî
îáëàäàþò ñâîéñòâîì k-îãðàíè÷åííîé ñîâìåñòèìîñòè, ñ l ñëàãàåìûìè îò n
ïåðåìåííûõ, îïðåäåëÿåò åãî âûïîëíèìîñòü ñî ñëîæíîñòüþ O((nl)k).
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Àëãîðèòì ñæàòèÿ ãðàôà, ñîõðàíÿþùèé
âîçìîæíîñòü ïîèñêà ïóòåé
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñæàòèÿ íåîðèåíòèðîâàííîãî íåâçâåøåííîãî ãðàôà,
ïðåäñòàâëåííîãî â âèäå ñïèñêà ñìåæíîñòè. Íåêîòîðûå àëãîðèòìû ñæàòèÿ
ãðàôîâ ïðåäñòàâëåíû â [1,2]. Áóäåì ðàññ÷èòûâàòü ñæàòèå ñ òî÷êè çðåíèÿ
óìåíüøåíèÿ êîëè÷åñòâà èíôîðìàöèè, òðåáóåìîãî äëÿ õðàíåíèÿ JSON-ôàéëà
ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôà. Ôîðìàò JSON ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåêñòîâûé ôîðìàò
îáìåíà äàííûìè, îñíîâàííûé íà ñòðóêòóðå ¾êëþ÷�çíà÷åíèå¿ è ñïèñêàõ. Ãðàô
çàäà¼òñÿ â ôîðìàòå JSON, ãäå êëþ÷àìè ÿâëÿþòñÿ ìåòêè âåðøèí, à çíà÷åíè-
ÿìè � ñïèñêè èõ ñîñåäåé.

Ïóñòü çàäàí íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E), ãäå V = {v1, v2, . . . , vn}
� ìíîæåñòâî âåðøèí, |V | = n, à E ⊆ {{u, v} | u, v ∈ V, u ̸= v} � ìíîæåñòâî
ð¼áåð, |E| = m. Cïèñîê ñìåæíîñòè çàäà¼òñÿ îòîáðàæåíèåì:

AG : V → 2V , AG(v) = {u ∈ V | {u, v} ∈ E }.
Ïóñòü çàäàíû ïðîöåäóðû:

C : G 7→ S, S = C(G),

ãäå C � êîìïðåññîð, ñòðîÿùèé ïðåäñòàâëåíèå S, è

D : S 7→ G, D(S) = G,

ãäå D � äåêîäåð, âîññòàíàâëèâàþùèé èñõîäíûé ãðàô.
Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ñæàòèÿ ãðàôà, ñîñòîÿùèé èç êîì-

ïðåññîðà è äåêîäåðà, ñîõðàíÿþùèé è óñêîðÿþùèé îïåðàöèè ïðîâåðêè ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ïóòè è íàõîæäåíèÿ êîíêðåòíîãî ïóòè ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè íà
ñæàòîì ãðàôå, óìåíüøàþùèé ðàçìåð JSON-ôàéëà ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôà.
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Âàñèí Àëåêñàíäð Àëåêñååâè÷1, Àáäóëàåâ Ñàèä Þñóïîâè÷2

1 Êàôåäðà èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé, e-mail: vasin@cs.msu.su
2 Êàôåäðà èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé, e-mail: said_v15@mail.ru

Äëÿ ðûíêîâ ýëåêòðîýíåðãèè õàðàêòåðíû áîëüøèå ïåðåïàäû öåí ìåæäó ïèêî-
âûìè ïåðèîäàìè ñ áîëüøèìè îáúåìàìè ïîòðåáëåíèÿ è íî÷íûìè ïåðèîäàìè ñ
íèçêèì ïîòðåáëåíèåì. Â ýòîé ñèòóàöèè ïîëåçíóþ ðîëü äëÿ ïîòðåáèòåëÿ ìî-
æåò ñûãðàòü íàêîïèòåëü ýíåðãèè: ïîòðåáèòåëü íàêàïëèâàåò â íåì ýíåðãèþ
ïðè íèçêèõ öåíàõ è èñïîëüçóåò åå ïðè âûñîêèõ öåíàõ. Íàêîïèòåëè ìîãóò
òàêæå èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáûëè îò ïåðåïðîäàæè ýíåðãèè â
óêàçàííîì ðåæèìå.

Äàííàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò íàøè èññëåäîâàíèÿ äîõîäíîñòè èíâåñòèöèé â
ðàçíûå òèïû íàêîïèòåëåé íà ðàçíûõ ðûíêàõ ýëåêòðîýíåðãèè [1,2]. Ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ íåáîëüøèå íàêîïèòåëè, ðàáîòà êàæäîãî èç êîòîðûõ íå âëèÿåò íà
ðûíî÷íûå öåíû, è òèï ñóòî÷íûõ òàðèôîâ íà ýëåêòðîýíåðãèþ, ñîîòâåòñòâó-
þùèé ðîññèéñêîìó ðûíêó. Îáû÷íî îöåíêà èíâåñòèöèîííîé äîõîäíîñòè îñíî-
âûâàåòñÿ íà ðàñ÷åòå ÷èñòîé ïðèâåäåííîé ñòîèìîñòè (×ÏÑ èëè NPV) ïîòîêà
çàòðàò è äîõîäîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äàííîé èíâåñòèöèè. Ïðè ýòîì áóäóùèå
ïëàòåæè äèñêîíòèðóþòñÿ ñ ó÷åòîì áàíêîâñêîé ïðîöåíòíîé ñòàâêè äëÿ áåçðè-
ñêîâûõ âëîæåíèé. Åñëè íàéäåííàÿ ×ÏÑ ïîëîæèòåëüíà, òî èíâåñòèöèÿ ñ÷è-
òàåòñÿ âûãîäíîé, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � óáûòî÷íîé. Â ñëó÷àå íàêîïèòåëåé
îñíîâíàÿ êîìïîíåíòà çàòðàò � åäèíîâðåìåííàÿ ñòîèìîñòü ïîêóïêè íàêîïèòå-
ëÿ äàííîãî òèïà ñ îïðåäåëåííûìè çíà÷åíèÿìè ìîùíîñòè (ñêîðîñòè çàãðóçêè
è ðàçãðóçêè) è îáúåìà íàêîïèòåëÿ. Íà îñíîâå ðàíåå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ
óêàçûâàþòñÿ îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå îáúåìà íàêîïèòåëÿ è ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ïðèáûëü â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ òàðèôà è íàêîïèòåëÿ. Äëÿ íåñêîëü-
êèõ òèïîâ íàêîïèòåëåé, ïðèìåíÿåìûõ â ðàçíûõ ñòðàíàõ è îáñóæäàåìûõ â
ëèòåðàòóðå, îïðåäåëÿþòñÿ èíâåñòèöèîííûå äîõîäíîñòè. Óêàçûâàþòñÿ òèïû
íàêîïèòåëåé, ïðåäñòàâëÿþùèå èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ èíâåñòèöèé â óñëîâè-
ÿõ ðîññèéñêîãî ðûíêà. Îáñóæäàþòñÿ äàííûå îá èñïîëüçîâàíèè íàêîïèòåëåé
ýíåðãèè ðàçíûõ òèïîâ â ìèðîâîé ýêîíîìèêå â ïîñëåäíèå ãîäû è ïåðñïåêòèâû
äî 2030 ãîäà. Â ñëó÷àå, êîãäà öåíû íà ýíåðãèþ è ñòîèìîñòè íàêîïèòåëåé ìåíÿ-
þòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ áàíêîâñêîé ïðîöåíòíîé ñòàâêîé è èíâåñòèöèÿ ïðèíîñèò
äîõîä ñ ó÷åòîì èíôëÿöèè, îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ âêëþ÷àåò ðåèíâåñòèðîâà-
íèå ïîëó÷àåìîé ïðèáûëè â óâåëè÷åíèå ìîùíîñòè èñïîëüçóåìûõ íàêîïèòåëåé.
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Äèíàìèêà NPV ïðè ýòîì îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì:

NPVt+1 = NPVt × (1 − k +
Pr(e)

c(e)
), (1)

ãäå k � êîýôôèöèåíò èçíîñà îáîðóäîâàíèÿ, c(e) � ñòîèìîñòü íàêîïèòåëÿ ñ
îáúåìîì e, Pr(e) � ìàêñèìàëüíàÿ ñóòî÷íàÿ ïðèáûëü äëÿ íàêîïèòåëÿ ñ äàí-
íûì îáúåìîì. Â ðàáîòå [2] ðåøàåòñÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè òåìïà ðîñòà NPV
è îïðåäåëÿåòñÿ îïòèìàëüíûé îáúåì íàêîïèòåëÿ â çàâèñèìîñòè îò òàðèôíîãî
ïëàíà. Íà îñíîâå äàííûõ î íàêîïèòåëÿõ ðàçëè÷íûõ òèïîâ [3] ðàññ÷èòûâàþòñÿ
èíâåñòèöèîííûå äîõîäíîñòè è óêàçûâàþòñÿ òèïû íàêîïèòåëåé, ïðåäñòàâëÿ-
þùèå èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ èíâåñòèöèé. Ïåðñïåêòèâíûå ñîãëàñíî íàøèì
ðàñ÷åòàì òèïû íàêîïèòåëåé (PHS, CAES, SCES, TES) ðåàëüíî èñïîëüçóþò-
ñÿ è èìåþò ïåðñïåêòèâû äëÿ äàëüíåéøåãî âíåäðåíèÿ íà ðîññèéñêîì ðûíêå.
Íàêîïèòåëè íà îñíîâå òåõíîëîãèè ïðåîáðàçîâàíèÿ ýëåêòðîýíåðãèè â âîäîðîä
(P2G) ïîêàçàëè íàèëó÷øóþ äèíàìèêó: òåìï ðîñòà ×ÏÑ â 2023 ãîäó ñîñòàâèë
0.0443% â äåíü (ïðèáëèçèòåëüíî 16.2% â ãîä), à ê 2030 ãîäó � 0.1867% â äåíü
(ïðèìåðíî 68.1% â ãîä).
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Ñîâðåìåííûå âåðñèè ìåòîäà Ëåâåíáåðãà�Ìàðêâàðäòà äëÿ óðàâíåíèé ñ îãðà-
íè÷åíèÿìè îáëàäàþò ñèëüíûìè ñâîéñòâàìè ëîêàëüíîé ñâåðõëèíåéíîé ñõî-
äèìîñòè, äîïóñêàþùèìè âîçìîæíóþ íåèçîëèðîâàííîñòü ðåøåíèé è âîçìîæ-
íóþ íåãëàäêîñòü óðàâíåíèé [1]. Íåäàâíî áûë ðàçðàáîòàí ñîîòâåòñòâóþùèé
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ãëîáàëüíîé ñõîäÿùèéñÿ âàðèàíò àëãîðèòìà äëÿ êóñî÷íî-ãëàäêîãî ñëó÷àÿ, îñ-
íîâàííûé íà îäíîìåðíîì ïîèñêå äëÿ êâàäðàòà íåâÿçêè â åâêëèäîâîé íîðìå
[2, 3]. Äëÿ ýòîãî àëãîðèòìà áûëà ïîêàçàíà ãëîáàëüíàÿ ñõîäèìîñòü ê ñòàöè-
îíàðíûì òî÷êàì äëÿ êàêîãî-òî àêòèâíîãî ãëàäêîãî êóñî÷íîãî îòîáðàæåíèÿ,
ïðè÷åì ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî óñòàíîâèòü áîëåå ñèëüíûå ñâîéñòâà ãëî-
áàëüíîé ñõîäèìîñòè äëÿ ýòîãî àëãîðèòìà áåç äàëüíåéøèõ åãî ìîäèôèêàöèé
íåâîçìîæíî.

Â äàííîé ðàáîòå ðàçðàáàòûâàåòñÿ òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ ãëîáàëèçîâàííîãî
êóñî÷íîãî ìåòîäà Ëåâåíáåðãà�Ìàðêâàðäòà, ïîçâîëÿþùàÿ èçáåãàòü íåæåëà-
òåëüíûõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê, òåì ñàìûì îáåñïå÷èâàÿ æåëàåìîå ñâîéñòâî B-
ñòàöèîíàðíîñòè ïðåäåëüíûõ òî÷åê äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè êâàäðàòà íåâÿç-
êè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ â åâêëèäîâîé íîðìå, íà ìíîæåñòâå, çàäàâàåìîì îãðà-
íè÷åíèÿìè. Êîíñòðóêöèÿ, èäåÿ êîòîðîé îñíîâàíà íà [4], ñîñòîèò â èäåíòè-
ôèêàöèè ãëàäêèõ êóñî÷íûõ îòîáðàæåíèé, àêòèâíûõ â ïîòåíöèàëüíûõ ïðå-
äåëüíûõ òî÷êàõ, ïîñðåäñòâîì èñïîëüçîâàíèÿ ïîäõîäÿùåé îöåíêè ðàññòîÿíèÿ
äëÿ àêòèâíîãî ãëàäêîãî êóñî÷íîãî îòîáðàæåíèÿ, èñïîëüçóåìîãî íà òåêóùåé
èòåðàöèè, ñ ïîñëåäóþùèì ïåðåêëþ÷åíèåì, ïðè íåîáõîäèìîñòè, íà áîëåå ïåð-
ñïåêòèâíîå èäåíòèôèöèðîâàííîå êóñî÷íîå îòîáðàæåíèå.

Óñòàíàâëèâàþòñÿ ãëîáàëüíàÿ ñõîäèìîñòü ê B-ñòàöèîíàðíûì òî÷êàì è àñèìï-
òîòè÷åñêàÿ ñâåðõëèíåéíàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, ãäå ïîñëåäíåå òàêæå îñíîâà-
íî íà ïîäõîäÿùåé îöåíêå ðàññòîÿíèÿ, íî â ýòîì ñëó÷àå äî ðåøåíèé èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîöåññ ñòîèìîñòè ðèñêîâîãî àêòèâà S(t) óäîâëåòâîðÿ-
åò óðàâíåíèþ dS(t) = S(t)(αdt + σz(t)), ãäå α � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
äîõîäíîñòè àêòèâà, σ > 0 � âîëàòèëüíîñòü, à z(t) � âèíåðîâñêèé ïðîöåññ,
z(0) = 0. Íà ðûíêå òàêæå èìååòñÿ áåçðèñêîâûé àêòèâ ñ äîõîäíîñòüþ r > 0.
Ïóñòü w(t) � ñòîèìîñòü ïîðòôåëÿ, ñîñòîÿùåãî èç ðèñêîâîãî è áåçðèñêîâî-
ãî àêòèâîâ, π(t) � äîëÿ ðèñêîâîãî àêòèâà, à c(t) ∈ [0, c̄] � èíòåíñèâíîñòü
ïîòðåáëåíèÿ â ìîìåíò t. Òîãäà ïðîöåññ w(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

dw(t) = w(t)((α− r)π(t) + r)dt− c(t)dt+ π(t)w(t)σdz(t), w(0) = w.

Ñòðàòåãèÿ èíâåñòîðà çàäàåòñÿ ôóíêöèÿìè ïîòðåáëåíèÿ C(w) è èíâåñòèðîâà-
íèÿ Π(w). Îíà ïîðîæäàåò ïðîöåññ (π(t), c(t)) = (Π(w(t)), C(w(t))), äëÿ êî-
òîðîãî îïðåäåëèì ìîìåíò ðàçîðåíèÿ τ êàê ìîìåíò ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ ïðî-
öåññîì w(t) óðîâíÿ ŵ > 0, êîãäà èíâåñòîð óõîäèò ñ ðûíêà, ïîëó÷àÿ ñóììó
P > 0 â âèäå êîìïåíñàöèè. Èíâåñòîð ðåøàåò çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè

J(w) = max
π(·),c(·)

E
[ τ∫

0

e−βtc(t)dt+ Pe−βτ |w(0) = w
]
, (1)

ãäå β � ñòàâêà äèñêîíòèðîâàíèÿ, à ìàêñèìèçàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî âñåì
ïðîöåññàì (π(t), c(t)) = (Π(w(t)), C(w(t))). Â [1] âìåñòî c(t) èñïîëüçîâàíà
U(c(t)), ãäå U � ñòðîãî âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè.

Ôóíêöèÿ J(w) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà

βJ(w) = max
0⩽c⩽c̄,π

[(α− r)πwJ ′(w) + (rw − c)J ′(w) + c+
1

2
π2σ2w2J ′′(w)], (2)

ãäå c = c(0), π = π(0), w = w(0). Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ èìååò âèä

Π(w) = −(α− r)J ′(w)

σ2wJ ′′(w)
, C(w) = c̄ 1{w>w̄}, w ⩾ ŵ,

ãäå 1M � èíäèêàòîð ìíîæåñòâà M, à w̄ � êîðåíü óðàâíåíèÿ J ′(w) = 1.
Â äîêëàäå áóäåò ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) â âèäå ñòðîãî âîãíó-

òîé äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè J(w), ñîâïàäàþùåé ñ
åå ïåðâîíà÷àëüíûì îïðåäåëåíèåì ïî ôîðìóëå (1).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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Ôîðìèðîâàíèå ðåêëàìíîé ñåòêè äëÿ
ïðîèçâîäèòåëåé äîïîëíÿþùèõ òîâàðîâ

Ïîñïåëîâà Èðèíà Èãîðåâíà1, Êóðåíêîâà Äàðüÿ Àëåêñàíäðîâíà2
1 Êàôåäðà èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé; íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü, e-mail: ipospelova05@yandex.ru
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Ââåäåíèå. Òåëåâèçèîííàÿ ðåêëàìà òîâàðîâ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êëþ÷åâûõ
èíñòðóìåíòîâ ìàññîâîãî îõâàòà ïîòåíöèàëüíûõ ïîòðåáèòåëåé. Äëÿ êîìïà-
íèé, ïðîäâèãàþùèõ âçàèìîäîïîëíÿþùèå òîâàðû, êîîðäèíàöèÿ èõ ðåêëàìíûõ
ñòðàòåãèé ñïîñîáíà óñèëèòü ñîâîêóïíûé ýôôåêò ïðè îãðàíè÷åííîì ýôèð-
íîì ðåñóðñå. Öåëü ðàáîòû � ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñîâìåñòíîãî
ìåäèàïëàíèðîâàíèÿ, îáåñïå÷èâàþùåé îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîêàçîâ ñ
ó÷¼òîì ñèíåðãèè ðåêëàìû äîïîëíÿþùèõ òîâàðîâ.
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü. Ìîäåëü îïèðàåòñÿ íà ïîäõîä òåîðèè èãð, îïè-

ñûâàþùèé âçàèìîäåéñòâèå ó÷àñòíèêîâ ñ âçàèìîçàâèñèìûìè èíòåðåñàìè. Â
êà÷åñòâå èñõîäíîé ñõåìû ðàññìàòðèâàåòñÿ èãðà ðàçìåùåíèÿ àãåíòîâ íà îò-
ðåçêå [4], ÷òî ïîçâîëÿåò àíàëèçèðîâàòü ñîãëàñîâàíèå ñòðàòåãèé.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå êîìïàíèè, ðàçìåùàþùèå ðåêëàìó âî âðåìåííîé ñåò-
êå òåëåêàíàëîâ. Êàæäàÿ ðàñïðåäåëÿåò áþäæåò S(m), m = 1, 2, ìåæäó ìå-
äèàñîáûòèÿìè (ïîêàçàìè ðåêëàìû) i = 1, . . . , N , ñòðåìÿñü ìàêñèìèçèðîâàòü
ýôôåêòèâíûé îõâàò àóäèòîðèè ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ.

Ñ÷èòàÿ, ÷òî ïåðâàÿ êîìïàíèÿ îñóùåñòâëÿåò ïåðâè÷íûé âûáîð ñëîòîâ äëÿ
ðàçìåùåíèÿ ðåêëàìû, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè:

N∑
i=1

F
(1)
eff (k

(1)
i ) → max,

N∑
i=1

aik
(1)
i ⩽ S(1), 0 ⩽ k

(1)
i ⩽ ni.

Äëÿ âòîðîé êîìïàíèè äîáàâëÿåòñÿ ó÷¼ò âëèÿíèÿ ðàçìåùåíèé ïåðâîé, ÷òî
îòðàæàåòñÿ âî ââåäåíèè âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ wi:

N∑
i=1

wiF
(2)
eff (k

(2)
i ) → max,

N∑
i=1

aik
(2)
i ⩽ S(2), 0 ⩽ k

(2)
i ⩽ ni − k

(1)
i . (1)

Çäåñü k
(m)
i � êîëè÷åñòâî ðàçìåùåíèé m-é êîìïàíèè â i-ì ìåäèàñîáûòèè,

F
(m)
eff � ýôôåêòèâíûé îõâàò àóäèòîðèè, çàâèñÿùèé îò ÷èñëà ïîêàçîâ è ðåé-

òèíãà ñîáûòèÿ, à ai � ñòîèìîñòü îäíîãî ðàçìåùåíèÿ. Ïóñòü ïåðâàÿ êîìïàíèÿ
çàíÿëà ñëîòû X(1) = {xℓ}mℓ=1, m ⩽ N. Òîãäà îäíî èç ïðîñòåéøèõ îïðåäåëåíèé
âåñîâîé çàâèñèìîñòè èìååò âèä:

wi =
2

1 + di
, di = min

j∈[1,N ],

xj /∈X(1)

|xi − xj|.
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Ñ ó÷¼òîì ñòðóêòóðû ôóíêöèè ýôôåêòèâíîãî îõâàòà [5] ñèñòåìà (1) ïðèíè-
ìàåò âèä:

N∑
i=1

wi

k
(2)
i∑

ν=ν
(2)
eff

F
(2)
∞,iC

ν

k
(2)
i

(
Ri

F
(2)
∞,i

)ν (
1 − Ri

F
(2)
∞,i

)k
(2)
i −ν

→ max,

N∑
i=1

aik
(2)
i ⩽ S(2), 0 ⩽ k

(2)
i ⩽ ni − k

(1)
i .

(2)

Äëÿ àíàëèçà âçàèìîäåéñòâèÿ êîìïàíèé ðàññìàòðèâàëèñü ðàçëè÷íûå òèïû
âåñîâûõ ôóíêöèé wi: ãèïåðáîëè÷åñêèå, òðåóãîëüíûå, áèêâàäðàòíûå, ãàóññîâ-
ñêèå è ÿäðà Åïàíå÷íèêîâà [3].
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) áûëè ðåàëèçîâàíû

äâà ÷èñëåííûõ ïîäõîäà: ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [1] è ìå-
òîä ïðîåêöèè ãðàäèåíòà [2]. Ïåðâûé îáåñïå÷èâàåò ïîèñê îïòèìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ áþäæåòà ïðè äèñêðåòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà îñíîâå ðåêóððåíòíûõ
ñîîòíîøåíèé Áåëëìàíà. Âòîðîé ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ðåøàòü çàäà÷ó ïðè
áîëüøîì ÷èñëå ïåðåìåííûõ, âûïîëíÿÿ èòåðàöèîííîå óòî÷íåíèå ðåøåíèÿ ñ
ïðîåêöèåé íà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî. Îáà ìåòîäà áûëè àïðîáèðîâàíû íà èñ-
òîðè÷åñêèõ äàííûõ áàçû PaloMARS. Ðàñ÷¼òû ïîêàçàëè, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåøå-
íèÿ ñîãëàñóþòñÿ ìåæäó ñîáîé è îáåñïå÷èâàþò ñîïîñòàâèìóþ òî÷íîñòü. Ìåòîä
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðè ýòîì äà¼ò íåñêîëüêî áîëåå âûñîêèé
óðîâåíü ýôôåêòèâíîãî îõâàòà àóäèòîðèè, òîãäà êàê ìåòîä ïðîåêöèè ãðàäèåí-
òà ïîçâîëÿåò óñêîðèòü âû÷èñëåíèÿ áåç ñóùåñòâåííîé ïîòåðè êà÷åñòâà ðåçóëü-
òàòà. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ñîâìåñòíîãî ìåäèàïëàíèðîâàíèÿ
îáåñïå÷èâàåò ñîãëàñîâàííîå ðàñïðåäåëåíèå ðåêëàìíûõ ñëîòîâ è ñïîñîáñòâóåò
óâåëè÷åíèþ ñîâîêóïíîãî îõâàòà àóäèòîðèè.
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Ïðîãíîçèðîâàíèå èíäåêñà òàã íà îñíîâå
äàííûõ âèäåî î ïîõîäêå
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Çàáîëåâàíèÿ îïîðíî-äâèãàòåëüíîãî àïïàðàòà è âîçðàñòíûå èçìåíåíèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ îñíîâíûìè ôàêòîðàìè ðèñêà ïàäåíèé, ÷òî ïðèâîäèò ê ñåðü¼çíûì òðàâ-
ìàì è èíâàëèäíîñòè [1].

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðîãíîçèðîâàíèå èíäåêñà TUG íà îñíî-
âå âèäåîäàííûõ ïîõîäêè. Îïðåäåëÿþòñÿ îòêëîíåíèÿ äâèæåíèé è ïîêàçàòåëè,
õàðàêòåðèçóþùèå íàðóøåíèÿ êîîðäèíàöèè è áàëàíñà. Ðåçóëüòàòîì èññëåäî-
âàíèÿ ñòàëî ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè, ãäå öåëåâàÿ ôóíêöèÿ � ïðåäñêà-
çàííîå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ òåñòà TUG. Ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü òàêèå êîì-
áèíàöèè áèîìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ âðåìÿ âûïîëíåíèÿ òåñòà
ìèíèìàëüíî, òî åñòü ïîõîäêà íàèáîëåå ýôôåêòèâíà.

Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ïðèçíàêîâ èñïîëüçîâàëàñü íåéðîñåòåâàÿ àðõèòåêòóðà,
èçâëåêàþùàÿ 16 êëþ÷åâûõ òî÷åê ñóñòàâîâ èç âèäåîïîòîêà [2]. Ïîñëå óäàëåíèÿ
òðåíäà, ñâÿçàííîãî ñ èçìåíåíèåì ïîëîæåíèÿ ÷åëîâåêà îòíîñèòåëüíî êàìåðû,
áûëè ðàññ÷èòàíû 63 áèîìåõàíè÷åñêèõ ïðèçíàêà, îïèñûâàþùèõ äëèíû êîíå÷-
íîñòåé, óãëû ñî÷ëåíåíèé è äðóãèå êèíåìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè äâèæåíèÿ.

Äëÿ àíàëèçà çàâèñèìîñòè ìåæäó áèîìåõàíè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè è âðåìå-
íåì òåñòà TUG áûëà ïîñòðîåíà ëèíåéíàÿ ìîäåëü ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàä-
ðàòîâ (Ordinary Least Squares, OLS). Ýòîò ïîäõîä, ÿâëÿÿñü ÷àñòíûì ñëó÷àåì
îáîáù¼ííîé ëèíåéíîé ìîäåëè, ïîçâîëÿåò îöåíèòü âëèÿíèå êàæäîãî ïðèçíà-
êà ïðè ïðåäïîëîæåíèè ëèíåéíîé ñâÿçè ìåæäó ïåðåìåííûìè è íîðìàëüíîñòè
îøèáîê.

Ïîëó÷åííûå êîýôôèöèåíòû ðåãðåññèè ïîçâîëÿþò êîëè÷åñòâåííî îöåíèòü
âêëàä ïðèçíàêîâ â ôîðìèðîâàíèå èòîãîâîãî ïîêàçàòåëÿ. Çíàê êîýôôèöèåíòà
îòðàæàåò íàïðàâëåíèå âëèÿíèÿ, à åãî àáñîëþòíîå çíà÷åíèå � ñòåïåíü âêëà-
äà [4]. Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü îáåñïå÷èâàåò èíòåðïðåòèðóåìóþ ñâÿçü ìåæäó
áèîìåõàíè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè è ôóíêöèîíàëüíîé ñêîðîñòüþ ïåðåäâè-
æåíèÿ.

Àíàëèç ñòàòèñòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè ïîêàçàë, ÷òî íàèáîëüøåå âëèÿíèå íà
âðåìÿ âûïîëíåíèÿ òåñòà îêàçûâàþò ïàðàìåòðû, ñâÿçàííûå ñ äëèíîé øàãà,
óãëîâûìè àìïëèòóäàìè äâèæåíèé òàçà è áàçîé øàãà. Óâåëè÷åíèå àìïëèòóäû
ïîäú¼ìà ãîëåíîñòîïà è ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèÿ òàçà àññîöèèðóåòñÿ ñ óëó÷øå-
íèåì óñòîé÷èâîñòè ïîõîäêè, òîãäà êàê èçáûòî÷íàÿ äëèíà øàãà è øèðîêàÿ
áàçà øàãà� ñ óâåëè÷åíèåì âðåìåíè âûïîëíåíèÿ òåñòà.
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Òàáëèöà 1: Êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé ìîäåëè OLS äëÿ ïðîãíîçà âðåìåíè òåñòà
TUG

Ïðèçíàê Êîýô. Std. err t p

step/fps 10.1273 0.472 21.474 0.000
îòêëîíåíèå ãîëåíîñòîïà ïî õ 0.0738 0.026 2.797 0.005
ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå ïëå÷ ïî õ -29.9832 5.702 -5.258 0.000
ìèíèìàëüíîå îòêëîíåíèå ãîëåíîñòîïà ïî ó -1.0756 0.408 -2.638 0.008
àìïëèòóäà ãîëåíîñòîïà -2.8573 0.644 -4.436 0.000
ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü öåíòðà òàçà -2.2826 0.499 -4.570 0.000
ìèíèìàëüíîå óñêîðåíèå ãîëåíîñòîïà 2.1695 0.793 2.734 0.006
ìèíèìàëüíîå óñêîðåíèå öåíòðà òàçà -2.1235 0.791 -2.686 0.007

Äëÿ ïîâûøåíèÿ óñòîé÷èâîñòè è èíòåðïðåòèðóåìîñòè ìîäåëè áûë ïðîâåä¼í
îòáîð ïðèçíàêîâ íà îñíîâå ïîêàçàòåëÿ ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè (VIF) è óðîâ-
íÿ ñòàòèñòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè (p-value) [3]. Â èòîãîâóþ ìîäåëü âêëþ÷åíû
òîëüêî íåçàâèñèìûå è çíà÷èìûå ïðåäèêòîðû, îáåñïå÷èâàþùèå îïòèìàëüíîå
ñîîòíîøåíèå òî÷íîñòè è ïðîñòîòû èíòåðïðåòàöèè.

Ñðàâíåíèå ìîäåëåé ïîêàçàëî, ÷òî ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ íà îñíîâå OLS îáåñ-
ïå÷èâàåò êîýôôèöèåíò äåòåðìèíàöèè R2 = 0.40, óêàçûâàþùèé íà íàëè÷èå
âûðàæåííîé ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó áèîìåõàíè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè
è âðåìåíåì òåñòà. Ìîäåëü ñëó÷àéíîãî ëåñà ïîêàçàëà áîëåå âûñîêîå çíà÷åíèå
R2 = 0.63, ÷òî ïîäòâåðæäàåò å¼ ñïîñîáíîñòü ó÷èòûâàòü íåëèíåéíûå âçàèìî-
äåéñòâèÿ ìåæäó ïðèçíàêàìè.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ñ÷èòàòü óäîâëåòâîðèòåëüíûìè: ëèíåéíàÿ
ìîäåëü îáåñïå÷èâàåò ïðîçðà÷íóþ èíòåðïðåòàöèþ ôàêòîðîâ, à ìåòîäû ìàøèí-
íîãî îáó÷åíèÿ � áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü. Ñîâìåñòíîå èñïîëüçîâàíèå ýòèõ
ïîäõîäîâ ïîçâîëÿåò ñî÷åòàòü îáúÿñíèìîñòü è ýôôåêòèâíîñòü, ÷òî âàæíî ïðè
àíàëèçå áèîìåõàíèêè ïîõîäêè è îöåíêå ôóíêöèîíàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïàöèåí-
òà.
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Îá ýâðèñòè÷åñêîì ïîäõîäå ê ðåøåíèþ
çàäà÷è î ïðè¼ìêå è äîñòàâêå ãðóçîâ ñ

âðåìåííûìè îãðàíè÷åíèÿìè
Ãîëåìáèîâñêèé Äìèòðèé Þðüåâè÷, Öàðüêîâ Íèêèòà

Âëàäèìèðîâè÷
Êàôåäðà èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé, ÂÌÊ, e-mail: golemb@cs.msu.ru, tsarkov90@yandex.ru

Îäíèìè èç íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå òðàíñïîðòíûõ çà-
äà÷ ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è ìàðøðóòèçàöèè òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ (Vehicle Routing
Problem, VRP). Çàäà÷è VRP îòíîñÿòñÿ ê êëàññó NP-ñëîæíûõ çàäà÷, à ïîýòî-
ìó ïðè èõ ðåøåíèè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü
ðåçêî âîçðàñòàåò ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðíîñòè çàäà÷è.

Çàäà÷è î ïðè¼ìêå è äîñòàâêå ãðóçîâ (Pickup and Delivery Problems, PDP)
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîäêëàññ çàäà÷ ìàðøðóòèçàöèè, â êîòîðûõ íåîáõîäèìî
ðàñïðåäåëèòü ïî ìàøèíàì íàáîð çàïðîñîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ çàêëþ÷àåòñÿ
â äîñòàâêå ãðóçà èç ïóíêòà ïðè¼ìêè â ïóíêò äîñòàâêè. Öåëü çàäà÷è çàêëþ÷à-
åòñÿ â ïîñòðîåíèè ìàðøðóòîâ äëÿ ìàøèí (èëè êóðüåðîâ), ïðè ýòîì êàæäûé
çàïðîñ äîëæåí áûòü âûïîëíåí òîëüêî îäíîé ìàøèíîé, ïðè ýòîì ñóììàðíûå
ðàñõîäû äîëæíû áûòü ìèíèìàëüíûìè.

Â äàííîì äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ïðè¼ìêå è äîñòàâêå ãðóçîâ ñ
âðåìåííûìè îãðàíè÷åíèÿìè (Pickup and Delivery Problem with TimeWindows,
PDPTW) è ïðåäëàãàåòñÿ ýâðèñòè÷åñêèé ïîäõîä ê å¼ ðåøåíèþ ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ìîäèôèêàöèè ëîêàëüíîãî ïîèñêà � àäàïòèâíîãî ïîèñêà â áîëüøèõ
îêðåñòíîñòÿõ (Adaptive Large Neighbourhood Search, ALNS), çàêëþ÷àþùåãî
â ïðèìåíåíèè íåêîòîðûõ îïåðàòîðîâ ðàçðóøåíèÿ è âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ.
Àëãîðèòì ìîäèôèöèðîâàí áûñòðûìè æàäíûìè è ñîæàëåþùèìè âñòàâêàìè,
÷òî ïîçâîëÿåò óñêîðèòü ïîèñê ðåøåíèÿ. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä äåìîíñòðè-
ðóåò õîðîøèé áàëàíñ ìåæäó òî÷íîñòüþ ðåøåíèé è âðåìåíåì âû÷èñëåíèé, è
ïîçâîëÿåò ëåãêî àäàïòèðîâàòüñÿ ïîä ðàçëè÷íûå ñòîõàñòè÷åñêèå èëè äèíàìè-
÷åñêèå ðàñøèðåíèÿ çàäà÷è PDPTW. Ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà ïîäòâåðæäåíà
íà òåñòîâûõ íàáîðàõ Li & Lim è Sartori.
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Îïèñàíèå ALNS Àäàïòèâíûé ïîèñê â áîëüøèõ îêðåñòíîñòÿõ äîñòàòî÷íî
õîðîøî çàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ â ñòàòüÿõ â êà÷åñòâå ñïîñîáà ðåøåíèÿ òðàíñïîðò-
íûõ çàäà÷ VRP [6].

Â ALNS íà êàæäîé èòåðàöèè ê âûïîëíèìîìó ðåøåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíî
ïðèìåíÿþòñÿ äâå îïåðàöèè óïðîñòèòü äî äâóõ âèäîâ:

� Ðàçðóøåíèå ðåøåíèÿ (Destroy), ò.å. óäàëåíèå çàïðîñîâ èç íåêîòîðûõ ìàðø-
ðóòîâ

� Âîññòàíîâëåíèå ðåøåíèÿ (Repair), ò.å. âñòàâêà óäàëåííûõ çàïðîñîâ â íîâûå
ïîçèöèè â ìàðøðóòàõ

È òîãäà, â ðàìêàõ ALNS, îêðåñòíîñòüþ òåêóùåãî ðåøåíèÿ áóäåò ñ÷èòàòü-
ñÿ ìíîæåñòâî ðåøåíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïóò¼ì ïðèìåíåíèÿ ïà-
ðû îïåðàòîðîâ ðàçðóøåíèÿ è âîññòàíîâëåíèÿ ê èñõîäíîìó ðåøåíèþ, è ýòà
îêðåñòíîñòü çàäà¼òñÿ ìíîæåñòâîì ïîäîêðåñòíîñòåé ðåøåíèé, ïîðîæäåííûõ
âñåìè âîçìîæíûìè êîìáèíàöèÿìè îïåðàòîðîâ ðàçðóøåíèÿ è âîññòàíîâëåíèÿ
(äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå).

Êðîìå òîãî, ALNS âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìåõàíèçì àäàïòèâíîãî âûáîðà îïå-
ðàòîðîâ, ÷òî äîáàâëÿåò â àëãîðèòì íåêèé ýëåìåíò îáó÷àþùåé ñòðàòåãèè �
ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðîâ íà ïðåäûäóùèõ îïåðàòîðîâ âëèÿþò íà
âåðîÿòíîñòü èõ âûáîðà â áóäóùåì, òî åñòü àëãîðèòì íå ïðîñòî ïîñëåäîâàòåëü-
íî èëè ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåò îïðåäåëåííûå îïåðàòîðû ðàçðóøåíèÿ
èëè âîññòàíîâëåíèÿ, îí âî âðåìÿ ïîèñêà ïîäñòðàèâàåòñÿ ïîä îïðåäåë¼ííûé
ïðèìåð çàäà÷è, âûáèðàÿ òó ïàðó îïåðàòîðîâ ðàçðóøåíèÿ è âîññòàíîâëåíèÿ,
êîòîðûå áûñòðåå âñåãî ñòðåìÿòñÿ ê ýêñòðåìóìó.

Â ñîâîêóïíîñòè âñå ýòî ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ¾ïåðåñêàêèâàòü¿ ÷åðåç ëî-
êàëüíûå ýêñòðåìóìû è çíà÷èòåëüíî ðàñøèðèòü îáëàñòü ïîèñêà ïî ñðàâíåíèþ
ñ îáû÷íûì ëîêàëüíûì ïîèñêîì.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îíëàéí-çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ïàð-
êîì ñåëüñêîõîçÿéñòâåííîé òåõíèêè ïðè îãðàíè÷åííûõ ðåñóðñàõ, ïðåæäå âñåãî
òîïëèâå è ìîòîðåñóðñå. Â êàæäîì ðàóíäå íåîáõîäèìî íàçíà÷èòü òåõíèêå îäíó
èç âîçìîæíûõ ðàáîò. Ïðè âûïîëíåíèè çàäà÷è àãðåãàò ïðèíîñèò íåêîòîðóþ
âûðàáîòêó (íàïðèìåð, îáðàáîòàííóþ ïëîùàäü) è ðàñõîäóåò òîïëèâî. Îäíà-
êî òî÷íûå ïîêàçàòåëè âûðàáîòêè è çàòðàò äëÿ ðàçíûõ âàðèàíòîâ çàðàíåå
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íåèçâåñòíû è íàáëþäàþòñÿ òîëüêî â ïðîöåññå ðàáîòû. Òðåáóåòñÿ ðàçðàáîòàòü
ñòðàòåãèþ ðàñïðåäåëåíèÿ çàäà÷, ìàêñèìèçèðóþùóþ îáùóþ âûðàáîòêó òåõ-
íèêè â äîëãîñðî÷íîì ïåðèîäå, íå äîïóñêàÿ èñ÷åðïàíèÿ îãðàíè÷åííîãî çàïàñà
òîïëèâà.
Ìîäåëü Bandits with Knapsacks. Óêàçàííóþ ïðîáëåìó ìîæíî ôîðìà-

ëèçîâàòü êàê çàäà÷ó ìíîãîðóêîãî áàíäèòà ñ ðþêçàêîì (Bandits with Knapsacks,
BwK) [2]. Â ýòîé ìîäåëè êàæäîå äåéñòâèå a ïðè âûáîðå äà¼ò ñëó÷àéíûé âû-
èãðûø (íàãðàäó Xa) è òðåáóåò ðàñõîäà îïðåäåë¼ííîãî ðåñóðñà (ñòîèìîñòü
Ca). Íàêîïëåííûé ðàñõîä íå äîëæåí ïðåâûøàòü çàäàííûé áþäæåò B. Öåëü
àãåíòà � ìàêñèìèçèðîâàòü ñóììàðíóþ íàãðàäó çà ãîðèçîíò T , íå ïðåâûñèâ
áþäæåò ïî ðåñóðñó. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íàãðàäà ñîîòâåòñòâóåò âûðà-
áîòêå ñåëüõîçòåõíèêè, à ñòîèìîñòü � ðàñõîäó òîïëèâà. Çàäà÷à îñëîæíÿåòñÿ
òåì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ Xa è Ca íå èçâåñòíû çàðàíåå. Â îòëè÷èå îò êëàññè-
÷åñêîãî ìíîãîðóêîãî áàíäèòà [1,4], â ìîäåëè BwK îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ íå
ñâîäèòñÿ ê âûáîðó îäíîãî ëó÷øåãî äåéñòâèÿ: íåîáõîäèìî èñêàòü êîìïðîìèññ
ìåæäó âåëè÷èíîé âûèãðûøà è ¾öåíîé¿ åãî ïîëó÷åíèÿ [2].
Àëãîðèòì UCB-R. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåäëàãàåì ìîäèôèêàöèþ àë-

ãîðèòìà Upper Con�dence Bound (UCB) [1] ñ ó÷¼òîì ðàñõîäóåìîãî ðåñóð-
ñà � óñëîâíî íàçîâ¼ì å¼ UCB-R. Àëãîðèòì ïîääåðæèâàåò îöåíêè µ̂a(t) è
ĉa(t) äëÿ ñðåäíåãî âûèãðûøà è ñðåäíèõ çàòðàò òîïëèâà äëÿ êàæäîãî äåé-
ñòâèÿ a íà øàãå t, à òàêæå èñïîëüçóåò ïàðàìåòð λ > 0, èíòåðïðåòèðóåìûé
êàê ¾òåíåâàÿ öåíà¿ åäèíèöû ðåñóðñà. Íà êàæäîì øàãå âûáèðàåòñÿ äåéñòâèå
at = arg maxa Ia(t), ìàêñèìèçèðóþùåå èíäåêñ:

Ia(t) = µ̂a(t) +

√
2 ln t

na(t)
− λ ĉa(t).

Çäåñü na(t) � ÷èñëî âûáîðîâ äåéñòâèÿ a ê ìîìåíòó t. Òàêèì îáðàçîì, àë-
ãîðèòì îöåíèâàåò äëÿ êàæäîãî äåéñòâèÿ ðàçíîñòü îæèäàåìîé âûðàáîòêè è
ïðèâåä¼ííûõ çàòðàò λĉa(t), äîáàâëÿÿ áîíóñ äëÿ íåäîèññëåäîâàííûõ äåéñòâèé
(ïåðâûé ÷ëåí � îïòèìèñòè÷íàÿ îöåíêà ïî UCB). Ïàðàìåòð λ ìîæíî ïîäî-
áðàòü çàðàíåå èëè îáíîâëÿòü íà îñíîâå îñòàâøåãîñÿ òîïëèâà � èíòóèòèâíî îí
îòðàæàåò ïðåäåëüíóþ öåííîñòü ðåñóðñà. Àëãîðèòì UCB-R îòíîñèòñÿ ê êëàñ-
ñó îïòèìèñòè÷íûõ ñòðàòåãèé: ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì T îí ñóæàåò îöåíêè
µ̂a, ĉa ê èñòèííûì ñðåäíèì è âûáèðàåò áëèçêîå ê îïòèìàëüíîìó ñ òî÷êè çðå-
íèÿ íàãðàäû ðåøåíèå ñ ó÷¼òîì áþäæåòà.
Âûâîäû. Ïðåäëîæåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è îíëàéí-ðàñïðåäåëåíèÿ ðàáîò àã-

ðîòåõíèêè ñ îãðàíè÷åííûìè ðåñóðñàìè â âèäå BwK. Ýòî ïîçâîëèëî ïðèìå-
íèòü ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ïî ïðèíöèïó UCB, äîïîëíÿåìûé êîìïîíåíòîé
ó÷¼òà ðàñõîäà òîïëèâà. Äàííûé ïîäõîä îáåñïå÷èâàåò âûñîêóþ ñóììàðíóþ
ïðîäóêòèâíîñòü ïðè ñîáëþäåíèè ðåñóðñíîãî îãðàíè÷åíèÿ è îáëàäàåò òåîðå-
òè÷åñêèìè ãàðàíòèÿìè ïî ðåãðåòó. Â áóäóùåì ïëàíèðóåòñÿ ó÷åñòü äîïîëíè-
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òåëüíûé êîíòåêñò (íàïðèìåð, ðàçíîðîäíîñòü ïîëåé, óñëîâèé) è ðàññìîòðåòü
ìíîãîêðèòåðèàëüíûå âàðèàíòû (ñ íåñêîëüêèìè âèäàìè ðåñóðñîâ ëèáî öåëå-
âûõ ìåòðèê).
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Ñåêöèÿ: "Ñèñòåìíîå ïðîãðàììèðîâàíèå è èíôîð-

ìàöèîííûå òåõíîëîãèè".

Ïîäñåêöèÿ êàôåäð ñóïåðêîìïüþòåðîâ è êâàíòîâîé èíôîðìàòèêè è
àâòîìàòèçàöèè ñèñòåì âû÷èñëèòåëüíûõ êîìïëåêñîâ

Î êëàññèôèêàöèè òð¼õìåðíûõ èçîáðàæåíèé
ñ ïîìîùüþ ãðàôîâûõ íåéðîñåòåé

Ñàéáåëü Òèìîôåé Àëåêñàíäðîâè÷1, Íèêîëüñêèé Èëüÿ
Ìèõàéëîâè÷2

1 Êàôåäðà ñóïåðêîìïüþòåðîâ è êâàíòîâîé èíôîðìàòèêè, e-mail: saibeltimofei@gmail.com
2 Êàôåäðà ñóïåðêîìïüþòåðîâ è êâàíòîâîé èíôîðìàòèêè, e-mail: nikolsky@cs.msu.ru

Â 1987 ãîäó íåéðîáèîëîã Èðâèíã Áèäåðìàí ïðåäëîæèë òåîðèþ ðàñïîçíàâà-
íèÿ ïî êîìïîíåíòàì [1], â êîòîðîé óòâåðæäàëîñü, ÷òî ÷åëîâåê ðàñïîçíà¼ò
îáúåêòû, ðàñêëàäûâàÿ èõ íà ýëåìåíòàðíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ôîðìû, êîòîðûå
Áèäåðìàí íàçâàë ãåîíàìè. Òàêèõ ãåîíîâ áûëî âûäåëåíî áîëåå 20, â èõ ÷èñëå
öèëèíäð, êîíóñ, ïàðàëëåëåïèïåä è äðóãèå.

Äàííàÿ òåîðèÿ ñòàëà äîñòàòî÷íî ïîïóëÿðíîé, å¼ ïðèíöèïû èñïîëüçóþò-
ñÿ â íåêîòîðûõ àëãîðèòìàõ êîìïüþòåðíîãî çðåíèÿ. Òàê, íàïðèìåð, â [2] äëÿ
îïèñàíèÿ òð¼õìåðíîé ñöåíû èñïîëüçóåòñÿ ðàçëîæåíèå å¼ â ñîâîêóïíîñòü ïðè-
ìèòèâîâ èç ìíîæåñòâà [ïðèçìà, öèëèíäð, êîíóñ, ýëëèïñîèä, ïèðàìèäà, òîð],
îáúåäèí¼ííûõ îòíîøåíèÿìè âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ("íàä "ïîä"è äð.). Ðàñ-
ïîçíàâàíèå ñöåíû â óêàçàííîé ðàáîòå âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñâ¼ðòî÷íîé
íåéðîñåòè YOLACT.

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ îáúåêòîâ
èç êîëëåêöèè ShapeNet. Îáúåêòû ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå òîïîëîãè÷åñêîãî
ãðàôà ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðèìèòèâîâ èç ñëåäóþùåãî íàáîðà: [ïëîñêîñòü, öè-
ëèíäð, ñôåðà, êîíóñ, òîð]. Ïðèìèòèâû âûäåëÿþòñÿ èç îáëàêà òî÷åê ñ ïîìî-
ùüþ àëãîðèòìà RANSAC [3].

Â ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè ãðàôîâûõ íåé-
ðîñåòåé ïðè ðàñïîçíàâàíèè îáúåêòîâ ïî èõ òîïîëîãè÷åñêèì ãðàôàì. Ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå GConv-ñëîè: GCNConv, GraphConv, GATConv, GINConv
è GraphSAGE. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäèêè AdaptiveGNN ñ êîíòðîëëåðîì íà áàçå
LSTM áûëî ïîäîáðàíà íàèáîëåå ýôôåêòèâíîå ñî÷åòàíèå ñëî¼â, ïîçâîëèâøåå
äîñòè÷ü òî÷íîñòè áîëåå 90% íà íåêîòîðûõ êàòåãîðèÿõ îáúåêòîâ.
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Ìîäåëü êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
ïûëåâûõ êëàñòåðîâ ñ ôðàêòàëüíîé

âíóòðåííåé ñòðóêòóðîé â ïðîòîïëàíåòíûõ
ãàçîïûëåâûõ äèñêàõ
Ðóñîë Àíäðåé Âëàäèìèðîâè÷1, 2

1 Èíñòèòóò ãåîõèìèè è àíàëèòè÷åñêîé õèìèè èì. Â.È. Âåðíàäñêîãî ÐÀÍ (ÃÅÎÕÈ ÐÀÍ), Ìîñêâà,
Ðîññèÿ, e-mail: fermatainbox.ru

2 Êàôåäðà Ñóïåðêîìïüþòåðîâ è êâàíòîâîé èíôîðìàòèêè, ÂÌÊ ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, Ìîñêâà,
Ðîññèÿ, e-mail:

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàçâèòèå ðàíåå ïðåäëîæåííîé ìîäåëè êîí-
òàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïûëåâûõ êëàñòåðîâ â ãàçîïûëåâîì ïðîòîïëàíåòíîì
äèñêå [1,2,3,4]. Ìîäåëü íàïðàâëåíà íà óïðîùåíèå ó÷åòà ïðîöåññîâ â çîíå êîí-
òàêòà ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö ïðè èññëåäîâàíèè ïðîöåññîâ îáðàçîâàíèÿ è
ýâîëþöèè ïûëåâûõ ñòðóêòóð è òâåðäûõ òåë íà ðàííèõ ñòàäèÿõ ôîðìèðîâà-
íèÿ ïëàíåòíûõ ñèñòåì. Â îñíîâå ìîäåëè ëåæèò ïðåäñòàâëåíèå î ôîðìèðîâà-
íèè ïûëåâûõ ôðàêòàëüíûõ êëàñòåðîâ êàê ðåçóëüòàòà àãðåãàöèè ïåðâè÷íûõ
ïûëåâûõ ÷àñòèö, îáðàçóþùèõñÿ íà ñóïðàìîëåêóëÿðíîì óðîâíå åùå íà ñòàäèè
ïðîòîçâåçäíûõ ìîëåêóëÿðíûõ îáëàêîâ.

Â óñëîâèÿõ ïðîòîïëàíåòíîãî ãàçîïûëåâîãî äèñêà ïðîöåññ äàëüíåéøåãî ðî-
ñòà ÷àñòèö òâåðäîòåëüíîé êîìïîíåíòû ïðèâîäèò ê ïîñòåïåííîìó ïðåîäîëåíèþ
íàíî-, ìèêðî- è ìåçîìàñøòàáíûõ ðàçìåðîâ, ñ ñîõðàíåíèåì ñëîæíîé âíóò-
ðåííåé ñòðóêòóðû ïîðîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ îöåíêè ðåçóëüòàòîâ ñòîëê-
íîâèòåëüíîé ýâîëþöèè ïûëåâûõ êëàñòåðîâ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü âëèÿíèå
èõ âíóòðåííåé ñòðóêòóðû íà ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû â çîíå êîíòàêòà. Â ðàáî-
òå ïðåäëîæåíî îïèñàíèå ðåîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ òàêèõ ïûëåâûõ ñòðóêòóð ñ
ïîìîùüþ èõ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè, êàê ìåðû çàïîëíåíèÿ îáúåìà òâåð-
äîé êîìïîíåíòîé. Äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè ïðèíÿòû
â äèàïàçîíå îò 2.0 (äâóìåðíûå ïðîñòðàíñòâåííûå ñòðóêòóðû) äî 3.0 (ïëîòíûå
êâàçèîäíîðîäíûå ÷àñòèöû).

Èñïîëüçóåìûå àëãîðèòìû ïîçâîëÿþò ðåàëèçîâàòü âû÷èñëåíèÿ íà ñîâðå-
ìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ àðõèòåêòóðàõ, òàêèõ êàê ìíîãîÿäåðíûå ïðîöåññîðû,
âû÷èñëèòåëüíûå êëàñòåðû, à òàêæå àðõèòåêòóðû íà îñíîâå GPU-âû÷èñëèòåëåé.
Òàêîé ïîäõîä äàåò âîçìîæíîñòü ìîäåëèðîâàòü äèíàìèêó áîëüøèõ àíñàìáëåé
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âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïûëåâûõ êëàñòåðîâ â øèðîêîì äèàïàçîíå âðåìåííûõ
øêàë: îò äîëåé ñåêóíäû äëÿ ìèêðî÷àñòèö, äî ñîòåí ìèëëèîíîâ è áîëåå ëåò
äëÿ êðóïíûõ ãðàâèòèðóþùèõ òåë. Ðàçðàáîòàííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ïðîâî-
äèòü ïàðàìåòðè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññîâ ðîñòà è ýâîëþöèè ïûëåâûõ
àãðåãàòîâ â ðàçëè÷íûõ çîíàõ ïðîòîïëàíåòíîãî äèñêà äëÿ ðàçíûõ íà÷àëüíûõ
ðàñïðåäåëåíèÿõ ÷àñòèö ïî ðàçìåðàì è ñîñòàâó. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâî-
ëèëè âûÿâèòü îñíîâíûå çàêîíîìåðíîñòè ëîêàëüíîé ýâîëþöèè òâåðäîòåëüíîé
êîìïîíåíòû ïðîòîïëàíåòíûõ ãàçîïûëåâûõ äèñêîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÃÅÎÕÈ ÐÀÍ.
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Ïðåäñòàâëåíî ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ýôôåêòèâíîñòè ìíîãîàãåíò-
íîãî ìåòîäà áàëàíñèðîâêè ñåòåâûõ ïîòîêîâ [1], îñíîâàííîãî íà ìíîãîàãåíò-
íîì ìåòîäå MAROH (Multi-Agent Routing using Hashing) [2]. Â îòëè÷èå îò
MAROH, â ýòîì ìåòîäå êîíòóð óïðàâëåíèÿ àãåíòà ïîñòðîåí íà ïðèíöèïàõ
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ÷åëîâåêîì è ñîñòîèò èç äâóõ óðîâíåé. Ïåðâûé óðîâåíü
îáåñïå÷èâàåò àâòîíîìíîå ïðèíÿòèå ðåøåíèé àãåíòîì íà îñíîâå íàêîïëåííîãî
îïûòà� ñîñòîÿíèé, êîòîðûå íàáëþäàë àãåíò, è çíàíèÿ äåéñòâèé â ýòèõ ñîñòî-
ÿíèÿõ. Âòîðîé óðîâåíü ïîçâîëÿåò àãåíòó ïðèíèìàòü ðåøåíèÿ äëÿ íåçíàêîìûõ
ñîñòîÿíèé. Ñîñòîÿíèå ñ÷èòàåòñÿ çíàêîìûì àãåíòó, åñëè îíî áëèçêî (ïî îïðå-
äåë¼ííîé ìåòðèêå) ê ñîñòîÿíèþ, ñ êîòîðûì àãåíò óæå ñòàëêèâàëñÿ.
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Íà 4 òîïîëîãèÿõ (ñîäåðæàùèõ äî 96 àãåíòîâ) ýêñïåðèìåíòàëüíî èññëåäîâà-
íà ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà SAMAROH-2L (Simultaneous Actions MAROH with
Two-Layer Control Plane) ñ äâóõóðîâíåâûì êîíòóðîì óïðàâëåíèÿ ïî ñðàâíå-
íèþ ñ îäíîêîíòóðíûìè ìåòîäàìè SAMAROH è MAROH, ðàâíîìåðíîé áà-
ëàíñèðîâêîé Equal-cost Multi-Path (ECMP) [3] è öåíòðàëèçîâàííûì ãåíåòè-
÷åñêèì àëãîðèòìîì. Íà äâóõ èç ýòèõ òîïîëîãèé òàêæå èññëåäîâàíà ýôôåê-
òèâíîñòü ìåòîäà SAMAROH-2L äëÿ ðàçíûõ âàðèàíòîâ ìåðû ñõîäñòâà ñîñòî-
ÿíèé (ìåòðèêè L2 è L1, êîñèíóñíîå ðàññòîÿíèå), ïîðîãà ñõîäñòâà ñîñòîÿíèé è
ðàçìåðà ïàìÿòè àãåíòà.

Ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîêàçàíî, ÷òî äâóõêîíòóðíûé ìåòîä SAMAROH-2L ïðå-
âîñõîäèò ïî ýôôåêòèâíîñòè ìåòîä ñ îäíîóðîâíåâûì êîíòóðîì óïðàâëåíèÿ �
íàïðèìåð, áûñòðåå ïðèíèìàåò ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì îáúåì ìåæàãåíòíîé êîììó-
íèêàöèè ñíèæàåòñÿ íà 1�80% (â çàâèñèìîñòè îò âûáðàííîãî ïîðîãà ñõîäñòâà)
ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì SAMAROH ñ îäíîâðåìåííûìè äåéñòâèÿìè àãåíòîâ,
è íà 80�96% ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì MAROH ñ íåîäíîâðåìåííûìè äåéñòâè-
ÿìè.
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Ìåòîäû îïòèìèçàöèè èñïîëüçîâàíèÿ GPU
äëÿ ñòðóêòóðíîãî àíàëèçà áåëêîâ:

ñîïîñòàâëåíèå ïàð ôðàãìåíòîâ áåëêîâ
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Îäíèì èç ÷àñòûõ âàðèàíòîâ ïðèìåíåíèÿ ãðàôè÷åñêèõ óñêîðèòåëåé ÿâëÿåò-
ñÿ óñêîðåíèÿ ïðîöåññà ïàêåòíîé îáðàáîòêè äàííûõ. Â ðàìêàõ äàííîé çàäà÷è
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ìîæíî âûäåëèòü îòäåëüíûå ýòàïû - ïîäãîòîâêà äàííûõ íà CPU, ïåðåäà÷à
îáðàáàòûâàåìûõ äàííûõ íà GPU, îáðàáîòêà ïàêåòà çàäà÷ íà ãðàôè÷åñêîì
óñêîðèòåëå, êîïèðîâàíèå ðåçóëüòàòîâ îáðàáîòêè c GPU è ïîñòîáðàáîòêà ðå-
çóëüòàòîâ íà CPU. Òàê æå ïðè àäàïòàöèè àëãîðèòìîâ ïîä àðõèòåêòóðó ãðà-
ôè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ÷àñòî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðåàëèçàöèè ïàêåòíîé îá-
ðàáîòêè òèïîâûõ çàäà÷ äëÿ êîíòðîëÿ îáúåìà èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè GPU ïðè
îáðàáîòêå äàííûõ.

Ïðè ðåàëèçàöèè ïàêåòíîé îáðàáîòêè äàííûõ íà ãðàôè÷åñêèõ óñêîðèòåëÿõ
âàæíûì ôàêòîðîì, âëèÿþùèì íà ïðîèçâîäèòåëüíîñòü, ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî
îïòèìèçàöèÿ êîäà, èñïîëíÿåìîãî íåïîñðåäñòâåííî íà GPU, íî è îðãàíèçàöèÿ
âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó CPU è GPU. Â ýòîì ñëó÷àå îñíîâíûìè ïðèåìàìè
îïòèìèçàöèè ÿâëÿþòñÿ:

1. Îðãàíèçàöèÿ êîíâåéåðà âû÷èñëåíèé íà GPU.
Ñîâðåìåííûå ãðàôè÷åñêè óñêîðèòåëè ïðåäïîëàãàþò âîçìîæíîñòü åäèíî-
âðåìåííîãî èñïîëíåíèÿ êîïèðîâàíèÿ äàííûõ íà óñòðîéñòâî, ñ óñòðîéñòâà
è âûïîëíåíèå âû÷èñëåíèé. Îðãàíèçàöèÿ êîíâåéåðà âû÷èñëåíèé ïðåäïî-
ëàãàåò ðàçáèâêó ïàêåòà çàäà÷ íà ïîäïàêåòû ìåíüøåé ðàçìåðà è âûñòðàè-
âàíèå ïàéïëàéíà ñîñòîÿùåãî îòïðàâêè äàííûõ äëÿ îáðàáîòêè ïîäïàêåòà,
îáðàáîòêè ïîäïàêåòà è êîïèðîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ, ïîçâîëÿþùèõ ïåðåêðûòü
îáìåíû ïîëåçíûìè âû÷èñëåíèÿìè.

2. Îðãàíèçàöèÿ äâîéíîé áóôåðèçàöèè äëÿ GPU.
Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà äâîéíîé áóôåðèçàöèè ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü ïî-
ñòîáðàáîòêó ïðåäûäóùåãî ïàêåòà çàäà÷ è ïðåäïîäãîòîâêó äàííûõ äëÿ ñëå-
äóþùåãî îäíîâðåìåííî ñ îáðàáîòêîé òåêóùåãî ïàêåòà íà ãðàôè÷åñêèõ óñêî-
ðèòåëåé.

Áûëî ðàññìîòðåíî âëèÿíèå ïðèìåíåíèÿ óêàçàííûõ ðàíåå ïîäõîäîâ îïòè-
ìèçàöèè èñïîëüçîâàíèÿ GPU ïðè ïàêåòíîé îáðàáîòêå çàäà÷ íà ïðèìåðå ýòàïà
ñîïîñòàâëåíèÿ ïàð ôðàãìåíòîâ áåëêîâ ìåòîäîì Êàáøà [1, 2] ïðè ïîñòðîå-
íèè ñòðóêòóðíûõ âûðàâíèâàíèé AFP-àëãîðèòìîìî MATT [3], ðàññìîòðåí-
íîì â ðàìêàõ íàøåé ïðåäûäóùåé ðàáîòû [4]. Ïðîâåä¼ííûé àíàëèç ïîêàçàë,
÷òî êîìáèíèðîâàííîå èñïîëüçîâàíèå êîíâåéåðèçàöèè è ïåðåêðûòèÿ âû÷èñëå-
íèé ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ãðàôè-
÷åñêèõ óñêîðèòåëåé.

Ðàññìîòðåííûå ìåòîäû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû êàê ïðè ïåðåíîñå äðóãèõ
àëãîðèòìîâ ñòðóêòóðíîãî àíàëèçà áåëêîâ íà GPU, òàê è ïðè ïðîåêòèðîâàíèè
ãåòåðîãåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðèëîæåíèé, òðåáóþùèõ ñîãëàñîâàííîãî âçà-
èìîäåéñòâèÿ ìåæäó CPU è GPU.
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Ïðèìåíåíèå ñâåðòî÷íûõ íåéðîííûõ ñåòåé â
çàäà÷àõ áûñòðîé ðåêîíñòðóêöèè òðåêîâ

÷àñòèö
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðåêîíñòðóêöèè òðåêîâ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö [1] ïî äàí-
íûì òðåêîâûõ äåòåêòîðîâ â ýêñïåðèìåíòå BM@N [2]. Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü
äàííîé çàäà÷è, îáóñëîâëåííàÿ ôèçè÷åñêèì óñòðîéñòâîì ïðèìåíÿåìûõ äåòåê-
òîðîâ, çàêëþ÷àåòñÿ â ãåíåðàöèè èìè áîëüøîãî ÷èñëà ëîæíûõ òî÷åê, ñîïðî-
âîæäàþùèõ èñòèííûå äàííûå. Äëÿ ðàçðàáîòêè è èññëåäîâàíèÿ ìåòîäîâ ðåøå-
íèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è áûëà ïîñòàâëåíà äâóìåðíàÿ ìîäåëüíàÿ çàäà÷à,
â êîòîðîé èñêîìûå òðàåêòîðèè îïèñûâàþòñÿ ïðÿìûìè ëèíèÿìè èëè äóãàìè
îêðóæíîñòåé. Ïðåäëîæåíû è èññëåäîâàíû äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåí-
íîé çàäà÷è: ñâ¼ðòî÷íàÿ ñåòü U-Net [3] è ìîäåëü Transformer [4].

Ðèñ. 1: Ðàñïîçíàâàíèå òðåêîâ ìîäåëÿìè U-Net (ñëåâà) è Transformer (ñïðàâà)

Ïðîâåäåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî U-Net îáåñïå-
÷èâàåò íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû äëÿ ïðÿìûõ òðåêîâ:

IoU ≈ 0.95, F1 ≈ 0.997,

òîãäà êàê ìîäåëü Transformer îêàçàëàñü áîëåå óñòîé÷èâîé ïðè ðåøåíèè çàäà-
÷è ðåêîíñòðóêöèè äóã:

IoU ≈ 0.89, F1 ≈ 0.990.
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Ìåòðèêà IoU õàðàêòåðèçóåò òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ âñåé òðàåêòîðèè, à ìåò-
ðèêà F1 îòðàæàåò ñïîñîáíîñòü ðàçëè÷àòü èñòèííûå õèòû è øóì. Òàêèì îáðà-
çîì, ñâåðòî÷íàÿ àðõèòåêòóðà îêàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíåå ïðè âîññòàíîâëåíèè
ëèíåéíûõ òðåêîâ, à ìîäåëè íà îñíîâå ìåõàíèçìà âíèìàíèÿ ëó÷øå ñïðàâëÿ-
þòñÿ ñî ñëó÷àåì êðèâîëèíåéíûõ òðàåêòîðèé (ðèñ. 1).

Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ðàñøèðåíèå ðåàëèçîâàííûõ ìåòîäîâ íà òð¼õ-
ìåðíûé ñëó÷àé.
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Ïðîãíîçèðîâàíèå ðàçìåðà îêíà ïåðåãðóçêè
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Îêíî ïåðåãðóçêè (cwnd) � êëþ÷åâàÿ óïðàâëÿþùàÿ ïåðåìåííàÿ TCP: îíî
îãðàíè÷èâàåò îáú¼ì íåïîäòâåðæä¼ííûõ äàííûõ ¾â ïóòè¿ è òåì ñàìûì ôàê-
òè÷åñêè çàäà¼ò òåìï îòïðàâêè. Â äàòà-öåíòðàõ è ñåòè Èíòåðíåò ïàðàìåòðû
òðàôèêà áûñòðî ìåíÿþòñÿ; êîíêóðèðóþùèå ïîòîêè âûçûâàþò êðàòêîñðî÷-
íûå ñêà÷êè RTT è äîñòóïíîé ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ. Òðàäèöèîííûå àëãîðèòìû
óïðàâëåíèÿ ïåðåãðóçêîé, îñíîâàííûå íà ïîòåðÿõ/çàäåðæêàõ (íàïðèìåð, Reno
èëè CUBIC), êîððåêòèðóþò cwnd óæå ïî ôàêòó âîçíèêøåé ïåðåãðóçêè â ñå-
òè � ýòî ïàññèâíàÿ ëîãèêà óïðàâëåíèÿ. Åñëè æå, îïèðàÿñü íà èñòîðè÷åñêóþ
èíôîðìàöèþ î ïîòîêå, çàðàíåå ïðîãíîçèðîâàòü êëþ÷åâûå ñåòåâûå ïàðàìåòðû
(íàïðèìåð, RTT) è òåì ñàìûì îöåíèâàòü çíà÷åíèå cwnd â áóäóùåì ìîìåíòå
âðåìåíè, òî ìîæíî ðåàëèçîâàòü àêòèâíîå óïðàâëåíèå cwnd è ïîâûñèòü ýô-
ôåêòèâíîñòü ïåðåäà÷è äàííûõ.
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Ðèñ. 1: Èëëþñòðàöèÿ êðàòêîñðî÷íîãî ïðîãíîçà è ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäà íà
íàáîðå Reno; íàáëþäàåìûé cwnd è ïðîãíîç EVAR (ïðèðîñò ≈ 11,71%).

Ìåòîä îïèðàåòñÿ íà îïåðàöèîííîå ïðèáëèæåíèå, â êîòîðîì cwnd ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ êîìïîíåíò � RTT è ïðîïóñêíîé ñïîñîá-
íîñòè êàíàëà. Îáå êîìïîíåíòû ïðîãíîçèðóþòñÿ ðàçäåëüíî ìåòîäîì EVAR
(Exponential Vector Autoregression): (i) ïî ñêîëüçÿùåìó îêíó ñòðîèòñÿ âçâå-
øåííàÿ ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì çàòóõà-
íèåì ê äàâíèì íàáëþäåíèÿì; (ii) èç íå¼ âû÷èñëÿþòñÿ âåêòîðíûå êâàíòèëè
îêíà; (iii) ìíîãîìåðíûé ðÿä êâàíòèëåé ìîäåëèðóåòñÿ VAR äëÿ êðàòêîñðî÷-
íîãî ïðîãíîçà. Ïðè âûðàæåííîé íåñòàöèîíàðíîñòè ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè
(ñêà÷êè/ñìåíû ðåæèìîâ) âìåñòî VAR èñïîëüçóåòñÿ ðîáàñòíàÿ êâàíòèëüíàÿ
îöåíêà êàê çàïàñíîé ïóòü.

Èñïîëüçóÿ îòêðûòûé íàáîð äàííûõ ñåòè äàòà-öåíòðà [?], ïî ìåòêàì âðå-
ìåíè óñòàíàâëèâàåì øàã âûáîðêè 6 ìñ; 10 000 èñòîðè÷åñêèõ íàáëþäåíèé áå-
ð¼ì íà îáó÷åíèå è ïðîãíîçèðóåì çíà÷åíèÿ íà ñëåäóþùèå 100 èíòåðâàëîâ.
RTT ïðîãíîçèðóåòñÿ ìåòîäîì EVAR, ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü âû÷èñëÿåòñÿ
ïî êâàíòèëÿì. Êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1, íà íàáîðå Reno íîâûé ìåòîä îáåñïå-
÷èâàåò ïðèðîñò ýôôåêòèâíîñòè 11,71% ïî ñðàâíåíèþ ñ íàáëþäàåìûì cwnd.
Êðîìå òîãî, ìû îáíàðóæèëè, ÷òî ïðåäëîæåííûé ïîäõîä äà¼ò ïðèðîñò 5�10%
è íà íàáîðàõ ñ äðóãèìè àëãîðèòìàìè óïðàâëåíèÿ ïåðåãðóçêîé (íàïðèìåð,
CUBIC, BBRv2).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Fesl, J., �Capkov�a, T., Konopa, M., Ber�anek, L., Fiala, J., Houda, M., Chl�adek,
P., Klicnarov�a, J., Reme�s, R., �Sulista, M., Vocetkov�a, K., and Feslov�a, M. Data
center TCP dataset. Data in Brief, vol. 54, 110522, 2024.



152 Äüÿ÷åíêî Ä.Ñ., Íèêîëüñêèé È.Ì.

Îá îäíîì àëãîðèòìå áàëàíñèðîâêè
âû÷èñëèòåëüíîé íàãðóçêè ìîáèëüíîãî
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Äüÿ÷åíêî Äàíèë Ñåðãååâè÷1, Íèêîëüñêèé Èëüÿ Ìèõàéëîâè÷2
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Ðàáîòà ïîñâÿùåíà îïòèìèçàöèè ïðîöåññà îöåíêè ïåðåìåùåíèÿ ìîáèëüíîãî
ðîáîòà íà îñíîâå äàííûõ ñ äàò÷èêîâ, êîòîðûé òàêæå íàçûâàåòñÿ îäîìåòðèåé.
Â ðîáîòîòåõíèêå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ëàçåðíûå äàëüíîìåðû (LiDAR) [1], êîòî-
ðûå ñïîñîáíû ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ñêàíèðîâàòü îêðóæàþùåå ïðîñòðàíñòâî,
ãåíåðèðóÿ òàê íàçûâàåìîå îáëàêî òî÷åê. Ëèäàðíàÿ îäîìåòðèÿ îñíîâûâàåò-
ñÿ íà ñîïîñòàâëåíèè ïàðû îáëàêîâ òî÷åê, ïîëó÷åííûõ â ïîñëåäîâàòåëüíûå
ìîìåíòû âðåìåíè (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ICP[2]).

Â ñëó÷àå, êîãäà ðîáîò îáëàäàåò ñëàáûìè âû÷èñëèòåëüíûìè ðåñóðñàìè, öå-
ëåñîîáðàçíî ïåðåìåñòèòü âû÷èñëåíèÿ íà áîëåå ìîùíûé âíåøíèé ñåðâåð. Îä-
íàêî åñëè êàíàë ñâÿçè íåñòàáèëåí, òî áîëåå áûñòðûì âàðèàíòîì áóäåò âûïîë-
íåíèå âû÷èñëåíèé íà ðîáîòå.

Òàêèì îáðàçîì, â ñèñòåìå ðîáîò-ñåðâåð äîëæíà èñïîëüçîâàòüñÿ àäàïòèâ-
íàÿ ñòðàòåãèÿ ïëàíèðîâàíèÿ âû÷èñëåíèé êîòîðàÿ â çàâèñèìîñòè îò ñêëàäû-
âàþùåéñÿ îáñòàíîâêè âû÷èñëÿåò îäîìåòðèþ ëèáî ëîêàëüíî, ëèáî ïîëíîñòüþ
ïåðåìåùàåò âû÷èñëåíèÿ íà óäàë¼ííûé ñåðâåð, ëèáî âûáèðàåò ãèáðèäíûé âà-
ðèàíò, êîãäà ðîáîò ÷àñòè÷íî îáðàáàòûâàåò äàííûå ñàìîñòîÿòåëüíî, à ÷àñòè÷-
íî îòïðàâëÿåò èõ âî âíåøíþþ èíôðàñòðóêòóðó.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí àëãîðèòì àäàïòèâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàãðóç-
êè ìåæäó ðîáîòîì è ñåðâåðîì. Ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ
âûïîëíåíà îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè äàííîãî àëãîðèòìà ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàç-
íûõ âèäîâ áåñïðîâîäíûõ ïðîòîêîëîâ ñâÿçè (Wi-Fi, 4G, LPWAN). Ïîêàçàíî,
÷òî ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü ñêîðîñòü îáðàáîòêè äàííûõ ñ
ñîõðàíåíèåì äîñòàòî÷íî íèçêîé îøèáêè îïðåäåëåíèÿ òðàåêòîðèè.
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Àíàëèç ïðèìåíèìîñòè ñðåäñòâ îöåíêè
ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ

ïðîãðàìì ê êîäó îáðàáîòêè ñåòåâûõ ïàêåòîâ.
Áàëàøîâ Âàñèëèé Âèêòîðîâè÷1, Çàãàéíîâ Äàíèëà Êèðèëëîâè÷2

1 Êàôåäðà àâòîìàòèçàöèè ñèñòåì âû÷èñëèòåëüíûõ êîìïëåêñîâ, e-mail: hbd@cs.msu.ru
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Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ òðåáîâàíèé êà÷åñòâà îáñëóæèâàíèÿ (QoS) â ñåòÿõ ïåðåäà-
÷è äàííûõ íåîáõîäèìî îöåíèâàòü ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ (WCET)
ïðîãðàìì îáðàáîòêè ïàêåòîâ íà ïðîãðàììèðóåìûõ êîììóòàòîðàõ.

Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ïðèìåíèìîñòü ìåòîäîâ îöåíêèWCET
äëÿ ïðîãðàìì âûäåëåíèÿ çàãîëîâêà, êëàññèôèêàöèè è ìîäèôèêàöèè ïàêåòà
íà ïðîãðàììèðóåìîì ñåòåâîì êîììóòàòîðå.

Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ îöåíêè WCET ðàçáèâàåòñÿ íà ýòàïû àíàëèçà ãðàôà
ïîòîêà óïðàâëåíèÿ ïðîãðàììû (âû÷èñëåíèå âîçìîæíûõ ïóòåé, îöåíêà ÷èñëà
èòåðàöèé öèêëà), íèçêîóðîâíåâîãî àíàëèçà (ó÷åò âëèÿíèÿ ïðîöåññîðíîãî êîí-
âåéåðà, êýø-ïàìÿòè), ïîäñ÷åò îöåíêè íà îñíîâå âû÷èñëåííîé èíôîðìàöèè.

Â äàííîé ðàáîòå CFG ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîãðàìì ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëü-
íûì, òàê êàê ñîäåðæèò âëîæåííûå öèêëû, âåòâëåíèÿ âíóòðè öèêëîâ è âåòâ-
ëåíèÿ íà îñíîâå ïåðåìåííûõ ñ øèðîêèì äèàïàçîíîì çíà÷åíèé.

Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ñðåäñòâ îöåíêè WCET íà ýòàïå àíàëèçà CFG â
ðàìêàõ äàííîé çàäà÷è áûë ïðîâåäåí ïî ñëåäóþùèì êðèòåðèÿì: ìàñøòàáèðóå-
ìîñòü (âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ïðè óâåëè÷åíèè îáúåìà âõîäíûõ äàííûõ),
âåëè÷èíà ïîãðåøíîñòè îöåíêè, íàáîð ïîääåðæèâàåìûõ êîíñòðóêöèé. Â ðàì-
êàõ îáçîðà ðàññìàòðèâàëèñü ëèøü èíñòðóìåíòû ñ îòêðûòûì èñõîäíûì êî-
äîì, à èìåííî OTAWA [1] è SWEET [2]. OTAWA äëÿ àíàëèçà âû÷èñëåíèÿ
îöåíîê ÷èñëà èòåðàöèé öèêëîâ è èñêëþ÷åíèÿ íåâîçìîæíûõ ïóòåé âûïîëíå-
íèÿ èñïîëüçóåò oRange è Path�nder, â îñíîâå êîòîðûõ ëåæèò àáñòðàêòíàÿ
èíòåðïðåòàöèÿ. SWEET íà ýòàïå ïðåäâàðèòåëüíîãî àíàëèçà èñïîëüçóåò àá-
ñòðàêòíîå âûïîëíåíèå [3].
SWEET çàïóñêàëñÿ êàê ñ âûêëþ÷åííûìè, òàê è ïîëíîñòüþ âêëþ÷åííûìè

ñòðàòåãèÿìè ñëèÿíèÿ ñîñòîÿíèé (merge=none/all ñîîòâåòñòâåííî). Âõîäíûå
äàííûå çàäàâàëèñü äèàïàçîíàìè èçâíå èëè ÷åðåç ôèêñèðîâàííûå çíà÷åíèÿ â
ñàìîì êîäå. Â êîä oRange áûëà âíåñåíà ìîäèôèêàöèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ çàäà-
âàòü ïåðåìåííûå ÷åðåç àííîòàöèè â âèäå äèàïàçîíà çíà÷åíèé. Ýêñïåðèìåíòû
ïðîâîäèëèñü íà Intel Xeon Silver 4114 2.20ÃÃö.

Ðåçóëüòàòû àíàëèçà ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå íèæå.
Â òàáëèöå X îçíà÷àåò, ÷òî èíñòðóìåíò íå ïîääåðæèâàåò äàííóþ êîíñòðóê-

öèþ.Ï+/Ï- îçíà÷àåò âåðíî ëè áûëî îïðåäåëåíî ÷èñëî íåâûïîëíèìûõ ïóòåé.
È+/È- îçíà÷àåò âåðíî ëè áûëî îïðåäåëåíî ÷èñëî èòåðàöèé öèêëà.
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Òèï êîíñòðóêöèè
SWEET
(merge=all)

SWEET
(merge=none)

oRange Path�nder

Íåñêîëüêî ïðåäèêà-
òîâ

Ï+,È+ Ï+,È+ È- Ï-

Äîñðî÷íûé âûõîä èç
öèêëà

Ï+,È+ Ï+,È+ X Ï+

Ïîáèòîâûå îïåðàöèè Ï+,È+ Ï+,È+ X È-

Âåòâëåíèÿ ïî âíåø-
íèì ïåðåìåííûì

Ï+,È+ Ï+,È+ È+ X

Âñå ïðèâåäåííûå òèïû êîíñòðóêöèé èñïîëüçóåòñÿ â ïðîãðàììàõ îáðàáîòêè
ñåòåâîãî ïàêåòà, ïîýòîìó íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî ñäåëàòü
âûâîä, ÷òî íè îäèí èç ïðåäñòàâëåííûõ èíñòðóìåíòîâ íå îáëàäàåò â îäèíî÷êó
ôóíêöèîíàëüíîñòüþ, äîñòàòî÷íîé äëÿ îöåíêè WCET êîäà îáðàáîòêè ïàêå-
òîâ. Ëèøü SWEET ïîääåðæèâàåò âñå ïåðå÷èñëåííûå êîíñòðóêöèè, íî ïðè
ýòîì èñïîëüçóåìûé â íåì àëãîðèòì èìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñëîæíîñòü, ÷òî
ïðîÿâèëîñü â ïðèìåðå ñ âåòâëåíèåì ïî âíåøíèì ïåðåìåííûì.
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Ðåøåíèå çàäà÷è ïëàíèðîâàíèÿ òðàåêòîðèé â
ìíîãîàãåíòíûõ ñèñòåìàõ ñ ïðèìåíåíèåì

ìîäåëåé ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ
Ãîðèíà Åëèçàâåòà Ñåðãååâíà1, Åðøîâ Íèêîëàé Ìèõàéëîâè÷2
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Ýôôåêòèâíîå óïðàâëåíèå ãðóïïîé ðîáîòîâ â äèíàìè÷åñêè èçìåíÿþùåéñÿ ñðå-
äå äî ñèõ ïîð îñòà¼òñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé [1]. Òðàäèöèîííûå ìåòîäû ïëàíèðî-
âàíèÿ ÷àñòî íå ñïðàâëÿþòñÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþ áûñòðîé àäàïòàöèè ê èçìåíÿþ-
ùèìñÿ óñëîâèÿì. Â äàííîé ðàáîòå íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ çàäà÷è ïëàíèðîâàíèÿ
òðàåêòîðèé â ìíîãîàãåíòíûõ ñèñòåìàõ [2, 3] èññëåäóåòñÿ ïðèìåíåíèå òåõíî-
ëîãèè ðåçåðâóàðíûõ âû÷èñëåíèé � ïîäõîäà, îáëàäàþùåãî ïðåèìóùåñòâàìè â
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îáðàáîòêå âðåìåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðè íèçêèõ âû÷èñëèòåëüíûõ çà-
òðàòàõ [4]. Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å çàêëþ÷àåòñÿ â
íåîáõîäèìîñòè êîîðäèíàöèè ìíîæåñòâà àãåíòîâ â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííîãî
ïðîñòðàíñòâà, íàëè÷èÿ ïðåïÿòñòâèé è ïîñòîÿííî ìåíÿþùèõñÿ öåëåé.

Ðèñ. 1: Ðåçåðâóàðíàÿ íåéðîííàÿ ñåòü (ñëåâà) è ïðèìåð ìèññèè â çàäà÷å ïëà-
íèðîâàíèÿ òðàåêòîðèé (ñïðàâà)

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí ãèáðèäíûé ïîäõîä, ñî÷åòàþùèé ðåçåðâóàð-
íûå âû÷èñëåíèÿ (Echo State Network, ðèñ. 1) è îáó÷åíèå ñ ïîäêðåïëåíèåì [5].
Ðåàëèçîâàíà èìèòàöèîííàÿ ìîäåëü íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Python, ïîç-
âîëÿþùàÿ èññëåäîâàòü àäàïòèâíîå ïîâåäåíèå àãåíòîâ (ðèñ. 2). Ïðîâåä¼í ñðàâ-
íèòåëüíûé àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ñ áàçîâûì ïîäõî-
äîì, îñíîâàííûì íà ìîäåëè ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé.
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Íîðìàëèçàöèÿ ìåäèöèíñêèõ òåðìèíîâ íà
íàáîðå äàííûõ NEREL-BIO ñ âëîæåííûìè

ñóùíîñòÿìè
Áîðèñîâñêèé Ëåâ Þðüåâè÷
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Îïèñàíèå çàäà÷è. Íîðìàëèçàöèÿ ìåäèöèíñêèõ òåðìèíîâ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé óñòàíîâëåíèå ñâÿçåé ìåæäó óïîìèíàíèÿìè ñóùíîñòåé â òåêñòå è èõ
èäåíòèôèêàòîðàìè â ãðàôàõ çíàíèé, òàêèõ êàê UMLS [1]. Ýòà çàäà÷à ëåæèò
â îñíîâå èíòåëëåêòóàëüíîãî àíàëèçà ìåäèöèíñêèõ òåêñòîâ.

Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü íîðìàëèçàöèè òåðìèíîâ â UMLS ñâÿçàíà ñ òåðìè-
íîëîãè÷åñêîé íåîäíîçíà÷íîñòüþ � îìîíèìèåé è ñèíîíèìèåé êîíöåïòîâ. Äî-
ïîëíèòåëüíûå òðóäíîñòè îáóñëîâëåíû îòñóòñòâèåì ðóññêîÿçû÷íûõ ïåðåâîäîâ
÷àñòè êîíöåïòîâ UMLS.

Ãëàâíîé öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëèç è óëó÷øåíèå êà÷åñòâà íîð-
ìàëèçàöèè ìåäèöèíñêèõ òåðìèíîâ íà êîðïóñå NEREL-BIO [2].
Íàáîð äàííûõ. Íàáîð äàííûõ NEREL-BIO ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëëåê-

öèþ àííîòèðîâàííûõ çàãîëîâêîâ íàó÷íûõ ñòàòåé, îòîáðàííûõ èç áàçû äàí-
íûõ PubMed. Âñå óïîìèíàíèÿ ìåäèöèíñêèõ ïîíÿòèé â òåêñòàõ ðàçìå÷åíû è
ñâÿçàíû ñ óíèêàëüíûìè èäåíòèôèêàòîðàìè êîíöåïòîâ èç UMLS.

Îñîáåííîñòüþ êîðïóñà ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå âëîæåííûõ ñóùíîñòåé, êîãäà îä-
íî óïîìèíàíèå ñîäåðæèòñÿ âíóòðè äðóãîãî èëè ïåðåñåêàåòñÿ ñ íèì (íàïðè-
ìåð, ¾çëîêà÷åñòâåííàÿ ëèìôîìà¿ � ¾ëèìôîìà¿). Êîíòåêñò áîëåå êðóïíîé
ñóùíîñòè óòî÷íÿåò âëîæåííóþ è ïîìîãàåò ðàçðåøàòü íåîäíîçíà÷íîñòü.
Ýêñïåðèìåíòû. Áàçîâûå ïîäõîäû îñíîâàíû íà óòî÷íåíèè ðåçóëüòàòîâ

ìîäåëè BioSyn [3]: ïåðâûé èñïîëüçóåò ìåðó áëèçîñòè ìåæäó êîíòåêñòóàëèçè-
ðîâàííûì óïîìèíàíèåì è ñóùíîñòüþ (nested score), âòîðîé � äîïîëíèòåëü-
íóþ ìîäåëü ïîâåðõ çàðàíåå îáó÷åííîé BioSyn (reranker).

Âûÿâëåíû äâå îñíîâíûå ãðóïïû îøèáîê áàçîâûõ ìåòîäîâ. Îøèáî÷íûå ëåê-
ñè÷åñêèå ñîâïàäåíèÿ âîçíèêàþò ïðè âûáîðå òåðìèíîâ ïî ñîçâó÷èþ, à íå ïî
ñìûñëó (íàïðèìåð, ¾ãèáåëè¿ � ¾ãèïñ¿, à íå ¾ñìåðòü¿). Àááðåâèàòóðû ïðè-
âîäÿò ê îøèáêàì èç-çà îòñóòñòâèÿ êîíòåêñòà (¾ÑÂÁÀ¿ � ¾shvartsa-bartera
sindrom¿, à íå ¾ñèíäðîì âåðõíåé áðûæåå÷íîé àðòåðèè¿).

Äëÿ ðåøåíèÿ óêàçàííûõ ïðîáëåì ïðåäëîæåíû äâå ìîäèôèêàöèè áàçîâûõ
ïîäõîäîâ: ïåðâàÿ � èíòåãðàöèÿ nested score íåïîñðåäñòâåííî â ïðîöåññ îáó-
÷åíèÿ è ýòàï ïåðâè÷íîãî ïîäáîðà êàíäèäàòîâ; âòîðàÿ � óñëîæíåíèå ìîäåëè
reranker. Îáå íàïðàâëåíû íà áîëåå ãëóáîêîå èñïîëüçîâàíèå êîíòåêñòà.
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Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè áëèçêèå ê áàçîâûì ðåçóëüòàòû (Acc@1≈0.6), ïðè
ýòîì ïðåäëîæåííûå ìåòîäû ïðîäåìîíñòðèðîâàëè óñòîé÷èâîñòü è ïîòåíöèàëü-
íóþ ïðèìåíèìîñòü.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Bodenreider O. The uni�ed medical language system (UMLS): integrating
biomedical terminology // Nucleic acids research. 2004. Ò. 32, �1. Ñ. 267�
270.

[2] Loukachevitch N., Sakhovskiy A., Tutubalina E. Biomedical Concept
Normalization over Nested Entities with Partial UMLS Terminology in
Russian // Proceedings of the 2024 Joint International Conference on
Computational Linguistics, Language Resources and Evaluation (LREC-
COLING 2024). 2024. Ñ. 2383�2389.

[3] Kang J. Biomedical Entity Representations with Synonym Marginalization //
Annual Conference of the Association for Computational Linguistics (ACL
2020). � Annual Conference of the Association for Computational Linguistics
(ACL 2020), 2020.

Îá îäíîì ïîäõîäå ê ðàçðàáîòêå è
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Ðàçðàáîòêà âåá-îðèåíòèðîâàííûõ ñðåä âûïîëíåíèÿ êîäà ïðåäñòàâëÿåò çíà÷è-
òåëüíûé èíòåðåñ äëÿ îáðàçîâàòåëüíûõ öåëåé è ñîâìåñòíîé ðàáîòû íàä ïðîåê-
òàìè. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå áåçîïàñíîãî è ìàñøòàáèðóåìî-
ãî ìíîãîïîëüçîâàòåëüñêîãî âåá-ïðèëîæåíèÿ, ðåàëèçóþùåãî ôóíêöèè îíëàéí-
òðàíñëÿòîðà. Ê îñíîâíûì òðåáîâàíèÿì îòíîñÿòñÿ: áåçîïàñíàÿ àóòåíòèôèêà-
öèÿ ïîëüçîâàòåëåé, ìíîãîïîëüçîâàòåëüñêèé ðåæèì ðàáîòû, ñîõðàíåíèå òåê-
ñòà ïðîãðàìì ñ âîçìîæíîñòüþ èõ ðåäàêòèðîâàíèÿ ñ ðàçëè÷íûõ óñòðîéñòâ, à
òàêæå âûïîëíåíèå ïðîãðàìì íà óêàçàííîì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Âåá-èíòåðôåéñ ðåàëèçîâàí íà HTML, CSS è JavaScript ñ èñïîëüçîâàíèåì
òåõíîëîãèè AJAX äëÿ äèíàìè÷åñêîãî îáíîâëåíèÿ êîíòåíòà áåç ïîëíîé ïåðå-
çàãðóçêè ñòðàíèöû, ÷òî îáåñïå÷èâàåò áûñòðóþ ðåàêöèþ íà äåéñòâèÿ ïîëüçî-
âàòåëÿ. Èíòåðôåéñ ïîçâîëÿåò ââîäèòü òåêñò ïðîãðàìì, ïåðåäàâàòü åãî òðàíñ-
ëÿòîðó, îòîáðàæàòü ðåçóëüòàò ðàáîòû, à òàêæå âîçìîæíîñòü ñîõðàíåíèÿ ïðî-
ãðàìì ñ ôîðìèðîâàíèåì ññûëêè äëÿ äîñòóïà ê íèì.

Ñåðâåð íàïèñàí íà ÿçûêå Go[1]. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âûñîêîé ïðîèçâîäèòåëü-
íîñòè è êîíêóðåíòíîé îáðàáîòêè ìíîæåñòâà çàïðîñîâ èñïîëüçóþòñÿ ãîðóòè-
íû. Îíè ÿâëÿþòñÿ ëåãêîâåñíûìè ïîòîêàìè âûïîëíåíèÿ (èñïîëüçóþò îêîëî
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2 Êá ñòåêà), ÷òî ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ìàñøòàáèðîâàòü ñèñòåìó â ñðàâíå-
íèè ñ òðàäèöèîííûìè ïîòîêàìè îïåðàöèîííîé ñèñòåìû (òðåáóþò îêîëî 1 Ìá
ïàìÿòè).

Íà óðîâíå õðàíåíèÿ äàííûõ ïîëüçîâàòåëåé è èõ ïðîãðàìì èñïîëüçóåòñÿ
ÑÓÁÄ PostgreSQL.

Ðåàëèçîâàíà áåçîïàñíàÿ ñèñòåìà àóòåíòèôèêàöèè è àâòîðèçàöèè. Ïàðîëè
ïîëüçîâàòåëåé õýøèðóþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà bcrypt ïåðåä ñîõðà-
íåíèåì â áàçó äàííûõ. Äëÿ óïðàâëåíèÿ ñåññèÿìè ïðèìåíÿþòñÿ JWT-òîêåíû,
êîòîðûå ïîäïèñûâàþòñÿ íà ñòîðîíå ñåðâåðà è ïåðåäàþòñÿ êëèåíòîì â çàãî-
ëîâêàõ AJAX-çàïðîñîâ äëÿ àâòîðèçàöèè ïîñëåäóþùèõ îïåðàöèé è äîñòóïà ê
ïðîãðàììàì ïî ñåòè.

Èòîãîì ðàáîòû ñòàëî ñîçäàíèå êëèåíò-ñåðâåðíîãî ïðèëîæåíèÿ, âêëþ÷à-
þùåãî âåá-èíòåðôåéñ, ìíîãîïîòî÷íûé ñåðâåð íà ÿçûêå Go è áàçó äàííûõ.
Ñèñòåìà îáåñïå÷èâàåò áåçîïàñíóþ àóòåíòèôèêàöèþ ïîëüçîâàòåëåé è ïîçâî-
ëÿåò ðàáîòàòü ñ òðàíñëÿòîðîì ïîäìíîæåñòâà ÿçûêà Ïëýíåð[2] â ìíîãîïîëü-
çîâàòåëüñêîì ðåæèìå. Ïðåäëîæåííàÿ àðõèòåêòóðà äåìîíñòðèðóåò õîðîøóþ
ìàñøòàáèðóåìîñòü.
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Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå è ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà àâòîìàòè÷å-
ñêîé ãåíåðàöèè ñòàòè÷åñêèõ îöåíî÷íûõ ôóíêöèé äëÿ ïðîãðàìì, ìîäåëèðóþ-
ùèõ íàñòîëüíûå èãðû ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé. Ïðè âûáîðå î÷åðåäíîãî õîäà
èãðîêà-êîìïüþòåðà òðàäèöèîííî àëãîðèòìû ïðîñìàòðèâàþò íà îïðåäåëåí-
íóþ ãëóáèíó äåðåâî âîçìîæíûõ õîäîâ. Ïîñòðîåíèå òàêîãî äåðåâà çà ïðèåì-
ëåìîå âðåìÿ âîçìîæíî òîëüêî íà îãðàíè÷åííóþ ãëóáèíó, äîñòèãíóâ êîòîðîé,
ïîçèöèè èãðû òðåáóåòñÿ îöåíèòü.

Îáû÷íî îöåíêà ïîçèöèé â íàñòîëüíûõ èãðàõ ñòðîèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ðåñóðñîåìêèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ýôôåêòèâíîå ïðèìåíåíèå êîòîðûõ
íåâîçìîæíî íà äîñòóïíîì øèðîêîìó êðóãó ëþäåé îáîðóäîâàíèè, ëèáî íà îñ-
íîâå ñòàòè÷åñêèõ îöåíî÷íûõ ôóíêöèé, òðåáóþùèõ äîðîãèõ è íå âñåãäà äî-
ñòóïíûõ ýêñïåðòíûõ çíàíèé.
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Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è âûáðàí ìåòîä ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ,
îñíîâàííûé íà íåéðîñåòåâîé àðõèòåêòóðå NNUE (E�ciently Updatable Neural
Network) [1]. Êëþ÷åâûìè îñîáåííîñòÿìè àðõèòåêòóðû ÿâëÿþòñÿ ðàçðåæåí-
íûå âõîäíûå äàííûå, ïðîñòàÿ ìàñøòàáèðóåìîñòü è íåáîëüøàÿ ãëóáèíà ñåòè,
ïîçâîëÿþùàÿ èñïîëüçîâàòü öåëî÷èñëåííóþ àðèôìåòèêó äëÿ ìàêñèìàëüíî-
ãî áûñòðîäåéñòâèÿ. Äëÿ ãåíåðàöèè îáó÷àþùèõ äàííûõ ïðèìåíåí àëãîðèòì
UCT (Upper Con�dence bound applied to Trees) [2] � ìåòîä ïîèñêà îïòèìàëü-
íûõ õîäîâ â äåðåâå èãðû, êîòîðûé ñ ïîìîùüþ ñèìóëÿöèè ñëó÷àéíûõ ïàðòèé
ïîçâîëÿåò îöåíèòü âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà èç çàäàííîé ïîçèöèè áåç íàëè÷èÿ
ïðåäâàðèòåëüíûõ çíàíèé îá èãðå.

Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå Python â âèäå ïðîãðàììíî-
ãî èíñòðóìåíòà ñ èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåêè PyTorch. Ðàçðàáîòêà âêëþ÷à-
ëà ÷åòûðå îñíîâíûõ ýòàïà: ðåàëèçàöèÿ êîìïàêòíîé NNUE-ñåòè; ðåàëèçàöèÿ
àëãîðèòìà UCT äëÿ ãåíåðàöèè îöåíîê èãðîâûõ ïîçèöèé; ïîñòðîåíèå îáó÷àþ-
ùåãî íàáîðà ïàð ¾ïîçèöèÿ-îöåíêà¿; îáó÷åíèå NNUE-ñåòè.

Â êà÷åñòâå äåìîíñòðàöèîííîãî ïðèìåðà âûáðàíà èãðà ¾Êðåñòèêè-íîëèêè¿.
Äëÿ êîäèðîâàíèÿ ïîçèöèé èñïîëüçîâàí áèíàðíûé âåêòîð, óêàçûâàþùèé íà
çàíÿòîñòü ïîëåé ôèãóðàìè èãðîêîâ. Â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ ïîëó÷åíà îöåíî÷-
íàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ äîñòàòî÷íî õîðîøî èìèòèðóåò îöåíêè, âû÷èñëÿåìûå
àëãîðèòìîì UCT. Íà òåñòîâûõ äàííûõ áûëà ïîëó÷åíà ñðåäíÿÿ îøèáêà îöåí-
êè 8.5%, ïðè ýòîì ñêîðîñòü îöåíêè ïîçèöèé ïîëó÷åííîé îöåíî÷íîé ôóíêöèåé
ïðåâîñõîäèò ñêîðîñòü îöåíêè ñ ïîìîùüþ UCT.
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Àóäèòíûå ëîãè (æóðíàëû àóäèòà) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìíûå çàïèñè, êî-
òîðûå ôèêñèðóþò âñå çíà÷èìûå ñîáûòèÿ, èíèöèèðîâàííûå ïîëüçîâàòåëÿìè
èëè àâòîìàòè÷åñêèìè ïðîöåññàìè â ïðèëîæåíèè. Èõ ñáîð è àíàëèç êðèòè÷å-
ñêè âàæíû äëÿ êîíòðîëÿ ñîáëþäåíèÿ âíóòðåííèõ ïîëèòèê è ñòàíäàðòîâ áåç-
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îïàñíîñòè, âûÿâëåíèÿ óÿçâèìîñòåé è íåäîñòàòêîâ â ñèñòåìå çàùèòû è ïðåäîò-
âðàùåíèÿ íåñàíêöèîíèðîâàííîãî äîñòóïà ñî ñòîðîíû ïîëüçîâàòåëåé.

Êëþ÷åâàÿ ïðîáëåìà ðàáîòû ñ àóäèòíûìè ëîãàìè çàêëþ÷àåòñÿ â êîíôëèê-
òå òðåáîâàíèé. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ñèñòåìå íåîáõîäèìî îäíîâðåìåííî îáåñïå-
÷èâàòü ñêîðîñòü çàïèñè, ìîíèòîðèíã â ðåàëüíîì âðåìåíè è îïåðàòèâíîñòü
ðàññëåäîâàíèÿ èíöèäåíòîâ, ñ äðóãîé ñòîðîíû - âîçìîæíîñòü ãëóáîêîãî àíà-
ëèçà âñåõ õðàíÿùèõñÿ äàííûõ.

Öåëü èññëåäîâàíèÿ ñîñòîèò â îïòèìèçàöèè õðàíåíèÿ ëîãîâ è äîñòóïà ê íèì
äëÿ óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ïðîöåññîâ ðàáîòû ñ èíôîðìàöèåé. Â êà÷åñòâå ðåøå-
íèÿ ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü ãèáðèäíîãî õðàíåíèÿ, èñïîëüçóþùàÿ êîìáèíàöèþ
ðàçíûõ òèïîâ õðàíèëèù, ÷òî ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî âûïîëíÿòü âñå çàäà÷è. Â
õîäå èññëåäîâàíèÿ çàïðîñû áûëè ðàçäåëåíû íà òðè òèïà: òðåáóþùèå áûñòðî-
ãî îòâåòà è àêòóàëüíîñòè èíôîðìàöèè, òðåáóþùèå ñðåäíåãî âðåìåíè îòâåòà,
îêîëî òðåõ ñåêóíä, è ïîëíîé èíôîðìàöèè î ïîëüçîâàòåëå è òðåáóþùèå èí-
ôîðìàöèè çà âåñü ïåðèîä õðàíåíèÿ äàííûõ. Ïî ýòèì çàïðîñàì âûäåëåíû òðè
îñíîâíûå çàäà÷è äëÿ ðàáîòû ñ ëîãàìè - âûÿâëåíèå àíîìàëèé, êîíòðîëü äåé-
ñòâèé ïîëüçîâàòåëåé è àíàëèòèêà.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è âûÿâëåíèÿ àíîìàëèé äàííûå õðàíÿòñÿ â óñå÷¼ííîì
âèäå � òîëüêî èäåíòèôèêàòîðû è âðåìåííàÿ ìåòêà, ðàáîòà ñ äàííûìè ïîñòðî-
åíà íà ïîòîêîâîé ìîäåëè, ãäå êàæäàÿ çàïèñü èìååò óíèêàëüíûé âðåìåííîé
êëþ÷, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü ñ äàííûìè êàê ñ âðåìåííûìè èíòåðâàëàìè, à
íå ñ îòäåëüíûìè çàïèñÿìè. Çàäà÷à âêëþ÷àåò â ñåáÿ àíàëèç ñòàòèñòèêè è èç-
âëå÷åíèå ñîáûòèé çà çàäàííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ
in-memory áàçà äàííûõ Valkey.

Â çàäà÷å êîíòðîëÿ ïîëüçîâàòåëåé äàííûå èìåþò äîïîëíèòåëüíîå ïîëå ¾ìå-
òàäàííûå¿, ãäå ñîäåðæèòñÿ ïîëíàÿ èíôîðìàöèÿ î ñîáûòèè. Ðàáîòàòü ñ äàí-
íûìè ìîæíî ñ ïîìîùüþ òî÷å÷íûõ çàïðîñîâ èëè ïîèñêó ïî äèàïàçîíàì, ñ
ôèëüòðàöèåé ïî âñåì ïîëÿì, êðîìå ïîëÿ ¾ìåòàäàííûå¿. Äàííûå õðàíÿòñÿ â
ðåëÿöèîííîé áàçå Postgres.

Äëÿ àíàëèçà ëîãè èñïîëüçóþòñÿ â ïîëíîì îáúåìå. Ñðåäè îñíîâíûõ âîç-
ìîæíîñòåé - âûïîëíåíèå çàïðîñîâ ñ ôèëüòðàöèåé ïî ïîëþ ¾ìåòàäàííûå¿ è
âûïîëíåíèå àíàëèòè÷åñêèõ çàïðîñîâ çà âåñü ïåðèîä õðàíåíèÿ. Äëÿ ýòîãî èñ-
ïîëüçóåòñÿ MapReduce áàçà äàííûõ YTsaurus (YT).

Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ ðàçðàáîòàíà ãèáðèäíàÿ ìîäåëü äëÿ õðàíåíèÿ
ëîãîâ è ðàáîòû ñ íèìè. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä óâåëè÷èâàåò ïðîèçâîäèòåëü-
íîñòü îáðàáîòêè çàïðîñîâ çà ñ÷åò èõ êëàññèôèêàöèè, îñíîâàííîé íà ó÷åòå
âðåìåíè îòêëèêà è ïåðåðàñïðåäåëåíèè äàííûõ.
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Ìåòîäû îáåñïå÷åíèÿ áåçîïàñíîñòè â ÑÓÁÄ
Àáðàìîâ Âëàäèìèð Ãåííàäüåâè÷1, Êíÿçåâ Àíäðåé Àëåêñàíäðîâè÷2

1 Êàôåäðà àëãîðèòìè÷åñêèõ ÿçûêîâ, e-mail: vlabr@cs.msu.ru
2 Êàôåäðà àëãîðèòìè÷åñêèõ ÿçûêîâ, e-mail: aknyazev.mailbox@gmail.com

Ïðîáëåìà çàùèòû äàííûõ îñòà¼òñÿ îäíîé èç ãëàâíûõ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè
ÑÓÁÄ. Ïî ìåðå óñëîæíåíèÿ èíôðàñòðóêòóðû è ðàçâèòèÿ ðàñïðåäåë¼ííûõ
ñåðâèñîâ ïðèâû÷íûå ìåðû áåçîïàñíîñòè òåðÿþò ýôôåêòèâíîñòü [1]. Ñèñòåìå
ìîæåò áûòü çàêðûò äîñòóï èçâíå, íî ýòî íå ãàðàíòèðóåò, ÷òî çàïèñàííûå
îäíàæäû äàííûå íå áóäóò èçìåíåû.

Áîëüøèíñòâî òðàäèöèîííûõ ìåõàíèçìîâ çàùèòû ðàáîòàþò íà àäìèíèñòðà-
òèâíîì óðîâíå: êîíòðîëëèðóþò ïðàâà ïîëüçîâàòåëåé, ïðîâåðÿþò öåëîñòíîñòü
òàáëèö, âåäóò æóðíàëû îïåðàöèé. Îäíàêî âñ¼ ýòî òðåáóåò äîâåðèÿ ê ñàìîé
ñèñòåìå è å¼ àäìèíèñòðàòîðàì. Ïðè îøèáêàõ êîíôèãóðàöèè èëè íàìåðåííîì
âìåøàòåëüñòâå ãàðàíòèðîâàòü ñîõðàííîñòü äàííûõ áóäåò íåâîçìîæíî.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ïîÿâëèëèñü àðõèòåêòóðû, ãäå íåèçìåííîñòü
ðàññìàòðèâàåòñÿ íå êàê ïîëèòèêà, à êàê êîíñòðóêòèâíîå ñâîéñòâî õðàíåíèÿ.
Â òàêèõ ñèñòåìàõ äàííûå íå ïåðåçàïèñûâàþòñÿ, à ñîõðàíÿþòñÿ êàê ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü âåðñèé. Êàæäàÿ âåðñèÿ ñâÿçàíà ñ ïðåäûäóùèìè ñ ïîìîùüþ
õýø-çíà÷åíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîäòâåðäèòü èõ ïîäëèííîñòü áåç îáðàùåíèÿ ê
âíåøíèì èñòî÷íèêàì. [2]

Ïîäîáíûå ðåøåíèÿ ðåàëèçîâàíû â íåèçìåíÿåìîé ìîäåëè è èñïîëüçóþò
êðèïòîãðàôè÷åñêèå ñòðóêòóðû (Merkle-tree)[3]. Èç íàáîðà çàïèñåé ôîðìèðó-
åòñÿ êîðíåâîé õýø, êîòîðûé îòðàæàåò òåêóùåå ñîñòîÿíèå âñåé áàçû. Ïðè èç-
ìåíåíèè õîòÿ áû îäíîãî ýëåìåíòà, äåðåâî ïåðåñòà¼ò ñîâïàäàòü ñ ñîõðàí¼ííûì
êîðíåì, è ôàêò èçìåíåíèÿ áóäåò çàôèêñèðîâàí.

Â òðàäèöèîííûõ ðåëÿöèîííûõ ÑÓÁÄ îáíîâëåíèå çíà÷åíèÿ çàòèðàåò ïðåæ-
íåå. Â íåèçìåíÿåìîé ìîäåëè, íàïðîòèâ, êàæäàÿ âåðñèÿ îñòà¼òñÿ â áàçå, è âñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåíåíèé ôîðìèðóåò ïðîñëåæèâàåìóþ èñòîðèþ. Ýòî
äà¼ò âîçìîæíîñòü ïðîâåðÿòü ïîäëèííîñòü äàííûõ íå ïî îòäåëüíûì çàïèñÿì,
à ïî âñåé öåïî÷êå ñîñòîÿíèé. Êîíòðîëü öåëîñòíîñòè ïðè ýòîì îïèðàåòñÿ íå íà
àäìèíèñòðàòèâíûå ïðîöåäóðû, à íà âû÷èñëÿåìûå îòíîøåíèÿ ìåæäó õýøàìè.

Íåèçìåíÿåìàÿ àðõèòåêòóðà íå îòìåíÿåò ïðèâû÷íûõ ñðåäñòâ çàùèòû, îä-
íàêî äîïîëíÿåò èõ ãàðàíòèåé ñîõðàííîñòè äàííûõ äàæå â ñëó÷àå íàðóøåíèÿ
ïðèâèëåãèé àäìèíèñòðàòîðà. Ñàìà ñòðóêòóðà õðàíåíèÿ èñêëþ÷àåò âîçìîæ-
íîñòü íåçàìåòíîãî èçìåíåíèÿ èíôîðìàöèè, ÷òî äåëàåò ñèñòåìó óñòîé÷èâîé ê
âíóòðåííèì ñáîÿì è îøèáêàì óïðàâëåíèÿ.
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L-ïðåîáðàçîâàòåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôîðìàëèçì äëÿ îïèñàíèÿ àëãîðèòìîâ
ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëîâ, ïîäîáíûõ ìàøèíàì Òüþðèíãà è íîðìàëüíûì àëãîðèò-
ìàì Ìàðêîâà [1]. Äàííûé ôîðìàëèçì ñî÷åòàåò ñòðîãîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî
îïèñàíèÿ ñ íàãëÿäíîñòüþ âèçóàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå îðèåíòèðîâàí-
íîãî ãðàôà, ãäå âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèÿì âû÷èñëèòåëüíîãî ïðî-
öåññà, à äóãè � ïðàâèëàì ïåðåõîäîâ ìåæäó íèìè [2]. Äëÿ çàäà÷è ïîñòðîå-
íèÿ óíèâåðñàëüíîãî èíòåðïðåòàòîðà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäêëàññ áåñêîíòåêñò-
íûõ L-ïðåîáðàçîâàòåëåé.

L-ïðåîáðàçîâàòåëè, ñî÷åòàÿ ãðàììàòè÷åñêèå è àâòîìàòíûå ñâîéñòâà, ìî-
ãóò ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ óíèâåðñàëüíîãî èíòåðïðåòàòîðà. Óíè-
âåðñàëüíûé èíòåðïðåòàòîð ïîëó÷àåò íà âõîä: 1) ñèíòàêñèñ è ñåìàíòèêó ÿçûêà
ïðîãðàììèðîâàíèÿ â âèäå L-ïðåîáðàçîâàòåëÿ ñ ñåìàíòè÷åñêèìè äåéñòâèÿìè,
2) ïðîãðàììó íà çàäàííîì ÿçûêå, 3) âõîäíûå äàííûå äëÿ çàäàííîé íà ýòîì
ÿçûêå ïðîãðàììû. Íà âûõîäå ïîëó÷àåòñÿ ðåçóëüòàò ðàáîòû ïðîãðàììû.

Óíèôèêàöèÿ çàäàíèÿ ñèíòàêñèñà è ñåìàíòèêè ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ñ ïîìîùüþ L-ïðåîáðàçîâàòåëÿ äàåò ãèáêèé èíñòðóìåíò äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ
è òåñòèðîâàíèÿ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîçâîëÿÿ ïðîâîäèòü ðàçëè÷íûå
ýêñïåðèìåíòû: ìîæíî ëåãêî èçìåíÿòü íå òîëüêî ïðîãðàììó èëè åå âõîäíûå
äàííûå, íî è ñåìàíòèêó ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íàáëþäàÿ, èçìåíèòñÿ ëè
ïîâåäåíèå òîé æå ïðîãðàììû íà òåõ æå äàííûõ ïðè êîððåêöèè ñåìàíòè÷åñêèõ
äåéñòâèé. Òàêæå â òàêîì ïîäõîäå ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü áîëåå íàãëÿäíîé
âèçóàëèçàöèè ïðîöåññîâ òðàíñëÿöèè ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè ïîäõî-
äàìè [3]. Äàííûé èíñòðóìåíò ìîæåò áûòü ïîëåçåí ñòóäåíòàì ïðè îáó÷åíèè
îñíîâàì ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ è êîíñòðóèðîâàíèÿ òðàíñëÿòîðîâ.

Àðõèòåêòóðà ïðîåêòèðóåìîãî óíèâåðñàëüíîãî èíòåðïðåòàòîðà âêëþ÷àåò â
ñåáÿ íåñêîëüêî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ôóíêöèîíàëüíûõ ìîäóëåé. Ñðåäè íèõ
åñòü êîíñòðóêòîð, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ âèçóàëüíîãî îïèñàíèÿ ñèíòàêñèñà
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ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ â âèäå ãðàôà, ïîçâîëÿÿ äîáàâèòü äåéñòâèÿ ïî ïåðå-
âîäó âî âíóòðåííåå ïðåäñòàâëåíèå, íàïðèìåð, â ïîëüñêóþ èíâåðñíóþ çàïèñü, à
òàêæå åñòü âèðòóàëüíàÿ ìàøèíà äëÿ èíòåðïðåòàöèè ïîëüñêîé çàïèñè ñ ïîìî-
ùüþ ñòåêà. Â ïåðñïåêòèâå ïðåäïîëàãàåòñÿ âîçìîæíîñòü âûáîðà âèðòóàëüíîé
ìàøèíû è èñïîëüçîâàíèÿ òðàíñëÿöèè â äðóãèå ïðåäñòàâëåíèÿ, íàïðèìåð, â
îäíîàäðåñíûé èëè ìíîãîàäðåñíûé àâòîêîä (àññåìáëåð).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Ïèëüùèêîâ Â.Í., Àáðàìîâ Â.Ã., Âûëèòîê À.À., Ãîðÿ÷àÿ È.Â. Ìàøèíà
Òüþðèíãà è àëãîðèòìû Ìàðêîâà. // Ì.: Ìàêñ-Ïðåññ � 2-å èçäàíèå � 2016

[2] Âûëèòîê À. À., Ëàé Â. Ïîñòðîåíèå êîìïîçèöèè L-ïðåîáðàçîâàòåëåé // Òå-
çèñû äîêëàäîâ íàó÷íîé êîíôåðåíöèè Òèõîíîâñêèå ÷òåíèÿ (2023 ã., ÌÀÊÑ
Ïðåññ, Ìîñêâà, òåçèñû). � Ìîñêâà: ÎÎÎÌÀÊÑ Ïðåññ, 2023. � Ñ. 106�106.

[3] Ñåðåáðÿêîâ Â.À. Òåîðèÿ è ðåàëèçàöèÿ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ. �
Ìîñêâà: Íàóêà, 2012. � 236 ñ.

Îá îäíîì ïîäõîäå ê ðàñïàðàëëåëèâàíèþ
àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ àâòîìàòà PRI è åãî
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäõîä ê ðàñïàðàëëåëèâàíèþ àëãîðèòìîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ñïåöèàëüíîãî âèäà êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ è àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð, èñïîëü-
çóåìûõ äëÿ èçó÷åíèÿ èòåðàöèé ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ. Ýòè àëãîðèòìû ìîãóò
ïîìî÷ü â ïîèñêå ïðàêòè÷åñêè ïðèåìëåìîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðîâåðêè ýêâè-
âàëåíòíîñòè â áåñêîíå÷íîñòè äëÿ êîíå÷íûõ ÿçûêîâ.

Äëÿ äâóõ êîíå÷íûõ íåïóñòûõ ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-
íîñòè èõ èòåðàöèé àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìî ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìîãî
àâòîìàòà PRI è àëãîðèòìîâ åãî ïîñòðîåíèÿ [1�3]. Ââèäó âûñîêîé âû÷èñëè-
òåëüíîé ñëîæíîñòè èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ àâòîìàòà PRI, àêòó-
àëüíà çàäà÷à èõ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ äëÿ óìåíüøåíèÿ âðåìåíè âû÷èñëåíèé.
Èíòåðåñ òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ðàñïàðàëëåëèâàíèå àëãîðèòìîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ
àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ñâÿçàííûõ ñ àâòîìàòàìè PRI.

Òðóäíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèòìà äëÿ ïîñòðîåíèÿ àâòîìàòà PRI
çàêëþ÷àåòñÿ â ñëîæíîñòè ïðåäñêàçàòü íà îñíîâå ñâîéñòâ ôîðìàëüíîãî ÿçû-
êà, êàêèå ïðîìåæóòî÷íûå ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé áóäóò âîçíèêàòü íà êàæäîé
èòåðàöèè â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ.
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Îáû÷íûì ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå íà ìíîæåñòâî ïîä-
çàäà÷, ðåøàåìûõ íà ïàðàëëåëüíûõ ïðîöåññîðàõ. Íî òàêîé ïîäõîä â íàøåì
ñëó÷àå íåýôôåêòèâåí ââèäó òîãî, ÷òî íà êàæäîé èòåðàöèè ìîæåò âûïîëíÿòü-
ñÿ ñëèøêîì ìàëî çàäà÷ è áîëüøàÿ ÷àñòü âðåìåíè òðàòèòñÿ íà îáìåí äàííû-
ìè. Ïðåäëàãàåìîå íàìè ðåøåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè ýâðèñòè÷åñêèõ
ìåòîäîâ, êîòîðûå óâåëè÷èâàþò êîëè÷åñòâî ïîäçàäà÷, âûïîëíÿåìûõ íà îäíîé
èòåðàöèè [4].

Ïðîãðàììû ñ ýâðèñòè÷åñêèìè ìåòîäàìè ìîãóò âûïîëíÿòü èçáûòî÷íûå âû-
÷èñëåíèÿ, íå ñâÿçàííûå ñ ïðîâåðêîé ýêâèâàëåíòíîñòè â áåñêîíå÷íîñòè, è â ñà-
ìîì êðàéíåì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ïîëíûé àâòîìàò, òðåáóþùèé
áîëüøîãî îáú¼ìà äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé. Ïðîâåä¼ííûå ýêñïåðèìåíòû
ïîêàçûâàþò, ÷òî êàæäûé ýâðèñòè÷åñêèé ìåòîä èìååò ñâîè ïðåèìóùåñòâà è
íåäîñòàòêè, ñâÿçàííûå ñî ñâîéñòâàìè ôîðìàëüíîãî ÿçûêà, íàïðèìåð, ñ ðàñ-
ïðåäåëåíèåì äëèí öåïî÷åê ÿçûêà.
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Ïðåäëàãàåìûé â [1] ñïîñîá êîíòðîëÿ èñïîëíåíèÿ ïðîöåññîâ â îïåðàöèîííûõ
ñèñòåìàõ îñíîâàí íà ìîäåëèðîâàíèè ïîòîêà óïðàâëåíèÿ (ÏÓ) ñ ïîìîùüþ ãðà-
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ôîâ ÏÓ ôóíêöèé ïðîãðàìì ïðîöåññîâ. Â õîäå ìîäåëèðîâàíèÿ ãðàôû ïðå-
îáðàçóþòñÿ â ñòðóêòóðû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ñèíòàêñè÷åñêèå äèàãðàì-
ìû (ÑÄ), ñîâîêóïíîñòü êîòîðûõ îïðåäåëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìàíä, êî-
òîðûå ìîãóò áûòü èñïîëíåíû ïðîöåññîì. Ïîëó÷àåìûå òàêèì îáðàçîì ÑÄ îêà-
çûâàþòñÿ èçáûòî÷íûìè çà ñ÷åò òîãî, ÷òî îäíà è òà æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
êîìàíä ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, ÷òî îáóñëàâëèâàåò àê-
òóàëüíîñòü çàäà÷è îïòèìèçàöèè ÑÄ.

Ëþáóþ ÑÄ ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â êîíå÷íûé àâòîìàò (ÊÀ), êàê è ïî ëþáî-
ìó ÊÀ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ÑÄ. Â ñèëó ýòîãî àëãîðèòìû ìèíèìèçàöèè ÊÀ
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îïòèìèçàöèè ÑÄ. Òîãäà àëãîðèòì îïòèìèçà-
öèè ÑÄ áóäåò ñîñòîÿòü èç òðåõ øàãîâ: ïðåîáðàçîâàíèå ÑÄ â ÊÀ, ìèíèìèçàöèÿ
ÊÀ (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Áðæîçîâñêîãî [2]) è îáðàòíîå ïðåîáðà-
çîâàíèå ìèíèìèçèðîâàííîãî ÊÀ â íîâóþ ÑÄ. ÑÄ è ÊÀ èìåþò ïðåäñòàâëåíèå
â âèäå îðãðàôà, â ñèëó ÷åãî ïðåîáðàçîâàíèå ÑÄ â ÊÀ è îáðàòíî ìîæåò áûòü
îïèñàíî ïðåîáðàçîâàíèåì ãðàôîâ.

Ïåðâûì øàãîì ïðåîáðàçîâàíèÿ ÑÄ â ÊÀ äîëæíî áûòü äîáàâëåíèå âåðøèí
ñîñòîÿíèé ÊÀ ìåæäó âñåìè ïîñëåäîâàòåëüíûìè âåðøèíàìè ÑÄ, à òàêæå âåð-
øèí íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ íà âõîäå è âûõîäå ÑÄ ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîñëå ýòîãî êàæäàÿ èñõîäíàÿ âåðøèíà ÑÄ äîëæíà áûòü çàìåíåíà íà ðåáðî
ñîîòâåòñòâóþùåãî ïåðåõîäà â ÊÀ. Ïîëó÷àåìûå â [1] ÑÄ ìîãóò èìåòü âåð-
øèíû, íå èìåþùèå âûõîäíûõ ðåáåð. Òàêèå âåðøèíû äîëæíû çàìåíÿòüñÿ íà
ðåáðà ïåðåõîäîâ, êîòîðûå âåäóò â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå ÊÀ, à òàêèå ïåðåõîäû
äîëæíû áûòü îïðåäåëåííûì îáðàçîì ïîìå÷åíû.

Ïîñëå ìèíèìèçàöèè ÊÀ ïðåîáðàçîâàíèå â ÑÄ ïðîèñõîäèò â îáðàòíîì ïî-
ðÿäêå � ïåðåõîäû ÊÀ çàìåíÿþòñÿ íà âåðøèíû ÑÄ, à âåðøèíû ñîñòîÿíèé ÊÀ
óäàëÿþòñÿ. Â ñèëó òîãî, ÷òî êàê àëãîðèòìû ïðåîáðàçîâàíèÿ ÑÄ â ÊÀ è îá-
ðàòíî, òàê è àëãîðèòìû ìèíèìèçàöèè ÊÀ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî çàäà-
âàåìûõ èìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé [2], èñõîäíûå è ïîëó÷åííûå ÑÄ òàêæå èí-
âàðèàíòíû.

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîçâîëèë ñîêðàòèòü îáúåì ìîäåëè ïðîöåññà â âåð-
øèíàõ ÑÄ, à óíèêàëüíîñòü ïîëó÷àåìûõ â ÑÄ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîìàíä
ïîçâîëèëà ñîêðàòèòü âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ î êîððåêò-
íîñòè èñïîëíåíèÿ ïðîöåññà.
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Ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèç � êëþ÷åâîé ýòàï îáðàáîòêè åñòåñòâåííîãî ÿçûêà, âû-
ÿâëÿþùèé ãðàììàòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ïðåäëîæåíèé è ñèíòàêñè÷åñêèå ñâÿçè
ìåæäó ñëîâàìè. Ñîâðåìåííûå àíàëèçàòîðû èñïîëüçóþò íåéðîííûå ñåòè äëÿ
ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè àíàëèçà. Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ñèíòàêñè÷åñêèõ àíàëèçà-
òîðîâ êðèòè÷íà: äàæå íåáîëüøèå çàäåðæêè ñíèæàþò ýôôåêòèâíîñòü, ïîýòî-
ìó îïòèìèçàöèÿ ñêîðîñòè ðàáîòû êîìïîíåíòîâ àíàëèçà âàæíà äëÿ âûñîêî-
ïðîèçâîäèòåëüíûõ ñèñòåì îáðàáîòêè åñòåñòâåííîãî ÿçûêà.

Îáçîð ñóùåñòâóþùèõ èññëåäîâàíèé ïîêàçàë ÷òî äåòàëüíàÿ ñòàòèñòèêà ïî
âðåìåíè ðàáîòû âíóòðåííèõ êîìïîíåíòîâ ñèíòàêñè÷åñêèõ àíàëèçàòîðîâ, îñî-
áåííî ïðåäñêàçàíèé íåéðîñåòåâûõ ìîäåëåé, ïðåäñòàâëåíà êðàéíå îãðàíè÷åí-
íî.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû òðè ñèíòàêñè÷åñêèõ àíàëèçàòîðà: Stanza,
Natasha è spaCy [1]. Ïåðâûå äâà � ãðàôîâûå, ïîñëåäíèé � íà îñíîâå ïåðå-
õîäîâ. Äëÿ êàæäîãî âûäåëåíû êëþ÷åâûå êîìïîíåòû è èçìåðåíî âðåìÿ ðà-
áîòû íà ðóññêîÿçû÷íûõ êîðïóñàõ ñèíòàêñè÷åñêèõ äåðåâüåâ: Taiga, Poetry,
SynTagRus, GSD, è PUD èç ïðîåêòà Universal Dependences [2]. Äëÿ òî÷íîé
îöåíêè èñïîëüçîâàí ïðîôèëèðîâùèê cPro�le, èçìåðÿþùèé âðåìÿ àêòèâíîé
ðàáîòû ïðîöåññîðà è âûäàþùèé äåòàëèçèðîâàííóþ ñòàòèñòèêó. Êëþ÷åâûå
ôóíêöèè âûáðàíû íà îñíîâå àíàëèçà èñõîäíîãî êîäà. Äîïîëíèòåëüíî ïðè-
ìåíåíû èíñòðóìåíòû äëÿ âèçóëèçèçàöèè äåðåâà âûçîâîâ ôóíêöèé. Êàæäûé
àíàëèçàòîð çàïóñêàëñÿ íà âñåõ êîðïóñàõ ïî 10 ðàç íà ïðåäëîæåíèå. Ðåçóëü-
òàòû óñðåäíåíû ïî ÷èñëó çàïóñêîâ è âíóòðè êàæäîãî äàòàñåòà.

Èññëåäîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî âî âñåõ àíàëèçàòîðàõ îñíîâíàÿ ÷àñòü âðåìåíè
ðàáîòû ïðèõîäèòñÿ íà ïîëó÷åíèå ïðåäñêàçàíèé íåéðîñåòè. Â spaCy ïðåäñêà-
çàíèå ïåðåõîäîâ çàíèìàåò îêîëî 48% âðåìåíè îáðàáîòêè ïðåäëîæåíèÿ. Îñ-
íîâíûå ïîêàçàòåëè äëÿ ãðàôîâûõ àíàëèçàòîðîâ ïðèâåäåíû â Òàáëèöå 1.

Ïîëó÷åíèå ïðåäñêàçàíèé Ïîñòðîåíèå ãðàôà çàâèñèìîñòåé

Natasha 66.45% 2.74%
Stanza 99.17% 0.33%

Òàáëèöà 1. Âûçîâ ìîäåëè íåéðîííîé ñåòè
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Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîä÷¼ðêèâàåò íåîáõîäèìîñòü îïòèìèçàöèè ïîëó÷å-
íèÿ ïðåäñêàçàíèé íåéðîñåòè äëÿ ïîâûøåíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ñèñòåì îá-
ðàáîòêè åñòåñòâåííîãî ÿçûêà.
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Äëÿ ðóññêîãî ÿçûêà íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûì ñïîñîáîì ïðåäñòàâëåíèÿ
ñèíòàêñè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïðåäëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ äåðåâî çàâèñèìîñòåé. Äå-
ðåâî çàâèñèìîñòåé � ýòî îðèåíòèðîâàííûé ãðàô âèäà äåðåâî, â êîòîðîì êàæ-
äûé òîêåí (ñëîâî èëè çíàê ïðåïèíàíèÿ) ñâÿçàí ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ãëàâíûì
òîêåíîì. Ñòàíäàðòíûìè ìåòðèêàìè îöåíêè êà÷åñòâà ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëè-
çà ÿâëÿþòñÿ ìåòðèêè LAS è UAS, êîòîðûå èçìåðÿþò äîëþ ïðàâèëüíî îïðå-
äåë¼ííûõ çàâèñèìîñòåé ñ ó÷¼òîì è áåç ó÷¼òà êîððåêòíîñòè îïðåäåëåíèÿ òèïà
ñâÿçè ñîîòâåòñòâåííî.

Ñòàíäàðòíûå ìåòðèêè îðèåíòèðîâàíû íà êîëè÷åñòâåííóþ îöåíêó è íå âñå-
ãäà âûÿâëÿþò ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ãðàôîâîé ñòðóêòóðû.
Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ìåòîäà äëÿ îáíàðóæåíèÿ ïðåäëîæåíèé
ñ îøèáêàìè òàêîãî âèäà. Ïðåäëîæåííàÿ â äàííîé ðàáîòå àäàïòàöèÿ àëãîðèò-
ìà Âàéñôåéëåðà-Ëåìàíà (Waisfeiler-Leman algorithm, WL) ïîçâîëÿåò îöåíèòü
ñòðóêòóðíîå ñõîäñòâî ìåæäó äåðåâüÿìè çàâèñèìîñòåé.

ßäðî àëãîðèòìà Âàéñôåéëåðà-Ëåìàíà îñíîâàíî íà èòåðàòèâíîì* îáíîâëå-
íèè õåøåé âåðøèí ãðàôà. Èíèöèàëèçàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ ïðèñâîåíèåì êàæäîé
âåðøèíå çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî å¼ ñòåïåíè. Íà êàæäîé èòåðàöèè õåø âåðøèíû

*Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàëîñü 3 èòåðàöèè.
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îáíîâëÿåòñÿ íà îñíîâå å¼ òåêóùåãî çíà÷åíèÿ è îòñîðòèðîâàííîãî ìíîæåñòâà
õåøåé ñìåæíûõ âåðøèí.

Ïðè ïðèìåíåíèè ÿäðà Âàéñôåéëåðà-Ëåìàíà è äëÿ ýòàëîííîãî äåðåâà çà-
âèñèìîñòåé, è äëÿ äåðåâà çàâèñèìîñòåé, ïîñòðîåííîãî àíàëèçàòîðîì, âûïîë-
íÿåòñÿ:

1. èíèöèàëèçàöèÿ íà÷àëüíûõ ìåòîê âåðøèí

2. èòåðàòèâíîå îáíîâëåíèå õåøåé çà n øàãîâ

3. ïîñòðîåíèå ãèñòîãðàììû ïîëó÷åííûõ õåøåé

Äàëåå âû÷èñëÿåòñÿ ìåòðèêà ñõîäñòâà äåðåâüåâ çàâèñèìîñòåé ïî ôîðìóëå
WL = H1H2

||H1||∗||H2|| , ãäå H1 è H2 � âåêòîðû ãèñòîãðàìì õåøåé âåðøèí ñðàâíèâà-

åìûõ ãðàôîâ.
Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ îöåíêà ïðåäëîæåííîé ìåòðèêè ïðîâåäåíà íà ñèíòàê-

ñè÷åñêèõ àíàëèçàòîðàõ Natasha, UDPipe, DeepPavlov, spacy, Stanza è ðóññêî-
ÿçû÷íûõ êîðïóñàõ ïðåäëîæåíèé ñ ñèíòàêñè÷åñêîé ðàçìåòêîé Taiga, Poetry,
GSD, PUD, SynTagRus. Â Òàáëèöå 1 ïîêàçàíû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ìåòðèêè WL
äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ àíàëèçàòîðîâ è äàòàñåòîâ. Àíàëèçàòîðû DeepPavlov è
Stanza ïîêàçûâàþò íàèáîëåå âûñîêèå çíà÷åíèÿ ìåòðèêè WL, ÷òî óêàçûâàåò
íà ëó÷øåå ñîõðàíåíèå ñòðóêòóðíûõ îñîáåííîñòåé ñèíòàêñè÷åñêèõ äåðåâüåâ.

Ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèçàòîð Taiga Poetry GSD PUD SynTagRus

Natasha 0.696 0.700 0.788 0.836 0.805
UDPipe 0.724 0.763 0.786 0.835 0.854
spacy 0.743 0.770 0.822 0.871 0.838
DeepPavlov 0.761 0.808 0.838 0.886 0.895
Stanza 0.752 0.801 0.823 0.881 0.901

Òàáëèöà 2: Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ìåòðèêè WL ïî ïàðñåðàì è êîðïóñàì

Â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòîâ òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî ìåòðèêà WL óñïåøíî
âûÿâëÿåò ïðåäëîæåíèÿ ñ ñóùåñòâåííûì èçìåíåíèåì ñòðóêòóðû äåðåâà çàâè-
ñèìîñòåé è íåáîëüøèì êîëè÷åñòâîì òîêåíîâ, äëÿ êîòîðûõ íåâåðíî âûïîëíåí
ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèç. Ïîýòîìó äàííàÿ ìåòðèêà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâà-
íà êàê äîïîëíèòåëüíûé èíñòðóìåíò äëÿ âûÿâëåíèÿ îøèáîê ñèíòàêñè÷åñêèõ
àíàëèçàòîðîâ, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ðàñïîçíàíû ñ ïîìîùüþ ìåòðèê UAS è
LAS.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: äåðåâî çàâèñèìîñòåé, ÿäðî Âàéñôåéëåðà-Ëåìàíà, ñèí-

òàêñè÷åñêèé àíàëèç, LAS, UAS
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Ïðèìåíåíèå âåêòîðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ELMo
â çàäà÷å ëåêñè÷åñêîé òèïîëîãèè ÿçûêîâ

Âîëêîâà Èðèíà Àíàòîëüåâíà1, Ïîëîçîâ Èëüÿ Êîíñòàíòèíîâè÷2
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Â ñîâðåìåííîé ìèðå âñå ÷àùå àâòîìàòèçèðóþòñÿ ðàçëè÷íûå âèäû äåÿòåëüíî-
ñòè. Îäíàêî äëÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ëåêñè÷åñêîé òèïîëîãèè ÿçûêîâ ñïîñîáîâ
àâòîìàòèçàöèè ïîêà ðàçðàáîòàíî íå òàê ìíîãî. Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëü-
çîâàíèå âåêòîðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ELMo (Embeddings from Language Models)
äëÿ ïîìîùè ëèíãâèñòàì. Çà îñíîâó áåðåòñÿ ðàáîòà [1], â êîòîðîé âðó÷íóþ
èññëåäóåòñÿ ñåìàíòè÷åñêàÿ çîíà �òÿíóòü� - �òîëêàòü�.

Ñàìà çàäà÷à ëåêñè÷åñêîé òèïîëîãèè ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ÿâëåíèé, äëÿ
êîòîðûõ ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äàííàÿ ÿçûêîâàÿ åäèíèöà. Ñàìûì ïîïóëÿð-
íûì ïîäõîäîì äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ôðåé-
ìîâ [2]. Íàïðèìåð, äëÿ ñåìàíòè÷åñêîãî ïîëÿ �òÿíóòü�-�òîëêàòü�, ìîãóò áûòü
íàéäåíû òàêèå ôðåéìû, êàê: �ïåðåìåùàòü ïåðåä ñîáîé�, �îòêðûâàòü îò ñåáÿ�,
�ïðîÿâëÿòü àãðåññèþ�.

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèìåíÿþòñÿ âåêòîðíûå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ELMo [3], èñïîëüçóåòñÿ Íàöèîíàëüíûé êîðïóñ ðóññêîãî ÿçûêà [4]. Âñå
ñëîâà ïåðåâîäÿòñÿ â íà÷àëüíóþ ôîðìó. Óäàëÿþòñÿ ñòîï-ñëîâà è âñå ñïåöñèì-
âîëû. Çàòåì â êîðïóñå íàõîäÿòñÿ âñå ïðåäëîæåíèÿ ñî ñëîâàìè �òÿíóòü�, �òîë-
êàòü� è ïðîèçâîäíûìè îò íèõ, òàêèìè êàê: �ïðîòÿíóòü�, �âûòÿíóòü�, �òÿíóòü-
ñÿ�, �çàòÿíóòü�, �âòÿíóòü�, �ïåðåòÿíóòü�, �äîòÿíóòüñÿ� è ò.ï. Äëÿ âñåõ íàéäåí-
íûõ ñëîâ âû÷èñëÿþòñÿ âåêòîðû ELMo. Äëÿ äàëüíåéøåé îáðàáîòêè ñîçäàåòñÿ
ñòðóêòóðà, â êîòîðîé ñîõðàíÿþòñÿ ïðåäëîæåíèÿ ñ íàéäåííûìè ñëîâàìè, îò-
äåëüíî ñàìè íàéäåííûå ñëîâà â ýòèõ ïðåäëîæåíèÿõ, âåêòîðû íàéäåííûõ ñëîâ
è èñõîäíîå ïðåäëîæåíèå èç êîðïóñà, ÷òîáû ïîñëå ôèëüòðàöèè ñôîðìèðîâàòü
ôðåéì. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ äàííûõ èñïîëüçóåòñÿ áèáëèîòåêà Pickle.

Äëÿ ñëîâà �òÿíóòü� íà êîðïóñå ïîñòñîâåòñêèõ òåêñòîâ ÍÊÐß áûëî ïîëó-
÷åíî 27 249 ïðåäëîæåíèé. Äëÿ ñëîâà �òîëêàòü� 2 257 ïðåäëîæåíèé. Èõ íåîá-
õîäèìî îòôèëüòðîâàòü, ÷òîáû óáðàòü áëèçêèå ïî ñìûñëó. Äëÿ ôèëüòðàöèè
èñïîëüçóåòñÿ áëèçîñòü ïî êîñèíóñíîé ìåðå. Ïðåäëîæåíèÿ, âåêòîðû ELMo êî-
òîðûõ ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ ïî êîñèíóñíîé ìåðå, ñ÷èòàþòñÿ ôðåéìàìè èññëåäó-
åìîãî ïîëÿ. Ýìïèðè÷åñêè áûë âûáðàí ïîðîã áëèçîñòè 0.5, ò.ê. îí äàåò íàèáî-
ëåå áëèçêèå ê ðàáîòå [1] ðåçóëüòàòû, â êîòîðîé ôðåéìû íàõîäèëèñü âðó÷íóþ.
Íà êîðïóñå ïîñòñîâåòñêèõ òåêñòîâ ÍÊÐß äëÿ çîíû �òîëêàòü� áûëè ïîëó÷åíû
7 ôðåéìîâ, à äëÿ çîíû �òÿíóòü� 5.
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Òàêèì îáðàçîì, ëèíãâèñòû ìîãóò èñïîëüçîâàòü ìåòîä äëÿ óñêîðåíèÿ ñâîåé
ðàáîòû, àâòîìàòèçèðîâàíî ïîëó÷àòü ôðåéìû è óòî÷íÿòü èõ.
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Ñåêöèÿ: "Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ

ñòàòèñòèêà".

Ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà êðèòåðèÿ
ýêâèâàëåíòíîñòè â ëîãíîðìàëüíîé ìîäåëè

ñ íåäîñòàþùèìè äàííûìè
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Â êëèíè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà ñîîòâåòñòâó-
åò ðèñêó îøèáî÷íîãî ïðèçíàíèÿ ýôôåêòèâíîñòè è áåçîïàñíîñòè è, êàê ñëåä-
ñòâèå, ðèñêó ïàöèåíòà ïîëó÷èòü ëåêàðñòâåííûé ïðåïàðàò, íå ïîäòâåðäèâøèé
ñâîè òåðàïåâòè÷åñêèå ýôôåêòû. Îøèáî÷íîå ïðèçíàíèå áèîýêâèâàëåòíîñòè
îçíà÷àåò, ÷òî ïàöèåíò ïîëó÷èò âîñïðîèçâåäåííûé ïðåïàðàò, ýôôåêòû êîòî-
ðîãî êëèíè÷åñêè çíà÷èìî îòëè÷àþòñÿ îò îðèãèíàëüíîãî ïðåïàðàòà, ïîäâåðã-
øåãîñÿ ìàñøòàáíîé ðàçðàáîòêå. Òðàäèöèîííî â êëèíè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ
óðîâåíü çíà÷èìîñòè α óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàâíûì 5% èëè íèæå, ïðè íåîáõî-
äèìîñòè ñ ïîïðàâêîé íà ìíîæåñòâåííûå ñðàâíåíèÿ. Êîíêðåòíîå çíà÷åíèå α
çàâèñèò îò àïðèîðíîé ïðàâäîïîäîáíîñòè ïðîâåðÿåìîé ãèïîòåçû è îæèäàåìîãî
âëèÿíèÿ ðåçóëüòàòîâ íà ïîñëåäóþùèå ðåãóëÿòîðíûå ðåøåíèÿ [1].

Îäíèì èç èñòî÷íèêîâ ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè â òàêèõ èññëåäîâíèÿõ ìî-
ãóò ÿâëÿòüñÿ íåäîñòàþùèå äàííûå è âûáðîñû â âûáîðêàõ ôàðìàêîêèíåòè-
÷åñêèõ èçìåðåíèé, îñîáåííî â òåðìèíàëüíîé ÷àñòè êðèâîé çàâèñèìîñòè êîí-
öåíòðàöèè îò âðåìåíè. Ýòî ïðèâîäèò ê ñìåùåííûì îöåíêàì ïëîùàäè ïîä
êðèâîé (AUC) è, ñëåäîâàòåëüíî, ê èñêàæåíèþ îöåíêè áèîýêâèâàëåíòíîñòè. Â
óñëîâèÿõ êëèíè÷åñêèõ è ýòè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé (â ÷àñòíîñòè, íåâîçìîæíîñòü
îòáîðà áîëüøîãî ÷èñëà îáðàçöîâ êðîâè ó äîáðîâîëüöåâ) âëèÿíèå íåïîëíîòû
äàííûõ ñòàíîâèòñÿ îñîáåííî ñóùåñòâåííûì [2].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü íåïîëíîòû íàáëþäåíèé äëÿ
ëîãíîðìàëüíûõ îöåíîê, îïèñàííàÿ â [3]. Èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå êðèòåðèÿ äëÿ
ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 î íåáèîýêâèâàëåíòíîñòè â óñëîâèÿõ íåäîñòàþùèõ äàí-
íûõ è âîçìîæíàÿ èíôëÿöèÿ îøèáêè ïåðâîãî ðîäà. Äëÿ óêàçàííîé ìîäåëè
ïîñòðîåíû ãðàíèöû îáëàñòè îòâåðæåíèÿ ãèïîòåçû, â êîòîðûõ êîíòðîëèðóåò-
ñÿ îøèáêà ïåðâîãî ðîäà (1)�(2) :
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Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå, ïîäêðåïëÿþùåå òåîðåòè÷åñêèå ðå-
çóëüòàòû. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò êîëè÷åñòâåííî îöåíèâàòü âëè-
ÿíèå äîëè íåäîñòàþùèõ íàáëþäåíèé íà óðîâåíü çíà÷èìîñòè â çàäà÷àõ ïðî-
âåðêè áèîýêâèâàëåíòíîñòè è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïðîåêòèðîâàíèè
ïîäõîäîâ ê àíàëèçó ýêâèâàëåíòíîñòè.
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Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé
äëÿ ÑÄÓ â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Lp, p < 2
Çàõàðîâà Òàòüÿíà Âàëåðüåâíà1, Ñàâóøêèí Åâãåíèé

Âëàäèìèðîâè÷2

1 Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, ôàêóëüòåò ÂÌÊ, êàôåäðà
ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, e-mail: zaharovatv@my.msu.ru

2 ÔÈÀÍ èìåíè Ï.Í. Ëåáåäåâà ÐÀÍ, e-mail: evsavush@yandex.ru

Ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (ÑÄÓ) øèðîêî ïðèìåíÿþò-
ñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, íà ïîâåäåíèå êîòîðûõ âëèÿåò
ñëó÷àéíîñòü. Èõ èñïîëüçîâàíèå ïîçâîëÿåò êîððåêòíî îïèñûâàòü ýâîëþöèþ
ñòîõàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â çàäà÷àõ ôèçèêè, áèîëîãèè, ôèíàíñîâ è äðóãèõ
îáëàñòåé. Âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé ÑÄÓ ÿâëÿåòñÿ
öåíòðàëüíûì äëÿ êîððåêòíîñòè ïîñòðîåííîé ìîäåëè è äëÿ ðàçðàáîòêè ÷èñ-
ëåííûõ ìåòîäîâ åå àíàëèçà.

Êëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Èòî[1], êîòîðàÿ óòâåðæäàåò,
÷òî åñëè êîýôôèöèåíòû ÿâëÿþòñÿ ëèïøèöåâûìè ôóíêöèÿìè ïî ïðîñòðàí-
ñòâåííûì àðãóìåíòàì è èìåþò ðîñò íå âûøå ëèíåéíîãî ïî âðåìåííîìó àðãó-
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ìåíòó, òî ÑÄÓ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2 èìååò ðåøåíèå è îíî åäèí-
ñòâåííî ïî òðàåêòîðèÿì, ò.å. èìååò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå.

Îäíàêî ìíîãèå ïðèêëàäíûå ìîäåëè òðåáóþò ðàññìîòðåíèÿ ïðîñòðàíñòâ
Lp ïðè p < 2, ÷òî ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò àíàëèç èç-çà ïîòåðè ãèëüáåðòîâîé
ñòðóêòóðû.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Èòî
íà ñëó÷àé áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà Lp, 1 < p ⩽ 2, è äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâî-
âàíèÿ ñèëüíîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ. Àâòîðàìè âïåðâûå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé
ëèïøèöåâîñòè è îãðàíè÷åííîãî ðîñòà êîýôôèöèåíòîâ ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è
ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Lp.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ìåòîäå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Ïî-
ñòðîåíà ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåíèé, äëÿ êîòîðîé ïîëó÷å-
íû îöåíêè â íîðìå Lp. Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçîâàíû íåðàâåíñòâà
äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ[2, 3] è ñâîéñòâà âîãíóòûõ íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé èç êëàññà Lp.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ðàñøèðÿåò êëàññ ìîäåëåé, äëÿ êîòîðûõ ãàðàíòèðó-
åòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ñèëüíîãî ðåøåíèÿ, è ìîæåò ñëóæèòü òåîðåòè÷åñêîé îñíî-
âîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ óñòîé÷èâûõ ÷èñëåííûõ ñõåì â ïðîñòðàíñòâàõ, îòëè÷íûõ
îò L2.
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Àíàëèç áèîýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ êëàññîâ ðàñïðåäåëåíèé

Çàõàðîâà Òàòüÿíà Âàëåðüåâíà1, Ïàíîâ Ïàâåë Âëàäèñëàâîâè÷2

1 Êàôåäðà ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, e-mail: tvzaharova@mail.ru
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïðîâåðêè ëåêàðñòâåííûõ ïðåïàðàòîâ íà
áèîýêâèâàëåíòíîñòü. Ïðîâåðêà áèîýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì
ýòàïîì ðåãèñòðàöèè âîñïðîèçâåäåííûõ ëåêàðñòâåííûõ ïðåïàðàòîâ è ñëóæèò
ïîäòâåðæäåíèåì èõ âçàèìîçàìåíÿåìîñòè è áåçîïàñíîñòè.

Òðàäèöèîííî äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû áèîýêâèâàëåíòíîñòè èñïîëüçóåòñÿ
ïðîöåäóðà äâóõ îäíîñòîðîííèõ òåñòîâ (TOST), ïðèìåíÿåìàÿ ê ëîãàðèôìè-
÷åñêè òðàíñôîðìèðîâàííûì ôàðìàêîêèíåòè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì, òàêèì
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êàê log AUC è logCmax. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óêàçàííûå âåëè÷èíû
èìåþò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå è, êàê ïðàâèëî, îäèíàêîâûå äèñïåðñèè [3].

Îñíîâíûì îãðàíè÷åíèåì êëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ åãî çàâèñèìîñòü
îò ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèé: ïðè îòêëîíåíèÿõ îò íîðìàëüíîñòè (íà-
ïðèìåð, ïðè íàëè÷èè âûáðîñîâ, àñèììåòðèè èëè ñìåñåé ðàñïðåäåëåíèé) îöåí-
êè ñðåäíèõ è äèñïåðñèé ñòàíîâÿòñÿ íåóñòîé÷èâûìè, ÷òî ìîæåò ïðèâåñòè ê
îøèáî÷íûì âûâîäàì. Êðîìå òîãî, ïðîöåäóðà TOST ó÷èòûâàåò òîëüêî ðàç-
ëè÷èÿ â ñðåäíèõ, èãíîðèðóÿ âîçìîæíûå ðàñõîæäåíèÿ â ôîðìå ðàñïðåäåëåíèé
òåñòîâîãî è ðåôåðåíòíîãî ïðåïàðàòîâ [1].

Àâòîðàìè ïðåäëîæåí óíèâåðñàëüíûé ïîäõîä ê àíàëèçó áèîýêâèâàëåíòíî-
ñòè, íå çàâèñÿùèé îò ïðåäïîëîæåíèé î âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ è, òåì ñàìûì,
íå òðåáóþùèé íîðìàëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ôàðìàêîêèíåòè÷åñêèõ õàðàêòå-
ðèñòèê. Ìåòîä îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ñèììåòðèçèðîâàííîé äèâåðãåíöèè
Êóëüáàêà�Ëåéáëåðà êàê ìåðû ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïîëíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè
ôàðìàêîêèíåòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê.

Èäåÿ ïðèìåíåíèÿ äèâåðãåíöèè äëÿ îöåíêè áèîýêâèâàëåíòíîñòè áûëà âïåð-
âûå âûñêàçàíà â ðàáîòå [2], îäíàêî åå ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ îñòàåòñÿ
÷óâñòâèòåëüíîé ê íàðóøåíèÿì ìîäåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé. Â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå ýòà ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ çà ñ÷åò íåïàðàìåòðè÷åñêîé îöåíêè ïëîòíîñòåé.
Äëÿ îöåíêè ïëîòíîñòåé ïðèìåíÿåòñÿ ðîáàñòíàÿ ÿäåðíàÿ îöåíêà, â êîòîðîé âå-
ñà ó÷èòûâàþò êàê íàëè÷èå àíîìàëüíûõ íàáëþäåíèé, òàê è ïðîïóñêè äàííûõ.
Ïîðîãîâîå çíà÷åíèå äèâåðãåíöèè êàëèáðóåòñÿ òàê, ÷òîáû ñîõðàíèòü ýêâèâà-
ëåíòíîñòü ñ ðåãóëÿòîðíûì êðèòåðèåì 80/125% â ñëó÷àå íîðìàëüíîñòè, íî ïðè
ýòîì ìåòîä îñòàåòñÿ êîððåêòíûì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êëàññîâ ðàñïðåäåëåíèé.

Â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëîæåííûé ïîäõîä îáåñïå-
÷èâàåò áîëåå íàäåæíîå ïðèíÿòèå ðåøåíèé â óñëîâèÿõ ìàëûõ âûáîðîê, ïðî-
ïóñêîâ è âûáðîñîâ, ñóùåñòâåííî ñíèæàÿ ÷àñòîòó ëîæíûõ çàêëþ÷åíèé î áèî-
ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîäîëæàþòñÿ èññëåäîâàíèÿ, íàïðàâëåííûå íà àäàï-
òàöèþ ìåòîäà ê äàííûì ñ ïðîèçâîëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè è ðàçðàáîòêó
ñòàòèñòè÷åñêè îáîñíîâàííûõ ïîðîãîâûõ êðèòåðèåâ, îáåñïå÷èâàþùèõ ñîãëà-
ñèå ìåòîäà ñ ðåãóëÿòîðíûìè òðåáîâàíèÿìè. Ïî ðåçóëüòàòàì äàííîé ðàáîòû
ïîäãîòîâëåíà è ñäàíà â ïå÷àòü ñòàòüÿ äëÿ ñáîðíèêà BIOKYBERNETIKA.
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Àíàëèç ìîäåëè êîëëåêòèâíîãî ðèñêà ñ
èíâåñòèöèÿìè

Õîõëîâ Þðèé Ñòåïàíîâè÷, Êîòîâà Àííà Èãîðåâíà
Êàôåäðà ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, e-mail: yskhokhlov@yandex.ru, annaki8865@gmail.ru

Ìîäåëü êîëëåêòèâíîãî ðèñêà ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ïîïóëÿðíîé â àêòóàðíîé ìàòå-
ìàòèêå. Â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå àíàëèçó ýòîé ìîäåëè ïîñâÿùåíî áîëüøîå
÷èñëî ðàáîò è íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ìîíîãðàôèé. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî âñå äîñòóïíûå ñðåäñòâà èñïîëüçóþòñÿ â ñàìîé ñòðàõîâîé êîìïàíèè. Íî â
ðåàëüíûõ çàäà÷àõ ñòðàõîâùèêè ñòàðàþòñÿ êàê-òî èñïîëüçîâàòü ÷àñòü ñðåäñòâ
äëÿ èíâåñòèöèé, ÷òîáû óëó÷øèòü ôèíàíñîâóþ ñèòóàöèþ. Òàêàÿ çàäà÷à òàê-
æå ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòàõ íåêîòîðûõ àâòîðîâ, íî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå
(ñìîòðè, íàïðèìåð, [1]).

Â íàøåì äîêëàäå ìû îáîáùàåì èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé, êîãäà
èìååòñÿ íåñêîëüêî âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé ñòðàõîâàíèÿ. Êàê è â îäíîìåðíîì
ñëó÷àå ãëàâíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îïèñàòü äèíàìèêó òàêîé ñèñòå-
ìû. Äëÿ äâóìåðíîé ìîäåëè êîëëåêòèâíîãî ðèñêà ñ èíâåñòèöèÿìè ñîñòàâëåíî
ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äèíàìèêè êàïèòàëà êîìïàíèè
è íàéäåíî â ÿâíîì âèäå åãî ðåøåíèå. Ýòî íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò. Åãî äîêàçà-
òåëüñòâî ïîòðåáîâàëî íåêîòîðûõ óñèëèé è ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì. Çàòåì,
èñïîëüçóÿ ýòîò ðåçóëüòàò è îïèðàÿñü íà óæå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû äðóãèõ
àâòîðîâ, ïîëó÷åíà íåêîòîðàÿ îöåíêà äëÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ.

Ýòî èññëåäîâàíèå áûëî ïðîâåäåíî â ñîîòâåòñòâèè ñ íàó÷íîé ïðîãðàììîé
Ìîñêîâñêîãî öåíòðà ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è ôàêóëü-
òåòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà.
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Âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ
òåïëà â Ñåâåðíîé Àòëàíòèêå ïî ðåçóëüòàòàì

äàííûõ ìíîãîëåòíèõ íàáëþäåíèé
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Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â äàííîé ðàáîòå ñëóæàò òåïëîâûå ïîòîêè â Ñåâåðíîé
Àòëàíòèêå, ïîêàçàííûå âî âçàèìîäåéñòâèè îêåàíà è àòìîñôåðû. Ïðåäìåòíû-
ìè çàäà÷àìè èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ èõ êîëè÷åñòâåííûé è êà÷åñòâåííûé àíà-
ëèç äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âíóòðèãîäîâîé èçìåí÷èâîñòè (âûÿâëåíèÿ çàêîíîìåð-
íîñòè) â ïðàêòè÷åñêîì ïðèëîæåíèè ðåçóëüòàòîâ â ìåòåîðîëîãèè, îêåàíîëîãèè
è êëèìàòîëîãèè. Âûáîðêà � íàáîð äàííûõ, ïîëó÷åííûõ çà 1999 ãîä. Îñíîâ-
íûì ìàòåìàòè÷åñêèì ìåòîäîì, èñïîëüçîâàííûì â äàííîé ðàáîòå, ÿâëÿåòñÿ
ïðåäñòàâëåíèå ïðîöåññà èçìåí÷èâîñòè òåïëîâûõ ïîòîêîâ â âèäå

dX = a(t,X)dt+ b(t,X)dW

ãäå X(t) � èçó÷àåìûé ïðîöåññ, à èìåííî ñóììà ïîòîêîâ ñêðûòîãî è ÿâíîãî
òåïëà â ìîìåíò âðåìåíè t, dX = X(t+ dt) −X(t) � ïðèðàùåíèå çà èíòåðâàë
âðåìåíè dt = t + dt− t â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå, a(t,X), b(t,X) � êîýôôèöè-
åíòû äðåéôà è äèôôóçèè ñîîòâåòñòâåííî, à dW � ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå
¾áåëîãî øóìà¿, íåçàâèñèìîãî îò X(t) ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé, ðàâ-
íîé åäèíèöå.
Â ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ äàííûìè
íàáëþäåíèé èç áàçû äàííûõ ERA5 [1]. Âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿëèñü ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ñòàíäàðòíîé áèáëèîòåêè èç ïàêåòà PYTHON 5. Èñõîäÿ èç ñòàòèñòè-
÷åñêè ïîñòðîåííîé ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñëåäîâàòåëüíî
âû÷èñëÿëîñü íîâîå ðàñïðåäåëåíèå(ÿ). Êîýôôèöèåíòû áûëè âçÿòû èç ïðåäû-
äóùèõ èññëåäîâàíèé [2] è èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîäñòàíîâêè â èíòåãðàëüíûå âû-
ðàæåíèÿ

Pn+1(x) =

∫ ∞

−∞
P (Xn+1 = x | Xn = u) dPn(u) =

∫ ∞

−∞
Φ

(
x− u− an+1(u)

bn+1(u)

)
dPn(u)

Áàçà äàííûõ ERA5 ñîäåðæèò äàííûå íå òîëüêî î òåïëîâûõ ïîòîêàõ, íî è
î òåìïåðàòóðå ïîâåðõíîñòè ìîðÿ (SST), äàâëåíèè ïîâåðõíîñòè ìîðÿ (SSP)
è ðÿäå äðóãèõ õàðàêòåðèñòèê. ×òîáû îáåñïå÷èòü áîëåå øèðîêîå âîçìîæíîå
ïðåäñòàâëåíèå äàííûõ äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ, âûáðàíû ôèêñèðîâàííûå çíà÷å-
íèÿ SST è ðàññìîòðåíû òåïëîâûå ïîòîêè ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè SST ïî
âñåé îáëàñòè (Ñåâåðíàÿ Àòëàíòèêà). Äëÿ SST áûëè âûáðàíû ìíîæåñòâà 3
çíà÷åíèé, à èìåííî ìèíèìàëüíîå, ñðåäíåå è ìàêñèìàëüíîå SST ïî ðåãèîíó,
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è èçó÷àëîñü ðàñïðåäåëåíèå òåïëîâîãî ïîòîêà ïðè âûáðàííûõ çíà÷åíèÿõ SST.
Íà÷àëüíûì äíåì áûëî âûáðàíî 1 ÿíâàðÿ 1999 ã.

(à) (á)

Ðèñ. 1. Ðàñïðåäåëåíèå òåïëîâîãî ïîòîêà ïðè ìèíèìàëüíîì çíà÷åíèè SST: (à)
äëÿ 2 ÿíâàðÿ è (á) äëÿ 6 ÿíâàðÿ 1999 ã. Ñèíÿÿ êðèâàÿ � ìîäåëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå, æåëòàÿ êðèâàÿ � íàáëþäàåìîå ðàñïðåäåëåíèå

(à) (á)

Ðèñ. 2. Ðàñïðåäåëåíèå òåïëîâîãî ïîòîêà ïðè ìàêñèìàëüíîì çíà÷åíèè SST: (à)
äëÿ 3 ÿíâàðÿ è (á) äëÿ 5 ÿíâàðÿ 1999 ã. Ñèíÿÿ êðèâàÿ � ìîäåëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå, æåëòàÿ êðèâàÿ � íàáëþäàåìîå ðàñïðåäåëåíèå

Íà ðèñ. 1�3 ïîêàçàíî âðåìåííîå ïîâåäåíèå ðàñïðåäåëåíèé òåïëîâîãî ïîòî-
êà äëÿ ìèíèìàëüíîãî, ìàêñèìàëüíîãî è ñðåäíåãî SST. Òåîðåòè÷åñêèå ðàñïðå-
äåëåíèÿ õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ýìïèðè÷åñêèìè, îñîáåííî â ¾õâîñòîâûõ çîíàõ¿.
Íàèáîëüøèå îòêëîíåíèÿ íàáëþäàþòñÿ äëÿ ìèíèìàëüíîãî è ìàêñèìàëüíîãî
SST, â ñðåäíåé çîíå, íî ñî âðåìåíåì îíè óìåíüøàþòñÿ. Äëÿ ñðåäíåãî SST
ñîîòâåòñòâèå ïî÷òè èäåàëüíîå, êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà ïîäòâåðæäàåò ñîâïà-
äåíèå ñ ïîðîãîì 0,05. Äëÿ ñðåäíåãî SST (ïî âñåé îáëàñòè), ãäå âåðîÿòíîñòü
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(à) (á)

Ðèñ. 3. Ðàñïðåäåëåíèå òåïëîâîãî ïîòîêà ïðè ñðåäíåì çíà÷åíèè SST: (à) äëÿ 2
ÿíâàðÿ è (á) äëÿ 6 ÿíâàðÿ 1999 ã. Ñèíÿÿ êðèâàÿ � ìîäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå,
æåëòàÿ êðèâàÿ � íàáëþäàåìîå ðàñïðåäåëåíèå

ïîÿâëåíèÿ SST ìàêñèìàëüíà, ñîîòâåòñòâèå ðàñïðåäåëåíèþ òåïëîâîãî ïîòî-
êà íàìíîãî ëó÷øå, ÷åì äëÿ ìåíåå âåðîÿòíîñòíûõ (ïî SST) çîí. Ìîäåëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ëó÷øå îïèñûâàåò òåïëîâûå ïîòîêè äëÿ íàèáîëåå âåðîÿòíûõ
çíà÷åíèé SST.
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Â ðàçíûõ îáëàñòÿõ èñïîëüçóåòñÿ îáúåäèíåííîå (ãðóïïîâîå) òåñòèðîâàíèå. Áî-
ëåå 80 ëåò, íà÷èíàÿ ñ ðàáîòû Äîðôìàíà [1] ïî ñêðèíèíãó êðîâè, ãðóïïîâîå
òåñòèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ àêòèâíîé îáëàñòüþ èññëåäîâàíèé â ñòàòèñòè÷åñêîé íà-
óêå.

Â êîíòåêñòå çàðàæåííîñòè èêñîäîâûõ êëåùåé â ýïèäåìèîëîãèè ñîñòîÿíèå
çàðàæåííîñòè îñîáè ìîæíî îïèñàòü äâóìÿ èñõîäàìè �çàðàæåíà� èëè �íå çà-
ðàæåíà�. Îäíàêî îêîí÷àòåëüíîå çàêëþ÷åíèå äåëàåòñÿ ïîñëå ïðîâåäåíèÿ äè-
àãíîñòè÷åñêîãî òåñòà íà íàëè÷èå ïàòîãåíà â îáðàçöå. Ïðîâåäåíèå òåñòà ÷à-
ñòî ñîïðÿæåíî ñ îïðåäåëåííûìè çàòðàòàìè. Ïîýòîìó ïðè îöåíèâàíèè óðîâíÿ
çàðàæåííîñòè ïðè áîëüøîì ÷èñëå èíäèâèäîâ, íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü
÷èñëî òåñòîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî âîïðîñà øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èë
ìåòîä îáúåäèíåííîãî (ãðóïïîâîãî) èññëåäîâàíèÿ. Îí çàêëþ÷àåòñÿ â ñëó÷àé-
íîì îáúåäèíåíèè îñîáåé â ãðóïïû (ïóëû, �pools�) ñ ôèêñèðîâàííûì èëè ïå-
ðåìåííûì èõ ÷èñëîì è êàæäàÿ ãðóïïà àíàëèçèðóåòñÿ êàê öåëîå. Åñëè ãðóïïà
ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí èíôèöèðîâàííûé èíäèâèä, òî ðåçóëüòàò àíàëèçà ãðóï-
ïû ñ÷èòàåòñÿ �ïîëîæèòåëüíûì�, èíà÷å � �îòðèöàòåëüíûì�, êîãäà îòñóòñòâóåò
èíôèöèðîâàííûé îáúåêò â ãðóïïå.

Òàêæå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî ëþáîé òåñò íå ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíûì.
Íàïðèìåð, ñêðèíèíãîâûé èììóíîôåðìåíòíûé àíàëèç íà âèðóñ èììóíîäèôè-
öèòà ÷åëîâåêà ñïîñîáåí íåïîñðåäñòâåííî îáíàðóæèòü âèðóñ, îäíàêî òî÷íîñòü
òåñòà çàâèñèò îò îøèáîê èçìåðåíèÿ ïðè òåñòèðîâàíèè. Íåñîâåðøåííîñòü òå-
ñòà ìîæåò áûòü îïèñàíà äâóìÿ õàðàêòåðèñòèêàìè:

�÷óâñòâèòåëüíîñòü� (�sensitivity�) � âåðîÿòíîñòü äàòü ïîëîæèòåëüíûé äè-
àãíîç �çàðàæåí� äëÿ äåéñòâèòåëüíî çàðàæåííîé îñîáè;

�ñïåöèôè÷íîñòü� (�speci�city�) � âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíî äàòü îòðèöàòåëü-
íûé ðåçóëüòàò òåñòà.

Íà ðåàëüíûõ äàííûõ ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå è îöåíêà çàðàæåííîñòè ñî-
âîêóïíîñòè èêñîäîâûõ êëåùåé âèðóñîì êëåùåâîãî ýíöåôàëèòà è áîððåëèÿìè
Borrelia burgdorferi sensu lato ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïî-
äîáèÿ è ìîìåíòîâ, äàåòñÿ èõ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç. Ñäåëàí îáçîð ìåòîäîâ
ðåøåíèÿ ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ ðàñïðîñòðàíåíèÿ áèíàðíûõ îáúåêòîâ ïî
èíäèâèäóàëüíûì è ãðóïïîâûì íàáëþäåíèÿì [2].
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