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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Значительное место в современной математи-
ке занимают задачи сложности вычислений, связанные с проблемами су-
ществования эффективных алгоритмов решения задач линейной алгеб-
ры, а также построение этих алгоритмов. Речь может идти, например,
о минимальном числе элементарных арифметических операций, таких
как сложение и умножение чисел, достаточном для вычисления произ-
ведения двух матриц, произведения двух полиномов одного или несколь-
ких переменных, определителя квадратной матрицы, решения системы
линейных алгебраических уравнений. В диссертации решаются некото-
рые задачи алгебраической теории сложности. Оценивается сложность
умножения в групповых алгебрах, то есть в алгебрах, в которых суще-
ствует базис, элементы которого образуют группу относительно умноже-
ния в алгебре. Устанавливается сложность умножения в коммутативных
групповых алгебрах над произвольными алгебраически замкнутыми по-
лями, а также над полем вещественных чисел. Устанавливается слож-
ность умножения в некоммутативных групповых алгебрах симметрий
треугольника, симметрий квадрата и чётных подстановок четвёртого по-
рядка, а также тесная связь этих алгебр с алгеброй квадратных матриц.
Особенность данной работы заключается в использовании алгебраиче-
ских методов.

Пусть A — конечномерное линейное пространство над полем k. A на-
зывается алгеброй, если в A определено умножение векторов, обладаю-
щее свойством ассоциативности и дистрибутивности относительно сло-
жения в A. Пусть a = {a1, . . . , an} — базис в A, и умножение определя-
ется формулами

aiaj =
n∑
ν=1

ανijaν, 1 6 i, j 6 n.

Нетрудно видеть, что для умножения двух векторов
n∑
i=1

βiai и
n∑
j=1

β′jaj,

где βi и β′j — числа из k, являющиеся координатами векторов-множите-
лей в базисе a, по определённым выше формулам необходимо выполнить
n2 операций умножения переменных из k и n2 − n операций сложения.
Для многих важных алгебр, таких как алгебра многочленов и алгебра
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квадратных матриц размера n×n, известны более эффективные по числу
арифметических операций алгоритмы.

В 1962 году А. А. Карацуба и Ю. П. Офман предложили алгоритм
умножения чисел длины n в двоичной системе счисления со сложностью
O(nlog2 3). Этот алгоритм легко трансформируется в алгоритм умноже-
ния многочленов одного переменного степени n. Таким образом, впер-
вые было установлено, что традиционный алгоритм не является опти-
мальным. Предложенный алгоритм использовал технику «разделяй-и-
властвуй» и неявно основывался на вычислении и последующей интер-
поляции многочлена второй степени по трём точкам. Более полно этот
подход был использован А. Л. Тоомом в 1963 году, предложившим для
любого ε > 0 алгоритм умножения чисел длины n в двоичной системе
счисления сложности

O(n1+o(1)),

основанный на алгоритме умножения многочленов степени n той же
сложности. В 1971 году данный результат был улучшен А. Шёнхаге и
Ф. Штрассеном, предложившими алгоритмы сложности

O(n log n log log n)

для умножения многочленов степени n и чисел длины n в двоичной за-
писи. Этот алгоритм оставался асимптотически самым быстрым на про-
тяжении 26 лет и был улучшен в 2007 году Мартином Фюрером, пред-
ложившим алгоритм сложности

n log n2O(log∗ n)

для умножения чисел длины n.
Нетривиальные нижние оценки сложности умножения полиномов из-

вестны только в моделях с ограничениями. В общем случае из линейной
независимости коэффициентов полинома-произведения следует только,
что для умножения полиномов степени n требуется не менее

2n− 1

арифметических операций. Большинство асимптотически быстрых ал-
горитмов основаны на дискретном преобразовании Фурье. В 1973 году
Ж. Моргенштерн заметил, что дискретное преобразование Фурье имеет
суперлинейную сложность, а именно,

Ω(n log n),
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если в алгоритме трансформации использовать только коэффициенты,
ограниченные некоторой константой. В 2004 году Петер Бюргиссер и
Мартин Лотц обобщили эту оценку на произвольные алгоритмы умно-
жения полиномов. Существует гипотеза о том, что в действительности
сложность умножения многочленов равна

O(n log n),

однако до сих пор это утверждение не доказано и не опровергнуто.
В 1969 году Ф. Штрассен опубликовал алгоритм умножения квадрат-

ных матриц порядка n сложности

O(nlog2 7).

Этот результат послужил отправной точкой развития алгебраической
теории сложности. В течение 9 лет результат Штрассена не удавалось
улучшить, однако в 1978 году В. Пан посредством анализа трилинейных
форм предложил первую нетривиальную конструкцию для вычисления
произведения матриц сложности, меньшей во втором знаке после деся-
тичной запятой в показателе, чем алгоритм Штрассена. После этого в
течение 10 лет несколько групп учёных из разных университетов ми-
ра, предлагая новые подходы и конструкции, понижали верхнюю оцен-
ку сложности умножения матриц. На сегодняшний день уже более 20
лет лучшую известную верхнюю оценку дает алгоритм Копперсмита и
Винограда (опубликованный несколько позже, чем стал известным), ис-
пользующий практически все предложенные за время изучения задачи
подходы, имеющий сложность

O(n2,376)

для умножения двух квадратных матриц порядка n.
Нелинейные нижние оценки сложности умножения матриц отсутству-

ют. В 2002 году Ран Раз доказал нижнюю оценку

Ω(n2 log n)

для сложности умножения квадратных матриц порядка n в модели с
ограниченными коэффициентами. Для общего случая известна нижняя
оценка числа

2n2 − 1

требуемых активных скалярных умножений алгоритма (являющаяся од-
новременно нижней оценкой числа всех арифметических операций). В
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1999 году Маркус Блезер улучшил этот результат, доказав, что умноже-
ние матриц требует не менее

5

2
n2 − 3n

операций умножения чисел. Амир Шпилька в 2001 году улучшил этот
результат для конечных полей:

3n2 − o(n2) для поля GF (2)

и (
5

2
+

3

2(p3 − 1)

)
n2 − o(n2) для поля GF (p).

Для малых значений n лучшей на сегодняшний день является оценка

2n2 + n− 2 (n > 3),

принадлежащая Маркусу Блезеру. Существует гипотеза о том, что в дей-
ствительности сложность умножения матриц порядка n равна

n2 · 2o(log n),

однако до сих пор это утверждение не доказано и не опровергнуто.
В 2003 году Генри Коэн и Кристофер Уманс предложили новый под-

ход для получения верхних оценок сложности умножения матриц, ос-
нованный на вложениях в групповые алгебры. В частности, было по-
казано, что установление сложности умножения в групповых алгебрах
влечёт определение сложности умножения матриц. В 2005 году при по-
мощи этого подхода были получены первые алгоритмы сложности ниже,
чем O(n3). Несмотря на то, что все улучшения, полученные этим подхо-
дом, по сути представляют собой изложение классических результатов,
переписанное на теоретико-групповом языке, эти работы стимулировали
рост интереса к задаче сложности умножения в групповых алгебрах.

Цель диссертации. Целью данной диссертации является изучение
вопроса сложности умножения в групповых алгебрах, разработка быст-
рых алгоритмов умножения и получение точных нижних оценок, а также
приложения к задачам сложности умножения матриц и полиномов мно-
гих переменных. В процессе решения этой задачи возникли следующие
вспомогательные подзадачи:

1. Получение всех максимальных идеалов в групповых алгебрах.
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2. Сведение умножения в групповых алгебрах к умножению полино-
мов одного переменного.

Вторая цель диссертации состоит в описании спектра всевозможных
сложностей умножения в коммутативных групповых алгебрах.

Научная новизна. Все результаты диссертации являются новыми.

1. Установлена сложность умножения в коммутативных групповых ал-
гебрах над алгебраически замкнутыми полями и над полем веще-
ственных чисел. Описан оптимальный алгоритм умножения в этих
алгебрах. Описана структура коммутативных групповых алгебр над
алгебраически замкнутыми и вещественным полями.

2. Изучены некоторые некоммутативные групповые алгебры, установ-
лены верхние и нижние оценки их сложности и связь сложности
умножения в некоммутативных групповых алгебрах со сложностью
умножения матриц.

3. Предложен метод умножения полиномов многих переменных опти-
мальной сложности, основанный на сведении задачи к умножению
в групповых алгебрах.

Научная и практическая ценность. Работа имеет теоретическую
направленность. Установлена сложность умножения в ряде групповых
алгебр, для некоторых алгебр получены нижние и верхние оценки слож-
ности, установлена связь сложности умножения матриц со сложностью
умножения в групповых алгебрах.

Полученные при этом методы могут применяться для дальнейшей ха-
рактеризации сложности умножения в алгебрах над произвольными по-
лями. Работа дает пример применения методов оценки сложности умно-
жения в групповых алгебрах к сложности умножения полиномов многих
переменных.

Методы исследования. В диссертации используются методы тео-
рии сложности, компьютерной алгебры, теории групп и теории полей.

Публикации и апробирование. Результаты диссертации докла-
дывались на семинаре мехмата МГУ «Математические вопросы кибер-
нетики» (руководитель — академик РАН О. Б. Лупанов), на VI Меж-
дунарожной конференции «Дискретные модели в теории управляющих
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систем» (Москва, 2004 г.), на XIV Международной конференции «Про-
блемы теоретической кибернетики» (Пенза, 2005 г.), на VII Междуна-
рожной конференции «Дискретные модели в теории управляющих си-
стем» (Москва, 2006 г.), на XIX Международной конференции «IEEE
Computational Complexity Conference» (Прага, 2006 г.), на семинаре фа-
культета информатики университета Саарланда (Саарбрюкен, Герма-
ния) «Computational Complexity» (руководитель — профессор М. Бле-
зер), на семинаре факультета информатики университета Технион (Хай-
фа, Израиль) «Algebraic Complexity» (руководитель — профессор М. Ка-
минский) и на семинаре факультета информатики университета Техни-
он (Хайфа, Израиль) «Complexity Theory» (руководитель — профессор
А. Шпилька).

По теме диссертации опубликовано 6 работ.

Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения,
пяти глав и списка литературы. Объем работы 102 страницы.

Краткое содержание диссертации

Во введении содержится история вопроса, обосновывается актуаль-
ность темы исследования. В нём сформулирована цель диссертации, опи-
сана структура диссертации и перечислены основные результаты.

Глава 1 посвящена методам получения нижних оценок и описания
структуры групповой алгебры, позволяющим применять ряд известных
результатов алгебраической теории сложности к групповым алгебрам.

В разделе 1.1 даются основные определения и факты из теории групп.

Теорема 1. Любая коммутативная группа G порядка n > 2 разлага-
ется в прямое произведение циклических групп:

G ∼= Zn1
⊗ · · · ⊗ Znm, (1)

где nµ > 2, µ = 1, . . . , m, n1 · · ·nm = n. Числа n1, . . . , nm можно вы-
брать так, что nµ = p

dµ
µ , где pµ — простые числа, а dµ > 0 (такие

группы Znµ называются примарными), в этом случае представление
(1) единственно с точностью до перестановки множителей.

В разделе 1.2 вводятся модель вычисления и постановка задачи. Пусть
U, V, W — конечномерные линейные пространства над полем k, и ϕ :
U × V → W — билинейное отображение. Билинейным вычислением
(билинейным алгоритмом) для ϕ называется такая последовательность
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(f1, g1, w1, . . . , fr, gr, wr), где fρ ∈ U ∗, gρ ∈ V ∗, wρ ∈ W , 1 6 ρ 6 r, что
для любых u ∈ U, v ∈ V

ϕ(u, v) =
r∑

ρ=1

fρ(u)gρ(v)wρ.

r называется длиной билинейного вычисления. Рангом или билинейной
сложностью ϕ называется длина кратчайшего билинейного вычисления
для ϕ. Ранг ϕ обозначается rkϕ.

Ранг умножения в алгебре A (являющегося билинейнейным отобра-
жением A× A→ A) называется рангом алгебры A и обозначается rkA.

Обобщением билинейного вычисления и ранга является квадратич-
ное вычисление и мультипликативная сложность. Квадратичным вы-
числением (квадратичным алгоритмом) для ϕ является такая после-
довательность (f1, g1, w1, . . . , f`, g`, w`), где fλ, gλ ∈ (U ×V )∗, wλ ∈ W ,
1 6 λ 6 `, что для любых u ∈ U, v ∈ V

ϕ(u, v) =
∑̀
λ=1

fλ(u, v)gλ(u, v)wλ.

` называется длиной квадратичного вычисления. Мультипликативной
сложностью ϕ называется длина кратчайшего квадратичного вычисле-
ния для ϕ. Мультипликативная сложность ϕ обозначается C(ϕ).

Мультипликативная сложность умножения в алгебре A называется
мультипликативной сложностью алгебры A и обозначается C(A).

Основными характеристиками сложности алгебр в данной работе яв-
ляются мультипликативная и билинейная сложности умножения.

В разделе 1.3 приводятся результаты о нижних оценках и способах их
получения.

Теорема 2 (А. Алдер, Ф. Штрассен). Для произвольной ассоциативной
алгебры A выполняется

C(A) > 2 dimA− t(A),

где t(A) — число максимальных двусторонних идеалов A.

Отсюда, в частности, следует, что rkA > 2 dimA − t(A). Алгебры,
для которых оценка Алдера-Штрассена совпадает с верхней, называются
алгебрами минимального ранга.
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Левый (правый, двусторонний) идеал I в A называется нильпотент-
ным, если для некоторого целого числа n выполняется In = {0}. Сум-
ма всех нильпотентных левых идеалов алгебры A является нильпотент-
ным двусторонним идеалом в A, называется радикалом A и обозначается
radA. Известно, что radA содержится в любом максимальном двусто-
роннем идеале A. Так, например, если пересечение всех максимальных
двусторонних идеалов A равно {0}, то radA = {0}. Обратно, если пе-
ресечение всех максимальных двусторонних идеалов A является левым
нильпотентным идеалом, то оно совпадает с radA.

Элемент a алгебры A называется обратимым, если существует такой
a−1 ∈ A, что aa−1 = a−1a = e, где e — единица алгебры. Обозначим мно-
жество обратимых элементов алгебрыA черезA×. АлгебраD называется
алгеброй с делением, если D× = D \ {0}. Алгебра A называется локаль-
ной, если фактор-алгебра A/radA является алгеброй с делением, и A

называется основной, если A/radA является прямым произведением ал-
гебр с делением. Будем называть алгебру A над полем k сверхосновной,
если A/radA ∼= kt для некоторого t. Очевидно, что любая сверхосновная
алгебра является основной.

Пусть kn×n — алгебра матриц порядка n× n над полем k.

Теорема 3 (М. Блезер). Алгебра A над полем k является алгеброй ми-
нимального ранга тогда и только тогда, когда

A ∼= C1 × · · · × Cs × k2×2 × · · · × k2×2︸ ︷︷ ︸
u раз

×B,

где C1, . . . , Cs суть локальные алгебры минимального ранга, у кото-
рых dim(Cσ/radCσ) > 2, то есть Cσ ∼= k[X]/(pσ(X)dσ) для некоторого
неприводимого над k полинома pσ, deg pσ > 2, dσ > 1 и ]k > 2 dimCσ − 2,
σ = 1, . . . , s, а B — сверхосновная алгебра минимального ранга над k. B
является сверхосновной алгеброй минимального ранга тогда и только
тогда, когда найдутся такие w1, . . . , wm ∈ radB, wiwj = 0, i 6= j, что

radB = LB +Bw1B + · · ·+BwmB = RB +Bw1B + · · ·+BwmB

и ]k > 2N(B) − 2, где LB и RB суть правый и левый аннигиляторы
radB (то есть множество всех таких x ∈ radB, что x(radB) = 0,
соответственно (radB)x = 0), а N(B) — наибольшее целое j, для ко-
торого (radB)j 6= {0}. Любое из чисел s, u может равняться нулю, а
множитель B является необязательным.
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Также в разделе 1.3 доказывается теорема 4, являющаяся основным
инструментом получения нижних и верхних оценок в групповых алгеб-
рах.

Теорема 4. Ортогональное дополнение левого (правого) идеала груп-
повой алгебры A относительно покоординатного скалярного произведе-
ния в произвольном групповом базисе является левым (соответствен-
но правым) идеалом.

Глава 2 посвящена коммутативным групповым алгебрам над полями,
поддерживающими быстрое преобразование Фурье.

В разделе 2.1 приводится постановка задачи и её решение в простей-
шем случае. Доказывается, что в случае циклической группы, порядок
которой не делится на характеристику поля, соответствующая алгебра
изоморфна степени поля, и сложность умножения в ней совпадает с раз-
мерностью.

В разделе 2.2 доказываются теоремы об определителе циклической
матрицы над алгебраически замкнутым полем произвольной характери-
стики и матриц, получаемых кронекеровскими произведениями цикли-
ческих матриц.

Теорема 5. Пусть D — блочная циклическая матрица (блочного) по-
рядка p над произвольным полем F простой характеристики p, все бло-
ки которой являются квадратными матрицами,

D =


A0 A1 . . . Ap−1

A1 A2 . . . A0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ap−1 A0 . . . Ap−2

 .

Тогда D эквивалентна1 матрице F ,

F =


. . . . . . . . . S

. . . . . . S 0

. . . . . . . 0 . . .

S 0 . . . 0

 , S = A0 + · · ·+ Ap−1.

1В данном случае эквивалентность означает существование невырожденных матриц P иQ, таких
что detP · detQ = 1 и F = PDQ. Первое свойство в данном случае необходимо для того, чтобы
определители D и F совпадали.
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Теорема 6. Пусть поле F имеет характеристику p. Определитель
циклической матрицы C, где

C =


a0 a1 . . . an−1

a1 a2 . . . a0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an−1 a0 . . . an−2

 ,

равен в случае, если p - n,

detC = (−1)
(n−1)(n−2)

2

∏
ε, εn=1

n−1∑
i=0

εiai.

Теорема 7. Пусть C — циклическая матрица размера n× n, n = pkt,
где p - t и k > 0, над алгебраически замкнутым полем характеристики
p.

C =


c0 c1 . . . cn−1

c1 c2 . . . c0
. . . . . . . . . . . . . . . . .

cn−1 c0 . . . cn−2

 .

Тогда

detC = (−1)
p(pk−1)

2 +pk(t−1)(t−2)
2

( ∏
ε: εt=1

n−1∑
i=0

εici

)pk

.

Теорема 8. Пусть для каждого σ, σ = s, . . . , 2, блочная циклическая
матрица Dσ над полем характеристики p построена из qσ различных
матриц Dj

σ−1, j = 0, . . . , qσ − 1, qσ = prσ для некоторого натурального
rσ, следующим образом:

Dσ =

D0
σ−1 . . . Dqσ−1

σ−1
. . . . . . . . . . . . . . . . .

Dqσ−1
σ−1 . . . Dqσ−2

σ−1

 .

При этом матрицы Dj
1 имеют размер 1× 1 (q1 = 1, r1 = 0). Тогда

detDs = (−1)
p(n−1)

2

(∑
d

(s)
i

)
,

где n =
∏s

i=1 qi — порядок матрицы Ds, а d
(s)
i суть различные скалярные

элементы i-го столбца матрицы Ds.
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В разделе 2.3 устанавливается сложность умножения в групповых ал-
гебрах циклических групп над полями, поддерживающими быстрое пре-
образование Фурье.

Теорема 9. Пусть алгебраически замкнутое поле F имеет характери-
стику p, n = pkt, p - t. Тогда алгебра F[Zn] является алгеброй мини-
мального ранга и

rk F[Zn] = 2n− t.

Попутно устанавливается структура таких алгебр.

Теорема 10. Пусть алгебраически замкнутое поле F имеет характе-
ристику p, n = pkt, p - t. Тогда алгебра F[Zn] является алгеброй мини-
мального ранга и

F[Zn] ∼= Bt.

В разделе 2.4 получаются точные оценки сложности умножения в про-
извольных коммутативных групповых алгебрах над полями, поддержи-
вающими быстрое преобразование Фурье.

Теорема 11. Пусть A — коммутативная групповая алгебра над полем
F характеристики p, поддерживающим быстрое преобразование Фурье.
Тогда

A ∼= Bt,

где B — алгебра Блезера с B/radB ∼= F, dimA = pkt, p - t. В этом
случае

rkA = 2 dimA− t.
Пусть A — коммутативная групповая алгебра над полем F харак-

теристики 0, поддерживающим быстрое преобразование Фурье. Тогда

A ∼= FdimA.

В этом случае
rkA = dimA.

Глава 3 посвящена коммутативным групповым алгебрам над полем
вещественных чисел.

В разделе 3.1 доказаны теоремы, описывающие структуру, и опреде-
ляющие сложность циклических групповых алгебр над полем веществен-
ных чисел.

Обозначим e(n) = n− 2
⌊
n
2

⌋
.
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Теорема 12. Для любого n

R[Zn] ∼= Re(n) ×
(
R[x]/(x2 + 1)

)bn−1
2 c .

Теорема 13. rk R[Zn] = 3
⌊
n−1

2

⌋
+ e(n).

В разделе 3.2 изучаются произвольные коммутативные групповые ал-
гебры над полем вещественных чисел, определяется структура и устанав-
ливается сложность таких алгебр, вводится понятие константы асимп-
тотики сложности, и доказывается теорема, полностью описывающая
спектр таких констант для произвольных последовательностей комму-
тативных групповых алгебр над полем вещественных чисел.

Теорема 14.

rk R[Zm × Zn] >
3

2
mn− 1

2
e(m)e(n).

Теорема 15.

R[Zm × Zn] ∼= Re(m)e(n) ×
(
R[x]/(x2 + 1)

)mn−e(m)e(n)
2 .

Пусть абелева группа G разлагается в прямое произведение цикличе-
ских групп следующим образом:

G = Zn1
× · · · × Znt.

Обозначим e(G) = e(n1) · · · e(nt).

Теорема 16. Пусть G — абелева группа. Тогда

rk R[G] >
3

2
|G| − 1

2
2e(G).

Теорема 17. Пусть G — абелева группа, n = |G| , e(G) = `. Тогда

rk R[G] =
3

2
n− 1

2
2`.

Пусть {Ai}∞i=1 — последовательность алгебр над одним и тем же полем
k, причём dimAi = ni и ni −−−→

i→∞
∞. Назовём константой асимптотики

сложности величину

C(A) = lim
i→∞

rkAi

ni
,

если данный предел существует.
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Теорема 18. 1. Пусть {Ai}∞i=1 — последовательность групповых ал-
гебр абелевых групп над C. Тогда C(A) = 1.

2. Пусть

C0 =
3

2
, Cm =

3

2
− 1

2m
, m = 1, 2, . . . .

Для каждого m, m = 0, 1, 2, . . . , существует такая последова-
тельность групповых алгебр

{
Am
i

}∞
i=1 абелевых групп над R, что

для любогоm константа асимптотики сложности равна C(Am) =
Cm.

3. Пусть {Ai}∞i=1 — произвольная последовательность групповых ал-
гебр абелевых групп над R, для которой существует C(A). Тогда
существует m > 0 : C(A) = Cm

Глава 4 посвящена задаче умножения полиномов одного и нескольких
переменных.

В разделе 4.1 вводятся основные понятия и постановка задачи.
В разделе 4.2 приводятся лучшие известные оценки сложности умно-

жения полиномов в различных моделях вычисления над различными
полями.

В разделе 4.3 демонстрируется способ получения быстрых алгорит-
мов умножения полиномов многих переменных посредством сведения к
умножению в коммутативных групповых алгебрах.

Теорема 19. Пусть p1 и p2 — полиномы m переменных X1, . . . , Xm

степеней dµ по переменным Xµ, dµ > 0, 1 6 µ 6 m над полем k,
содержащим все корни степениM =

∏m
µ=1(2dµ+1) из 1. Пусть также

p — характеристика поля k, и M = pdt, где p - t. Тогда существует
билинейный алгоритм умножения полиномов p1 и p2 длины 2M − t.

Глава 5 посвящена некоторым некоммутативным алгебрам.
В разделе 5.1 получены структура и сложность групповой алгебры

подстановок третьего порядка. Доказаны теоремы о структуре, сложно-
сти алгебры подстановок третьего порядка, а также единственности вло-
жения алгебры матриц второго порядка в алгебру подстановок третьего
порядка.

Теорема 20. Имеет место изоморфизм:

C[S3] ∼= C2×2 × C2. (2)
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Теорема 21. C[S3] является алгеброй минимального ранга.

Теорема 22. Для сложности умножения в C[S3] выполняется

rk C[S3] = 9.

Теорема 23. Алгебра C[S3] содержит единственную подалгебру, изо-
морфную алгебре матриц C2×2.

В разделе 5.2 доказаны теоремы о структуре и сложности групповой
алгебры симметрий квадрата.

Теорема 24. C[Q] ∼= C2×2 × C4.

Теорема 25. rkC[Q] = 11.

Гипотеза о прямой сумме в теории сложности алгебр гласит, что для
любых алгебр A и B над полем k справедливо rkA × B = rkA + rkB.
На сегодняшний день эта гипотеза не доказана и не опровергнута.

В разделе 5.3 доказаны теоремы о структуре и сложности групповых
алгебр чётных подстановок над полями комплексных и вещественных чи-
сел, а также теорема о гипотезе о прямой сумме и сложности умножения
матриц третьего порядка.

Теорема 26. Пусть характеристика k отлична от 2. Тогда в k[A4]
существует подалгебра, изоморфная k3×3.

Теорема 27. Имеет место изоморфизм

C[A4] ∼= C3 × C3×3,

а также сложностное равенство

rk C[A4] = rk C3×3 + 3.

Теорема 28. Имеет место изоморфизм

R[A4] ∼= R× R[X]/(X2 + 1)× R3×3,

а также следующая нижняя оценка сложности умножения матриц
третьего порядка

rk R3×3 > rk R[A4]− 4.

Теорема 29. Справедливо, по крайней мере, одно из следующих утвер-
ждений:
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1. rk C3×3 < rk R3×3,

2. rk C[A4] < rk R[A4],

3. гипотеза о прямой сумме является неверной.

Основные результаты диссертации

1. Разработан метод получения нижних оценок мультипликативной
сложности групповых алгебр.

2. Установлена структура и получены точные значения мультиплика-
тивной сложности коммутативных групповых алгебр над полями,
содержащими достаточное количество корней нужной степени из
единицы.

3. Описана структура и мультипликативная сложность коммутатив-
ных групповых алгебр над полем вещественных чисел. Полностью
описан спектр констант асимптотики сложности всех таких алгебр.

4. Разработан метод быстрого умножения полиномов многих перемен-
ных над полями, поддерживающими быстрое преобразование Фу-
рье, основанный на умножении в групповых алгебрах.

5. Изучены некоммутативные групповые алгебры групп подстановок
третьего порядка, симметрий квадрата и чётных подстановок чет-
вёртого порядка, установлена связь сложности умножения в этих
алгебрах со сложностью умножения квадратных матриц второго и
третьего порядков.
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