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Введение

В настоящее время быстро развивается большая область теоретиче-

ских и прикладных исследований, связанная с определением неизвест-

ных границ физических и искусственных неоднородных сред, наличия

раcсеивателя (неоднородности) в среде, его формы и структуры по на-

блюдениям за распространением в таких средах зондирующих естествен-

ных или специально организованных полей (акустических, тепловых,

электромагнитных и других) [18],[25],[32],[40].

Физический смысл определяемых характеристик рассеивателя может

быть различным. В одном случае реконструируемые параметры несут

информацию о границе рассеивающей неоднородности и её структуре, в

другом о местоположении или размерах рассеивателя, форма которого

известна априорно. Основную роль в получении информации о струк-

туре среды играет сложная обработка поступающих входных данных

(измерение сигналов, полей и т.п.), а также расположение источников

и приемников.

Рассмотренные в диссертационной работе постановки обратных за-

дач получили широкое распространение в сейсморазведке [16],[23],[42],

инженерной геофизике [34], акустике океана, дефектоскопии, геоакусти-

ке [43],[44], физике атмосферы, медицине и многих других областях.

Одной из важных задач разведочной геофизики является поиск скоп-

ления углеводородного сырья [42] в геосреде при исследовании новых
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месторождений. При эксплуатации старых месторождений актуален по-

иск расположения зон малой проницаемости, где бурение новых скважин

нецелесообразно.

При эксплуатации нефтяного месторождения, когда имеется большое

число пробуренных скважин, возникает возможность определения зон

малой проницаемости по измерениям давления в скважинах, при этом

давление поперек слоя практически постоянно, за исключением некото-

рых зон полной непроницаемости, которые ограничены искомыми кон-

турами.

Сложности, возникающие при определении структуры среды, грани-

цы находящейся в среде неоднородности по данным измерениям, обу-

словлены как погрешностью экспериментальных данных, так и ограни-

ченностью области, на которой они могут быть получены. В отличие от

большинства стационарных задач томографии, в геофизике часто невоз-

можно лоцирование «на просвет», так как и излучение и прием произ-

водятся обычно в одной плоской области. Рассеянное неоднородностями

поле регистрируется приемниками, расположенными только на неболь-

шом участке поверхности или, что значительно дороже, в пробуренных

скважинах, причем в каждом отдельном локационном эксперименте ис-

пользуется сравнительно небольшое число приемников, которое сильно

ограничено. При решении обратных задач в диссертационной работе эти

ограничения частично компенсируются за счет анализа широкого диапа-

зона частот. Источники колебаний могут быть импульсные (взрыв, удар)

и гармонические.

Первая постановка обратных задач в акустике относится к 80-м го-

дам девятнадцатого столетия и принадлежит Рэлею, который анализи-
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ровал проблему восстановления распределения плотности в неоднород-

ной струне на основании измерения частот ее колебаний, рассматривал

низкочастотную теорию рассеяния.

Начало строгого математического исследования обратных задач аку-

стики и сейсмики относится к первой половине 50-х годов прошлого сто-

летия. Толчок этому дало решение обратных задач рассеяния на основе

анализа уравнения Шредингера. Первые задачи этого класса исследо-

вались в квантовой теории как задачи восстановления рассеивающего

потенциала для одномерного (или сферически симметричного) случая.

Систематическое исследование этой проблемы проводилось И.М. Гель-

фандом, Б.М. Левитаном, М.Г.Крейном, В.А.Марченко.[15],[19],[29].

Целью диссертационной работы являлась разработка методики при-

менения интегральных уравнений для решения обратных задач опреде-

ления неизвестных границ в неоднородных средах, численное исследова-

ние структурных неоднородностей по измерениям акустического поля в

ограниченной области в трехмерном пространстве, определение контура

зоны малой проницаемости в плоском слое по измерениям давления в

скважинах в стационарном и нестационарном случае.

В работе приводятся численные результаты определения границы

неоднородности при решении обратных задач для гиперболического, эл-

липтического и параболического уравнения. Моделирование распростра-

нения различных полей в среде с неоднородностью основано на проце-

дурной последовательности «прямая-обратная» задача. В качестве те-

стов для разработанных методов использовались неоднородности в виде

сферы и круга.
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Методы решения каждой из этих обратных задач можно разбить на

два направления: решение обратных задач в нелинейной постановке, ко-

гда учитывается сложная структура рассеянного поля и многократное

переотражение волн [32],[52], [53] и построение линеаризованных моде-

лей (приближение однократного рассеяния ( борновское приближение),

рентгеновская томография и т.п. [34],[42]).

Если зондирующими полями являются акустическое или электромаг-

нитное поле, то проблема восстановления характеристик среды, опреде-

ление границ неоднородности по наблюдениям распространения этих по-

лей, становится существенно нелинейной, так как необходимо учитывать

многократное рассеяние волн. Математически она сводится к решению

нелинейного операторного уравнения, где неизвестная функция зависит

от пространственных координат точки, описывает распространение по-

лей в среде по наблюдениям этих полей в ограниченных областях про-

странства.

В диссертационной работе показано, что приближение однократного

рассеяния (борновское приближение) хорошо моделирует лишь «слабые»

рассеиватели и предполагает отсутствие фокусировки перерассеянного

поля. Абстрактной математической моделью проблем вычислительной

диагностики в данном случае служит линейное операторное уравнение

I рода. Линейность модели позволяет построить численные алгоритмы,

воспользовавшись хорошо разработанными методами решения линейных

задач, в том числе и некорректно поставленных [21], [36],[57].

Пусть z - неизвестная характеристика исследуемой среды, u - полу-

ченные данные в результате эксперимента. Оператор A осуществляет
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связь

Az = u, z ∈ Z, u ∈ U

где Z и U - метрические пространства. В настоящей работе показано,

что решение линеаризованной обратной задачи сейсмики является пер-

вым этапом большинства итерационных алгоритмов решения обратных

задач, учитывающих многократное рассеяние.

Ограниченность области измерений, погрешность эксперименталь-

ных данных приводит к некорректности соответствующих задач, для

которых необходимо применять специальные методы. Принципиальная

трудность в разработке методов решения таких задач состоит в том, что

не выполнены стандартные в нелинейном анализе условия регулярности,

что в свою очередь требует новых идей в разработке и анализе прибли-

женных методов решения таких задач. Наибольшее распространение сре-

ди них получил метод регуляризации Тихонова [21],[36]. При этом задача

определения границы неоднородности сводится к минимизации регуля-

ризирующего функционала [37]. Для выбора параметра регуляризации

обычно применяют принцип невязки [6],[37], использующий информацию

о погрешности экспериментальных данных. Как показано в [57], при раз-

личных уровнях погрешности получаемые решения могут различаться

между собой достаточно сильно. Повышение точности может быть до-

стигнуто за счет учета априорной информации о форме неоднородности

и последующего применения итерационного процесса, что требует зна-

чительных вычислительных затрат.

В трех главах диссертационной работы разработана методика приме-

нения интегральных уравнений для решения обратных задач в различ-
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ных физических средах. Математическое сходство в построении прямых

операторов моделирования для различных физических полей основано

на аналогичной структуре интегральных представлений. В ряде случаев

эти представления ведут к точным интегральным уравнениям, позво-

ляющим строить быстрые и эффективные методы для решения обрат-

ных некорректных задач. Преимущество модельных обратных задач за-

ключается в том, что можно выбрать разные положения источника для

исследования среды. Каждое положение источника позволяет получить

различные наборы данных, что, как правило, позволяет более качествен-

но решить обратную задачу [55].

В первой главе диссертации рассматриваются проблемы нелинейной

вычислительной диагностики н а примере задачи акустического зондиро-

вания. Строится скалярная трехмерная волновая модель для определе-

ния спектральной амплитуды акустического поля, возбуждаемого точеч-

ными гармоническими источниками в среде с локальной неоднородно-

стью. Решены прямая задача для сферической неоднородности методом

разделения переменных, прямая и обратная задача методом интеграль-

ных уравнений. Разработаны итерационные методы решения некоррект-

ной обратной задачи в борновском приближении и нелинейной поста-

новке. Эти методы основываются на идеях итеративной регуляризации

[5]-[7]. Для тестирования программы решения обратной задачи рассея-

ния использовались результаты решения прямой задачи [59], [60].

Вторая глава исследования посвящена изучению возможности опре-

деления зон малой проницаемости по измерениям установившегося дав-

ления в скважинах, при этом давление поперек слоя практически посто-

янно, за исключением некоторых зон полной непроницаемости, которые
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ограничены искомыми контурами. Данная задача сводится к решению

обратной задачи для эллиптического уравнения. Обратная задача такого

типа возникает, например, при поиске зон малой проницаемости в неф-

тяном пласте (т.е. зон, где бурение новых скважин нецелесообразно) по

измерениям давления в имеющихся скважинах. Предполагается, что дав-

ление в нефтяном пласте не изменяется поперек пласта, а проницаемость

в нем постоянна, за исключением области полной непроницаемости, раз-

меры которой малы по сравнению с размерами пласта [61],[62]. В этой

главе диссертации аналитически выписано решение прямой задачи для

круга, методом интегральных уравнений решена прямая и обратная за-

дачи. Разработан итерационный метод решения некорректной обратной

задачи определения границы зоны малой проницаемости в плоском слое

в линейном приближении. Для тестирования разработанного метода ис-

пользовалось решение для круга выписанное в явном виде.

В третьей главе была рассмотрена задача определения границы зоны

непроницаемости в плоском слое, когда в качестве входной информа-

ции для восстановления границы используются нестационарные данные

о давлении в скважинах, что позволяет уменьшить количество измере-

ний. Предложенный подход рассматривается применительно к двумер-

ной среде, что обусловлено сложностью проведения численных экспери-

ментов в трехмерном случае по причине больших вычислительных за-

трат [64],[65],[69]. Решение прямой задачи сведено к решению интеграль-

ных уравнений и в частном случае, когда неоднородность имеет форму

круга, решение выписано аналитически и использовано для тестирова-

ния при численных расчетах. Предложен и реализован итерационный
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алгоритм решения некорректной обратной задачи, основанный на лине-

аризации интегральных операторов.

Все поставленные в работе задачи решаются методом математиче-

ского моделирования. Для их численного решения моделируется физи-

ческий процесс, который наблюдается в реальных условиях, и вычис-

ляются параметры, использующиеся для решения обратной задачи. В

нашем случае в качестве регистрируемого параметра выступает поле,

соответствующее конкретной среде, а в качестве восстанавливаемого —

характеристики среды. Решение обратной задачи численно реализуется

в виде отдельной программы, на вход которой подаются данные из пря-

мой задачи с внесенными погрешностями. Тестирование разработанных

итерационных методов проводилось для частного случая искомой неод-

нородности ( сферы, круга), при этом решение прямой задачи выписы-

валось в явном виде или прямая задача решалась методом, отличным от

метода решения обратной задачи. Таким образом, математическое моде-

лирование представляет собой процесс повторения физического модели-

рования, являясь при этом более дешевым и гибким способом.

Разработанные в диссертационной работе эффективные численные

алгоритмы могут быть использованы в автоматизированных системах

обработки данных, управления, планировании эксперимента.

Основные результаты работы перечислены в заключении, опублико-

ваны в работах [60-70], докладывались на научных семинарах и конфе-

ренциях.
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Глава 1

Определение границ

неоднородностей по

измерениям акустического

поля

В настоящей главе рассматривается задача распространения акусти-

ческих волн в трехмерной однородной среде, содержащей локальную

неоднородность с гладкой поверхностью. Обратная задача состоит в

определении поверхности, являющейся границей неоднородности и её

структуры по измерениям скалярного волнового поля в ограниченной

области, возбуждаемого точечными источниками. Возбуждение и изме-

рение поля производится в областях, зависящих от постановки экспери-

мента. Задача рассматривается в волновом приближении. Такая поста-

новка задачи распространена в задачах акустического зондирования.
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1.1 Численный метод решения прямой зада-

чи для уравнения Гельмгольца

Рассмотрим распространение акустических волн в трехмерной без-

граничной однородной среде, содержащей односвязную ограниченную

область H ⊂ R3 с достаточно гладкой границей ∂H. Однородная среда

имеет постоянное значение распределения скорости c0 - фоновое рас-

пределение скорости. Неоднородное включение описывается кусочно-

гладкой функцией c(r) - скоростью распространения волны, r = (x,y, z),

вне H c(r) = c0.

Распространение звуковых волн малой амплитуды можно описать с

помощью акустического волнового уравнения:

∆u(r, s, t)− 1

c2(r)
utt(r, s, t) = δ(r− s)f(t), (1.1)

где u(r, s, t) - поле в среде, зависящее от пространственных переменных

r, s ∈ R3 и времени t ≥ 0, ∆ - оператор Лапласа, c(r) - скорость рас-

пространения волны в среде, функция источника δ(r − s)f(t) - описы-

вает возмущение среды точечным источником, расположенным в точке

s некоторой ограниченной области S, δ(·) - дельта функция Дирака.

Начальные условия имеют вид:

u(r, s, 0) = 0, ut(r, s, 0) = 0. (1.2)

В ряде приложений, неоднородность облучается различными точеч-

ными источниками, располагающимися в точках s ∈ R3. Источники ло-

кализованы в пределах области S ⊂ R3 - области излучения. Измерение

поля, рассеянного неоднородностью, может проводиться лишь в преде-
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лах области P ⊂ R3 - области приема, причем замыкание области H̄ не

пересекается с замыканием областей P̄ и S̄. Функция f(t), описывающая

возмущение среды, известна априори (см.Рис.1.1).

Рис. 1.1:

Прямая задача состоит в вычислении поля в области расположения

приемников P . Рассмотрим среду, в которой распространение акусти-

ческих колебаний описывается источниками с временной зависимостью

exp(−ıωt), тогда:

u(r, s, t) =
1

2π

+∞∫
−∞

ũ(r, s, ω)e−ıωtdω,

f(t) =
1

2π

+∞∫
−∞

f̃(ω)e−ıωtdω.

Получим уравнение Гельмгольца для поля в точке r ∈ R3 для источ-

ника в точке s ∈ R3 на частоте ω:

∆ũ(r, s, ω) + k2(r, ω)ũ(r, s, ω) = δ(r− s)f̃(ω), r ∈ R3, (1.3)

дополненное условиями излучения Зоммерфельда при | r |→ ∞:

ũ(r, s, ω) = O(
1

| r |
),
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∂ũ(r, s, ω)

∂ | r |
− ık0ũ(r, s, ω) = o(

1

| r |
) r ∈ R3, (1.4)

где ũ(r, s, ω), f̃(ω) - преобразования Фурье от u(r, s, t) и f(t) соответ-

ственно по переменной t, ω - комплексная переменная. Здесь мы ввели

новый коэффициент k(r, ω) предполагая, что среда однородна вне сфе-

ры достаточно большого радиуса (так как неоднородность мы считаем

локальной, следовательно существует некоторый радиус R, такой, что

для r(x, y, z),
√
x2 + y2 + z2 > R среда имеет фоновую скорость c0):

lim
r→∞

k(r, ω) = − lim
r→∞

ω

c(r)
= −ω

c0
= k0, c0 = lim

r→∞
c(r).

Приходим к граничной задаче для уравнения Гельмгольца с услови-

ями сопряжения на границе ∂H для функции ũ(r, s, ω) и ее нормальных

производных, где ~n - внешняя нормаль к границе:

∆ ũ(r, s, ω) + k2
0ũ(r, s, ω) = f(ω)δ(r− s), r вне H,

∆ ũ(r, s, ω) + ω2

c2(r)ũ(r, s, ω) = 0, r в H,

[ũ(r, s, ω)] = 0, [∂ũ(r,s,ω)
∂n ] = 0, r ∈ ∂H,

ũ(r, s, ω) = O( 1
|r|),

∂ũ(r,s,ω)
∂|r| − ık0ũ(r, s, ω) = o( 1

|r|), | r |→ ∞,

(1.5)

где [·] - обозначает разрыв значения функции на границе раздела сред.

Введем новую функцию:

ξ(r) = c−2
0 (r)− c−2(r), (1.6)

тогда c(r) = c0√
1− ξ(r) c20

.

Учитывая (1.6), уравнение (1.3) запишем в виде:

∆ũ(r, s, ω) +
ω2

c2
0

ũ(r, s, ω) = δ(r− s) f̃(ω) + ω2 ũ(r, s, ω) ξ(r), (1.7)
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где коэффициент ω2

c20
не зависит от r. В этом уравнении можно тракто-

вать правую часть равенства как источник полного поля ũ, состоящий из

источника первичного поля δ(r− s)f̃(ω) и источников рассеянного поля

ω2ũ(r, s, ω)ξ(r) - вторичных источников, наведенных в области рассеяния

H полем первичных источников [18].

Полное поле в описанной выше модели можно представить как сум-

му первичного поля ũ0(r, s, ω) и вторичного (отраженного неоднородно-

стью) поля ũh(r, s, ω):

ũ(r, s, ω) = ũ0(r, s, ω) + ũh(r, s, ω),

которые удовлетворяют уравнению Гельмгольца с разными правыми ча-

стями:

∆ũ0(r, s, ω) +
ω2

c2
0

ũ0(r, s, ω) = δ(r− s) f̃(ω), (1.8)

∆ũh(r, s, ω) +
ω2

c2
0

ũh(r, s, ω) = ω2 ũ(r, s, ω) ξ(r). (1.9)

От дифференциального уравнения (1.7) перейдем к интегральным

уравнениям.

Рассмотрим функцию Грина вида:

G(r, s, ω) = − 1

4π|r− s|
exp(ı

ω

c0
|r− s|), (1.10)

где |r−s| - расстояние между точками r, s ∈ R3 , являющуюся решением

уравнения (1.7) с правой частью вида δ(r − s) и стремящуюся к 0 при

r→∞ :

∆ G(r, s, k0) + k2
0 G(r, s, k0) = −δ(r− s).
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Тогда, в предположении, что рассматриваемые интегралы существуют,

получим интегральное уравнение:

ũ(r, s, ω)−G(r, s, ω)f̃(ω)

ω2
=

∫
H

G(r,x, ω)ũ(x, s, ω)ξ(x)dx, (1.11)

где s ∈ S ⊂ R3, r будем предполагать принадлежащим области из-

мерений P ⊂ R3, интегрирование проводится по области H, где ξ(x)

отличная от нуля функция.

Запишем уравнение (1.11) в виде:

ũ(r, s, ω)− ũ0(r, s, ω) = ω2

∫
H

G(r,x, ω) ξ(x)ũ(x, s, ω)dx, (1.12)

где

ũ0(r, s, ω) =

∫
S

G(r,x, ω)f̃(ω)δ(x− s)dx = f̃(ω) ·G(r, s, ω) (1.13)

имеет физический смысл волны, излучаемой точечным источником в од-

нородной среде.

Заметим, что левая часть уравнения (1.12)

ũ(r, s, ω)− ũ0(r, s, ω) = ũh(r, s, ω)

- поле, которое измеряется в области расположения приемников P , а

интегрирование проводится по локальной области H ⊂ R3, где функция

ξ(x) отлична от нуля.

Рассмотрим уравнение (1.12) отдельно для областей r ∈ H и r ∈ P ,

тогда вводя обозначения r = h ∈ H и r = p ∈ P запишем соответствен-

но: 
ũ(h, s, ω)− ũ0(h, s, ω) = ω2

∫
H

G(h,x, ω) ξ(x)ũ(x, s, ω)dx,

ũh(p, s, ω) = ω2
∫
H

G(p,x, ω) ξ(x)ũ(x, s, ω)dx.
(1.14)
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При решении прямой задачи, когда граница неоднородности H известна

и известна функция ξ(x),x ∈ H, необходимо вычислить значение функ-

ции ũh(p, s, ω) в области P , используя систему (1.14) при фиксированных

s и ω.

Интегральную систему удобно решать последовательно в два этапа.

На первом этапе решается интегральное уравнение второго рода в об-

ласти H - первое уравнение в системе (1.14), из которого определяется

функция ũ(h, s, ω),h ∈ H. Вычисленная функция ũ(h, s, ω) подставля-

ется во второе уравнение системы, откуда прямым интегрированием по

H определяется искомая функция ũh(p, s, ω) в области P .

Для проверки построенной модели распространения акустических

волн в однородной среде, содержащей локальную неоднородность, были

проведены модельные расчеты для сферической неоднородности, когда

прямую задачу удается решить аналитически [60]. Наличие сферической

симметрии позволяет применить для решения прямой задачи метод раз-

деления переменных и использовать представления искомых величин в

виде разложения в ряд по собственным функциям волнового операто-

ра [11], построить решения в аналитической форме и изучить основные

закономерности рассматриваемых процессов, сравнить полученные ре-

зультаты вычислений с функцией ũh(p, s, ω) из системы (1.14).

Рассмотрим неоднородность сферической формы радиуса R = a, при-

чем внутри шара фазовая скорость c = const 6= c0 см.Рис. 1.2. Пусть на

границе шара поставлены условия сопряжения для функции u и её нор-

мальной производной ∂u
∂n :

[u] = 0, [
∂u

∂n
] = 0,
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где n - вектор нормали к границе шара H, [·] - обозначает скачок значе-

ний функций на границе раздела сред.

Рис. 1.2:

Таким образом мы приходим к трехмерной граничной задаче для опе-

ратора Гельмгольца вне и внутри шара:

∆ u(r, s, ω) + k2
0u(r, s, ω) = A(ω)δ(r− s), |r| > a,

∆ u(r, s, ω) + k2u(r, s, ω) = 0, |r| < a,

[u] = 0, [ ∂u∂|r| ] = 0, |r| = a,

u = O(|r|−1), ∂u
∂‖r‖ − ı

ω
c0
u = o(|r|−1), |r| → ∞,

(1.15)

где k0 = ω
c0
, k = ω

c , u = u(r, s, ω), s− положение источника, ω -

частота излучения, A(ω) - амплитуда.

Введем сферическую систему координат (ρ, θ, ϕ) , центр которой сов-

падает с центром шара и ось проходит через точечный источник так,

что задача становится осесимметричной по координате ϕ. Обозначим

u = uω(ρ, θ).
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Задачу (1.15) решаем методом разделения переменных. Представим

решение задачи (1.15) в виде ряда по сферическим функциям для опе-

раторов Гельмгольца:

uω(ρ, θ) =



∞∑
n=0

αnψn(kρ)Pn(cosθ), ρ < a,

−A(ω)

4π
· e

ık0R

R
+
∞∑
n=0

βnζn(k0ρ)Pn(cos θ), ρ > a,

где из граничных условий следуют соотношения:

αn = βn ·
ζn(k0a)

ψn(ka)
+ γn

ψn(k0a)

ψn(ka)
,

βn = γn ·
qψn(ka)ζ

′

n(k0a)− ζn(k0a)ψ
′

n(ka)

ψn(k0a)ψ′
n(ka)− qψ′

n(k0a)ψn(ka)
,

γn = − ı

4π
(2n+ 1)ζn(k0r0)A(ω)

и где ψn, ζn и их производные выражаются через цилиндрические функ-

ции полуцелого порядка:

ψn(x) = Reζn(x) = Jn+1/2(x)/
√
x;

ζn(x) = H
(1)
n+1/2(x)/

√
x;

ψ
′

n(x) = Reζ
′

n(x);

ζ
′

n(x) = ζn−1(x)− n

x
ζn(x),

а функции ζn(x) связаны известными рекуррентными соотношениями:

ζn−1(x) + ζn+1(x) =
2n+ 1

x
ζn(x),

ζ−1(x) =
eıx

x
, ζ0(x) = −ıe

ıx

x
.
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u0(ρ, θ) =



∞∑
n=0

αnr
nPn(cosθ), ρ < a,

− 1

4π

A(0)

R
+
∞∑
n=0

βn
1

rn+1
Pn(cos θ), ρ > a,

αn = βn/a
2n+1 + 1/rn+1

0

βn =
n(q − 1)

(n+ 1)q + n
· a

2

rn+1
0

· A(0),

здесь q = c
c0
, R =

√
r2

0 + ρ2 − 2ρr0 cos θ - расстояние в полуплос-

кости ϕ = const до источника, r0 - расстояние от центра до источника,

Pn(cos θ) - полиномы Лежандра n-го порядка, Jn+1/2(x) - функция Бессе-

ля первого рода (n+1/2) порядка, H(1)
n+1/2(x) - функция Ханкеля первого

рода (n+ 1/2) порядка.

Выписанное решение задачи о распространении возмущения в трех-

мерной среде с неоднородностью сферической формы было использовано

в качестве теста при разработке численных методов решения прямых и

обратных задач.

Рис. 1.3:

20



На рисунке (см.Рис.1.3) приведены результаты численных расчетов

поля ũh(p) при фиксированном источнике и одной фиксированной ча-

стоте двумя предложенными методами для неоднородности сферической

формы.

Были выбраны следующие параметры и геометрия модельного экс-

перимента. Неоднородность радиуса 10 метров залегает на глубине 80

метров от поверхности, внутри скорость равна 1600 м/с, а вне - 1800

м/с; источник возмущения расположен на поверхности строго над ша-

ром и имеет частоту колебаний 400 Гц., что соответствует длине волны

4 метра внутри шара и 4.5 метра вне шара. Приемники расположены на

поверхности на прямой, проходящей через точку источника на дискрет-

ной сетке из 1000 точек. Сетка покрывает отрезок [−80, 80] с линейными

размерами , превосходящими диаметр неоднородности в несколько раз.

На рисунке сплошной линией изображено решение прямой задачи ана-

литическим методом, точками - методом интегральных уравнений.

1.2 Постановка обратной задачи

Предположим, что проводилась серия возмущений однородной сре-

ды, занимающей все пространство R3 точечными источниками, распо-

ложенными в области S ⊂ R3. Функция, описывающая возмущение сре-

ды, f̃(ω) считается известной, будем называть ее - функцией источников.

Функцию источника можно аппроксимировать дельта-функцией. Эта ап-

проксимация основывается на предположении о малых линейных раз-

мерах источников по сравнению с размерами областей S, H и P . Для

каждого положения точечного источника s ∈ S, S ⊂ R3 проводи-
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лись измерения излучения ũ(p, s, t) в области расположения приемников

p ∈ P, P ⊂ R3. Предполагается также, что в однородной среде с извест-

ной характеристикой c(r) = c0 = const локализована неоднородность в

пределах области H ⊂ R3 с характеристикой c(r) 6= c0, причем замы-

кание области H̄ не пересекается с замыканием областей P̄, S̄. Местопо-

ложение и форма неоднородности и значение функции c(r) при r ∈ H

неизвестны.(см.Рис.1.4).

Рис. 1.4:

В качестве изображения среды выступает скоростная функция c(r) и

обратная задача сводится к нахождению коэффициента k(r, ω) = − ω
c(r) ,

характеризующего рассеивающую неоднородность, на основании измере-

ния поля ũ(p, s, ω) в области P . Источники считаются при этом заданны-

ми и могут варьироваться, что соответствует облучению неоднородности

различными способами: с изменением частоты, ракурса облучения и т.д.

Подобная постановка обратной задачи распространена в задачах зонди-

рования.

При решении обратной задачи имеются априорные сведения о функ-

ции скорости, например известна фоновая скорость распространения
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волн в среде, она может быть задана постоянной c0 = const или произ-

вольной c0 = c0(r). В данном случае искомая скорость c(r) = c0 + cδ(r),

тогда решение обратной задачи сводится к определению cδ(r).

Разложим c−2(r) в ряд:

1

c2(r)
=

1

(c0 + cδ(r))2
=

1

c2
0

− 2cδ(r)

c3
0

+
3c2

δ(r)

c4
0

− ...

Таким образом, искомая характеристика неоднородности при реше-

нии обратной задачи определяется по фоновой скорости и наблюденному

в области P волновому полю. Данная процедура будет устойчивой лишь

в том случае, если выполняется условие cδ(r)� c0. Ограничиваясь в раз-

ложении c−2(r) в ряд величинами первого порядка малости, получим:

1

c2(r)
=

1

c2
0

− 2cδ(r)

c3
0

.

Введем новую функцию:

ξ(r) =
2cδ(r)

c3
0

.

Данная функция однозначно определяет характер неоднородностей и то-

гда функция скорости примет вид:

c(r) =
c0√

1− ξ(r) c2
0

, c−2(r) = c−2
0 − ξ(r). (1.16)

Если c0(r) - гладкая функция, а в нашем случае c0 = const, то условие

ξ(r) � 1 отвечает модели слабонеоднородной среды, которая широко

используется в прикладных задачах. Множество частот будем считать

фиксированным и ограниченным.
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1.3 Нелинейное операторное уравнение для

обратной задачи и численный метод его

решения

Для решения обратной задачи нахождения неизвестной поверхности

локальной неоднородности в однородной среде рассмотрим уравнение

(1.12) отдельно для областей h ∈ H и p ∈ P :
ũ(h, s, ω)− ũ0(h, s, ω) = ω2

∫
H

G(h,x, ω) ξ(x)ũ(x, s, ω)dx,

U(p, s, ω) = ω2
∫
H

G(p,x, ω) ξ(x)ũ(x, s, ω)dx,
(1.17)

где неизвестными являются функция ξ(r) и поле вторичных источников

ũ(r, s, ω) при r ∈ H.

Разработка численных методов решения нелинейной системы (1.17)

встречает ряд трудностей: данные и решение лежат в разных областях,

различны размерности множества входных данных и решения, не вы-

полнены обычные условия регулярности.

В работе [7] рассмотрен абстрактный аналог системы (1.17) в ви-

де операторного уравнения F (x) = 0, где оператор F действует из

гильбертова пространства H1 в другое гильбертово пространство H2,

x =

 u

ξ

-вектор неизвестных. Для его решения использован метод

Ньютона-Гаусса [2]:

xn+1 = argmin
x∈H
‖F (xn) + F

′

n(x− xn)‖2 = xn−(F
′∗
n F

′

n)
−1F

′∗
n F (xn), (1.18)

где F ′

n = F
′
(xn).
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В работе [7] для решения системы (1.13) также рассмотрен итеративно-

регуляризованный метод Ньютона-Гаусса, на каждом шаге которого ми-

нимизируется по x функционал:

Φ(αn, xn, x) = ‖F (xn) + F
′
(xn)(x− xn)‖2 + αn‖x− ζn‖2,

где αn-параметр регуляризации, ζn -некоторый элемент H1. Тогда итера-

ционный процесс можно записать как:

ξn+1 = ξn − ((F
′

n)
∗ · F ′

n + αnI)−1((F
′

n)
∗ · Fn(u(ξn), ξn) + αn(ξn − ζn)),

В [7] приведены результаты численных расчетов с использованием пред-

ложенных методов для двумерной области, одной частоты, а искомая

функция вычислялась на сетке 5x5.

При решении поставленной задачи предложенным методом возника-

ют значительные трудности, связанные с размерностью массивов дан-

ных.

Рассмотрим оптимизированный метод решения системы (1.17) с ис-

пользованием метода Ньютона-Гаусса. Учитывая специфику задачи, в

предложенном методе удается при построении итерационного алгоритма

уменьшить вычисления и снизить размерность используемых массивов.

Запишем систему (1.17) в операторном виде: F1 (ũ(ξ), ξ) = ũ−Hξũ− S = 0

F2 (ũ(ξ), ξ) = Pξũ− U = 0,
(1.19)

где интегральные операторы H и P определены следующим образом:

Sv(r, s, ω) = ω2

∫
S

G(r,x, ω)v(x, s, ω)dx, r ∈ H,x ∈ S
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Hv(r, s, ω) = ω2

∫
H

G(r,x, ω)v(x, s, ω)dx, r,x ∈ H,

Pv(r, s, ω) = ω2

∫
H

G(p,x, ω)v(x, s, ω)dx, r ∈ H, p ∈ P.

Интегральный оператор S, действующий из S в H, переводит первич-

ные источники из S в рассеянное поле на H. Оператор H переводит

вторичные источники из H в H и оператор P переводит вторичные ис-

точники из области H в область приема P . Использовать операторы S,

H и P удобно при проведении численных экспериментов, когда необ-

ходимо определить влияние расположение источников и приемников на

результаты определения границ неоднородностей.

Изменение расположения источников приводит к пересчету операто-

ра S, приемников - оператора P , изменение частот - требует вычисление

трех операторов.

Выпишем схему итерационного процесса:

1 шаг: зададим начальное приближение функции ξ0(r) = 0;

2 шаг: найдем функцию ũ0(r, s, ω) решив уравнение F1 (ũ0(ξ0), ξ0) = 0

используя стандартные методы;

3 шаг: решаем уравнение F2 (ũ0(ξ0), ξ1) = 0 регуляризованным мето-

дом Ньютона-Гаусса и находим ξ1(r);

4 шаг: найдем функцию ũ1(r, s, ω) из уравнения F1 (ũ1(ξ1), ξ1) = 0 и

т.д.;

Выпишем регуляризованный метод Ньютона-Гаусса для выше ука-

занного метода:

ξn+1 = ξn−((F
′

2n)
∗ ·F ′

2n+αnI)−1((F
′

2n)
∗ ·F2n(ũ

n(ξn), ξn)+αn(ξn)), (1.20)
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где αn - параметры регуляризации, F ′

2n = F
′

2(ξn). В предложенном мето-

де на каждом шаге итерационного процесса приходится численно решать

интегральное уравнение, что замедляет скорость вычисления итераций,

но существенно позволяет снизить размерность обрабатываемых масси-

вов, повысить качество вычислений.

Следует заметить, что первый шаг итерационного метода совпадает

с решением обратной задачи в борновском приближении, действитель-

но, при начальном приближении ξ0 = 0 из уравнения F1(ũ
0(ξ0), ξ0) = 0

находим ũ0(ξ0) = ũ0, тогда следует, что F2(ũ0, ξ) = Pũ0ξ − U = 0.

Рис. 1.5:

27



Получили интегральное уравнение Фредгольма I рода для нахожде-

ния ξ: Pu0ξ(r) = U . Решение обратной задачи в борновском приближе-

нии будет подробно рассмотрен ниже.

На рисунке 1.5а приводится схема эксперимента, на верхней плоско-

сти расположены источник и приемники, точное решение имело форму

шара радиуса 10 метров. В качестве входных данных использовались

результаты решения прямой задачи для сферы, выписанные в явном ви-

де. При решении обратной задачи выше изложенным методом с нулевым

приближением, исследуемая областьH имела форму куба, размерностью

180 × 180 × 180. На рисунке 1.5б приводится сечение восстановленной

неоднородности в плоскости OXZ. В силу симметрии задачи сечения

OY Z и OXY совпадают. На рисунке 1.5в изображено добавочное поле,

создаваемое неоднородностью на поверхности, на рисунке 1.5 г - график

добавочного поля на поверхности вдоль оси OX. Расчеты проводились

для одной частоты 400 Гц.

Далее на рисунках приводятся результаты расчетов, где в качестве

входных данных использовались результаты решения прямой задачи с

внесенной погрешностью. Результаты численного моделирования пока-

зали, что для одночастотного случая количество приемников должно

быть велико и они должны располагаться в области большей, чем ха-

рактерные размеры искомых неоднородностей.

В качестве начального приближения для всех расчетов бралось нуле-

вое приближение ξ0 = 0, параметр регуляризации α = 0.01. Численные

расчеты показали быструю сходимость итерационного процесса. Для вос-

становления неизвестных неоднородностей достаточно нескольких ите-

раций, при этом ошибка вычислений составляет менее 1%.
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Рис. 1.6:

На рисунке 1.6 приводятся результаты решения обратной задачи

в случае, когда точным решением является неоднородность, имеющая

форму куба с координатами указанными на рисунке 1.6е, расположенно-

го в центре исследуемой области размером 18× 18× 18 ( рисунок 1.6з).

На рисунке 1.6а изображена восстановленная неоднородность предло-

женным итерационным методом после 10 итераций. На рисунках 1.6(б,

в, г) приводятся проекции точного решения на плоскости XY , ZY и

XZ соответственно. На рисунке 1.6д приведено полутоновое изображе-

ние поля u, измеренного в области приема P . Приемники Rec в ко-

личестве Nrecx × Nrecy = 25 × 25 располагались на верхней плоско-

сти исследуемой области Y = 18 ( рис.1.6к), при этом X и Y меня-

лись от -1 до 19. Четыре источника имели координаты Sor1 = (6, 18, 6),

Sor2 = (12, 18, 6),Sor3 = (12, 18, 6) и Sor4 = (12, 18, 12) ( рисунок 1.6и).
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Рис. 1.7:

На рисунке 1.7 приведены результаты решения обратной задачи в слу-

чае, когда точным решением является неоднородность, имеющая форму

параллелепипеда с координатами указанными на рисунке 1.7е, располо-

женной в центре исследуемой области размером 18×18×18 см. рис.1.7з.

На рисунке 1.7а изображена восстановленная неоднородность после

10 итераций. На рисунках 1.7(б, в, г) приводятся проекции точного ре-

шения на плоскости XY , ZY и XZ соответственно. На рисунке 1.7д

приведено полутоновое изображение добавочного поля u, измеренного в

области приема P . Приемники Rec в количестве Nrecx×Nrecy = 10× 10

располагались на верхней плоскости исследуемой области Y = 18 (

рис.1.7к), при этом X и Y менялись от -1 до 19.Четыре источника име-

ли координаты Sor1 = (6, 18, 6), Sor2 = (12, 18, 6),Sor3 = (12, 18, 6) и

Sor4 = (12, 18, 12) см. Рис 1.7и.
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Рис. 1.8:

На рисунке 1.8 приведены результаты решения обратной задачи для

случая, когда точным решением являются две неоднородности, имеющие

форму куба, расположенных в исследуемой области размером 18×18×18

см. рисунке 1.8з. Координаты одного из кубов указаны на рисунке 1.8е,

второго: X1 = 10.9, X2 = 14.4 координаты Y 1, Y 2, Z1, Z3 аналогичны

первой неоднородности.

На рисунке 1.8а изображены восстановленные неоднородности после

10 итераций. На рисунках 1.8(б, в, г) приводятся проекции точного ре-

шения на плоскости XY , ZY и XZ соответственно. На рисунке 1.8д

приведено полутоновое изображение добавочного поля u, измеренного в

области приема P . Приемники Rec в количестве Nrecx×Nrecy = 25× 25

располагались на верхней плоскости исследуемой области (Y = 18 смот-

ри рис.1.8к), при этом X и Y менялись от -1 до 19.Четыре источника
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Рис. 1.9:

имели координаты Sor1 = (6, 18, 6), Sor2 = (12, 18, 6),Sor3 = (12, 18, 6) и

Sor4 = (12, 18, 12) см. Рис 1.8и.

На рисунке 1.9 приведены результаты решения обратной задачи для

случая, когда точным решением являются пять неоднородностей, име-

ющих форму куба, расположенных в исследуемой области размером

18× 18× 18 см. рисунке 1.9з.

На рисунке 1.9а изображены восстановленные неоднородности после

10 итераций. На рисунках 1.9(б, в, г) приводятся проекции точного ре-

шения на плоскости XY , ZY и XZ соответственно. На рисунке 1.9д при-

ведено полутоновое изображение поля u, измеренного в области приема

P . Приемники Rec в количестве Nrecx× Nrecy = 25× 25 располагались

на верхней плоскости исследуемой области Y = 18 (см. рис.1.9к), при

этом X и Y менялись от -1 до 19.Четыре источника имели координаты
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Sor1 = (6, 18, 6), Sor2 = (12, 18, 6), Sor3 = (12, 18, 6) и Sor4 = (12, 18, 12)

см. Рис 1.9и. Ниже приведены результаты работы итерационного процес-

са, которые иллюстрируют быструю сходимость. На рисунке 1.10 изоб-

Рис. 1.10:

ражены точное решение обратной задачи (заданная неоднородность), и

начальное приближение для итерационного процесса, в качестве которо-

го бралась нулевая функция.

Рис. 1.11:
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Рис. 1.12:

На рисунках 1.11 и 1.12 приводятся результаты вычислений пред-

ложенным итерационным методом. Источники располагались в точках:

(0,0,0), (200,200,0), измерения проводились на сетке приемников 25x25,

покрывающих область 800x800 при z = 0. Лоцируемая область размером

200x200x200 находилась на глубине 70, в ней имелась неоднородность

90x20x90, ω=400Гц.

1.4 Линеаризация обратной задачи. Резуль-

таты численного моделирования

Трудности исследования и решения нелинейных задач привели к то-

му, что в теоретических и прикладных исследованиях часто используют

различные линеаризованные постановки задачи. Линеаризация задачи
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происходит при дополнительных требованиях, налагаемых на неизвест-

ную функцию, которые в свою очередь, существенно сокращают класс

исследуемых рассеивателей. В этом разделе проводится анализ широ-

ко используемых методов линеаризации обратной задачи: низкочастот-

ная асимптотика для уравнения Гельмгольца и борновское приближение,

анализ численных результатов.

Низкочастотная асимптотика для уравнения Гельмгольца.

Рассмотрим уравнение:

∆ũ(r, s, ω) + k2(r, ω)ũ(r, s, ω) = δ(r− s)f̃(ω), r ∈ R3, (1.21)

Пусть решение u(r, s, t) при t→∞ экспоненциально стремится к нулю.

От дифференциального уравнения (1.21) перейдем к интегральным

уравнениям. Рассмотрим функцию Грина вида

G(r, s, ω) = − 1

4π|r− s|
exp(ı

ω

c0
|r− s|), (1.22)

где |r− s| - расстояние между точками r, s ∈ R3, являющуюся решением

уравнения (1.21) с правой частью вида δ(r − s) и стремящуюся к 0 при

r→∞ :

∆ G(r, s, k0) + k2
0 G(r, s, k0) = −δ(r− s).

Так как источник поля имеет вид: f(r, s, ω) = δ(r − s)f̃(ω), то он

создаст первичное поле:

ũ0(r, s, ω) =

∫
S

G(r,x, ω)f(x, s, ω)dx = G(r, s, ω)f̃(ω)
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и

ũ(r, s, ω) = G(r, s, ω)f̃(ω) + ω2

∫
H

G(r,x, ω)ũ(x, s, ω)ξ(x)dx.

Тогда, в предположении, что рассматриваемые интегралы существуют,

получим интегральное уравнение:

ũ(r, s, ω)−G(r, s, ω)f̃(ω)

ω2
=

∫
H

G(r,x, ω)ũ(x, s, ω)ξ(x)dx, (1.23)

где s ∈ S ⊂ R3, r будем предполагать принадлежащим области

измерений P ⊂ R3, интегрирование проводится по области H, где ξ(x)

отлична от нуля. Как видно, уравнение (1.23) является нелинейным урав-

нением относительно неизвестных функций ũ(x, s, ω) и ξ(x), где x ∈ H.

Поскольку ũ(x, s, ω) определена на полуплоскости, содержащей точку

ω = 0, и замыкания областей P ,Q не имеют общих точек с замыканием

областиH, то конечный предел правой части уравнения (1.23) при ω → 0

существует при достаточно общих условиях и равен:

lim
ω→0

−∫
H

G(r,x, ω)ũ(x, s, ω)ξ(x)dx

 =

= −f̃(0)

∫
H

G(r,x, 0) G(x, s, 0)ξ(x)dx. (1.24)

Из существования конечного предела правой части следует существова-

ние конечного предела левой части уравнения (1.23), который равен:

lim
ω→0

ũ(r, s, ω)−G(r, s, ω)f̃(ω)

ω2
=

=
1

2

(
ũωω(r, s, 0)− 2 ·Gω(r, s, 0)f̃ω(0)− (1.25)
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−Gωω(r, s, 0) f̃(0)−G(r, s, 0) f̃ωω(0)
)
.

Заметим, что приведенная задача рассматривалась для случая среды, за-

нимающей все пространство R3. Однако, не представляет особого труда

перейти к случаю среды, занимающей часть пространства R3. Для это-

го необходимо в приведенных выше рассуждениях рассматривать функ-

цию Грина уравнения Гельмгольца для соответствующей части про-

странства. Например, в случае среды, занимающей полупространство

z ≥ 0 (в декартовой системе координат Oxyz ) c граничным условием

uz(r, s, t) |z=0= 0, функция Грина имеет вид

G(x, s, ω) = −exp(−ı ω | r− s | /c0)

4π | r− s |
+

exp(−ı ω | r− s | /c0)

4π | r − s |
, (1.26)

где s - точка симметричная точке s относительно плоскости z = 0.

Используя функцию Грина (1.26) и учитывая (1.25), получим следу-

ющее уравнение:

Φ(r, s) =

∫
H

ξ(x)

| r− x | | x− s |
dx, (1.27)

где r ∈ P, s ∈ S. Таким образом, полученное уравнение (1.27) является

линейным интегральным уравнением I рода относительно неизвестной

функции ξ(x).

При проведении численных расчетов использовался регуляризиро-

ванный метод простой итерации:

ξn+1 = ξn − µA∗(Aξn − u), (1.28)

0 < µ <
2

‖A∗A‖
,
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где

Aξ =

∫
H

ξ(x)

| r− x || x− s |
dx.

В работах [53], [32],[55], [7] доказаны теоремы единственности реше-

ния уравнения (1.27) для различных положений источников и приемни-

ков.

Заметим, что если измерение рассеянного поля проводятся для одного

фиксированного источника и для одной частоты, то решение обратной

задачи может быть неединственно. Для однозначного решения обратной

задачи необходимо использовать результаты нескольких экспериментов

при различных положениях источников или многих частот.

Были проведены модельные расчеты по реконструкции трехмерных

объектов при низкочастотном приближении. Схема эксперимента приве-

дена на рисунке 1.13.

Рис. 1.13:
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При проведении модельных расчетов использовалась цилиндриче-

ская система координат (r, ϕ, z). Неоднородность H имела форму ци-

линдра с оcью Oz. Задача имела симметрию, функция ξ(r, ϕ, z) = ξ(r, z)

полагалась не зависящей от угла ϕ. Источники располагались в точках

Si, приемники в точках Dk,j, i, k, j ∈ N . Функция Φ(r, s) при решении

обратной задачи считалась известной. Необходимо было найти неизвест-

ную функцию ξ(r, z) в цилиндрической области, значительно превыша-

ющей размеры точного решения.

Рис. 1.14:

Функция ξ(r, z) вычислялась на дискретной сетке состоящей из 25 то-

чек по переменной r и по 20 точкам по переменной z. Решение обратной

задачи проводилось методом простой итерации. В качестве начального

приближения была взята функция ξ(r, z) = 0. При проведении числен-

ных расчетов невязка уменьшилась примерно в 100 раз. Относительная

погрешность функции Φ(r, s) на последней итерации составила 5%.

Численное исследование построенной модели проводилось в двух на-

правлениях:

1). зависимость решения от формы и расположения неоднородности

H;
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2). зависимость качества решения от формы и расположения источ-

ников и приемников.

Рис. 1.15:

Результаты модельных расчетов представлены на рисунках 1.14-1.17.

На всех рисунках приведены сечения полутоновых изображений точного

решения и восстановленной функции ξ(r, z). Слева от оси OZ- точное

решение, справа - восстановленная функция.

На рисунке 1.14 и 1.15 приведены результаты исследования области

H, имеющей вид цилиндра высотой 2.0 и диаметром 2.0. Точное решение

имело форму вытянутого по горизонтали цилиндра высотой 0.1 при раз-

личных глубинах залегания z = 0, 2 и z = 0, 7. При этом 25 источников

и приемников были расположены на плоскости z = 0 на равномерной

сетке по r.

На рисунке 1.16 и 1.17 приведены результаты исследования области

H, имеющей вид цилиндра высотой 2.0 и диаметром 2.0. Точное реше-

ние имело форму полого цилиндра вытянутого по вертикали высотой

1.5. При этом 25 приемников и источников на рисунке 1.16 были распо-

ложены на плоскости z = 0 на равномерной сетке по r, а на рисунке 1.17

П-оборазная модель эксперимента, т.е. источники и приемники распола-
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Рис. 1.16:

гались помимо плоскости z = 0 дополнительно в вертикальных шахтах,

окружающих область H (отрезки a и b).

Рис. 1.17:

Полученные результаты показывают, что с увеличением глубины гра-

ница неоднородности восстанавливается хуже. Этот же вывод можно сде-

лать и из рисунка 1.16, где восстановленное изображение размазывается

с глубиной. Из рисунка 1.17 видно, что П-образная модель эксперимента

позволяет существенно улучшить качество решения задачи.

Проведенные модельные расчеты в целом подтверждают возмож-

ность получения решения рассматриваемой обратной задачи описанным

линейным методом. Наилучшие результаты получаются, когда исследуе-
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мая неоднородность располагается вблизи источников возмущения и об-

ласти регистрации. Для восстановления границ неоднородностей, значи-

тельно удаленных от области расположения приемников и источников,

проблематично не только определение внутренней структуры неоднород-

ности, но и ее локализация.

Борновское приближение. Рассмотрим другой подход к линеариза-

ции обратной задачи.

Используя обозначение (1.16), уравнение (1.1) можно записать в виде:

∆u(r, s, t)− 1

c2
0

utt(r, s, t) = δ(r− s) · f(t)− utt(r, s, t) · ξ(r). (1.29)

Обозначим через G(r, t, s, τ) функцию Грина для волнового уравнения

(1.29):

G(r, t, s, τ) =
δ(t− τ − |r−s|c0

)

4π | r− s |
(1.30)

Предполагая, что интегралы, расположенные ниже существуют, уравне-

ние (1.29) запишем в виде:

u(r, s, t)−
f(t− |r−s|c0

)

4π | r− s |
= (1.31)

= −
∫
H

 ∫
τ≥0

uττ(r
′
, s, τ) · ξ(r′

) ·G(r, t, r
′
, τ)dτ

 dr
′
.

Функцию u(r
′
, s, τ) в правой части уравнения (1.31) заменим падающим

полем:

u(r
′
, s, τ) =

f(τ − |r
′−s|
c0

)

4π | r′ − s |
, (1.32)
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такая замена называется борновским приближением. Подставляя (1.32)

в (1.31) и беря интеграл по τ получим уравнение для нахождения неиз-

вестной функции ξ(r):

U(r, s, t) = −
∫
H

f
′′
(t− |r

′−r|+|r′−s|
c0

)

16π2 | r′ − r || r′ − s |
ξ(r

′
)dr

′
, (1.33)

где через U(r, s, t) обозначена левая часть уравнения (1.31), которая из-

вестна в области измерений r ∈ P .

Для источников возмущения взрывного типа, когда основные значе-

ния функции сосредоточены при малых t, f
′′
(t) = δ(·), уравнение (1.33)

примет вид:

U(r, s, t) = −
∫
H

δ(t− |r
′−r|+|r′−s|

c0
)

16π2 | r′ − r || r′ − s |
ξ(r

′
)dr

′
. (1.34)

Таким образом, обратная задача в борновском приближении сводится

к определению неизвестной функции ξ(r
′
) из линейного интегрального

уравнения I рода.

Отметим связь рассмотренной обратной задачи с задачами томогра-

фии. Интеграл в уравнении (1.34) представляет собой интеграл от функ-

ции ξ(r′
) с некоторым весовым множителем по поверхности пересечения

области H и эллипсоида в R3 по известным интегралам от этой функции

вдоль различных поверхностей. Уравнение (1.34) может быть решено ме-

тодом ρ -фильтрации обратной проекции.

Аналогично мы можем применить данный подход и к ранее получен-

ной системе уравнений (1.17). Во втором уравнении системы заменим

неизвестные вторичные источники в области H на первичное поле, то-

гда для нахождения неизвестной функции ξ получим уравнение:
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U(p, s, ω) = ω2

∫
H

G(p,x, ω) · ξ(x) · ũ0(x, s, ω)dx,

где ũ0 - поле первичных источников.

Как видно, и низкочастотная асимптотика и борновское приближение

для уравнения Гельмгольца приводят к решению интегрального уравне-

ния Фредгольма первого рода для нахождения неизвестной функции ξ.

Данная задача является некорректной, для ее решения используются

стандартные методы регуляризации.

Применение борновского приближения для решения обратной задачи

возможно только для "слабых"рассеивающих неоднородностей. Неодно-

родность рефракционного типа является слабой, если ее характеристики

удовлетворяют неравенству:

amax
c(r)− c0

c(r)
<< λ,

где amax - максимальный размер неоднородности, а λ - длина волны ло-

цирующего поля.

На рисунке 1.18 приведены результаты восстановления искомой неод-

нородности в зависимости от длины волны облучающего поля используя

борновское приближение. Неоднородность имела форму параллелепипе-

да и размер 10 × 20 × 10 метров. Один источник Sor был расположен

в начале координат. Приемники находились в узлах равномерной сетки

25×25 в области 80×80 метров. Поле в области приемников вычислялось

с использованием системы (1.17).

Обратная задача решалась в кубической области с размерами 180×

180 × 180 метров. На рисунке 1.18а приведено полутоновое изображе-
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Рис. 1.18:

ние сечения исследуемой области с искомой неоднородностью, на ри-

сунках 1.18 б,в,г - результаты решения обратной задачи для частот

300Hz, 350Hz и 400Hz, что соответствует длинам волн 11,7, 10 и 8,75

метров. Приведенные результаты подтверждают, что качество рекон-

струкции границы неоднородности зависит от длины волны облучаю-

щего поля. При использовании в вычислительном эксперименте полей с

длинами волн одного порядка или больше предполагаемых размеров ис-

комых неоднородностей рассчитывать на качественное решение обратной

задачи невозможно.
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Глава 2

Определение контура зоны

малой проницаемости в

плоском слое

(стационарный случай)

Настоящая глава посвящена построению численного метода решения

обратной задачи определения границы зоны малой проницаемости в неф-

тяном пласте для установившегося давления в скважинах.

При эксплуатации нефтяного месторождения важно знать располо-

жение зон малой проницаемости, где бурение новых скважин нецеле-

сообразно. Измерение давления в ранее пробуренных скважинах дает

возможность определить границы зон малой проницаемости в нефтяном

пласте, что помогает избежать ошибочного бурения скважин.
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2.1 Прямая и обратная задача в тонком

неоднородном слое

Рассмотрим тонкий неоднородный слой, в котором давление не изме-

няется поперек слоя, то есть P (x, y, z) = P (x, y). Пусть внутри этого

слоя проницаемость постоянна за исключением некоторой зоны полной

непроницаемости S - односвязной области, которая ограничена контуром

C. Вне зоны непроницаемости пробурено K скважин, устья которых за-

даны координатами Mk = (xk, yk), k ∈ [1, K ] (см. 2.1).

Рис. 2.1:

На большом расстоянии от исследуемой области давление равно по-

стоянному пластовому давлению P0.
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Прямая задача. Пусть S - односвязная область с известной ляпунов-

ской границей C. Если работает лишь одна k-ая скважина, в которой

давление равно Pk, то тогда давление в пласте P (x, y;Mk) является ре-

шением следующей краевой задачи:

∆P (x, y;Mk) = −Pk · δ(x− xk) · δ(y − yk), (x, y) ∈ R2\S (2.1)

∂P (x, y;Mk)

∂~n

∣∣∣∣
C

= 0, (2.2)

P (x, y;Mk)|CR0
= P0, (2.3)

где CR0
- окружность большого радиуса R0, ~n- единичный вектор нор-

мали к контуру C, направленный из области S, Mk(xk, yk) ∈ R2\S -

фиксированная точка, P0 - пластовое давление, фиксированное число. В

работе [61] была поставлена следующая обратная задача.

Обратная задача. Пусть контур C неизвестен. Проводится серия из-

мерений давления в закрытых скважинах, при этом каждый раз работает

только одна из k скважин, а остальные закрыты. Требуется определить

контур C по измеренному давлению в закрытых скважинах, при рабо-

тающей одной k-ой скважине, то есть решению задачи (2.1)-(2.3):

P (k)
m = P (Mm;Mk, C) =

= P ((xm, ym); (xk, yk), C), m 6= k,m, k ∈ [1, K]. (2.4)

Таким образом, в качестве исходных данных при решении обратной за-

дачи мы имеем K(K − 1) измеренных данных P̂ при различных работа-

ющих скважинах.
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P̂ =


P

(1)
1 P

(1)
2 ... P

(1)
K

P
(2)
1 P

(2)
2 ... P

(2)
K

..............

P
(K)
1 P

(K)
2 ... P

(K)
K

 . (2.5)

Далее, чтобы подчеркнуть зависимость решения задачи (2.1)-(2.3) от

изменения параметров - контура C и работающей скважины Mk, будем

писать P (M ;Mk, C) или коротко P (k)
m , если нет необходимости указывать

параметры контура.

2.2 Интегральное уравнение для неизвест-

ного контура

Решение задачи (2.1)-(2.3) для закрытой скважины M с координата-

ми (x, y), при работающей скважине Mk с координатами (xk, yk) пред-

ставим в виде:

P (M ;Mk, C) = P0 + Pk ·G(M,Mk) + Pk · u(M ;C). (2.6)

В формуле (2.6) G(M,Mk) - функция Грина для задачи Дирихле в круге

радиуса R0, является решением следующей задачи:
∆G(M,Mk) = −δ (x− xk) δ (y − yk) , −∞ < x < +∞,

−∞ < y < +∞,

G(M,Mk)|CR0
= 0

(2.7)

и имеет вид:

G(M,Mk) =
1

2π
·ln d(M,Mk)

Rk ·R0 · ρ(M,Mk)
,
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(2.8)

где ρ(M,Mk) =
√

(x− xk)2 + (y − yk)2 - расстояние между точками M

и Mk с координатами (x, y) и (xk, yk) соответственно, Rk =
√
x2
k + y2

k,

d(M,Mk) =
√

(R2
kx−R2

0xk)
2 + (R2

ky −R2
0yk)

2.

Функция u(M ;C) - давление в точке M при наличии зоны непрони-

цаемости с границей C, является решением следующей задачи:

∆u(M ;C) = 0, (2.9)

∂u(M ;C)

∂~n

∣∣∣∣
C

= − ∂G(M,Mk)

∂~n

∣∣∣∣
C

, (2.10)

u(M ;C)|CR0
= 0 (2.11)

Тогда (2.6) примет вид:

P (M ;Mk, C) = P0+Pk ·G(M,Mk)+Pk ·
∮
C

µ(M0;C)G(M,M0)dlM0
. (2.12)

Данная функция P (M ;Mk, C) удовлетворяет уравнению (2.1) и краево-

му условию (2.3) на внешнем контуре CR0
.

Подставив (2.12) в краевое условие (2.2) на C и используя свойства

потенциала простого слоя, получим интегральное уравнение для плот-

ности потенциала µ(M ;C):

1

2
µ(M ;C)−

∮
C

µ(M0;C)
∂G(M,M0)

∂~n
dlM0

=
∂G(M,Mk)

∂~n
, M ∈ C. (2.13)

Определив из уравнения (2.13) плотность потенциала µ(M ;C), находим

давление P (M ;Mk, C) в точках M = Mm с координатами (xm, ym), ко-

гда источник расположен в точке Mk с координатами (xk, yk), ранее для

такого давления введено обозначение P (k)
m , тогда согласно (2.12)
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P (k)
m = P0 +Pk ·G(Mm,Mk) +Pk ·

∮
C

µ(M0;C)G(Mm,M0)dlM0
. (2.14)

При радиусе R0 много большем диаметра зоны непроницаемости R0 >>

D, гдеD - максимальный диаметр области S, функция Грина (2.8) может

быть записана в виде:

G(M,Mk) =
1

2π
· ln R0

ρ(M,Mk)
+ o(

1

R0
), (2.15)

и

∂G(M,Mk)

∂x
= − 1

2π
· x− xk
ρ2(M,Mk)

,

(2.16)

∂G(M,Mk)

∂y
= − 1

2π
· y − yk
ρ2(M,Mk)

,

отсюда следует, что нормальная производная функции Грина

∂G(M,Mk)

∂~n
=
∂G(M,Mk)

∂x
· ∂x
∂~n

+
∂G(M,Mk)

∂y
· ∂y
∂~n

не зависит от R0 и, следовательно, решение интегрального уравнения

(2.13), т.е. плотность потенциала µ(M ;C), не зависит от радиуса внеш-

него контура R0. Однако расчет давления в скважине по формуле (2.12)

зависит от радиуса R0, который неизвестен при решении обратной зада-

чи.

Действительно, при больших R0 >> D0 (D0 - диаметр области, где

рассчитывается давление ) функция Грина имеет вид:

G(M,Mk) ∼=
1

2π
· ln R0

ρ(M,Mk)
. (2.17)
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В результате давление при ρ(M,Mk) ≤ D0, согласно (2.12), имеет вид

P (M ;Mk, C) =

= P0 +
Pk
2π
· ln 1

ρ(M,Mk)
+
Pk
2π
·
∮
C

µ(M0;C) ln
1

ρ(M,M0)
dlM0

+C, (2.18)

где

C =
Pk lnR0

2π

1 +

∮
C

µ(M0;C)dlM0

 .

Присутствие множителя lnR0 существенно влияет на точность расче-

тов, так как при больших R0 необходимо решать интегральное уравнение

(2.13) с высокой точностью. В противном случае возникает существенная

погрешность.

В работе [61] предложен подход, позволяющий исключить зависи-

мость решения задачи (2.12)-(2.13) от радиуса внешней окружности R0.

Рассмотрим предельный случай для (2.1)-(2.3):

∆P (x, y;Mk) = −Pk · δ(x− xk) · δ(y − yk), (2.19)

∂P (x, y;Mk)

∂n

∣∣∣∣
C

= 0, (2.20)

P (x, y;Mk)− u0(x, y,Mk)→ P0,
√
x2 + y2 →∞, , (2.21)

где

u0(M) =
Pk
2π
· ln 1

ρ(M,Mk)

- первичное поле, т.е. фоновое давление в точкеM с координатами (x, y)

создаваемое точечным источником Mk с координатами (xk, yk) в отсут-

ствии зоны непроницаемости.
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Будем искать решение задачи (2.19)-(2.21) в виде:

P k
m = P0 + u0(M) + u(M),

где u(M) - давление, возникающее в результате наличия зоны непрони-

цаемости S, а P0 - пластовое давление.

Устремим R0 →∞, тогда задачу (2.9)-(2.11) можно сформулировать,

как внешнюю задачу Неймана для функции u(M ;C) :

∆u(M ;C) = 0, (2.22)

∂u(M ;C)

∂~n

∣∣∣∣
C

= − ∂u0(M)

∂~n

∣∣∣∣
C

, (2.23)

u(M ;C)→ 0 на бесконечности.

Для того чтобы удовлетворить условию u(M ;C)→ 0 на бесконечно-

сти, решение задачи (2.22)-(2.23) будем искать в виде следующего потен-

циала простого слоя:

u(M ;C) =
1

2π
·
∮
C

µ(M0;C) ln
ρ(M,O)

ρ(M,M0)
dlM0

, (2.24)

где µ(M0;C) - плотность потенциала, действительная функция, опреде-

ленная на контуре C, точка O - произвольная фиксированная точка в

области неоднородности S , не принадлежащая контуру C, расстояние

ρ(M,O) 6= 1. Таким образом, выбор точки O зависит лишь от области

S. Выражение (2.24)является решением уравнения Лапласа и стремится

к нулю на бесконечности, так как ρ(M,O)
ρ(M,M0) → 1 при M →∞.

Заметим, что P (M ;Mk, C)- давление при работающей k -ой скважине

зависит от наличия неоднородности с границей C, а пластовое давление

P0 и G(M ;Mk) не зависят от формы локальной неоднородности.
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Подставим представление (2.24 ) в граничное условие (2.23), получим

интегральное уравнение для нахождения плотности потенциала µ(M ;C):

1

2
µ(M ;C)−

∮
C

µ(M0;C)H(M,M0;C)dlM0
= f(M ;Mk, C), (2.25)

где

H(M,M0;C) =
∂

∂~nM
ln

ρ(M,O)

ρ(M,M0)
, (2.26)

f(M,Mk;C) =
∂

∂~nM
ln

1

ρ(M,Mk)
. (2.27)

Таким образом, при заданном контуре C решение задачи (2.9)-(2.11), а

следовательно и задачи (2.1)-(2.3), сводится к решению интегрального

уравнения. Подобный подход к решению задачи (2.1)-(2.3) был предло-

жен в работе [61].

2.3 Вывод операторного уравнения для гра-

ницы неоднородности

Рассмотрим одну звездную область S, контур C которой задан в по-

лярных координатах с центром в точке O:

r = r(ϕ), ϕ ∈ [0, 2π], r(ϕ) ∈ C1[0, 2π]

где r - расстояние от центра неоднородности O с координатами (x̄0, ȳ0)

до контура C:

r =
√

(x0 − x̄0)2 + (y0 − ȳ0)2, M(x0, y0) ∈ C. (2.28)
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Координаты точки на контуре C запишем в виде:

xC = x̄0 + r(ϕ) cosϕ

yC = ȳ0 + r(ϕ) sinϕ
(2.29)

Выпишем вектор нормали ~n = {−dy
dx , 1} в полярных координатах:

~n =

{
r
′
(ϕ) sinϕ+ r(ϕ) cosϕ√

r′2(ϕ) + r2(ϕ)
,

r(ϕ) sinϕ− r′
(ϕ) cosϕ√

r′2(ϕ) + r2(ϕ)

}
Пусть точка M не лежит на контуре C и имеет координаты (ϕ, r̃(ϕ)),

точкаM0 лежит на контуре C и имеет координаты (ψ, r(ψ)), тогда урав-

нение (2.24) в полярных координатах примет вид:

u(ϕ; r̃) =

=
1

2π

2π∫
0

µ(ψ; r) ln
r̃(ϕ)√

r̃2(ϕ) + r2(ψ)− 2r̃(ϕ)r(ψ) cos(ϕ− ψ)
l(ψ)dψ, (2.30)

здесь: 0 ≤ ϕ ≤ 2π, r̃(ϕ) = ρ(M,O), r(ϕ) = ρ(M0, O), l(ψ) =√
r2(ψ) + r′2(ψ).

Аналогично, для функции µ(ψ; r) запишем уравнение (2.25 ) в поляр-

ных координатах, учитывая (2.16) и ∂G(M,M0)
∂~n = ~nM · grad G(M,M0):

1

2
µ(ϕ; r)−

2π∫
0

H(ϕ, ψ; r)µ(ψ; r)l(ψ)dψ = Q (ϕ; (ϕk, Rk), r) , (2.31)

где 0 ≤ ϕ ≤ 2π, r в обозначении µ(ϕ; r) означает, что решение полу-

чено при фиксированном контуре r(ϕ), Mk - источник с координатами

(ϕk, Rk), а точки M и M0 лежат на контуре C и имеют координаты

(ϕ, r(ϕ)) и (ψ, r(ψ)) соответственно.

H(ϕ, ψ; r) =
1

ρ2(ϕ, ψ)
((r(ϕ) cosϕ− r(ψ) cosψ) · cosϕ+
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+(r(ϕ) sinϕ− r(ψ) sinψ) · sinϕ)− 1

r(ϕ)
,

ρ2(ϕ, ψ) = r2(ϕ) + r2(ψ)− 2r(ϕ)r(ψ)cos(ϕ− ψ),

Q(ϕ; (ϕk, Rk), r) =
1

ρ2(ϕ, ϕk)
((r(ϕ) cosϕ−Rk cosϕk) · cosϕ+

+ (r(ϕ) sinϕ−Rk sinϕk) · sinϕ) ,

ρ2(ϕ, ϕk) = r2(ϕ) +R2
k − 2r(ϕ)Rkcos(ϕ− ϕk),

Введем следующее обозначение ядра интегрального уравнения (2.30):

F (ϕ, ψ; r) = ln
r̃(ϕ)√

r̃2(ϕ) + r2(ψ)− 2r̃(ϕ)r(ψ) cos(ϕ− ψ)
. (2.32)

Будем считать, что контур C таков, что величиной r′
(ϕ) в формуле (2.30)

и (2.31) можно пренебречь, т.е. выполняется следующее условие:

max
[0;2π]
| r′(ϕ)| � min

[0;2π]
r(ϕ).

Установим связь между изменением контура и изменением давления, вы-

численного в точке M(ϕ, r̃(ϕ)).

Пусть нам известно некоторое начальное приближение контура r0(ϕ).

Линеаризуем интегральные операторы, ограничиваясь двумя членами

разложения:

F (ϕ, ψ; r)r(ϕ) ≈ F (ϕ, ψ; r0)r0(ϕ)+

+

[
∂F (ϕ, ψ; r0)

∂r0
r0(ϕ) + F (ϕ, ψ; r0)

]
(r(ϕ)− r0(ϕ)), (2.33)

H(ϕ, ψ; r) ≈ H(ϕ, ψ; r0) +
∂H(ϕ, ψ; r0)

∂r0
(r(ϕ)− r0(ϕ)), (2.34)

Q(ϕ; (ϕk, Rk), r) ≈

≈ Q(ϕ; (ϕk, Rk), r0) +
∂Q(ϕ; (ϕk, Rk), r0)

∂r0
(r(ϕ)− r0(ϕ)), (2.35)
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Тогда для функции u(ϕ; r̃) справедливо представление:

ur(ϕ; r̃) =
1

2π

2π∫
0

µ(ψ; r0)F (ϕ, ψ; r0)r0(ϕ)dψ+

+
1

2π

∫ 2π

0

µ(ψ; r0)rδ0(ϕ)

(
F (ϕ, ψ; r0) +

∂F (ϕ, ψ; r0)

∂r0
r0(ϕ)dψ

)
, (2.36)

здесь rδ0(ϕ) = r(ϕ) − r0(ϕ) - отклонение начального приближения кон-

тура от точного решения. Для функции u(ϕ; r̃) ввели новое обозначение

- ur(ϕ; r̃), показывая, что вычисление u(ϕ; r̃) проводится для контура

r(ϕ).

Уравнение (2.36) представляет собой интегральное уравнение Фред-

гольма первого рода относительно неизвестной функции rδ0(ϕ) :

uδ(ϕ, r̃) =

2π∫
0

rδ0(ψ) ·N(ϕ, ψ)dψ, (2.37)

где ядро:

N(ϕ, ψ) = µ(ψ; r0)

(
F (ϕ, ψ; r0) + r0(ϕ)

∂F (ϕ, ψ; r0)

∂r0

)
,

а правая часть uδ(ϕ, r̃) = ur(ϕ; r̃)− ur0(ϕ; r̃).

Аналогично, относительно неизвестной функции µδ(ϕ, r0) = µ(ϕ; r)−

µ(ϕ; r0) получим интегральное уравнение Фредгольма второго рода:

1

2
µδ(ϕ; r0)−

2π∫
0

T (ϕ, ψ; r0)µδ(ψ; r0)dψ = f̃ (ϕ; (ϕk, Rk), r0) , (2.38)

где 0 ≤ ϕ ≤ 2π, ядро T (ϕ, ψ; r0) = H(ϕ, ψ; r0) · r0(ψ), а правая часть:

f̃ (ϕ; (ϕk, Rk), r0) = rδ0(ϕ)
∂Q(ϕ; (ϕk, Rk), r0)

∂r0
+
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+

2π∫
0

µ(ψ; r0)

[
∂H(ϕ, ψ; r0)

∂r0
r0(ψ) +H(ϕ, ψ; r0)rδ0(ψ)

]
dψ. (2.39)

Таким образом, уравнение (2.37) устанавливает связь между изменением

контура и изменением давления в скважинах при одном источникеMk, а

уравнение (2.38) позволяет найти поправку к плотности потенциала при

изменении контура [63].

Уравнения (2.37) и (2.38) можно записать в операторном виде:

Akrδ0 = uδ (2.40)

Получили линейное операторное уравнение для вычисления функции rδ0,

где Ak- оператор, устанавливающий связь между изменением давления

в скважинах и изменением контура.

2.4 Численный метод решения обратной за-

дачи

Для вычисления Akrδ0(ϕ) при заданном контуре r(ϕ) и начальном

приближении контура r0(ϕ) и k-ой работающей скважине, необходимо

решить интегральное уравнение (2.38), найдя поправку к плотности по-

тенциала простого слоя µδ(ϕ; r) при изменении контура, а из уравнения

(2.37) определить новую поправку rδ(ϕ) к границе неоднородности и т.д.

Еще раз отметим, что такая постановка задачи позволяет исключить за-

висимость решения задачи (2.1)-(2.3) от радиуса внешней окружности

R0, который не известен.

При решении обратной задачи мы учитываем, что каждая скважина

становится рабочей, а остальные закрываются и в закрытых скважинах
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измеряется давление. Таким образом, мы имеем K(K − 1) измеренных

данных при различных работающих скважинах. Так как исходные дан-

ные u(ϕ; r̃) - измерения в скважинах, заданы приближенно, необходимо

учитывать специфику уравнения (2.40), связанную с его некорректно-

стью.

Рассмотрим операторное уравнение 1-го рода

Arδ = uδ, (2.41)

где

A =


A1

A2

...

AK

 , rδ =


rδ1

rδ2
...

rδL

 , uδ =



u1
δ2
...

u1
δK
...

uKδ2
...

uKδK


, (2.42)

здесь L - количество точек на контуре, K- количество пробуренных

скважин, каждая из которых последовательно является источником, а в

следующих измеряется давление, Ak - оператор при k-ой работающей

скважине, ukδj - изменение давления в j-ой скважине при k-ой работаю-

щей.

Рассмотрим сглаживающий функционал А.Н.Тихонова:

Mα[rδ] = ‖Arδ − uδ‖2 + α‖rδ‖2,
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где α > 0 - положительный параметр регуляризации, который согласо-

вывается с точностью задания входных данных и с шагом итерационного

процесса.

Используя необходимое условие экстремума функционала, получим,

что если на rδ достигается нижняя граньMα[rδ], то rδ является решением

уравнения

A∗Arδ + αrδ = A∗uδ

где A∗ - оператор, сопряженный к оператору A, тогда поправка к границе

неоднородности

rδ = (A∗A+ αE)−1A∗uδ,

где E-единичный оператор.

Используя свойства сопряженного оператора A∗ и переходя в урав-

нении Эйлера к конечно-разностной аппроксимации, получим систему

алгебраических уравнений. Для решения этой системы можно использо-

вать стандартные численные методы.

Построим следующий итерационный процесс решения уравнения

(2.41):

1. на первом этапе численного решения обратной задачи найдем на-

чальное приближение r0(ϕ) искомого контура. Очевидно, что самым про-

стым начальным приближением является окружность радиуса a. Задача

поиска радиуса a сводится к минимизации функции одной переменной,

данная задача решается стандартными методами, например, методом пе-

ребора;

2. из уравнения (2.31) для начального приближения контура r0(ϕ)

вычислим плотность потенциала, а из (2.30) давление ur0(ϕ, r̃), тогда

60



uδ0(ϕ) = ur(ϕ; r̃) − ur0(ϕ; r̃), где ur(ϕ; r̃)- известная функция давления

при решении обратной задачи;

3. на j - м шаге итерационного процесса вычислим поправку к кон-

туру:

uδj(ϕ) =

2π∫
0

rδj+1
(ψ) ·N(ϕ, ψ)dψ, (2.43)

где ядро:

N(ϕ, ψ) = µ(ψ; rj)

(
F (ϕ, ψ; rj) + rj(ϕ)

∂F (ϕ, ψ; rj)

∂rj

)
,

а правая часть uδj(ϕ) = ur(ϕ; r)− urj(ϕ; r̃);

4. из следующего уравнения находим поправку к плотности потенци-

ала µδj(ϕ; rj):

1

2
µδj(ϕ; rj)−

2π∫
0

T (ϕ, ψ; rj)µδj(ψ; rj)dψ = f̃ (ϕ; (ϕk, Rk), rj) , (2.44)

где 0 < ϕ < 2π, ядро T (ϕ, ψ; rj) = H(ϕ, ψ; rj) · rj(ψ), а правая часть:

f̃ (ϕ; (ϕk, Rk), rj) = rδj(ϕ)
∂Q(ϕ; (ϕk, Rk), rj)

∂rj
+

+

2π∫
0

µ(ψ; rj)

[
∂H(ϕ, ψ; rj)

∂rj
rj(ψ) +H(ϕ, ψ; rj)rδj(ψ)

]
dψ. (2.45)

Далее для вычисленной поправки µδj(ϕ; rj) найдем новую поправку к

контуру rδj+1
(ϕ) и т.д. Если изменение давления удовлетворяет неравен-

ству:

‖uδj+1
‖L2[0,2π](ϕ) ≤ ε,

где ε - заданная точность вычислений, то искомый контур найден.
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2.5 Результаты численного моделирования

При исследовании результатов решения обратной задачи, в качестве

входных данных использовалось вычисленное давление, являющиеся ре-

шением прямой задачи с внесенной погрешностью. Для проверки чув-

ствительности измеряемых величин от расположения и формы неодно-

родности, точности решения прямой задачи, приводится анализ полу-

ченных численных результатов, который проводился для случая одной

звездной области непроницаемости, контур C которой задан в полярных

координатах r = r(ϕ). Тогда ядро интегрального уравнения (2.25) можно

представить в виде:

−H(M,M0;C) =
H(ϕ, ψ)

2 · l(ϕ)
при M = (r(ϕ), ϕ); M0 = (r(ψ), ψ) (2.46)

H(ϕ, ψ; r) =
1

ρ2(ϕ, ψ)

(
(r(ϕ) cosϕ− r(ψ) cosψ) · (r′

(ϕ) sinϕ+ r(ϕ) cosϕ)+

+ (r(ϕ) sinϕ− r(ψ) sinψ) · (r(ϕ) sinϕ− r′
(ϕ) cosϕ)

)
,

где l(ϕ) =
√
r2(ϕ) + (r′(ϕ))2,

ρ2(ϕ, ψ) = r2(ϕ) + r2(ψ)− 2r(ϕ)r(ψ)cos(ϕ− ψ).

После преобразования получаем ядро интегрального уравнения:

H(ϕ, ψ; r) =
1

ρ2(ϕ, ψ)

{
r2(ϕ)− r(ψ)(r(ϕ) cos(ϕ− ψ) + r

′
(ϕ) sin(ϕ− ψ))

}
Отметим, что ядро интегрального уравнения не имеет особенности при

совпадении аргументов:

H(ϕ, ψ; r)→ ρ2(ϕ) + 2r
′
(ϕ)2 − r(ϕ)r

′′
(ϕ)

2l2(ϕ)
при ψ → ϕ.
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Правая часть уравнения (2.25) равна

f(M ;Mk, C) = −f(ϕ; r)

2l(ϕ)
,

M -точка с координатами (r(ϕ), ϕ), Mk - точка с координатами (Rk, ϕk),

где f(ϕ; r) = H(ϕ, ϕk; r), при r(ϕk) = Rk, или

f(ϕ; r) =
ϕ2(ϕ)−Rk(r(ϕ)cos(ϕ− ϕk) + r

′
(ϕ)sin(ϕ− ϕk))

ρ2(ϕ) +R2
k − 2Rkr(ϕ) cos(ϕ− ϕk)

.

Учитывая,что dlM0
= l(ψ)dψ, можем записать интегральное уравнение

(2.25) в виде:

π µ(ϕ; r) +

2π∫
0

H(ϕ, ψ; r)µ(ψ; r)
l(ψ)

l(ϕ)
dψ = −f(ϕ; r)

l(ϕ)
. (2.47)

Если ввести новую неизвестную функцию U(ϕ; r) = µ(ϕ; r)l(ϕ), получим

интегральное уравнение:

πU(ϕ; r) +

2π∫
0

H(ϕ, ψ; r)U(ψ; r)dψ = −f(ϕ; r). (2.48)

Таким образом, необходимые для обратной задачи данные, вычислим по

формуле:

P n(M)− u0(M) = u(n) =

= P0 +
Pk
2π

2π∫
0

U(ϕ; r) ln
R2
m−1 + r2(ϕ)− 2Rm−1r(ϕ) cos(ϕ− ϕm−1)

R2
m + r2(ϕ)− 2Rmr(ϕ) cos(ϕ− ϕm)

dϕ.

(2.49)

Расчеты проводились для случая, когда контуром является эллипс:

r(ϕ) =
ab√

a2 sin2 ϕ+ b2 cos2 ϕ
=

aε√
sin2 ϕ+ ε2 cos2 ϕ

,
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где a, b -полуоси эллипса, эксцентриситет эллипса ε = b/a. При этом счи-

талось, что точки измерения и возбуждения находятся на окружности

радиуса Ru, т.е. Rm = Ru для любого m. Поэтому результаты расчета

u(n) зависят от безразмерного параметра ε = b/a, места расположения

источника ϕk и измерения ϕm.

На рисунке 2.2 приведены значения давления u(n) в зависимости от

ϕm при различных значениях ϕk при ε = 0, 5, Ru = 3.

Для исследования чувствительности измеряемых величин к положе-

нию и размерам области непроницаемости, проводились расчеты зна-

чений u(n) в m точках окружности радиуса Ru = 3. При различных

формах эллипса (меняется эксцентриситет ε), вычислялась величина

q(ε) = u
(n)
min/u

(n)
max, где u

(n)
min, u

(n)
max - минимальное и максимальное зна-

чения u(n) в точках измерения соответственно.

Рис. 2.2:

На рисунке 2.3 приведены графики зависимости q от ε при различ-

ных положениях источника: ϕ1 = 0, ϕ2 = π/2, ϕ3 = 3π/4. Источники

и приемники расположены на окружности радиуса Ru = 3. Результа-
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ты расчетов при ε = 1, т.е. когда область непроницаемости принимает

форму круга, для различных положений источников совпадают.

Рис. 2.3:

Из приведенных рисунков видна чувствительность измеряемых вели-

чин к положению и размерам области непроницаемости.

Для случая, когда неоднородность представляет собой круг радиуса

a, решение прямой задачи в полярных координатах r = r(ϕ), ϕ ∈ [0, 2π]

с центром в круге, выписывается аналитически. Оно может быть пред-

ставлено в виде:

u(r, ϕ) =
Pk
2π

ln
r√

r2 + r2
1 − 2rr1 cosϕ

, (2.50)

где
{
r1 = a2

r0
, ϕ1 = 0

}
- точка положения сопряженного источника,

{r0, ϕ0 = 0}- точка положения источника. Функция (2.50) является ре-

шением уравнения Лапласа и стремится к нулю на бесконечности. Про-

верим выполнение граничного условия (2.23):

∂u

∂r

∣∣∣∣
r=a

=
Pk
2π

{
1

r
− r − r1 cosϕ

r2 + r2
1 − 2rr1 cosϕ

}∣∣∣∣
r=a

=
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=
Pk
2π

{
1

a
− r0(r0 − a cosϕ)

a(r2
0 + a2 − 2ar0 cosϕ)

}
=
Pk
2π
· a− r0 cosϕ

r2
0 + a2 − 2ar0 cosϕ

.

Далее:

−∂u0

∂r

∣∣∣∣
r=a

=
Pk
2π
· ∂ ln

√
r2 + r2

0 − 2rr0 cosϕ

∂r

∣∣∣∣∣
r=a

=

=
Pk
2π
· a− r0 cosϕ

r2
0 + a2 − 2ar0 cosϕ

=
∂u

∂r

∣∣∣∣
r=a

Таким образом, доказано, что граничное условие (2.23) задачи выполня-

ется, т.е.(2.50) является решением задачи(2.22) для круга.

Для проверки точности решения прямой задачи, проводилось сравне-

ние численных расчетов для области непроницаемости, имеющей форму

круга используя формулу (2.50) и решение, полученное с использованием

интегрального уравнения (2.25) и формулы (2.24). Проведенное исследо-

вание показало, что давление, вычисленное с использованием аналити-

ческого решения задачи и полученное с использованием интегрального

уравнением, совпадают с достаточно большой точностью (погрешность

вычислений составляет менее 0, 0001%).

Для численной реализации итерационного метода вводится сетка

ϕi, 0 ≤ ϕ ≤ 2π и сеточные аналоги функций rj(ϕi), i, j ∈ N и замена

интегралов входящих в интегральные уравнения и формулы на квадра-

турные формулы.

Уравнение (2.37) заменяется конечноразностным, т.е. системой ли-

нейных алгебраических уравнений следующего вида:

uδ(ϕj) =
1

n

n∑
i=1

N(i, j)rδ(ϕi) (2.51)

где N(i, j) = N(i/n, j/m), к системе (2.51) применяется метод регуляри-

зации.
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Рис. 2.4:

Приведем результаты вычислительного эксперимента. Модельные

расчеты проводились для случая, когда контуром C является развер-

нутый на угол π
4 относительно центра координат, эллипс:

r(ϕ) =
ab√

a2 sin2(ϕ) + b2 cos2 ϕ
=

aε√
a2 sin2(ϕ) + ε2 cos2 ϕ

(2.52)

где a, b - полуоси эллипса, а ε = b/a-эксцентриситет эллипса. При реше-

нии модельной задачи источник располагался в скважине с координата-

ми (0.0, 2.0). При этом считалось, что 7 точек измерения находятся на

окружности радиуса Ru, т.е. Rm = Ru = 2 для любого m и шагом π/4.

На рисунке 2.4 сплошной чертой изображен контур эллипса с полуосями

a = 1.5, b = 0.8, а пунктиром изображен восстановленный контур по

25 точкам. В качестве начального приближения бралась окружность с

радиусом 1.
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Глава 3

Определение неизвестных

границ в неоднородном

плоском слое

(нестационарный случай)

В этой главе рассматривается итерационный метод численного реше-

ния задачи определения границы неоднородности в плоском слое. Об-

ратная задача такого типа возникает, например, при поиске зон малой

проницаемости в нефтяном пласте (т.е. зон, где бурение новых сква-

жин нецелесообразно) по измерениям давления в имеющихся скважинах.

Предполагается, что давление в нефтяном пласте не изменяется поперек

пласта, а проницаемость в нем постоянна, за исключением области D

полной непроницаемости, размеры которой малы по сравнению с раз-

мерами пласта. Во второй главе была рассмотрена задача определения
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границы зоны непроницаемости в нефтяном пласте по измерениям уста-

новившегося давления в скважинах. В данной главе в качестве входной

информации для восстановления границы используются нестационарные

данные о давлении в скважинах, что позволяет уменьшить количество

используемых измерений для решения обратной задачи.

3.1 Прямая и обратная задача для уравне-

ния параболического типа

Рассмотрим следующую задачу для уравнения теплопроводности:

∂P
∂t

= ∆P + fk(t)δ(x− xk)δ(y − yk), (x, y) ∈ R2\D, t > 0,

∂P
∂n̄

∣∣∣
(x,y)∈Γ

= 0,

lim√
x2+y2→+∞

P (t, x, y) = P0,

P (0, x, y) = P0,

(3.1)

где D – односвязная область c ляпуновской границей Γ, n̄ – единичный

вектор нормали к Γ, направленный внутрь D, (xk, yk) ∈ R2\D – фикси-

рованная точка, P0 – фиксированное число.

Рассмотрим конечный набор точек (xl, yl) ∈ R2\D, l = 1, n и обо-

значим через P (t, xl, yl, xk, yk) решение задачи (3.1) в этих точках.

Обратная задача заключается в определении контура Γ по известным

при t > 0 функциям fk(t) и P (t, xl, yl, xk, yk), где k ∈ K ⊆ 1, 2, ..., n, l =

1, n, l 6= k.

Предположим, что давление в нефтяном пласте не изменяется попе-

рек пласта, а проницаемость в нем постоянна, за исключением области
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D полной непроницаемости, размеры которой малы по сравнению с раз-

мерами пласта. В точках, имеющих координаты (x1, y1), ... ,(xn, yn), рас-

положены n скважин, при этом в скважине (xk, yk), 1 ≤ k ≤ n, создается

давление, изменяющееся по закону fk(t). До начала работы скважины

(xk, yk), при всех t > 0 на большом расстоянии от исследуемой области

давление в пласте равно некоторому постоянному пластовому давлению

P0. В этом случае давление P (t, x, y, xk, yk) в точке (x, y) в момент вре-

мени t вне зоны непроницаемости является решением задачи (3.1).

Рассмотрим задачу (3.1) при произвольном фиксированном k ∈ K.

Пусть M и M0 - точки с координатами (x, y) и (xk, yk) соответственно.

Введем функцию P̂ (t,M,M0) = P (t,M,M0)− P0, тогда (3.1) можем за-

писать как:

P̂t = ∆P̂ + f(t)δ(x− xk)δ(y − yk), (x, y) ∈ R2\D, t > 0,

∂P̂
∂n̄

∣∣∣∣
(x,y)∈Γ

= 0,

lim√
x2+y2→+∞

P̂ (t,M,M0) = 0,

P̂ (0, x, y) = 0.

(3.2)

Применим преобразование Лапласа:

u(p,M,M0) =

+∞∫
0

e−ptP̂ (t,M,M0) dt, F (p) =

+∞∫
0

e−ptfk(t) dt.

Для u(p,M,M0) получим следующую задачу:

∆u− pu = −F (p)δ(x− xk)δ(y − yk), (x, y) ∈ R2\D, Re p > 0,

∂u
∂n̄

∣∣∣
(x,y)∈Γ

= 0,

lim√
x2+y2→+∞

u(p,M,M0) = 0.

(3.3)
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Отметим, что при p > 0 из принципа максимума следует единственность

решения задачи (3.3). При p = s2 > 0 фундаментальным решением опе-

ратора ∆ − s2 в R2, стремящимся к нулю на бесконечности, является

функция

− 1

2π
K0(s

√
x2 + y2),

где K0(z) – функция Макдональда нулевого порядка. При p = s2 > 0

решение (3.3) представим в виде

u(p, x, y, x0, y0) =
1

2π
K0(s · ρ(M,M0))F (s2) + v(s,M,M0),

где

ρ(M,M0) =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2,

а функция v(s,M,M0) является решением задачи

∆v − s2v = 0, M ∈ R2\D, s 6= 0,

∂v
∂n̄

∣∣∣
M∈Γ

= −F (s2)
2π

∂K0(s · ρ(M,M0))
∂n̄

∣∣∣∣
M∈Γ

,

lim√
x2+y2→+∞

v(s,M,M0) = 0.

(3.4)

В случае, когда D является кругом радиуса a, задачу (3.4) можно

решить аналитически. Данное решение использовано для тестирования

поставленной задачи.
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3.2 Сведение краевой задачи к интеграль-

ному уравнению

В настоящем параграфе получим уравнение для функции, определя-

ющей неизвестный контур Γ. Будем предполагать, что множество неиз-

вестных контуров Γ таково, что известна точка O, являющаяся общим

центром звездности для контуров Γ из этого множества.

Будем искать решение задачи (3.4) в виде потенциала простого слоя

v(s,M,M0) =

∫
Γ

K0(s · ρ(M,N))µ(N,M0) d lN , (3.5)

с непрерывной плотностью µ(N,M0), удовлетворяющей уравнению при

(N ∈ Γ):

µ(N,M0) +
1

π

∫
Γ

∂K0(s · ρ(N,Q))

∂n̄Q
µ(Q,M0) d lQ =

= −F (s2)

2π

∂K0(s · ρ(N,M0))

∂n̄N
, N ∈ Γ. (3.6)

Перейдем в уравнениях (3.5) и (3.6) к полярным координатам с центром

в точке O. Будем считать, что начало координат O находится в области

D с границей Γ, a полярные координаты точек контура Γ имеют вид

(h(ϕ), ϕ), ϕ ∈ [0; 2π], h(ϕ) ∈ C1[0; 2π].

Обратная задача сводится, таким образом, к восстановлению неиз-

вестной функции h(ϕ) по известным функциям v(s,M,M0) и F (s2), за-

данным в одной и той же полярной системе координат с центром в точке

O.

Введем обозначения для полярных координат точек M , M0, N и Q:

(r, α), (r0, α0), (h(ϕ), ϕ) и (h(ψ), ψ), соответственно. Будем предполагать,
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что область D имеет такую форму и начало координат расположено в

ней таким образом, что выполняется следующее условие:

max
[0;2π]
|h′(ϕ)| � min

[0;2π]
h(ϕ). (3.7)

Указанное условие позволяет переписать подынтегральные выражения

в уравнениях (3.5) и (3.6) в отношении входящей неизвестной функции

h(ϕ), так как в этом случае длина элемента границы Γ может быть за-

писана в виде:

d l =
√
h2(ϕ) + (h′)2(ϕ)dϕ ≈ h(ϕ)dϕ,

а единичный вектор внутренней нормали к Γ примет вид

n̄ = −(h′(ϕ) sinϕ+ h(ϕ) cosϕ, h(ϕ) sinϕ− h′(ϕ) cosϕ)√
h2(ϕ) + (h′)2(ϕ)

≈ −(cosϕ, sinϕ).

Таким образом, для вычисления неизвестной функции h(ϕ) мы получили

нелинейное операторное уравнение:

v(s, r, α, r0, α0) = A[µ, h], (3.8)

где

A[µ, h] =

2π∫
0

K0

(
s
√
r2 + h2(ϕ)− 2rh(ϕ) cos(α− ϕ)

)
µ(ϕ)h(ϕ) dϕ, (3.9)

а функция µ является решением уравнения

µ(ϕ) +

2π∫
0

W (ϕ, ψ)µ(ψ) dψ + g(ϕ) = 0, (3.10)

W (ϕ, ψ) = s · h(ψ)
π K1

(
s
√
h2(ψ) + h2(ϕ)− 2h(ψ)h(ϕ) cos(ψ − ϕ)

)
×

×(h(ψ) cosψ − h(ϕ) cosϕ) cosψ + (h(ψ) sinψ − h(ϕ) sinϕ) sinψ√
h2(ψ) + h2(ϕ)− 2h(ψ)h(ϕ) cos(ψ − ϕ)

,
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(3.11)

где

g(ϕ) = s · F (s2)
2π K1

(
s
√
r2

0 + h2(ϕ)− 2r0h(ϕ) cos(α0 − ϕ)
)
×

×(−h(ϕ) cosϕ+ r0 cosα0) cosϕ+ (−h(ϕ) sinϕ+ r0 sinα0) sinϕ√
r2

0 + h2(ϕ)− 2r0h(ϕ) cos(α0 − ϕ)
.

(3.12)

3.3 Численный метод определения границы

неоднородности

Вычисление неизвестной границы неоднородности заданной в поляр-

ных координатах h(ϕ) состоит из двух этапов:

-определение начального приближения h0(ϕ) искомого контура;

-построение итерационной процедуры для отыскания неизвестной

функции h(ϕ) с заданной точностью.

Очевидным вариантом начального приближения h0(ϕ) может слу-

жить окружность, единственным неизвестным параметром которой бу-

дет ее радиус. Решить задачу минимизации функции одной переменной

можно любым из стандартных методов или подобрать радиус окруж-

ности, достаточно близко расположенный к неизвестному контуру, про-

стым перебором.

Для решения уравнения (3.10) построим следующий итерационный

процесс. Пусть hj(ϕ) - функция, полученная на j-ой итерации. В качестве

начального приближения h0(ϕ) неизвестного контура берем найденную
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ранее окружность. На каждом очередном шаге вместо исходного урав-

нения (3.10) будет решаться его линеаризация в окрестности функции

hj−1(ϕ), полученной на предыдущем шаге.

Таким образом, получаем линейное операторное уравнение для функ-

ции ωj(ϕ),

B[hj]ωj(ϕ) = ξj. (3.13)

где ωj(ϕ) = hj(ϕ)− hj−1(ϕ). Решив это уравнение и вычислив функцию

ωj(ϕ), найдем

hj(ϕ) = hj−1(ϕ) + ωj(ϕ), j = 1, 2, ... (3.14)

Выпишем оператор B[hj] и функцию ξj из уравнения (3.13).

B[hj] = A
′

h[µj−1, µ
′

j−1, hj−1, ωj]

ξj = v(s, r, α, r0, α0)− A[µj−1, hj−1] (3.15)

где

A[µj−1, hj−1] =

=

2π∫
0

K0

(
s
√
r2 + h2

j−1(ϕ)− 2rhj−1(ϕ) cos(α− ϕ)
)
µj−1(ϕ)hj−1(ϕ) dϕ,

(3.16)
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A
′

h[µj−1, µ
′

j−1, hj−1, ωj] =

=
2π∫
0

K0

(
s
√
r2 + h2

j−1(ϕ)− 2rhj−1(ϕ) cos(α− ϕ)
)
×

×
{
hj−1(ϕ)µ

′

j−1(ϕ) + µj−1(ϕ)
}

+

+K1

(
s
√
r2 + h2

j−1(ϕ)− 2rhj−1(ϕ) cos(α− ϕ)
)
×

×s hj−1(ϕ)− r cos(α− ϕ)√
r2 + h2

j−1(ϕ)− 2rhj−1(ϕ) cos(α− ϕ)
hj−1(ϕ)µj−1(ϕ)

ωj(ϕ) dϕ.

(3.17)

Функция µ
′

j−1 при выполнении условия max
[0;2π]
|h′j−1(ϕ)| � min

[0;2π]
hj−1(ϕ)

приближенно задает в точке hj−1 дифференциал отображения hj−1 →

µj−1, определяемого уравнениями

µj−1(ϕ) +

2π∫
0

W (ϕ, ψ)µj−1(ψ) dψ + g(ϕ) = 0, (3.18)

W (ϕ, ψ) =

= s · hj−1(ψ)
π K1

(
s
√
h2
j−1(ψ) + h2

j−1(ϕ)− 2hj−1(ψ)hj−1(ϕ) cos(ψ − ϕ)
)
×

×(hj−1(ψ) cosψ − hj−1(ϕ) cosϕ) cosψ + (hj−1(ψ) sinψ − hj−1(ϕ) sinϕ) sinψ√
h2
j−1(ψ) + h2

j−1(ϕ)− 2hj−1(ψ)hj−1(ϕ) cos(ψ − ϕ)
,

(3.19)
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g(ϕ) = s · F (s2)
2π K1

(
s
√
r2

0 + h2
j−1(ϕ)− 2r0hj−1(ϕ) cos(α0 − ϕ)

)
×

×(−hj−1(ϕ) cosϕ+ r0 cosα0) cosϕ+ (−hj−1(ϕ) sinϕ+ r0 sinα0) sinϕ√
r2

0 + h2
j−1(ϕ)− 2r0hj−1(ϕ) cos(α0 − ϕ)

,

(3.20)

и удовлетворяет уравнению:

µ
′

j−1(ϕ)+

2π∫
0

W (ϕ, ψ)µ
′

j−1(ψ) dψ+

2π∫
0

W
′

h(ϕ, ψ)µj−1(ψ) dψ+g
′

h(ϕ) = 0,

(3.21)

где

W
′

h(ϕ, ψ) =

=
s

π

[
−1

2

{
K2

(
s
√
h2
j−1(ψ) + h2

j−1(ϕ)− 2hj−1(ψ)hj−1(ϕ) cos(ψ − ϕ)
)

+

+ K0

(
s
√
h2
j−1(ψ) + h2

j−1(ϕ)− 2hj−1(ψ)hj−1(ϕ) cos(ψ − ϕ)
)}
×

×s ·
hj−1(ψ)

(
hj−1(ϕ)− hj−1(ψ) cos(ψ − ϕ)

)
h2
j−1(ψ) + h2

j−1(ϕ)− 2hj−1(ψ)hj−1(ϕ) cos(ψ − ϕ)
×

×
(
hj−1(ψ) + hj−1(ϕ)− (hj−1(ψ) + hj−1(ϕ)) cos(ψ − ϕ)

)
+

+
K1

(
s
√
h2
j−1(ψ) + h2

j−1(ϕ)− 2hj−1(ψ)hj−1(ϕ) cos(ψ − ϕ)
)

(h2
j−1(ψ) + h2

j−1(ϕ)− 2hj−1(ψ)hj−1(ϕ) cos(ψ − ϕ))2/3 ×
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×
{
h3
j−1(ψ) + h3

j−1(ϕ)− h3
j−1(ψ) cos(ψ − ϕ)− 3hj−1(ψ)h2

j−1(ϕ) cos(ψ − ϕ)+

+3h2
j−1(ψ)hj−1(ϕ) cos2(ψ − ϕ)− h3

j−1(ψ) cos2(ψ − ϕ)
}]
,

g
′

h(ϕ) =
sF (s2)

2π

[
−1

2

{
K2

(
s
√
r2

0 + h2
j−1(ϕ)− 2r0hj−1(ϕ) cos(α0 − ϕ)

)
+

+ K0

(
s
√
r2

0 + h2
j−1(ϕ)− 2r0hj−1(ϕ) cos(α0 − ϕ)

)}
×

×s · (hj−1(ϕ)− r0 cos(α0 − ϕ))2

r2
0 + h2

j−1(ϕ)− 2r0hj−1(ϕ) cos(α0 − ϕ)
−

−
K1

(
s
√
r2

0 + h2
j−1(ϕ)− 2r0hj−1(ϕ) cos(α0 − ϕ)

)
r2

0 sin2(α0 − ϕ)(√
r2

0 + h2
j−1(ϕ)− 2r0hj−1(ϕ) cos(α0 − ϕ)

)3

 .

Таким образом, для вычисления неизвестной границы h(ϕ) области D

построен следующий итерационный процесс:

1. задается начальное приближение h0(ϕ);

2. из уравнения (3.18) для j = 1, 2, ... вычисляем µj−1(ϕ);

3. из уравнения (3.21) для j = 1, 2, ... вычисляем µ
′

j−1(ϕ);

4. из уравнения (3.17) для j = 1, 2, ... вычисляем ωj−1(ϕ) и, следова-

тельно, hj(ϕ) = hj−1(ϕ) + ωj−1(ϕ).
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3.4 Результаты численного моделирования

В случае, когда D является кругом радиуса a, задачу (3.4) можно

решить аналитически. Выписанное ниже решение будем использовать

для тестирования поставленных задач.

Пусть начало координат совпадает с центром круга D, а (r, α) и

(r0, α0) — полярные координаты точек M и M0, соответственно. Тогда

система (3.4) примет вид:

v(s, r, α, r0, α0) =
F (s2)

2π

[
I1(sa)

K1(sa)
K0(sr)K0(sr0)+

+2
∑+∞

n=1
In−1(sa) + In+1(sa)
Kn−1(sa) +Kn+1(sa)

Kn(sr)Kn(sr0) cos(n(α− α0))

]
.

(3.22)

где Kl(z) и Il(z) — функции Макдональда и Инфельда порядка l, соот-

ветственно.

Для проверки точности решения прямой задачи с помощью инте-

грального уравнения (3.5) и формулы (3.6) проводилось сравнение ре-

зультатов численных расчетов по этим формулам для области D, име-

ющей форму круга, с точным решением для круга (3.6). Проведенное

исследование показало, что значения функции v(s,M,M0), вычислен-

ные с использованием аналитического решения (3.22) и с использованием

интегрального уравнения, совпадают с достаточно высокой точностью:

значения отличаются менее, чем на 0,01%.
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Рис. 3.1:

Численное исследование прямой задачи проводилось для случая, ког-

да контур Γ является эллипсом

x2

(3)2
+

y2

(2, 5)2
= 1.

Точки измерения и возбуждения находились на окружностим радиуса

R = 4. На рисунке 3.1 приведены графики решений для четырех вари-

антов расположения точки возбуждения: (r0, ϕ0) равно (4, 0), (4, π/6),

(4, π/2) и (4, π).
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Рис. 3.2:

Для исследования зависимости u(s2, x, y, x0, y0) от параметра s прово-

дилось вычисление этой функции при различных s. На рисунке 3.2 при-

ведены результаты расчетов. Точки измерения располагались на окруж-

ности радиуса R = 4 с шагом π/15, точка возбуждения имела координа-

ты (4, 7π/5).

На рисунке 3.3 приведен результат решения обратной задачи для слу-

чая, когда контур Γ является эллипсом с полуосями 3 и 1.5, с центром в

точке (1.0, 0) и углом между большей осью и осью абсцисс в π/4 (изобра-

жен сплошной линией). Пунктирной линией изображено восстановленное

расположение контура.

Исходными данными являлись f(t) = 1, p = s2 = 0, 25, (x0, y0) =

(4, 0), (xj, yj), j = 1, 7, расположенные на окружности радиуса 4 с шагом

π/4, начиная с точки (2
√

2, 2
√

2). В качастве значений v(s, xi, yi, x0, y0)

были взяты результаты решения соответствующей прямой задачи с вне-

сенной погрешностью в 2,5%.
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Рис. 3.3:

На рисунке 3.4 приведен результат решения обратной задачи для слу-

чая, когда контур Γ задается функцией h(ψ) = 6+0, 4 cos 3ψ+0, 4 sin 3ψ

(изображен сплошной линией).

Рис. 3.4:

Пунктиром изображен восстановленный контур. Точки (xl, yl), l =

1, 12 были расположены с шагом π/6, начиная с точки (8.0, 0) на окруж-
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ности 8 с центром в начале координат, множество K равнялось {1, 8},

f1(t) = f8(t) = 1, p1 = s2
1 = 0, 1, p2 = s2

2 = 0, 2 В качестве значений

v(s, xl, yl, x0, y0) были взяты результаты численного решения соответ-

ствующей прямой задачи. Начальным приближением h0 была выбрана

окружность с центром в начале координат радиуса 4.
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Заключение

Основные результаты работы

1. Разработаны методы применения интегральных уравнений для

численного решения обратных задач определения неизвестных границ

в неоднородных средах.

2. Предложен и численно исследован метод определения структурных

неоднородностей по измерениям акустического поля в ограниченной об-

ласти в трехмерном пространстве.

3. Разработан и программно реализован метод определения контура

зоны малой проницаемости в плоском слое по измерениям давления в

скважинах, как в стационарном, так и в нестационарном случае.
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