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Секция: «Системное программирование и информационные технологии» 

Подсекция кафедры системного программирования  

ПРИМЕНЕНИЕ МОДЕЛИ SEGMENT ANYTHING 

ДЛЯ СЕГМЕНТАЦИИ ЦИТОЛОГИЧЕСКИХ КЛЕТОК 

Литвинов А.А.1, Ушаков Е.Н.2, Маркин Ю.В.3, Турдаков Д.Ю.4 

1) МГУ имени М.В.Ломоносова, факультет ВМК, кафедра СП, e-mail: filashkov@yandex.ru 

2) ИСП РАН имени В.П.Иванникова, e-mail: ushakoven@yandex.ru 

3) ИСП РАН имени В.П.Иванникова, e-mail: ustas@ispras.ru 

4) МГУ имени М.В.Ломоносова, факультет ВМК, кафедра СП, e-mail: turdakov@ispras.ru 

Жидкостная цитология является неинвазивным методом медицинского исследования 

для раннего выявления рака шейки матки. Современные сканеры позволяют хранить мазок в 

виде слайда – изображения с высоким разрешением. Глубокие нейронные сети могут приме-

няться для автоматической обработки такого изображения. Модели instance сегментации, 

предсказывающие маску и класс каждой клетки на тайле, позволяют выделять потенциально 

подозрительные регионы на слайде, облегчая работу цитолога. Для данной задачи могут ис-

пользоваться такие архитектуры, как Mask R-CNN[1], однако для обучения подобных сетей 

необходимо большое количество размеченных данных. 

Модель Segment Anything[2] позволяет выполнять сегментацию изображения по 

промпту (запросу, подсказке), а также автоматически строить маски. Оригинальная версия 

этой нейронной сети способна сегментировать объекты на данных из разных доменов, обла-

дает высокой обобщающей способностью и показывает хорошие результаты в выделении ма-

сок цитологических клеток, однако не поддерживает предсказание классов у обнаруженных 

объектов. 

В ходе исследования была проведена тонкая настройка модели Segment Anything для ра-

боты на цитологических изображениях на небольшом наборе данных из 20 тайлов и 2900 от-

меченных клеток. Это позволило повысить качество предсказаний по сравнению с оригиналь-

ной версией, так, метрика качества в режиме автоматической генерации масок mAP[0.5,0.95] 

превзошла 0.421 на тестовой выборке, что также существенно выше качества остальных мо-

делей для instance сегментации. Обученная нейронная сеть была интегрирована в полуавтома-

тический процесс разметки специалистами нового набора цитологических данных. Была про-

ведена модификация архитектуры путём добавления дополнительного токена классификации 

для предсказания типа цитологической клетки по международной системе Bethesda. Получен-

ная модель хорошо подходит для медицинских задач, так как позволяет проводить обучение 

на частично размеченных данных и показывает высокую устойчивость качества предсказаний 

на изображениях с артефактами. 

Литература 
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2. Kirillov A., Mintun E., Ravi N., Mao H., Rolland C., Gustafson L., Xiao T., Whitehead S., 

Berg A.C., Lo W.-Y., Dollár P., Girshick R., Segment Anything //arXiv preprint. – 2023. – 
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НАБЛЮДАЕМОСТЬ СЕТЕВОЙ ИНФРАСТРУКТУРЫ KUBERNETES 

Ларин А.В.1, Гетьман А.И.2 

1) ИСП РАН, МГУ, ВМК, кафедра СП, e-mail: avlarin@ispras.ru 

2) ИСП РАН, МГУ, ВМК, кафедра СП, e-mail: ever@ispras.ru 

Современные масштабируемые приложения строятся на распределенных системах, ис-

пользующих облачную инфраструктуру (cloud–native, serverless) и программные архитектуры, 

такие как микросервисы. Принося много преимуществ компаниям, внедряющим их, эти си-

стемы также усложняют отладку и поддержание производительности программного продукта. 

Инструменты наблюдаемости [1] становятся основным решением для устранения этих 

сложностей и помогают инженерным командам получить столь необходимый централизован-

ный обзор распределенных архитектур.  

Наблюдаемость – это мера того, насколько хорошо внутренние состояния система может 

быть выведено из информации о ее внешних выходах задавать вопросы о ней, не зная ее внут-

реннего устройства. Для того, чтобы иметь возможность задавать эти вопросы, система 

должна быть надлежащим образом инструментирована. То есть гарантируется предоставление 

трассы, метрик и журналов событий; объединение данных в общую структуру для анализа и 

уведомление специалистов в случае отклонения от запланированной работы системы. 

Благодаря последним достижениям в технологиях eBPF [2] и OpenTelemetry [3], компа-

нии теперь могут построить свой конвейер наблюдаемости, обладающий полным сквозным 

решением на базе открытых проектов и без единого изменения кода микросервисных прило-

жений. 

В данной работе рассматривается сравнение инструментов, которые используются для 

получения информации о сетевой инфраструктуре микросервисов, в частности, в среде раз-

вертывания Kubernetes [4]. 

Предлагаемые решения сравниваются по потреблению ресурсов центрального процес-

сора и оперативной памяти, а также по сетевым показателям задержки и количества запросов 

в секунду к сервисам. В качестве сценария сравнения выбрано снятие топологии сетевого вза-

имодействия сервисов в Kubernetes. 

По результатам экспериментального исследования делается вывод о реальной примени-

мости отдельных классов инструментов, построенных на базе технологий eBPF и OpenTelem-

etry. А также будущем использовании комбинаций из рассмотренных инструментов для по-

строения комплексной системы наблюдаемости для микросервисных архитектур. 

Литература 
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Хорошилов А.В.1, Чепцов В.Ю.2, Махов А.М.3 

Институт системного программирования имени В.П.Иванникова РАН; 

 МГУ имени М.В.Ломоносова, факультет ВМК, кафедра СП, 
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Институт системного программирования имени В.П.Иванникова РАН; 
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Институт системного программирования имени В.П.Иванникова РАН; 

 МГУ имени М.В.Ломоносова, факультет ВМК, кафедра СП,  

e-mail: makhov@ispras.ru 

В современном цифровом пространстве вычислительные системы состоят из совокупно-

сти самых разнообразных устройств, с которыми как-либо взаимодействует пользователь или 

другие вычислительные системы. Информационные системы жёсткого реального времени 

накладывают временные и функциональные требования на код программного обеспечения. 

Помимо этого, подобные требования выдвигаются также и к аппаратуре, на которой работает 

упомянутое программное обеспечение. 

В работе рассматриваются вопросы адаптации аппаратных платформ на базе открытой 

архитектуры RISC-V в разработке операционной системы реального времени, соответствую-

щей стандарту ARINC 653 [1]. Ключевыми отличиями данного стандарта являются статиче-

ское распределение времени и памяти между пользовательскими разделами (аналог POSIX 

процессов), выделение всех ресурсов на этапе инициализации системы/раздела и специфиче-

ский механизм обработки ошибок (Health Monitoring). 

В работе приведено краткое описание 32-битной архитектуры RISC-V (RV32-IMAFD) 

[2, 3], перечислены основные преимущества и недостатки архитектуры, выявленные при раз-

работке операционной системы реального времени под соответствующую платформу. 

Также рассмотрены основные особенности, связанные с внутренним устройством RISC-

V, затрудняющие разработку ответственного программного обеспечения с жёсткими требова-

ниями к времени его работы, такие как устройство системных таймеров и трансляция адресов. 

В работе предложены возможные способы решения задачи обеспечения корректного функци-

онирования рассматриваемой операционной системы. 
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Секция: «Вычислительные технологии и моделирование» 

 

ОБ ОПТИМИЗАЦИИ ПОИСКА K БЛИЖАЙШИХ СОСЕДЕЙ ДЛЯ ВСЕХ 

ТОЧЕК ДИСКРЕТНОГО МНОЖЕСТВА 

Никольский И.М.1 

1) МГУ имени М.В.Ломоносова, ф-т ВМК, кафедра СКИ, e-mail: nikolsky@cs.msu.ru 

 

Алгоритм поиска k соседей для элемента множества точек является составной частью 

решения многих прикладных задач машинного обучения, геоинформатики и компьютерной 

графики. В частности, при обработке облаков точек, сканированных с поверхности предмета, 

он используется для фильтрации выбросов, выравнивания облака и построения полигональ-

ной поверхности. Этот алгоритм является вычислительно ёмким и его ускорение является важ-

ной задачей. 

В данной работе рассматривается задача поиска соседей для всех точек данного дискрет-

ного множества (all-knn). Классическим способом ускорения этого алгоритма, используемым 

во многих работах, является kd-дерево [1]. Однако в работе [2] было показано, что более про-

стой способ поиска на решётке (т. е. разбиения области на ячейки) во многих практических 

случаях даёт хороший результат. 

В данной работе исследуется эффективность поиска k соседей на решётке в зависимости 

от критерия остановки и размера ячейки.  
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2) ИВМ РАН, e-mail: spetrov.msk@gmail.com 

3) ИВМ РАН, e-mail: sheloput@phystech.edu 

Одним из популярных продуктов, предоставляемых сервисами-агрегаторами геофизиче-

ских данных, является реанализ данных наблюдений, полученных с помощью математиче-

ского моделирования гидротермодинамики морских акваторий. Реанализ, полученный по мо-

делям Мирового океана и другим моделям крупных морских акваторий с детальным простран-

ственно-временным разрешением, занимает относительно большой объем дискового про-

странства, поэтому возникают трудности с хранением и передачей данных по сети. В связи с 

этим имеется необходимость в разработке и исследовании эффективности алгоритмов сжатия, 

учитывающих особенности геофизических данных. Другой актуальной проблемой является 

возрастающий объем хранимых данных дистанционного зондирования земли (ДЗЗ). Для ис-

пользования данных ДЗЗ в практических приложениях проводится предварительная обра-

ботка, включающая процедуру фильтрации аномалий. Также иногда требуется интерполяция 

данных в ненаблюдаемые зоны. 

В настоящей работе рассматривается возможность применения алгоритмов восполнения 

матриц для решения задач сжатия, обработки и интерполяции данных. В работе рассматрива-

ется метод сжатия и восполнения данных, основанный на алгоритме SVP (Singular Value 

Projection), учитывающий наличие в данных аномалий [1]. Идея метода основана на предпо-

ложении, что матрицу данных можно аппроксимировать суммой малоранговой и разреженной 

матриц. Для решения задачи восполнения матрицы требуется задать значения элементов мат-

рицы на некоторой маске и нет необходимости знать все элементы матрицы, поэтому метод 

может выполнять функцию интерполятора. Также метод позволяет хранить меньшее количе-

ство данных, с помощью которых можно восстановить исходные значения с известной по-

грешностью. В работе метод применяется для сжатия, обработки и интерполяции данных о 

температуре поверхности Черного моря, полученные по данным со спутников Aqua, Terra, 

Suomi NPP [2], а также по результатам реанализа данных с использованием модели гидротер-

модинамики Черного моря на базе INMOM [3]. 

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (проект № 19-71-20035). 
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Шевченко Б.С.1,2, Захарова Н.Б.2  
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В задачах математического моделирования морских систем нередко прибегают к исполь-

зованию данных наблюдений для коррекции численных моделей и модельных расчетов. Од-

ним из способов учета наблюдений при моделировании является ассимиляция данных, позво-

ляющая получать более близкие решения к реальным данным наблюдений, или уточнять от-

дельные параметры модели. От качества используемых данных зависит точность получаемого 

решения в то время, как использование ошибочных или несогласованных между собой данных 

в моделях может привести к неверным выводам и неправильным прогнозам. Поэтому про-

блема контроля качества данных и коррекция используемых данных является неотъемлемой 

частью в вопросах моделирования морской среды. 

В работе проводится контроль и коррекция данных о температуре поверхности Черного 

и Азовского моря, полученных со спутников. В процессе исследования выявлены случайные 

и систематические ошибки в данных. Проводится регрессионный анализ данных, - исследу-

ются корреляционные связи между данными, строится линейная модель регрессии, оценива-

ется отклонение данных от референтных, предлагается метод для корректировки данных на 

основе построенного уравнения регрессии.  

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (проект № 19-71-20035). 
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Лукьянов Е.А. 

1) МГУ ВМК ВТМ, e-mail: EgorLuckjanow2001@yandex.ru  

Комплексные торы, возникающие в приложениях, довольно часто являются якобианами 

неособых алгебраических кривых, так что актуальным является вопрос вычисления меро-

морфных функций на этих объектах. Мероморфные функции на торе (они же периодические 

мероморфные функции) нередко заданы в виде произведений и частных рядов. Кроме того, в 

качестве аргументов таких функций нередко выступают образы точек при отображении 

Абеля-Якоби, которое представляет из себя вектор, состоящий из интегралов. Эти два фактора 

часто делают прямое вычисление мероморфных функций с высокой точностью довольно за-

тратным. В данной работе доказывается возможность свести вычисление любой мероморфной 

функции на якобиане неособой алгебраической кривой в точке, принадлежащей образу отоб-

ражению Абеля-Якоби, к вычислению рациональной функции на симметрической степени 

кривой.  

Пусть 𝐶 – неособая алгебраическая кривая рода 𝑔, 𝐽(𝐶) – ее якобиан, 𝐶(𝑔) – ее 𝑔-я сим-

метрическая степень. Отображения Абеля-Якоби определяется следующим образом: 

𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑔) ≔ ∑ (∫ 𝑑𝜔1
𝑥𝑗
∞

, ∫ 𝑑𝜔2
𝑥𝑗
∞

, … , ∫ 𝑑𝜔𝑔
𝑥𝑗
∞

)  
𝑔
𝑗=1 , где 𝑥1, … , 𝑥𝑔 ∈ 𝐶, а 𝑑𝜔1,, … , 𝑑𝜔𝑔 – базис 

голоморфных форм на 𝐶.  

Теорема. Пусть 𝑓 – мероморфная функция на 𝐽(𝐶). Тогда существует единственная ра-

циональная функция 𝑔 на 𝐶(𝑔) такая, что почти для всех 𝑥 ∈ 𝐶(𝑔): 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝐴(𝑥)). 

Прежде чем перейти к схеме доказательства, напомним, что многообразия 𝐶(𝑔) и 𝐽(𝐶) 
имеют как комплексно-аналитическую структуру, так и связанную с ней структуру проектив-

ного многообразия. Приведенная выше теорема доказывается по следующей схеме: а) пока-

зать, что 𝑓 является рациональной функцией на 𝐽(𝐶) как алгебраическом многообразии, и б) 

для рациональной функции 𝑓 доказать существование и единственность необходимой функ-

ции 𝑔. Шаг а) следует начать с утверждения о том, что любая мероморфная функция на 𝐽(𝐶) 
однозначно с точностью до умножения на константу определяется своим дивизором. Далее, 

группа дивизоров мероморфных функций равна группе дивизоров рациональных функций. 

Это следует из того, что группы классов комплексно-аналитических и алгебраических диви-

зоров изоморфны (предложение 6.15 из главы II в [1] и параграф 3 в [2]), и из леммы о пяти 

гомоморфизмах (лемма 3.3 из главы I в [3]). Из приведенных утверждений вытекает истин-

ность доказываемого в шаге а). Шаг б) напрямую следует из следствия 4.5 из главы I в [1]. 

Преимущество вычисления рациональных функций состоит в том, что точное вычисле-

ние таких функций – конечный процесс. С другой стороны, в случае больших 𝑔 вычисление 

рациональных функций может быть неустойчивым. Таким образом, предлагаемый способ вы-

числения применим при небольших 𝑔.  
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Рассматривается задача рассеяния монохроматической волны на поверхности идеаль-

ного проводника Σ, покрытого тонким слоем диэлектрика Ω. Требуется найти полное электри-

ческое поле 𝐸𝑡𝑜𝑡, которое представляется в виде суммы внешнего поля 𝐸𝑖𝑛𝑐 и вторичного 

поля 𝐸. 

Для решения данной задачи используется следующее известное интегральное представ-

ление для электрического поля через объемные и поверхностные интегралы: 

𝐸𝑡𝑜𝑡 = 𝐸𝑖𝑛𝑐 + 𝐾(𝛺, (𝜀′ − 1)𝐸𝑡𝑜𝑡) +
𝑖

𝜔𝜀
𝐾(𝛴, 𝑗), 

где 

𝐾(𝛴, 𝑗)(𝑥) = 𝑟𝑜𝑡𝑥𝑟𝑜𝑡𝑥∫ 𝐹(|(𝑥 − 𝑦)|)𝑗(𝑦)𝑑𝑦, 

𝐹(𝑟) =
𝑒𝑖𝑘𝑟

4𝜋𝑟
, 

𝑗(𝑦), 𝑦 ∈ 𝛴 - неизвестные поверхностные токи,  Ω - область, занятая диэлектриком, Σ - поверх-

ность проводника, ε’ - относительная диэлектрическая проницаемость диэлектрика, ε - ди-

электрическая проницаемость внешней среды,  𝜔  - угловая частота. Введя неизвестные объ-

емные токи в области Ω как 𝑔 = 𝐸𝑡𝑜𝑡 и используя граничное условие на идеально проводящей 

поверхности  

𝑛 × 𝐸𝑡𝑜𝑡 = 0, 𝑥 ∈ 𝛴,  

задачу можно свести к системе интегральных уравнений:  

𝑔 = 𝐸𝑖𝑛𝑐 + 𝐾(𝛺, (𝜀′ − 1)𝑔) +
𝑖

𝜔𝜀
𝐾(𝛴, 𝑗), 𝑥 ∈ Ω, 

𝑛 × (𝐸𝑖𝑛𝑐 + 𝐾(𝛺, (𝜀′ − 1)𝑔) +
𝑖

𝜔𝜀
𝐾(𝛴, 𝑗)) = 0, 𝑥 ∈ 𝛴. 

 

Для решения записанных интегральных уравнений используется метод Галёркина. Для 

аппроксимации поверхностных токов на поверхности Σ используются классические функции 

RWG [1]. В тонком обьемной слое предлагается ввести сетку из призм ввести на ней две си-

стемы базисных функций: вертикальную с константными векторами и горизонтальную, схо-

жую по структуре с RWG функциями. 

Вышеописанный метод был реализован в виде программы, проведено его тестирование 

на ряде модельных примеров. В дальнейшей работе планируется провести сравнение с дру-

гими известными методами решения задачи рассеяния. В случае успешной работы данной ме-

тод можно использовать в вычислительных пакетах для расчёта характеристик проводящих 

тел с тонкими покрытиями, а также для расчёта характеристик антенн, созданных по техноло-

гии печатных плат. 
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Мы аналитически и численно исследовали систему кластеров, эволюционирующую в ре-

зультате столкновений с кластерами минимальной массы (мономерами). Каждое столкнове-

ние приводит либо к добавлению мономера в кластер, либо к отщеплению мономера от кла-

стера, и возникающее поведение зависит от того, какой из двух процессов более вероятен. 

Если добавление преобладает, мономеры исчезают за время, которое измеряется как 𝑙𝑛(𝑁) 
при общей массе 𝑁 ≫ 1, и система достигает состояния заклинивания. Когда преобладает 

дробление, система остается в квазистационарном состоянии в течение некоторого времени, 

которое экспоненциально увеличивается с увеличением 𝑁, но, в конечном счете, гигантская 

флуктуация приводит к исчезновению мономеров. В предельном случае мономеры исчезают 

за время, линейно зависящее от 𝑁.  

Характеристики бесконечных систем имеют особенности по сравнению с конечными, в 

частности, когда 𝑝 <
1

2
. Стационарный режим 𝑝 <

1

2
, возникающий в бесконечной системе, не 

вечен; гигантские колебания в конечном итоге приводят к исчезновению мономеров. Такие 

большие колебания могли бы пролить свет на рост нанопроволоки [1]. Этот процесс был изу-

чен численно с помощью моделирования методом Монте-Карло сложных процессов агрега-

ции и фрагментации [2]. Любая конечная система достигает состояния заклинивания с веро-

ятностью один. Время достижения зависит от общего исходного числа мномеров 𝑁 как: 

𝑇 ∝

{
 
 

 
 𝑙𝑛 𝑁, 𝑝 >

1

2

𝑁, 𝑝 =
1

2

𝑒𝐴(𝑝)𝑁 , 𝑝 <
1

2
,

 

Наши теоретические гипотезы прошли успешную проверку при симуляциях эффективным ма-

лоранговым методом Монте-Карло [3]. 
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ИНТЕРФЕРЕНЦИИ ДВУХ ВИРУСОВ 
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Эпителий респираторной системы человека является средой для многих респираторных 

вирусов, образующих экосистему взаимодействующих вирусов и защитных систем организма 

[1, 2]. Инфицирование одним вирусом может усиливать или ослаблять репликацию второго 

[1, 2, 3]. Такие взаимодействия называются интерференцией между вирусами. В частности, 

отмечается, что инфекция вирусом SARS-CoV-2 подавляет инфекцию вирусом гриппа А [4]. 

Среди механизмов, обеспечивающих интерференцию между вирусами, выделяют конкурен-

цию за клетки-мишени и действие системы интерферона [1, 2, 3, 4].  

В работе предложена модель интерференции двух респираторных вирусов. Модель яв-

ляется системой из 11 ОДУ, и описывает динамику двух вирусов и продукцию интерферона в 

эпителии дыхательной системы. Составлена обобщенная картина процесса интерференции 

между вирусом SARS-CoV-2 и вирусом гриппа А для параметрической идентификации мо-

дели и получены начальные оценки параметров модели. 
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В современных системах связи пятого поколения с целью повышения пропускной спо-

собности используется технология MIMO (Multiple Input – Multiple Output), что физически 

проявляется в использовании больших антенных решетках на базовых станциях сотовой связи. 

Обратной стороной данной технологии является её высокая вычислительная сложность, по-

скольку при расчете матрицы ковариации шума на антеннах приходится производить умно-

жение матриц размером [𝑁𝑎𝑛𝑡 ×𝑁𝑠𝑐], где 𝑁𝑎𝑛𝑡 , 𝑁𝑠𝑐 обозначают количество антенн и количе-

ство поднесущих частот соответственно. И это количество сильно увеличилось за прошедшее 

поколение и будет расти в будущем [1]. 

Одним из способов понизить сложность вычислений является понижение разрядности. 

При этом в системе при расчете появляются два типа ошибок – округления и переполнения. 

Второй тип можно легко проконтролировать тем, что входные значения в матрице нормиру-

ются с учетом динамическго диапазона в выбраной точности, тем самым избегая слишком 

больших и слишком малых значений при расчетах. Ошибка округления, в свою очередь, будет 

всегда присутствовать в расчетах и действовать как шум, который может привести к таким 

последствиям как потеря симметричности при расчете ковариационной матрицы. 

Повышения точности расчетов при умножении матриц с пониженной разрядностью 

можно достигнуть за счет применения методов с адаптивной точностью [2], одним из которых 

является интервальное матричное умножение [3], которому и посвящана работа. Цель метода 

заключается в том что можно расписать умножаемые матрицы 𝐴, 𝐵 как сумму матриц (1), в 

которых все числа представлены с использованием меньшей разрядности, тогда перемножая 

полученные матрицы можно избежать ошибок, возникающие при перемножении полнораз-

рядных матриц: 

𝐴 =∑𝐴(𝑠)
𝑛𝐴

𝑠=1

, 𝐵 =∑𝐵(𝑡)
𝑛𝐵

𝑡=1

, 𝐴, 𝐵 ∈ 𝔽32, 𝐴(𝑠), 𝐵(𝑡) ∈ 𝔽16,  (1) 

 

где 𝔽𝑞 – действительные числа, представленные в формате с плавающей точкой с разрядно-

стью 𝑞. Используя данный метод, удается достигнуть уровня нормированной среднеквадра-

тичной ошибки меньше 1% при сравнении 16 и 32 битных арифметик.  

По итогам работы, метод интервального матричного умножения был адаптирован для 

работы с произвольной точночостью с оптимизацией скорости сходимости. Было достигнуто 

понижение сложности вычислений 24% за счет снижения разрядности. 
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В данной работе рассматривается задача построения пространственного фильтра (преко-

дера) для системы связи. Критерии оптимизации, на которых основан выбор прекодера, могут 

быть различными, в зависимости от поставленных задач и требований к качеству передачи 

сигнала. Одним из наиболее распространенных критериев является минимизация среднеквад-

ратичной ошибки принятого сигнала (MMSE). Используемые на практике прекодеры (ZF, MF, 

MMSE) не всегда являются оптимальными с точки зрения минимизации вероятности битовой 

ошибки, так как не учитывают ограничения на мощность антенн (PAPC – per antenna power 

constraint) и минимально допустимое значения SINR (отношения сигнала к интерференции и 

шуму) для пользователя (QoS – quality of service). Задачу нахождения прекодера с ограниче-

ниями PAPC и QoS можно переписать в виде задачи конического программирования [1]: 

 min
𝐱∈𝐾 

𝐜𝑻 𝐱  𝑠. 𝑡.  𝐀𝐱 = 𝐛, 𝐾 –  конус (1) 

Один из самых распространённых методов решения конического программирования – 

метод внутренней точки, который состоит из трех фаз [2]. Первые две фазы состоят из нахож-

дения внутренней точки в конусе, удовлетворяющее решению системы линейных уравнений, 

а на третьей фазе происходит минимизации целевой функции. 

В работе показано, что метод внутренней точки можно упростить для задачи построения 

прекодера c условиями на PAPC и QoS, то есть для первой фазы можно явно построить реше-

ния для дуальной задачи - найти 𝐬, 𝐲 , такие что 𝐬 + 𝐀𝑇𝐲 = 𝟎, где 𝐬 ∈ (𝐾∗)𝑜 – дуальный конус 

без границы. Пусть  𝐇 ∈ ℂ𝑁𝑢𝑒×𝑁𝑡𝑥  – матрица комплексно-значных величин, 𝛄 - вектор из ми-

нимально допустимых значений SINR. Тогда для 

𝑖 = 1,… ,𝑁𝑢𝑒;  𝑘 = 1,… ,𝑁𝑡𝑥 можно определить 𝐬, 𝐲 

𝐬(2𝑁𝑢𝑒+1)(𝑘−1)+1 = 1 + ||diag (1
√𝛄
⁄ )𝐇𝑘∗

𝑇 ||; 𝐬(2𝑁𝑢𝑒+1)(𝑘−1)+1 = −𝛄
𝑖

−
1

2Re 𝐇𝑘𝑖;

𝐬(2𝑁𝑢𝑒+1)(𝑘−1)+1+𝑁𝑢𝑒+𝑖 = −𝛄
𝑖

−
1

2Im 𝐇𝑘𝑖; 𝐬(2𝑁𝑢𝑒+1)(𝑘−1)+1 = 1 + ||diag (
𝟏

√𝛄
)𝐇𝑘∗

𝑇 ||;

 

𝐬(2𝑁𝑢𝑒+1)𝑁𝑡𝑥+2𝑁𝑢𝑒(𝑖−1)+1 = 1; 

𝐲
𝑘
= − 𝐬(2𝑁𝑢𝑒+1)(𝑘−1)+1; 𝐲

𝑁𝑡𝑥+𝑁𝑢𝑒+𝑖
=  𝛄

𝑖. 

Для проверки работы алгоритма был проведен модельный эксперимент, который под-

твердил валидность предложенного метода оптимизации, а также показал снижение вероят-

ности битовой ошибки по сравнению с традиционными прекодерами типа ZF. 
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Объявленный Р.Фейнманом проект квантового компьютера направлен на преодоление 

экспоненциальной вычислительной сложности при компьютерном моделировании химии и 

биологии. Первоначально считали, что формальный аппарат традиционной квантовой теории 

имеет неограниченную сферу применимости и можно построить квантовый компьютер из 

нано-устройств — гейтов, которые, собранные воедино, начнут работать по квантовой логике. 

Математики развили мощный аппарат , основываясь на этой парадигме, однако эксперименты, 

ведущиеся же более 30 лет, показали ее ложность. Декогерентность — спонтанный распад 

квантовых состояний, нужных для квантовых вычислений, оказалась не технической, а фун-

даментальной проблемой. Эксперименты четко говорят о том, что традиционный аппарат 

квантовой теории ограничен сложностью до нескольких десятков кубитов.  

Это открывает совершенно новые перспективы для вычислительной математики и про-

граммирования, так как появляется возможность создать компьютерную модель сложных про-

цессов — в химии прежде всего - на уже существующих суперкомпьютерах ([1]). На этом пути 

мы получили первые обнадеживающие результаты: разработана компьютерная модель ассо-

циации — диссоциации одновалентных атомов ([2]), предложен способ отказа от чрезвычайно 

затратного квантового основного уравнения для важных типов декогерентности, установлен 

ряд интересных эффектов в КЭД оптических полостей. Это направление означает новый по-

ворот в проекте квантового компьютера, когда физические приборы будут использоваться 

только для имитации квантовой нелокальности — чего нельзя сделать на классических ком-

пьютерных сетях, а основные вычисления будут производиться на классических ЭВМ и су-

перкомпьютерах. 

Дальнейшие планы заключаются в моделировании более сложной химии, в частности, 

многовалентных атомов, молекул и молекулярных кластеров. Подчеркнем, что наши модели 

— динамические, с полным учетом электромагнитного поля, что отличает их как от хорошо 

развитой теории стационарных молекул и от так называемой молекулярной динамики; мы за-

нимаемся моделированием реакций на предсказательном уровне. Такого симулятора химии 

пока не создано, и у нас есть все основания создать по крайней мере те его фрагменты, которые 

важны для понимания процесса жизни.  
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Данная работа посвящена исследованию временных рядов долголетних наблюдений за 

плотностью планктонного сообщества озера Байкал. Целью работы является прогнозирование 

объема планктонного сообщества в будущем с помощью обработки данных временных рядов 

на основе экспоненциального сглаживания и модели ARMA (и ее более продвинутые версии, 

ARIMA и SARIMAX), а также технологий машинного обучения. Выявление взаимосвязи 

между разными видами планктона и построение пищевых взаимоотношений между разными 

видами планктонного сообщества оз. Байкал. Кроме того, исследование временных рядов на 

основе теории хаоса и изучение математической модели пелагического сообщества экоси-

стемы озера Байкал.  

В результате проведенного исследования спрогнозирован объем планктонного сообще-

ства на 24 и 53 недели вперед для двух рассматриваемых видов планктона и выявлена модель, 

дающая минимальную ошибку при прогнозировании для каждого рассматриваемого вида 

планктона. Были выявлены корреляционные отношения между разными видами планктона и 

построены пищевые взаимоотношения между разными видами планктонного сообщества оз. 

Байкала. Проведено исследование временных рядов планктонного сообщества на основе тео-

рии хаоса и рассмотрена математическая модель пелагического сообщества экосистемы озера 

Байкал.  

Большая часть полученных результатов вполне укладывается в классические представ-

ления об организации экосистемы пелагиали Байкала. Можно считать, что использованный 

метод исследования вполне работоспособен и может не только подтверждать уже существую-

щие представления, но и выявлять новые, ранее не отмечаемые факты. 
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В работе [1] была исследована задача об устойчивости нулевого положения равновесия 

переключаемой аффинной системы, замкнутой линейной статической обратной связью 

 𝑥̇ = 𝐴𝜎𝑥 + 𝑣𝜎 − 𝑏𝜎𝜃
𝑇𝑥,  𝜎 ∈ 𝑆(𝐹),  𝑥 ∈ ℝ𝑛,   (1) 

где множество 𝐹 определяет возможные разбиения пространства ℝ𝑛 на 𝑚 выпуклых много-

гранников 𝑀𝑖. Каждое такое разбиение может быть описано не более чем 𝑚2 плоскостями. 

Множество допустимых переключающих сигналов 𝑆(𝐹) состоит из кусочно-постоянных 

функций, принимающих постоянное значение на каждом выпуклом многограннике 𝑀𝑖. 

Основная теорема об устойчивости нулевого положения равновесия из работы [1] требует ана-

лиза ориентированного графа дискретных состояний рассматриваемой системы, в частности, 

необходима проверка слабой связности и отсутствия циклов. В представленной работе пред-

лагается конструктивный подход к построению данного графа. В начале для конкретного пе-

реключающего сигнала доказана теорема, сводящая проверку существования ориентирован-

ного ребра в исследуемом графе к проверке совместности некоторых систем линейных нера-

венств [2]. Так как в графе известное число вершин, восстановление всех рёбер может быть 

проделано за конечное число шагов. 

Однако, данный результат мало полезен при бесконечном множестве переключающих 

сигналов. В таком случае, предположим, что наборы плоскостей, задающих разбиения из 𝐹, 

допускают некоторую линенйную параметризацию. Тогда удаётся показать, что инвариант-

ность графа дискретных состояний для всех возможных переключающих сигналов эквива-

лентна совместности некоторого конечного числа систем линейных неравенств. Затем, при 

выполнении условия инвариантности, удаётся обобщить первую теорему на случай парамет-

ризованного семейства переключающих сигналов.  

Таким образом, основным результатом данной работы является алгоритм, который поз-

воляет, если множество переключающих сигналов допускает обозначенную в работе парамет-

ризацию, проверить инвариантность графа дискретных состояний и восстановить его, в случае 

инвариантности.  
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Понятие нуля управляемой системы играет важную роль при решении многих практиче-

ских и теоретических задач и имеет богатую историю. Вместе с тем, для многомерных систем 

его нельзя назвать полностью устоявшимся: даже для линейных стационарных систем суще-

ствует большое количество различных неэквивалентных способов определения нулей. В рам-

ках одного из наиболее распространенных подходов ([1]) выделяют следующие понятия. Ин-

вариантные нули системы определяются как такие значения 𝑠0, для которых теряет ранг мат-

рица Розенброка  

𝑅(𝑠) = [
𝑠𝐼 − 𝐴 −𝐵
𝐶 𝐷

], 

Передаточные нули системы определяются как нули многочленов в числителях элементов 

формы Смита-Макмиллана передаточной функции системы. При этом известно следующее 

 

Утверждение. Всякий передаточный нуль линейной стационарной системы является ее 

инвариантным нулем.  

Существует как минимум два (см., например, [2]) широко известных и простых доказа-

тельства этого факта в случае, когда множество передаточных нулей системы не пересекается 

с множеством её полюсов. Однако в случае, когда полюс и передаточный нуль системы сов-

падают, ни одно из них не работает. Авторы либо явно указывают, что не рассматривают этот 

случай, либо даже не упоминают о нем. Таким образом, полного доказательства этого утвер-

ждения обнаружить в литературе не удалось. Данная работа призвана восполнить этот пробел. 
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Задача стабилизации является одной из центральных в теории управления, в том числе, 

и для систем с неопределенностью (с неизвестными неизмеряемыми входными воздействи-

ями). Одним из наиболее популярных алгоритмов управления, используемых для достижения 

робастной по отношению к внешним возмущениям устойчивости динамических систем явля-

ется алгоритм “super-twisting” [1]. 

Для системы уравнений данного алгоритма было доказано существование набора пара-

метров, обеспечивающего устойчивость [1]. Впоследствии, в работах [2,3] были получены, с 

помощью анализа системы при ``наихудшем возмущении'', необходимые и достаточные усло-

вия устойчивости системы. 

Традиционно, при изучении данного алгоритма, варьируются только множители перед 

нелинейным и разрывным слагаемыми в первом и втором уравнении системы соответственно, 

при одинаковом значении степени, равном 1/2. Целью данной работы является изучение свой-

ства устойчивости обобщенного (при различных значениях степени) алгоритма “super-

twisting”. 

Получены следующие результаты: для систем алгоритма “super-twisting” со значением 

параметра степени, меньшего 1/2 показано, что такие системы всегда являются локально 

асимптотически устойчивыми. Если же степень больше 1/2, то системы никогда не являются 

устойчивыми. Получены оценки на величину области сходимости систем в зависимости от 

параметров алгоритма. 

Литература 

1. Levant L. Sliding order and sliding accuracy in sliding mode control //International Journal 

of Control. – 1993. – V.58. P. 1247–1263 

2. Seeber R., Horn M. Necessary and sufficient criterion for the super-twisting algorithm //15th 

International Workshop on Variable Structure Systems (VSS). 2018. P.120-125. 

3. Фомичев В.В., Высоцкий А.О. Критерий устойчивости и точные оценки для алгоритма 

“супер-скручивания»// Дифференциальные уравнения (2023) 59, №2, с.252–256. 

  



27 

 

Секция: «Системный анализ» 

ПОСТРОЕНИЕ ВНУТРЕННИХ ОЦЕНОК МНОЖЕСТВА 

РАЗРЕШИМОСТИ НА ОСНОВЕ АЛГОРИТМА PPO 

И ПРИНЦИПА СРАВНЕНИЯ 

Чистяков И.А.1, Точилин П.А.2  

1) МГУ имени М.В. Ломоносова, факультет Вычислительной Математики и Кибернетики, 

кафедра Системного Анализа, e-mail: chistyakov.ivan@yahoo.com  

2) МГУ имени М.В. Ломоносова, факультет Вычислительной Математики и Кибернетики, 

кафедра Системного Анализа, e-mail: tochilin@cs.msu.ru   

Работа посвящена решению задачи целевого управления для нелинейной системы обык-

новенных дифференциальных уравнений на фиксированном временном интервале, с учётом 

геометрических ограничений на управление. Исследуется подход, основанный на кусочной 

линеаризации правых частей дифференциальных уравнений на совокупности симплексов и 

переходе к вспомогательной задаче для системы с кусочно-линейной динамикой и ограничен-

ной помехой (погрешностью линеаризации). Применение принципа сравнения [1] позволяет 

найти приближённое решения уравнения Гамильтона–Якоби–Беллмана и таким образом по-

лучить кусочно-заданную функцию цены, нулевое множество уровня которой является внут-

ренней оценкой множества разрешимости исходной нелинейной системы.  

Благодаря использованию кусочно-линейной динамики вычисление неизвестных пара-

метров функции цены сводится к решению задачи Коши для ОДУ типа Риккати, однако поиск 

решения опирается на значения управлений, зафиксированных в вершинах симплексов разби-

ения. В предыдущих работах авторов (например, в [2]) эти управления подбирались так, чтобы 

минимизировать производную функции цены вдоль траекторий системы. Поскольку постро-

енная кусочно-заданная функция, вообще говоря, не является всюду гладкой, конкретные ре-

ализации этой идеи основаны на эвристических соображениях, которые способствуют возрас-

танию погрешности метода. В то же время указанный подход допускает любые управления в 

вершинах симплексов, в том числе полученные как результат работы других алгоритмов. В 

данной работе для их нахождения предлагается применять обучение c подкреплением и, в 

частности, алгоритм PPO [3]. На конкретном примере показано, что если представить управ-

ление в виде нейронной сети, то вычисленная на его основе функция цены может принимать 

меньшие значения в начальный момент времени, что априорно гарантирует попадание в мень-

шую окрестность целевого множества. 

Отметим, что результирующее синтез-управление будет являться кусочно-линейной ап-

проксимацией используемого нейросетевого управления. Поскольку построенная оценка мно-

жества разрешимости является гарантированной, то полученная функция цены позволяет су-

дить и о точности алгоритмов машинного обучения. 
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В работе исследуется математическое описание экономического поведения населения. 

Рациональное экономическое поведение населения можно разделить на два процесса, выпол-

няемых в экономике. С одной стороны, население выступает в роли домашнего хозяйства и 

является потребителем на несовершенном рынке кредитов и сбережений. С другой стороны, 

население является субъектом на рынке труда, обладающим компетенциями и получающим 

заработную плату за оказание услуг. Работник получает доходы, которые он может тратить на 

потребление и на вложение в собственные компетенции, которые описываются человеческим 

капиталом. Работник максимизирует дисконтированное потребление и увеличивает свои про-

фессиональные навыки для получения более высокой заработной платы. В случайный момент 

времени на рынке труда появляется вакансия, которая обеспечивает скачок в заработной плате 

работника. В данной работе математическая модель поведения работника на рынке труда 

представлена в виде задачи оптимального управления на бесконечном временном горизонте. 

Доказана теорема о существовании решения, получены необходимые условия оптимальности 

в форме принципа максимума Понтрягина. Модель идентифицирована по данным российской 

статистики в различных социальных слоях населения. 

 

Работа выполнена при поддержке РНФ (грант 23-21-00281). 
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Работа посвящена математическому моделированию потоков людей в помещении. В его 

основе лежит модификация известной макроскопической модели CTM (Cell Transmission 

Model) [1], которая часто используется для моделирования транспортных потоков. Данная мо-

дель является дискретным аналогом гидродинамической модели LWR (Lighthill, Whitham, 

Richards) [2]. Она учитывает разнонаправленные и конфликтующие потоки, подробное описа-

ние модели и способ калибровки параметров можно найти в работе [3]. 

Отдельно в работе [4] были предложены методы построения гарантированных оценок 

количества людей — множеств достижимости — в каждой комнате в последующие мо-

менты времени, необходимые для краткосрочных прогнозов, в виде интервальных оценок и 

оценок в форме совокупностей двумерных проекций. Такие численные прогнозы дают воз-

можность строить управления по перераспределению потоков людей. Главной задачей такого 

перераспределения является недопущение скопления большого числа людей в одном месте 

помещения и образования давки впоследствии. 

На основе гарантированных оценок из [4] можно осуществлять поиск управляющей стра-

тегии для конкретного помещения или его части. Они позволяют имитировать среду в модели 

взаимодействия агент-среда при обучении с подкреплением. В текущей работе для поиска 

управлений используется алгоритм DQN (Deep Q-network) [5]. Результаты работы данного ал-

горитма в применении к рассматриваемой задаче продемонстрированы примером. 

Литература 

1. Daganzo С.F. The cell transmission model: a dynamic representation of highway traffic 

consistent with the hydrodynamic theory // Transp. Res. B. – 1994. – V. 28B, № 4., P. 269–

287.  

2. Piccoli B., Garavello M. Traffic flow on networks. American institute of mathematical 

sciences. Springfield, 2006.  

3. Зайцева М.В., Точилин П.А. Управление потоками людей в здании во время эвакуации 

// Вестник Московского ун-та. Сер. 15. Вычисл. матем. и кибернетика. – 2020. – № 4. С. 

3–17.  

4. Зайцева М.В., Точилин П.А. Методы построения оценок множеств достижимости в 

задаче моделирования потоков людей // ЖВМ и МФ – 2023. – Т. 63, № 8, С. 1381–1394. 

5. Mnih V., Kavukcuoglu K., Silver D. et al.  Human-level control through deep reinforcement 

learning // Nature. – 2015. – V. 518, P. 529–533. 

  

mailto:zaimarko@gmail.com
mailto:tochilin@cs.msu.ru


30 

 

Секция: «Теория дифференциальных уравнений» 

О ЗАДАЧЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА 

С ИНТЕГРАЛЬНЫМ ГРАНИЧНЫМ УСЛОВИЕМ 

Васильченко Д.Д.,1 Капустин Н.Ю2. 

1)МГУ имени М.В. Ломоносова, ВМК, ФАиП, e-mail: dvasil.arm@gmail.com 

2) МГУ имени М.В. Ломоносова, ВМК, ФАиП, e-mail: n.kapustin@bk.ru 

В полуполосе D = {(x, y): 0 < x < π, 0 < y < +∞} рассмотрим задачу для уравнения Лапласа. 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(𝑥, 𝑦) +

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
(𝑥, 𝑦) = 0 (1) 

В классе функций u(x, y) ∈ 𝐶(𝐷̅) ∩ 𝐶1(𝐷̅ ∩ {𝑦 > 0})  ∩ 𝐶2(𝐷) с граничными условиями 

𝑢(0, 𝑦) = 0,
𝜕𝑢

𝜕𝑥
(𝜋, 𝑦) = 0,  0 < 𝑦 < +∞   (2)  

 

lim
𝑦 →0+0

∫ [
∂u

∂y
−
∂u

∂x
+ φ(x)]

2

dx
π

0

= 0 (3) 

 

u(𝑥, 𝑦) ⇉ 0,    y → +∞,    φ(𝑥) ∈ 𝐿2(0, π) (4) 
Теорема. Решение задачи (1)-(4) существует и единственно, причем его можно представить 

в виде следующего ряда 

u(𝑥, 𝑦) = ∑𝐴𝑛𝑠𝑖𝑛((𝑛 + 1/2)𝑥)𝑒
−(𝑛+1/2)𝑦

∞

𝑛=0

(5) 

 

где коэффициенты 𝐴𝑛, 𝑛 =  0, 1, 2, .. , определяются из разложения 

∑𝐴𝑛(𝑛 + 1/2)

∞

𝑛=0

sin [(𝑛 + 1/2)𝑥 +
π

4
] =

φ(𝑥)

√2
 

 

Задача (1)-(4) возникает как вспомогательная при решении задачи Трикоми для уравнения 

Лаврентьева-Бицадзе с эллиптической частью области в виде полуполосы [1]. 

Исследование проведено при финансовой поддержке Минобрнауки РФ в рамках реали-

зации программы Московского центра фундаментальной и прикладной математики по согла-

шению № 075-15-2022-284. 

Литература 

1. Моисеев Е. И., Моисеев Т. Е., Вафадорова Г. О. Об интегральном представлении 

задачи Неймана-Трикоми для уравнения Лаврентьева-Бицадзе // Дифференциальные 

уравнения. 2015 Т.51 №8 С.1070-1075. 
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О СПЕКТРЕ ИНТЕГРАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА ТИПА СВЕРТКИ С 

ЛОГАРИФМИЧЕСКИМ ЯДРОМ СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА 

Полосин А.А.1 

1) МГУ имени М.В. Ломоносова, факультет ВМК, кафедра функционального анализа и его 

применений, e-mail: alexei-polosin@mail.ru  

В работе [1] рассмотрен интегральный оператор с логарифмическим ядром, зависящим 

от суммы аргументов, и доказано, что этот оператор имеет лишь одно положительное соб-

ственное значение. В настоящей работе изучается асимптотическое поведение спектра опера-

тора с логарифмическим ядром специального вида 

(𝐴𝜓)(𝑥) =
1

𝜋
∫ 𝑙𝑛

𝛾√𝑥𝑡

𝑡 + 𝑥
𝜓(𝑡)

𝑑𝑡

√𝑥𝑡

1

𝛿

,    𝛿 ≤ 𝑥 ≤ 1,    

где 0 < 𝛿 < 1, 𝛾 > 0 – фиксированные числа. 

Простой заменой переменных соответствующее уравнение сводится к интегральному 

уравнению типа свертки, заданному на конечном отрезке. Как известно, такие уравнения в 

общем случае не решаются в квадратурах. С помощью преобразования Фурье уравнение сво-

дится к задаче сопряжения аналитических функций, затем – к бесконечной системе линейных 

алгебраических уравнений. Выделение главных членов в этой системе позволяет получить со-

отношение, определяющее спектр исходной задачи. Другие уравнения типа свертки, заданные 

на конечном отрезке, рассматривались в работах ([2]-[7]). 

Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки России в рамках реализа-

ции программы Московского центра фундаментальной и прикладной математики по соглаше-

нию № 075-15-2022-284. 
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4. Пальцев Б.В. Асимптотика спектра интегральных операторов свертки на конечном 
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С. 67–154. 
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6. Полосин А.А. О спектре и собственных функциях оператора свертки на конечном 
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функций интегрального оператора свертки с логарифмическим ядром, заданного на 

конечном отрезке // Дифф. уравнения. 2022. Т. 58. № 9. С. 1251-1265. 

8. Гахов Ф.Д., Черский Ю.И. Уравнения типа свертки. М.: Наука, 1978. 
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СПЕКТРАЛЬНЫЙ СЛЕД ДЛЯ О ДНОМЕРНОЙ СИСТЕМЫ ДИРАКА С 

УСЛОВИЯМИ ДИРИХЛЕ 

Савчук А.М.1, Садовничая И.В.2   

1)МГУ имени М.В. Ломоносова, факультет космических исследований, кафедра 

фундаментальной и прикладной математики, e-mail: savchuk@cosmos.msu.ru  

   2) МГУ имени М.В. Ломоносова, факультет ВМК, кафедра общей математики,  

e-mail: ivsad@yandex.ru 

Рассматривается система вида 𝑙𝑃(𝒚) = 𝐵𝒚
′ + 𝑃𝒚, где 

𝐵 = (
−𝑖 0
0 𝑖

) ,   𝑃(𝑥) = (
0 𝑝(𝑥)

𝑞(𝑥) 0
) ,   𝒚(𝑥) = (

𝑦1(𝑥)
𝑦2(𝑥)

), 

в пространстве 𝑯 = 𝐿2[0, 𝜋] ⊕ 𝐿2[0, 𝜋] ∍ 𝒚. Функции 𝑝𝑗 , 𝑗 = 1, 2, 3, 4, предполагаются квадра-

тично суммируемыми на отрезке [0, 𝜋] и комплекснозначными. Оператор 𝐿 = 𝐿𝑃,𝑈 имеет об-

ласть определения 𝐷(𝐿𝑃,𝑈) = {𝒚 ∈ 𝐴𝐶[0, 𝜋]: 𝑙(𝒚) ∈ 𝑯,𝑈(𝒚) = 0},  где 

𝑈(𝒚) = (
1 −1
0 0

) (
𝑦1(0)
𝑦2(0)

) + (
0 0
1 −1

) (
𝑦1(𝜋)
𝑦2(𝜋)

) − краевые условия Дирихле. 

Для оператора 𝐿𝑃,𝑈 получены асимптотические формулы для фундаментальной системы 

решений и для характеристического определителя с точностью до остатка класса Харди 𝐻1. С 

помощью этих разложений найдены вторые и третьи члены в асимптотике собственных зна-

чений оператора и вычислен регуляризованный след первого порядка. Результат вполне со-

гласуется с полученным другим методом (и в других терминах) в работе [1]. Наш метод поз-

воляет получать аналогичные результаты для любых регулярных по Биркгофу краевых усло-

вий.  

Литература 
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ОЦЕНКИ КОЭФФИЦИЕНТОВ В АСИМПТОТИКАХ РЕШЕНИЙ ДЛЯ 

НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧ УРАВНЕНИЙ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 

Коровина М.В.1, Смирнов И.Н.2 

1) МГУ, ВМиК, ОМ, e-mail: betelgeuser@yandex.ru  

2) МГУ, ВМиК, ОМ, e-mail: ismirnov@cs.msu.ru 

Пусть nR  – область с гладкой границей  . Обозначим )0( = tQ  – цилиндр, в 

котором лежат точки ( ) 1, + nRtx . Рассмотрим гиперболическое уравнение с граничным усло-

вием. 

 ( ) ( ) 0,0;0,),( 0

2

=











+=−








 t

n

u
utxutatxu

dt

d
  (1) 

Где ( ) ( ) ( ) 0,0,0 0  taxx  . Здесь функция ( ) ,00 ta  мероморфна на бесконечности, 

это означает, что функция ( )ta0  разлагается в сходящейся ряд ( ) 


=

=
0

0

j
j

jk

t

a
tta . 

Здесь Nk . Будем искать решение задачи (1) в виде ( ) ( )tvxYtxu =),( . Тогда для функции 

( )xY  получим граничную задачу 

 ( ) ( ) 0;0 =



+=+ 

n

Y
YxYxY   (2) 

Решение которой хорошо известно. А для функции ( )tv  получим уравнение 

 ( ) ( ) ( ) 00

2

=+







tvtatv

dt

d
  (3) 

ТЕОРЕМА 1. Пусть 0 , и Nk  , тогда все асимптотики решений уравнения (3) ле-

жат в пространстве функций 







+1

2

k
-экспоненциального роста и имеют вид: 

1. k  – четное, то есть nk 2= , асимптотики решения уравнения (3) имеют вид 

( ) i

i

i

n

i

in
i

ni

i

i

n

i

in
i

n ttttpttttpru −


==

−++−


==

−++  







++








+

0

2

1

121

2

0

1

1

111

1
21 expexp    

2. Если k  –  нечетное, то есть k=2n+1, тогда  

2

1

2
22

1

22

3

22

3

2
2

1

1
22

1

22

3

12

3

1
21 expexp)(

j

j

j

n

i

i
n

i

n
j

j

j

n

i

i
n

i

n

tbtttptbtttpru
−

=

+

=









−+−+−

=

+

=









−+−+

 












++














+

   

Здесь 21, pp  корни многочлена ( ) 2

2

0
2

2
pa

k
+









+
 , через 2,1,, =jji

j   обозначены 

соответствующие числа, 2,1,
0

=


=

jrb i

i

j

i
 – степенные ряды, которые сходятся в некоторой 

окрестности бесконечности. 

ТЕОРЕМА 2.  Все решения задачи (1) представимы в виде линейных комбинаций функ-

ций ( )txui , , где ( ) ( ) ( )xYtvtxu
iii =, . 

Здесь ( )xY
i

 – решение задачи (2), i =  собственное значение этой задачи.  
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ВЫЧИСЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ В АСИМПТОТИКАХ РЕШЕНИЙ 

ОДНОРОДНЫХ УРАВНЕНИЙ 2-ГО ПОРЯДКА С МЕРОМОРФНЫМИ 

КОЭФФИЦИЕНТАМИ В ОКРЕСТНОСТИ ИРРЕГУЛЯРНЫХ ОСОБЫХ 

ТОЧЕК 

Чэн Шияо1, Коровина М.В.2  

1) Московский государственный университет имени М.В. Ломоносова, факультет 

вычислительной математики и кибернетики, кафедра общей математики, 

 e-mail: st02210136@gse.cs.msu.ru 

2) Московский государственный университет имени М.В. Ломоносова, факультет 

вычислительной математики и кибернетики, кафедра общей математики, 

 e-mail: mkorovina@cs.msu.ru 

В работе рассмотрим однородное дифференциальное уравнение 2-го порядка с иррегу-

лярной особенностью: 

 𝑢′′(𝑟) + 𝑏0(𝑟)𝑢′(𝑟) + 𝑏1(𝑟)𝑢(𝑟) = 0, (1) 

здесь 𝑏0(𝑟), 𝑏1(𝑟) – мероморфные функции. Без ограничения общности будем считать, что 

они имеют особенность в нуле. В работе [1] показано, что уравнение (1) может быть приведено 

к виду 

 (−𝑟𝑛
𝑑

𝑑𝑟
)
2

𝑢 + 𝑎1(𝑟) (−𝑟
𝑛 𝑑

𝑑𝑟
) 𝑢 + 𝑎0(𝑟)𝑢 = 0, (2) 

где 𝑎1(𝑟), 𝑎0(𝑟) – мероморфные функции. Запишем уравнение (2) в виде: 

 
(−𝑟𝑛

𝑑

𝑑𝑟
)
2

𝑢 + 𝑎1
0 (−𝑟𝑛

𝑑

𝑑𝑟
) 𝑢 + 𝑎0

1𝑟𝑢 + 𝑎0
2𝑟2𝑢 +⋯+ 𝑎0

𝑛−1𝑟𝑛−1𝑢 + [𝑟𝑎1 (−𝑟
𝑛 𝑑

𝑑𝑟
) +

𝑟𝑛𝑎0(𝑟)] 𝑢 = 0, 

(3) 

основной символ имеет вид 𝐻0(𝑝) = 𝑝2 + 𝑎1
0𝑝 = 𝑝(𝑝 + 𝑎1

0). 
В работе [2] было доказано, что если полином 𝐻0(𝑝) имеет простые корни в точках 𝑝1, ⋯ , 

𝑝𝑚, тогда асимптотика решения в пространстве функций (𝑛 − 1) экспоненциального роста 

уравнения 𝐻 (−𝑟𝑛
𝑑

𝑑𝑟
, 𝑟) 𝑢 = 0 имеет вид: 

 𝑢(𝑟) ≈ ∑ 𝑒
(
𝑝𝑗

𝑟𝑛−1
+∑

𝜆𝑖

𝑟𝑛−1−𝑖
𝑛−2
𝑖=1 )

𝑟𝜎𝑗 ∑ 𝑏𝑖
𝑗
𝑟𝑖∞

𝑖=0
𝑚
𝑗=1 , (4) 

здесь числа 𝜎𝑗  и 𝜆𝑖 , а 𝑏𝑖
𝑗
 – некоторые числовые коэффициенты. 

Цель данной работы – найти коэффициенты в асимптотических разложениях решений 

для уравнения (4). В работе поставлены следующие задачи исследований в соответствии с це-

лью работы: 

1) Предположим, что основной символ имеет простые корни. Это значит, что 𝑎1
0 ≠ 0. Вычис-

ление коэффициентов уравнение (4) и сформировка теоремы, когда 𝑝 = 0. 

2) При основном символе имеет простые корни когда 𝑝 = −𝑎1
0, анализируем коэффициентов 

уравнение (4). 

3) Пусть теперь 𝑎1
0 = 0. В этом случае корень уравнения кратный. Анализируем коэффициен-

тов уравнение (4) и сформировка теоремы. 
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КЛАССИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ  
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В полупространстве ( ) 0,:,  tRxtx n

 
построены в явном виде многопараметрические 

семейства решений гиперболических уравнений, содержащих либо сумму дифференциальных 

операторов и операторов сдвига по пространственным переменным  
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где ,0a ,0b nbb ,,1   
– заданные действительные числа; ( ),,,: 1 nhhh =  ( )

jnjj hhh ,,: 1 =  

( )nj ,1=  – заданные векторы с действительными координатами, длины которых не равны 

нулю.  

         Для каждого случая доказано, что построенное решение является классическим, если ве-

щественная часть символа дифференциально-разностного оператора в правой части уравнения 

положительна. Приведены классы уравнений, для которых указанное условие выполнено.  

С подробными результатами можно ознакомиться в работах [1, 2]. 
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Секция: «Асимптотические методы и дифференциальные уравнения с 

малым параметром» 

СУЩЕСТВОВАНИЕ, АСИМПТОТИКА И УСТОЙЧИВОСТЬ ПО 

ЛЯПУНОВУ РЕШЕНИЙ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ 

КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ СИСТЕМ ТИХОНОВСКОГО ТИПА 

Нефедов Н. Н.   

МГУ, физический факультет, кафедра математики, email: nefedov@phys.msu.ru 

Рассматривается периодическая параболическая сингулярно возмущенная краевая за-

дача для Тихоновской системы: 

ε2(
∂2u

∂ x2
−
∂ u

∂ t
) − 𝑔(𝑢, 𝑣, 𝑥, 𝑡, ε) = 0,  

∂2𝑣

∂𝑥2
−
∂ 𝑣

∂ t
− 𝑓(𝑢, 𝑣, 𝑥, 𝑡, ε) = 0, 0 < 𝑥 < 1, t ∈ 𝑅; 

 

где ε > 0 – малый параметр, 𝑔 и 𝑓- достаточно гладкие периодические по 𝑡 функции с 

периодическими граничными условиями. 

Построено асимптотическое приближение решения задачи, получены условия суще-

ствования решения и его асимптотической устойчивости по Ляпунову этих решений как ре-

шений соответствующих начально-краевых задач для этой системы как в случае различных 

типов квазимонотонности, так  и в случае ее нарушения. Работа является дальнейшим разви-

тием асимптотического метода дифференциальных неравенств (см. [1] и ссылки в этой работе) 

на новые классы систем  

 

Работа поддержана грантом РНФ № 23-11-00069. 
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ВОССТАНОВЛЕНИЕ НЕЙТРАЛЬНЫХ ЛИНИЙ МАГНИТНОГО ПОЛЯ 

СОЛНЦА МЕТОДАМИ МАШИННОГО ОБУЧЕНИЯ 
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Анализ наблюдательных данных по солнечной активности является основой для пони-

мания процессов, протекающих на Солнце, а также для прогноза космической погоды [4]. Од-

ним из способов изучения солнечной активности является построение карт крупномасштаб-

ного магнитного поля, на которых, в частности, представляет интерес положение нейтральной 

линии магнитного поля. Существует несколько подходов [2, 3, 4] к восстановлению положе-

ния нейтральной линии и одним из них является восстановление линии по положениям воло-

кон, задающим фрагменты этой линии [2]. Зачастую, эта процедура реализуется вручную и 

результат оказывается неоднозначным. В нашем исследовании предлагается нейросетевой 

подход для решения этой задачи. Ключевой идеей стало создание полносвязной нейронной 

сети, аппроксимирующей некую функцию, линией уровня нуль которой являлась бы искомая 

нейтральная линия [1]. Одной из ключевых задач было создание функции потерь, необходи-

мой для обучения модели, которая бы учитывала множество факторов, влияющих на форму 

нейтральной линии. Другой важной идеей стало использование многомасштабного подхода, 

при котором вначале восстанавливается глобальная структура поля, а затем происходит уточ-

нение деталей в процессе предельного перехода с малым параметром, отвечающим размеру 

деталей. 

Для тестирования модели была разработана процедура генерации синтетических изоб-

ражений, которые похожи на возможное распределение магнитного поля и задают положение 

нейтральной линии. Для этого использовались трёхмерные случайные гауссовские поля. Экс-

перименты показали, что нейронная сеть способна восстанавливать нейтральную линию. Это 

подчеркивает потенциал предложенного подхода для анализа солнечных данных. Для иллю-

страции мы приводим примеры восстановления для реальных наблюдательных данных и срав-

ниваем результат с тем, как эту задачу решают астрономы-наблюдатели. В перспективе мы 

рассчитываем, что с помощью предложенного метода будет проведена обработка большого 

массива наблюдательных данных, что позволит создать новый однородный ряд данных, пред-

ставляющий интерес для изучения в контексте физики Солнца. 
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АСИМПТОТИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ РЕШЕНИЙ С 

ПОГРАНИЧНЫМИ СЛОЯМИ В ТИХОНОВСКОЙ СИСТЕМЕ                   

С KPZ – НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ 
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Изучается сингулярно возмущенная краевая задача для Тихоновской системы: 

ε2
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
− ε2𝐴(𝑢, 𝑥) (

𝑑𝑢

𝑑𝑥
)
2

− 𝑔(𝑢, 𝑣, 𝑥, ε) = 0,  0 < 𝑥 < 1, 

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
− 𝐵(𝑣, 𝑥) (

𝑑𝑣

𝑑𝑥
)
2

− 𝑓(𝑢, 𝑣, 𝑥, ε) = 0, 

где ε > 0 – малый параметр. 

 

Пусть также для функции 𝑢(𝑥) задан один из следующих вариантов граничных условий:  

1) 𝑢′(0) = 𝑢0, 𝑢′(1) = 𝑢1;                    2) 𝑢(0) = 𝑢0, 𝑢(1) = 𝑢1. 

 

Для функции 𝑣(𝑥) задано условие Дирихле:  

 

𝑣(0) = 𝑣0, 𝑣(1) = 𝑣1. 
 

Особенностями изучаемой задачи являются слагаемые, содержащие квадраты градиента 

неизвестной функции (так называемые нелинейности типа Кардара–Паризи–Жанга или KPZ-

нелинейности). Системы такого типа возникают при моделировании задач популяционной ди-

намики и нелинейной теории горения. 

Основными результатами работы являются теоремы о существовании и асимптотиче-

ской устойчивости по Ляпунову решений задач как решений соответствующих начально-кра-

евых задач для параболической системы. Теоремы доказаны в случае граничных условий Ней-

мана и Дирихле для быстрой компоненты 𝑢(𝑥) решения. Показано, что главным членом в 

асимптотическом приближении является решение вырожденной дифференциально-алгебраи-

ческой системы. 

 

Работа поддержана грантом РНФ № 23-11-00069. 
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АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ В ЗАДАЧАХ НЕЛИНЕЙНОГО 

ТЕПЛООБМЕНА: РАСЧЕТ ТЕПЛОВЫХ ПОЛЕЙ И 

ВОССТАНОВЛЕНИЕ ТЕПЛОФИЗИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК ПО 

ДАННЫМ МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Давыдова М. А. 1, Рублев Г. Д. 2   
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В настоящей работе предлагается новый подход к исследованию прямых и обратных за-

дач для сингулярно возмущенного уравнения теплопроводности с нелинейно зависящим от 

температуры коэффициентом тепловой диффузии, основанный на дальнейшем развитии и ис-

пользовании методов асимптотического анализа в нелинейных сингулярно возмущенных за-

дачах реакция-диффузия-адвекция [1-3]. Суть подхода изложена на примере класса одномер-

ных стационарных задач с нелинейными граничными условиями, для которых выделен случай 

применимости асимптотического анализа. Сформулированы достаточные условия существо-

вания классических решений погранслойного типа и типа контрастных структур для этого 

класса задач, построены асимптотические приближения произвольного порядка точности та-

ких решений, обоснованы алгоритмы построения формальных асимптотик и исследована 

асимптотическая устойчивость по Ляпунову стационарных решений с пограничными и внут-

ренними слоями как решений соответствующих параболических задач.  

Рассмотрен класс одномерных нелинейных задач, учитывающих боковой теплообмен с 

окружающей средой по закону Ньютона. Доказана теорема существования и единственности 

классического решения с пограничными слоями в задачах такого типа.  

В качестве приложения результатов исследования рассмотрены эффективные алгоритмы 

решения конкретных прямой и обратной задач нелинейного теплообмена, связанных с повы-

шением эффективности эксплуатации прямолинейных нагревательных элементов в плавиль-

ных печах-теплообменниках с конвективным или излучающим режимами. Разработаны эф-

фективные численные алгоритмы решения обратных задач по восстановлению теплофизиче-

ских характеристик нелинейных сред (коэффициенты теплопроводности и теплообмена), ис-

пользующие параметризованное асимптотическое приближение решения прямой задачи или 

уравнение, определяющее положение внутреннего слоя решения прямой задачи. 

Литература 

1. Васильева А.Б., Бутузов В.Ф. Асимптотические разложения решений сингулярно 

возмущенных уравнений // М.: Наука – 1973. 

2. Vasil‘eva A.B., Davydova M.A. On a contrast steplike structure for a class of second-order 

nonlinear singularly perturbed equations // Comput. Math. Math. Phys. (1998) 38, №6, p. 

900–910. 

3. Nefedov N.N. The method of differential inequalities for some singularly perturbed problems 

in partial derivatives // Differential Equations (1995) 31, №4, p. 718-722. 

  

mailto:m.davydova@physics.msu.ru
mailto:rublev.gd15@physics.msu.ru


40 

 

ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ ОДНОМЕРНОЙ ЗАДАЧИ 

РЕАКЦИЯ-ДИФФУЗИЯ-АДВЕКЦИЯ НА АДАПТИВНЫХ СЕТКАХ 

Булатов П.Е.1а 
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Рассмотрим одномерную параболическую задачу с условиями Неймана [1,2]: 
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В случае нелинейной правой части (например, кубической) решение содержит кон-

трастные структуры — узкие области с очень большим по модулю градиентом. Численное 

интегрирование затруднено тем, что шаг по пространству должен быть много меньше харак-

терного размера контрастной структуры. 

Применим подход [3] и метод прямых. Сведём исходную задачу к дифференциально-

алгебраической системе, которую будем решать комплексной схемой Розенброка. Алгебраи-

ческая часть исключается сразу после нахождения решения во внутренних узлах, а матрица 

Якоби выражается аналитически и является трёхдиагональной, что позволяет применять ме-

тод немонотонной прогонки [4].  
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Здесь ( )xB  — множитель при второй производной по координате. 

Сетка на новом слое строится итерационно по формулам [5]: 
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При ε=10-4 и числе шагов по пространству N=2048 удалось измельчить шаг внутри кон-

трастных структур в 160 раз. Для такого же их разрешения с постоянным шагом пришлось бы 

делать 327680 шагов на каждом слое. 

Работа поддержана проектом РНФ №23-11-00069. 
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О КОНТРАСТНОЙ СТРУКТУРЕ ТИПА СТУПЕНЬКИ В ЗАДАЧЕ ТЕОРИИ 

ЭФФЕКТА БАРЕТТИРОВАНИЯ 

Никулин Е.И.1, Волков В.Т.2 

1)МГУ имени М.В. Ломоносова, физический факультет, кафедра математики,  
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e-mail: volkovvt@mail.ru 

Рассматривается следующая интегро-дифференциальная система уравнений: 

 

𝜀2𝑢′′ − 𝑢 + 𝑅(𝑢)𝑗2 = 0, 𝑥 ∈ (0; 1),   

𝑗 ∫𝑅(𝑢)𝑑𝑥 = 𝑉

1

0

 

с граничными условиями Неймана  

 

𝑢′(0, 𝜀) = 𝑢′(1, 𝜀) = 0, 
 

где 𝑉- заданная положительная постоянная, а 𝜀 > 0 - малый параметр.  

Такая задача находит применение в теории эффекта бареттирования, заключаещегося 

в способности железной проволоки, находящейся в атмосфере водорода и являющейся 

элементом электрическоя цепи, стабилизировать ток этой цепи в некотором дивлазоне 

напряжения. Неизвестные функция 𝑢(𝑥, 𝜀) и величина 𝑗(𝜀) в поставленной выше задаче 

представляют собой обезразмеренные температуру и ток через проволоку.  

Будем предполагать выполненными следующие условия. (А1) Пусть 𝑅(𝑢) – достаточно 

гладкая положительная функция в 𝐷𝑢 – рассматриваемой области определения переменной 𝑢. 

(А2) Пусть вырожденное уравнение 𝑓(𝑢, 𝑗) ≔ 𝑢 − 𝑗2𝑅(𝑢) при 𝑢 ∈ 𝐷𝑢 и 𝑗 ∈ 𝐷𝑗– некотором 

интервале изменения 𝑗 – имеет три упорядоченных корня 𝜑(−)(𝑗) < 𝜑(0)(𝑗) < 𝜑(+)(𝑗), причем 

выполнены неравенства 𝑓𝑢(𝜑
(±)(𝑗), 𝑗) > 0,  𝑓𝑢(𝜑

(0)(𝑗), 𝑗) < 0. (А3) Пусть уравнение 

∫ (𝑗2𝑅(𝑢) − 𝑢)𝑑𝑢 = 0
𝜑(+)(𝑗)

𝜑(−)(𝑗)
 имеет корень 𝑗 = 𝑗0 ∈ 𝐷𝑗, удовлетворяющий неравенству 

𝜑(−)(𝑗0)/𝑗0 < 𝑉 < 𝜑(+)(𝑗0)/𝑗0 . 

Для функции 𝑢(𝑥, 𝜀) построена формальная асимптотика по малому параметру 𝜀, обла-

дающая внутренним переходным слоем внутри интервала 0 < 𝑥 < 1. Для величины 𝑗(𝜀) также 

получено асимптотическое приближение. Доказательство существования решения поставлен-

ной задачи для интегро-дифференциальной системы с построенной асимптотикой проводи-

лось на основе метода сшивания. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского Научного Фонда (проект 23-

11-00069). 
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ВНУТРЕННИЕ ПЕРЕХОДНЫЕ СЛОИ В УРАВНЕНИЯХ РЕАКЦИЯ-

ДИФФУЗИЯ В СЛУЧАЕ СЛАБОГО РАЗРЫВА РЕАКЦИИ 

Никулин Е.И.1, Волков В.Т.2,  Карманов Д.А.3 
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Рассматривается краевая задача для нелинейного сингулярно возмущенного уравнения 

реакция-диффузия в критическом случае при наличии слабого разрыва реактивного слагае-

мого. Под слабым разрывом понимается асимптотически малый разрыв первого рода (в пер-

вом порядке по отношению к малому параметру). 

Задачи указанного типа выступают в качестве математических моделей, раскрывающих 

основные механизмы, определяющие поведение более сложных физических систем. В част-

ности, хорошо известная система ФитцХью-Нагумо в стационарном случае, а также система 

уравнений дрейфово-диффузионной модели полупроводника с N-образной зависимостью ско-

рости дрейфа от напряженности электрического поля могут быть сведены к рассматриваемой 

задаче. 

Решения нелинейных параболических уравнений с малыми параметрами при производ-

ных могут содержать узкие области быстрого изменения параметров: пограничные или внут-

ренние переходные слои (контрастные структуры) различных типов – стационарные или дви-

жущиеся фронты [1]. Причиной образования переходных слоев в сингулярно возмущенных 

моделях реакции-диффузии-адвекции может быть выполнение либо условия баланса реакции 

в некоторой точке или на некоторой кривой, лежащей в области рассмотрения, либо баланса 

адвекции, а также разрыв коэффициентов по пространственной координате [2]. В данной ра-

боте рассматривается критический случай: условие баланса реакции выполняется тожде-

ственно, т.е. в любой точке рассматриваемой области.  

Исследована структура внутреннего переходного слоя и показано, что в случае сбалан-

сированной реакции наличие даже слабого (асимптотически малого) разрыва реакции может 

привести к образованию нескольких контрастных структур конечного размера, как устойчи-

вых, так и неустойчивых. 

Сформулированы условия, при которых существуют решения вида контрастной струк-

туры. Показана возможность существования нескольких решений указанного типа с внутрен-

ними переходными слоями, локализованными в узкой окрестности точки разрыва реакции; 

исследован вопрос об их устойчивости и построено асимптотическое приближение по малому 

параметру. Сформулированы достаточные условия, определяющие либо асимптотическую 

устойчивость по Ляпунову, либо неустойчивость каждого такого решения. 

Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (грант 23-11-00069). 
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Секция: «Математическое моделирование и вычислительные методы» 

Подсекция кафедры вычислительных методов 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ТУРБУЛЕНТНОГО СЛЕДА С 

ПРЕПЯТСТВИЕМ И ФОРМИРОВАНИЯ АКУСТИЧЕСКОГО ПОЛЯ 

Дородницын Л.В.1, Александров А.В.2 

1) МГУ имени М.В.Ломоносова, факультет ВМК, кафедра вычислительных методов,  

e-mail: dorodn@cs.msu.ru  

2) ИПМ имени М.В.Келдыша РАН, e-mail: anatoly.v.alexandrov@gmail.com  

Работа нацелена на количественную оценку шума в дальнем поле, возникающего при 

генерации колебаний давления в сложных турбулентных течениях. Как прямое численное мо-

делирование таких процессов, так и различные вихреразрешающие подходы требуют огром-

ных вычислительных затрат. 

Задача о взаимодействии турбулентного следа с препятствием позволяет в ряде случаев 

использовать линеаризованные модели. Поскольку механизмы развития турбулентности яв-

ляются существенно нелинейными, при таком подходе начальное поле флуктуаций скоростей 

должно адекватно передавать двухточечные корреляции и не деградировать в процессе пере-

носа. 

В рамках предложенной методики решается задача распространения и отражения возму-

щений, которая описывается линейными уравнениями Эйлера с рефракцией (переменные ко-

эффициенты и источники, содержащие градиенты фонового поля), аппроксимируемыми на 

прямоугольной сетке высокоточными разностными схемами, сохраняющими дисперсионные 

соотношения [1]. Начальные условия включают турбулентные возмущения скоростей в пря-

моугольной подобласти вверх по потоку от профиля. Поле возмущений, обладающее заданной 

анизотропией, генерируется с помощью метода фильтрации [2] в авторской модификации [3]. 

Такое задание искусственной турбулентности соответствует следу за винтом с характерным 

отношением продольного и поперечного масштабов турбулентности. Стационарное течение 

вокруг заданного профиля, используемое в качестве фонового поля в линейных уравнениях, 

вычисляется на основе кинетически-согласованной схемы. 

Использование линеаризованных уравнений Эйлера наряду со схемами высокого спек-

трального разрешения позволяет гарантировать заданные свойства турбулентного следа до 

момента его рассеяния на препятствии и с хорошей точностью воспроизводить последующую 

генерацию и распространение акустических волн. 
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ВЛИЯНИЕ РАСЧЕТНОЙ СЕТКИ И ИСКУССТВЕННОЙ ДИССИ-

ПАЦИИ НА СТРУКТУРУ УДАРНО-ВОЛНОВЫХ ОБЛАСТЕЙ ПРИ 

МОДЕЛИРОВАНИИ СВЕРХЗВУКОВОЙ ВОЗДУШНОЙ СТРУИ  

Широков И.А.1  
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e-mail: ivanshirokov@inbox.ru  

Моделирование струйных течений газа является перспективным методом изучения фи-

зических явлений, возникающих в таких течениях (формирование ударно-волновых структур, 

возникновение турбулентных зон) [1]. Между тем, сложность подобных явлений вызывает 

трудности при численном моделировании, в частности ударно-волновые структуры при моде-

лировании являются менее выраженными, чем в экспериментальной картине. Это относится 

как к амплитуде колебаний параметров, так и количеству ударно-волновых областей.  

Для приближения результатов моделирования к данным экспериментов возможно при-

менение численного алгоритма, основанного на регуляризованных, или квазигазодинамиче-

ских (КГД) уравнениях [2]. В настоящей работе КГД алгоритм применяется к моделированию 

сверхзвуковой недорасширенной воздушной струи круглого сечения, экспериментально ис-

следованной в [1]. При этом общая структура течения и количество ударно-волновых областей 

в целом соответствует эксперименту. Кроме того, КГД алгоритм позволил проводить прямое 

моделирование турбулентных областей, возникающих при втекании струи в область непо-

движного газа.  

Использование более подробных сеток является предпочтительным, поскольку при из-

мельчении сетки (при увеличении числа ячеек на диаметр сопла) результаты моделирования 

становятся ближе к экспериментальным (в частности, удается разрешить ступенчатый харак-

тер профиля первых двух «бочек»). Также предпочтительным является меньшая величина ис-

кусственной вязкости, при условии сохранения устойчивости расчета. 
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НЕВЫРОЖДЕННЫЕ И ВЫРОЖДЕННЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ В  
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Вычислительной математики и кибернетики, кафедра Вычислительных методов, 

 email: ptr@cs.msu.ru 

Уравнения математической физики, описывающие материальные среды, такие как тер-

модинамические, газодинамические, космологические и т. д., имеют особенность. Они могут 

описывать возникновение дискретных переходов, квантовых структур и другие квантовые эф-

фекты. Такие возможности уравнений математической физики связаны с применением вырож-

денных преобразований кососимметричных дифференциальных форм.  

Теория кососимметричных дифференциальных форм обладает невырожденными, сохра-

няющими дифференциал, преобразованиями, и вырожденными, не сохраняющими дифферен-

циал, преобразованиями.  

Невырожденные преобразования — это преобразования замкнутых внешних форм. Так 

как замкнутая форма является дифференциалом, то, очевидно, что замкнутая форма оказыва-

ется инвариантной относительно всех преобразований, сохраняющих дифференциал.  

Примерами невырожденных преобразований являются унитарные, касательные, канониче-

ские, градиентные, контактные, то есть калибровочные преобразования. При невырожденных 

преобразованиях происходят переходы между интегрируемыми структурами, которые описы-

ваются замкнутыми, неточными внешними формами и соответствующими дуальными фор-

мами. Примерами таких интегрируемых структур являются Гамильтоновы системы.  

Вырожденные преобразования — это преобразования эволюционных кососимметричных 

форм, которые в отличие от внешних форм, определены на неинтегрируемых многообразиях. 

Вырожденные преобразования обладают уникальным свойством. При вырожденном преобра-

зовании возникает интегрируемая структура и происходит переход от неинтегрируемого про-

странства к структурам интегрируемого многообразия. Это описывает разрывы и раскрывает 

механизм возникновения квантовых эффектов и квантовых структур. Примером вырожден-

ного преобразования является преобразование Лежандра.  

Эволюционные формы, которые обладают вырожденными преобразованиями, получа-

ются из уравнений математической физики. Соответствующие вырожденные преобразования 

происходят дискретно, возникают спонтанно при реализации каких-либо степеней свободы. 

Этому соответствует обращение в нуль таких функциональных выражений, как якобианы, де-

терминанты, скобки Пуассона, вычеты. Такие условия описывают реализующиеся квантовые, 

инвариантные, структуры.  

Вырожденные преобразования, которые реализуются при решении уравнений математи-

ческой физики, приводят уравнения математической физики к интегрируемому виду и рас-

крывают инвариантные и квантовые возможности уравнений математической физики. 
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кафедра автоматизации научных исследований, e-mail: yegor-100@mail.ru 

Детекция внедоменных данных является актуальной проблемой в различных предмет-

ных областях [1], в частности, в интерфейсах мозг-компьютер [2], поскольку входные данные 

электроэнцефалографии (ЭЭГ) могут сильно варьироваться у разных пользователей интер-

фейса. Кроме того, внедоменные данные могут возникнуть по причине сложности проведения 

эксперимента и сложности маркировки полученных данных.  

Целью данной работы было исследование возможности применения байесовых нейросе-

тей для классификации данных ЭЭГ и детекции данных ЭЭГ вне обучающего домена.  

Байесовы нейронные сети [3] имеют свойство естественным образом отражать неопре-

деленность в предсказаниях модели. Предполагалось, что на внедоменных данных (данных, 

не входящих в обучающий набор для нейросетевой модели) неопределенность будет выше, 

нежели на данных тех классов, которые были в обучающем наборе. Для обучения и тестиро-

вания модели был использован набор данных ЭЭГ BCI competition IV 2a. Для аппроксимации 

апостериорного распределения данных были использованы выборочные методы. Детектором 

внедоменных данных выступил пороговый классификатор, принимавший на вход дисперсии 

логитов. 

Для некоторых пользователей из этого набора данных детектор внедоменных даннных 

показал неудовлетворительные результаты, что может быть следствием неправильно выбран-

ных априорных распределений [4] или их параметров. 

Еще одним важным результатом является повышение точности классификации разрабо-

танных байесовых нейросетевых алгоритмов в сравнении с их детерминистическими анало-

гами. 
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Метаобучение позволяет использовать опыт нейронной сети, полученный в процессе оп-

тимизации к предыдущим задачам, для улучшения производительности при работе с новой 

задачей. В приложениях, связанных с интерфейсами мозг-компьютер (ИМК), это означает воз-

можность использования данных предыдущих пользователей для сокращения объема данных, 

необходимых для обучения сети для новых пользователей, а также улучшения качества клас-

сификации. Важным преимуществом алгоритмов метаобучения MAML [1] и Reptile [2], явля-

ется их применимость к большинству нейронных сетей, обучаемых с помощью градиентного 

спуска. 

Мы использовали EEGNet [3] в качестве базового нейросетевого классификатора, а 

MAML [1] и Reptile [2] как алгоритмы метаобучения. Классификатор был применен к данным 

ЭЭГ 13 участников, записанным в исследовании гибридного ИМК [4], в задаче бинарной клас-

сификации намеренных и спонтанных задержек взгляда. Модель EEGNet была обучена с ис-

пользованием алгоритмов метаобучения на данных всех участников, кроме одного - тестового 

участника. Модель была дообучена на 50% данных участников тестирования и, протестиро-

вана на еще 50%.  Базовый EEGNet был предобучен с применением переноса обучения, а затем 

дообучен на 80% данных этого участника и протестирован еще на 20%. Так же были прове-

дены эксперименты по zero- и few-shot обучению. В этих экспериментах так же использовался 

открытый набор данных BCI IV 2a [5]. 

В эксперименте с уменьшенным количеством данных для дообучения средний ROC AUC 

составил 0,70.±0,10 (M±SD) для базовый EEGNet, 0,75±0,09 для EEGNet c MAML и 0,69±0,07 

для EEGNet c Reptile. Эксперименты по zero- и few-shot обучению также показали улучшение 

качества классификации при использовании алгоритмов метаобучения. 

Полученные результаты дают первоначальное свидетельство эффективности алгоритмов 

метаобучения MAML [1] и Reptile [2] для снижения необходимого количества тренировочных 

данных, при обучении классификаторов ИМК для новых пользователей. 
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Аукционный рынок – это особый тип рынков с конкурентной организацией продаж, что 

подразумевает, что цена товара определяется в процессе конкуренции между покупателями. 

Продажи организованы в соответствии с установленными правилами, и победителем является 

тот, у кого самая высокая цена. Актив (акции, валюты, товар или любой другой сложный фи-

нансовый продукт), являющийся объектом аукциона, переходит к победителю после всех рас-

четов. Моделирование аукционных рынков является важной областью в финансах и эконо-

мике, направленной на улавливание динамического взаимодействия покупателей и продавцов 

на аукционных торговых площадках.  

В таких моделях исследователи вводят стохастические переменные, чтобы учесть такие 

факторы, как поведение участников, поступление информации и колебания цен. Тем самым 

они стремятся к улучшению моделирования влияния эндогенных и экзогенных факторов. В 

эпоху развивающихся аукционных платформ (маркетплейсы) и цифровых рынков эта область 

продолжает развиваться, способствуя улучшению понимания динамики рынка и стратегий 

участников. 

Целью данной работы является построение нейросетевого ансамбля для прогнозирова-

ния цены закрытия торгов на модели со случайным уровнем рынка, сравнения его с другими 

популярными прогнозными моделями и проверка алгоритмов на робастность. 

В результате работы доказана теорема, утверждающая, что в такой модели цены закры-

тия аукциона будут следовать броуновскому движению, аналогично известной модели Блэка-

Шоулза [1]. Разработан собственный интерпретируемый язык программирования на C++ для 

тестирования алгоритмов торговли на этой модели. Получены метрики качества для моделей. 

Получены метрики устойчивости моделей через обратное тестирование на реальных данных.  

Алгоритмы были обучены на синтетических данных, дообучены и протестированы на 

реальных данных с finam.ru с учетом правил аукционного рынка: на AAPL, USD/RUB, 

S&P500, GOLD, OIL за период с 31/12/21 по 10/04/22. Обучение происходило с помощью 

кросс-валидации. После проведения экспериментов была получена оптимальная модель из не-

скольких нейросетевых моделей с 2 скрытыми слоями и auto-ML модели h2o с порогом = 0.5. 

Итоговые предсказания выбираются по принципу среднего значения между ансамблем и мо-

дели h2o. Эффективность оценивалась с помощью усредненных метрик RMSE = 0.6, MSE = 

0.36, MAE = 0.5 и MAPE = 4.5, а устойчивость с помощью Sharpe Ratio = 0.45.  
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Среди серьёзных сердечно-сосудистых заболеваний особое место занимает блокада ле-

вой ножки пучка Гиса (далее – БЛНПГ). По статистике этим заболеванием страдают 1.2% 

взрослых людей в возрасте до 50 лет (к 80 годам доля заболеваний увеличивается до 17%). 

БЛНПГ – достаточно распространённый синдром, который характеризуется нарушением про-

водимости электрического импульса в левой ножке пучка проводящей системы сердца, что, в 

свою очередь, может привести к нарушению нормального ритма сердечных сокращений и раз-

витию сердечной недостаточности [1]. 

В этой связи представляет особую актуальность разработка математических методов и 

программного обеспечения с применением технологий машинного обучения и интеллектуаль-

ного анализа данных для автоматизации постановки диагноза БЛНПГ в кардиограммах паци-

ентов, в том числе и в дистанционном режиме. 

Целью данной работы является разработка такой модели, обеспечивающей автоматиче-

скую и высокоточную постановку диагноза БЛНПГ в ЭКГ-исследованиях. В качестве напол-

нения базы данных для обучения этой модели послужили около 10000 записей ЭКГ, предо-

ставленные сотрудниками ООО «АТЕС МЕДИКА софт», с подтверждёнными (положитель-

ными и отрицательными) врачебными диагнозами. 

Ключевым обстоятельством является то, что мы имеем дело с кардиограммами, прошед-

шими предварительную (стандартную) обработку: применены фильтры высоких, низких ча-

стот, сетевой наводки, удалены зашумлённые сегменты, что существенно повышает эффек-

тивность решения задачи. 

В качестве основного метода обучения модели применялся метод опорных векторов 

SVM (Support Vector Machine), основанный на концепциях оптимального разделения классов 

и построения гиперплоскости для разделения данных и предназначенный для их классифика-

ции и регрессии. 

Была проведена работа по подбору параметров, наиболее существенно влияющих на ка-

чество работы модели, построена матрица ошибок (Confusion Matrix) для оценки эффективно-

сти работы классификатора. Путём тестирования был подобран оптимальный набор парамет-

ров, обеспечивающий наилучшие результаты и самый низкий процент врачебной ошибки 2-

го рода. Численные эксперименты, проведённые на тестовой выборке из базы данных, пока-

зали, что разработанная модель уже сейчас может применяться на практике. 
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В данной работе рассматриваются технические аспекты, связанные с моделированием 

процессов агрегации в неоднородной среде в условиях неустоявшихся скоростей. Для учета 

агрегации в модель добавлены операторы Смолуховского [1]. Пространственная неоднород-

ность моделируется операторами переноса и диффузии. Поле скоростей получено с помощью 

фреймворка для моделирования гидродинамических систем OpenFOAM [2].  

Сформулируем уравнение, описывающее движение агрегирующих частиц в атмосфере 

от локализованного источника [3]. Этот источник мы можем трактовать, например, как кратер 

вулкана, а вылетающие частицы – как агрегирующую сажу:  

 
𝜕𝑐𝑘

𝜕𝑡
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Рис 1: Симуляция трехмерной модели ур. (1): слева –  мелкие, справа –  крупные частицы 

Примеры решений приведены на рис. 1 (для визуализации использовался OpenGL). На 

нем показаны проекции на оси распределения малых и крупных частиц, которые образовались 

из источника мономеров в результате агрегации и образовали неоднородную систему в ре-

зультате переноса и диффузии.  
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Численное моделирование распространения и рассеяния электромагнитных волн явля-

ется актуальным при решении широкого класса задач радиотехники, микроэлектроники, нано-

оптики и биодиагностики. В случае его проведения для неограниченных областей возникает 

вопрос о выборе метода, позволяющего получить распределение электромагнитных волн на 

всей временной области. Одним из широко распространённых методов ограничения простран-

ственной сетки при численном решении задач рассеяния на бесконечности является метод иде-

ально согласованного слоя PML (в иност. литературе perfectly matched layer) и его усовершен-

ствованные модификации U-PML [1] и C-PML [2]. Тем не менее, несмотря на то, что C-PML 

показывает наилучшую точность в случае произвольной среды по сравнению с другими мето-

дами, в том числе и с [1], крайне актуальным остается вопрос подбора параметров профиля 

затухания [3], которые смогли бы минимизировать отражение от слоя [4]. Стоит также отме-

тить, что в последнее время набирает популярность применение технологий машинного обу-

чения как при подборе параметров C-PML, так и для полного построения PML нейронной се-

тью [5].  

В данной работе рассматривается применение C-PML метода в задаче численного реше-

ния системы уравнений Максвелла методом FDTD. Предложен подход, использующий 

нейросетевые технологий для выбора оптимального профиля затухания C-PML и показаны его 

преимущества в сравнении с классическим методом выбора профиля затухания. 

Работа Романенко Т.Е. выполнена при поддержке Минобрнауки РФ в рамках реализации 

программы Московского центра фундаментальной и прикладной математики по соглашению 

№ 075-15-2022-284. 
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ОСТАТОЧНОГО РЕСУРСА ВАЛКОВОГО ПРЕССА НА ОСНОВЕ 

АНАЛИЗА ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ И НЕЙРОННЫХ СЕТЕЙ LSTM 
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2) Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова, факультет ВМК, 
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Научно-технический прогресс способствовал бурному росту сложности систем и выпол-

няемых ими функций, что особенно характерно для различных отраслей современной про-

мышленности. Современные промышленные системы отличаются большим числом взаимо-

связанных и взаимодействующих между собой элементов, соединенных между собой нетри-

виальными связями. Отказ работы одного из элементов цепи влечет за собой остановку и про-

стой производства, что влечет за собой экономические потери. 

Целью работы являлась разработка алгоритма предиктивной оценки остаточного ресурса 

валкового пресса на основе анализа данных с датчиков – акселерометров, для обеспечения 

бесперебойной работы промышленного оборудования. 

Представленный алгоритм использует синхронизированные и прореженные временные 

ряды данных с датчиков, включая анализ падения тренда, и применяет нейронную сеть на ос-

нове LSTM для точного прогнозирования остаточного ресурса валкового пресса. 

Разработанный алгоритм представляет значительный прогресс в предиктивной оценке 

остаточного ресурса работы валковых прессов, точность алгоритма порядка 

 90 %. Применение данного метода позволяет повысить эффективность обслуживания обору-

дования, предупреждать возможные сбои в работе и, таким образом, снижать эксплуатацион-

ные издержки. LSTM-сети обеспечивают точные прогнозы, учитывая сложные временные за-

висимости в данных и способность работать с множеством входных переменных, делая их 

идеальным инструментом для анализа и прогнозирования в различных областях промышлен-

ности. 
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Многие прикладные модели механики сплошной среды базируются на приближении 

мелкой воды [1,2]. Соответствующие математические модели выражают, прежде всего, за-

коны сохранения массы и импульса. При их численном исследовании помимо законов сохра-

нения большое внимание уделяется свойствам положительности и монотонности приближен-

ного решения [3]. 

Скалярное уравнение адвекции для плотности и векторное уравнение адвекции для ско-

рости при квадратичной зависимости давления от плотности (приближение мелкой воды) за-

писываются в дивергентном виде. В этом случае достаточно просто обеспечивается выполне-

ния законов сохранения массы и импульса на дискретном уровне. Аппроксимация по про-

странству проводится с использованием стандартных лагранжевых конечных элементов на 

треугольной расчетной сетке. 

В вычислительной гидродинамике большое внимание уделяется выбору аппроксимаций 

по времени. Явные схемы для уравнений адвекции часто являются абсолютно неустойчивыми. 

В работе [4] для уравнений баротропной жидкости в консервативной форме используются чи-

сто неявные двухслойные аппроксимации по времени. В настоящей работе подобное исследо-

вание проведено для двухслойных схем с весами. За счет выбора веса равным 1/2 мы можем 

обеспечить лучшее выполнение закона сохранения полной энергии. При увеличении веса 

улучшаются свойства монотонности приближенного решения. Эти выводы подкрепляются ре-

зультатами тестовой двумерной задачи на различных сетках по времени и по пространству. 
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Методы анализа финансового рынка можно разделить на фундаментальный анализ и тех-

нический анализ. Фундаментальный анализ рынка - это метод изучения финансовых активов, 

основывающийся на анализе компаний и рыночных условий. Он включает в себя оценку фи-

нансовых отчетов, макроэкономических факторов и менеджмента компаний. Целью фунда-

ментального анализа является определение справедливой стоимости актива и принятие реше-

ния о покупке или продаже на основе этого анализа. 

Технический анализ - это метод анализа финансовых рынков, который основывается на 

изучении собственно временных рядов с информацией о ценах, объемах торгов и т.д. Он ис-

пользуется для прогнозирования будущих цен на акции, валюты и другие финансовые инстру-

менты.  
Целью работы является сравнение различных моделей технического анализа, а также 

создание и обучение нейросетевой модели на основе градиентного спуска (метод CatBoost). 

Нейросетевые модели в техническом анализе финансовых рынков используют искус-

ственные нейронные сети для анализа и прогнозирования цен активов. Нейронные сети могут 

улавливать закономерности, которые трудно заметить с использованием традиционных мето-

дов анализа. После обучения на исторических данных нейросетевые модели могут использо-

ваться для предсказания будущих ценовых трендов и принятия торговых решений. 

Алгоритм CatBoost основан на градиентных деревьях решений, и при обучении этой мо-

дели последовательно строится набор деревьев решений. По мере обучения каждое последу-

ющее дерево строится с меньшими потерями по сравнению с предыдущим деревом. 

Написана нейросетевая модель на основе градиентного спуска (метод CatBoost). Произ-

ведено обучение с подбором оптимальных параметров. Обучение производилось на реальных 

данных о стоимости акций Сбербанка (SBER). 
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Рассматривается математическая модель регулярной (вдоль оси Oz ), открытой волнове-

дущей структуры, поперечное сечение которой плоскостью constz =  образовано ограничен-

ной областью 1  с гладкой границей  . Пусть неограниченная область 2  является дополне-

нием в 
2

R  к 1 . Пространство заполнено двумя однородными изотропными диэлектриками с 

относительной диэлектрической проницаемостью 
j  в области 

j ; 𝑅𝑒 𝜀𝑗 > 0, 𝐼𝑚 𝜀𝑗 ≥ 0, 

𝜇𝑗 =  1, (𝑗 = 1,2). Будем считать, что   – бесконечно тонкий слой графена с (комплексной) 

проводимостью 𝜎 ≠ 0 лежит на проекции поверхности соприкосновения диэлектриков. Про-

водимость нелинейно зависит от электромагнитного поля по закону Керра в терагерцовом и 

инфракрасном диапазоне частот. 

Рассматривается задача дифракции распространяющейся волны в стержне без графена   

(𝜎 = 0) с постоянной распространения   (с зависимостью 𝑒−𝑖𝛾𝑧от координаты z ). Пусть 

𝐺𝑗
𝛱(𝑥, 𝑦, 𝑥0, 𝑦0), 𝐺𝑗

𝛹(𝑥, 𝑦, 𝑥0, 𝑦0) – функции Грина соответственно первой и второй краевой за-

дачи для уравнений Гельмгольца с коэффициентами 𝑘̃𝑗
2 = 𝜀𝑗 − 𝛾

2 в области 𝛺𝑗; 𝑗 = 1, 2. Тогда 

задачу дифракции можно свести [1] к решению системы интегральных уравнений: 

 𝛾𝑆1𝜑 + 𝛾𝑆2𝜑 + 𝑘̃1
2𝐿1𝜒 + 𝑘̃2

2𝐿2𝜒 + 𝑖𝜎𝜒 = 𝑓1,  (1) 

 
𝛾2

𝑘̃1
2 𝑇1𝜑 +

𝛾2

𝑘̃2
2 𝑇2𝜑 + 𝛾𝐿1𝜒 + 𝛾𝐿2𝜒 +

𝜀1

𝑘̃1
2𝐻1𝜑 +

𝜀2

𝑘̃2
2𝐻2𝜑 + 𝑖𝜎𝜑 = 𝑓2  (2) 

где операторы определяются формулами 

𝑆𝑗𝜑:= ∫
𝜕𝐺𝑗

𝛹

𝜕𝜏0
|
𝛤
𝜑(𝑡0)𝑑𝑙0𝛤

, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝛤,     𝐿𝑗𝜒:= ∫ 𝐺𝑗
𝛹|
𝛤
𝜒(𝑡0)𝑑𝑙0𝛤

,  (𝑥, 𝑦) ∈ 𝛤, 

𝑇𝑗𝜑:=
𝜕

𝜕𝜏
∫

𝜕𝐺𝑗
𝛹

𝜕𝜏0
|
𝛤
𝜑(𝑡0)𝑑𝑙0𝛤

, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝛤,     𝐻𝑗𝜑:=
𝜕

𝜕𝑛
∫

𝜕𝐺𝑗
𝛱

𝜕𝑛0
|
𝛤
𝜑(𝑡0)𝑑𝑙0𝛤

, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝛤. 

Операторы 𝐿𝑗: 𝐻
−1/2(𝛤) → 𝐻1/2(𝛤),𝑆𝑗: 𝐻

1/2(𝛤) → 𝐻1/2(𝛤),𝐻𝑗 , 𝑇𝑗: 𝐻
1/2(𝛤) → 𝐻−1/2(𝛤) явля-

ются ограниченными [1]; 𝜕/𝜕𝜏 и 𝜕/𝜕𝑛 - производные по касательной и нормали.  

Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 20-11-20087). 

Литература 

1. Смирнов Ю.Г. О фредгольмовости системы интегральных уравнений в задаче о 

распространении электромагнитных волн в стержне, покрытом графеном. // Известия 

высших учебных заведений. Поволжский регион. Физико-математические науки (2023) 

№ 3, с. 12–19. 



56 

 

О СТАЦИОНАРНЫХ РЕШЕНИЯХ УРАВНЕНИЯ 

НАВЬЕ–СТОКСА И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 

ВРАЩАЮЩЕГОСЯ ОБЛАКА СВОБОДНОГО ГАЗА 

Баев А.В. 

МГУ, факультет ВМК, кафедра математической физики. e-mail: drbaev@mail.ru 

Рассматривается задача о движении газа в облаке, свободно вращающемся в простран-

стве. Считаем, что газовое облако в форме диска как целое вращается с постоянной угловой 

скоростью Ω, и пусть скорость движения газа вдоль оси вращения равна нулю. Это соответ-

ствует тому, что сила тяготения уравновешивается градиентом давления. Считаем также, что 

ось вращения является осью симметрии второго порядка, что гарантирует выполнение закона 

сохранения импульса. Скорость вращения частиц газа относительно неподвижной системы 

координат много меньше скорости движения газа относительно вращающейся вместе с обла-

ком системы координат. Это позволяет рассматривать Ω как малый параметр. 

В радиальном направлении стационарному случаю соответствует равенство нулю суммы 

силы тяготения, градиента давления и центробежной силы. Таким образом, единственной 

внешней силой, подлежащей учету во вращающейся системе координат является сила Корио-

лиса. При этом скорость в радиальном направлении в точке с фиксированными координатами 

постоянна, но, вообще говоря, не равна нулю. Поскольку газовое облако практически граничит 

с вакуумом, то скорость движения газа на границе облака произвольна, а плотность практиче-

ски равна нулю. Подчеркнем, что предлагаемая модель газового облака носит условный ха-

рактер, поэтому коэффициенты динамической вязкости полагаем постоянными. Это позволяет 

существенно упростить рассмотрение, сохраняя содержательность модели. 

В результате исследования предложенной математической модели установлено, что вра-

щающееся облако принимает форму спирально закрученных рукавов. Такие рукава возникают 

за счет переноса частиц газа в соответствии с уравнениями Навье–Стокса. Число рукавов 𝑚 

четно. Детально исследован случай 𝑚 = 2. Получено уравнение для формы спиралей, а также 

формула для максимального угла закручивания спирали. Показано, что скорость частиц газа в 

неподвижной системе координат на внешней границе облака равна нулю. Такая структура га-

зопылевых скоплений характерна для спиральных галактик. 

 

  
 

На рисунках представлен результат численного моделирования, 𝑚 = 2, и спиральная га-

лактика NGS 1566 “Испанский танцор”. 
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В последнее время для коррекции аномалий рефракции все большему числу пациентов 

имплантируются мультифокальные интраокулярные линзы (ИОЛ). Однако мультифокальные 

ИОЛ могут привести к нежелательным зрительным артефактам, а также затруднить возмож-

ность достижения четкого и широкого обзора сетчатки при офтальмоскопии и визуализации 

оптическими методами. Исследования оптических эффектов мультифокальных ИОЛ требуют 

измерения весьма сложных карт аберраций в многозонной структуре ИОЛ. Для решения дан-

ных задач необходима разработка специальных математических методов восстановления не-

гладких волновых фронтов по измеренным наклонам, что позволит проводить визуализацию 

и последующий анализ оптического изображения структур сетчатки глаза человека in vivo.  

Математическая постановка задачи состоит в восстановлении искомой негладкой 

функции двух переменных по измерениям ее частных производных по этим переменным. В 

[1] рассмотрена конечномерная вариационно-проекционная схема, нацеленная на восстанов-

ление негладкого волнового фронта. В [2] предложено семейство новых реконструкторов вол-

нового фронта, в которых для улучшения пространственно-частотной характеристики схемы 

и ее выравнивания на высоких частотах добавлен стабилизатор с разностными производными 

второго порядка в дробной степени. В [3] при условии согласования шага сетки с параметрами 

стабилизатора получены оценки точности метода [2] из анизотропных пространств Соболева 

с дробными показателями гладкости.  

В докладе обсуждаются особенности использования метода из [2], [3] для восстановле-

ния негладких волновых фронтов в условиях приближенных измерений наклонов. Результаты 

иллюстрируются данными вычислительного эксперимента по восстановлению негладких (в 

том числе разрывных) волнового фронтов, моделирующих мультифокальные ИОЛ разных ти-

пов.  

Работа выполнена при поддержке МНОШ МГУ «Фотонные и квантовые технологии. 

Цифровая медицина», соглашение № 23-Ш06-20.  
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Рассматриваются две обратные задачи для уравнения теплопроводности с неизвестным 

коэффициентом теплопроводности и неизвестной функцией, входящей в источник. Неизвест-

ные функции зависят от времени и их требуется определить по дополнительной информации 

о решении начально краевой задачи для уравнения теплопроводности. Различие в обратных 

задачах определяется характером дополнительной информации, используемой для их реше-

ния.  

Для определения искомых функций задачи сводились к системе нелинейных оператор-

ных уравнений, на основе которых были построены итерационный методы. Доказана сходи-

мость последовательных приближений к точному решению обратной задачи.  

Итерационные методы для обеих задач численно реализованы. Вычислительные экспе-

рименты подтвердили их эффективность. 
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Наноплазмоника привлекает широкое внимание как исследователей, так и технологов. В 

основе этого интереса лежит явление локализованного поверхностного плазмонного резо-

нанса, возникающего в наноплазмонной структуре при определенной длине волны внешнего 

поля. Особенность этого явления состоит в возрастании интенсивности поля на несколько по-

рядков и ее локализация в объемах, намного превышающих Рэлеевский предел. Именно эти 

особенности плазмонного резонанса используются в многочисленных практических приложе-

ниях: лечение онкологий посредством фототермии, резонаторы плазмонных нанолазеров, сол-

нечные наножидкости для улавливания и удержания солнечной энергии и многие другие. 

По мере совершенствования технологий синтеза размеры элементов наноплазмонных 

систем существенно уменьшаются. В продвинутых системах размеры элементов уже сейчас 

составляют менее 10нм. В результате в металле начинают проявляться квантовые эффекты 

такие, как пространственная нелокальность, выход электронов за поверхность металла, зату-

хание Ландау и туннельный эффект. Это обстоятельство создает дополнительные сложности 

для исследователей.  

В настоящее время выделяют три диапазона, в каждом из которых используются свои 

собственные методы. При размерах элементов ≤ 1нм используются чисто квантовые подходы, 

включая решение уравнения Шредингера, элементы ≥ 10нм исследуются в рамках классиче-

ской электродинамики, на основе системы уравнений Максвелла и, наконец, промежуточная 

(мезоскопическая) область: 1 − 10нм заставляет исследователей использовать квазиклассиче-

ские модели. Среди подобных моделей наиболее востребованными являются теория обобщен-

ного оптического отклика (GNOR) и теория функций поверхностного отклика (SRF), основан-

ная на параметрах Фейбельмана. В рамках теории GNOR описываются объемные квантовые 

эффекты: пространственная нелокальность и затухание Ландау, а посредством SRF - поверх-

ностные эффекты такие, как выход электронов за пределы металла [1].  

В докладе, на основе метода дискретных источников [2], проводится сравнительный ана-

лиз моделей GNOR и SRF и их влияние на оптические характеристики плазмонных наноча-

стиц. Установлено, что, если использование GNOR приводит к уменьшению амплитуды плаз-

монного резонанса и его сдвигу в область коротких длин волн, то влияние SRF существенно 

определяется формой частиц [3]. 
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Одной из актуальных прикладных задач, возникающих при анализе и реконструкции 

биомедицинских данных для последующей диагностики и лечения офтальмологических забо-

леваний, является секционирование многослойных полупрозрачных объектов. В данной ра-

боте рассматривается решение этой задачи для данных, полученных   с помощью метода циф-

ровой конфокальной биомикроскопии [1], при котором каждый набор данных представляет 

собой стек изображений. Каждое изображение в стеке – суперпозиция истинного слоя в дан-

ной плоскости и размытых изображений других слоев в сочетании искажениями и шумами, 

привносимыми элементами оптической системы. 

С математической точки зрения эта задача сводится к системе двумерных уравнений 

свертки [2-3], для решения которой наряду с прямыми и более точными итерационными ме-

тодами (например, предложенным ранее в [2] итерационным алгоритмом в поперечной спек-

тральной плоскости) могут в случае одного двумерного уравнения свертки применяться и ме-

тоды, использующие как сверточные нейронные сети [4], так и генеративно-состязательные 

сети в различных модификациях [5]. 

В данной работе рассматривается применение сверточных нейронных сетей архитек-

туры типа U-Net [6] и генеративно-состязательных сетей, использующих подобные сети в ка-

честве генератора, к задаче секционирования многослойных объектов и показываются их пре-

имущества в сравнении с классическим методом Ричардсона-Люси и разработанным ранее 

спектральным методом [2] на экспериментальных наборах данных.  

Работа выполнена при поддержке Минобрнауки РФ в рамках реализации программы 

Московского центра фундаментальной и прикладной математики по соглашению № 075-15-

2022-284. 
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Задачи распространения и отражения светового импульса возникают во многих совре-

менных технологиях: при селективном лазерном плавлении в 3D-принтерах, при взаимодей-

ствии фемтосекундных импульсов с фотонно-кристаллическими волокнами, при построении 

тонких пленок. Отражение оптического излучения от экрана, расположенного в нелинейной 

среде, или границы раздела нелинейных сред с разными оптическими свойствами исследова-

лось, в частности, в [1-3]. Однако, до настоящего времени не рассматривались задачи отраже-

ния от экрана, расположенного за слоем нелинейной среды, с учетом продольной дифракции 

оптического пучка.  

В докладе рассматривается две модели: новая модель с учетом продольной и поперечной 

дифракций и традиционная модель с учетом поперечной дифракции. В каждой модели учиты-

вались линейное поглощение среды и нелинейное поглощение энергии оптического импульса, 

а также тепловое самовоздействие оптического излучения. В работе построены инварианты 

для рассматриваемых задач.  

Для нахождения численного решения задач строились нелинейные конечно-разностные 

схемы, для их разрешения применялся итерационный процесс в сочетании с методом про-

гонки. Для некоторых дифференциальных законов сохранения были получены их разностные 

аналоги. На основе компьютерного моделирования подтверждена консервативность разност-

ных схем для обеих моделей.  

Компьютерное моделирование показало, что с ростом влияния продольной дифракции 

новая и традиционная модели дают разные результаты, но чем меньше этот коэффициент, тем 

более близкие результаты имеют место. Таким образом, новая модель является более универ-

сальной и правильной с точки зрения физики, а традиционная модель имеет ограничение на 

ее применение. 
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В работе предложены методы сопоставления изображений на основе фазы дробного пре-

образования Фурье. 

Дробное преобразование Фурье [1] является обобщением классического преобразования 

Фурье. Оно позволяет переводить исходный сигнал в пространство между временным (коор-

динатным) пространством и частотным, выполняя вращение частотно-временной плоскости 

на некоторый угол. Используя дробное преобразование Фурье, можно получить обобщение 

метода фазовой корреляции, называемое методом дробной фазовой корреляции [2]. Функция 

фазовой корреляции позволяет сопоставлять изображения и находить сдвиг между ними. 

Функция дробной фазовой корреляции может быть информативнее, чем классическая функ-

ция фазовой корреляции при некоторых значениях параметра степени дробного преобразова-

ния Фурье [3]. 

Дробное вейвлет-преобразование является обобщением классического вейвлет-преобра-

зования. Используя его, можно определить меру дробной фазовой конгруэнтности [4]. В ра-

боте показано, что мера дробной фазовой конгруэнтности может быть информативнее, чем 

классическая мера фазовой конгруэнтности при некоторых значениях параметра степени 

дробного преобразования Фурье. 

На рисунке приведены примеры сопоставления ключевых точек биометрических норма-

лизованных изображений радужной оболочки глаза одного человека. Дескрипторы ключевых 

точек строятся на основе меры фазовой конгруэнтности (слева) и меры дробной фазовой кон-

груэнтности (справа). 

  
 

  

Литература 

1. Namias V. The fractional order Fourier transform and its application to quantum mechanics 

// IMA Journal of Applied Mathematics. – 1980. – T. 25. – С. 241-265. 

2. Mendlovic D., Ozaktas H. M., Lohmann A. W. Fractional correlation // Applied Optics. – 

1995. – Т. 34. – №. 2. – С. 303-309. 

3. Protsenko M. A., Pavelyeva E. A. Fractional Fourier Transform Phase for Image Matching 

// Int. Conf. on Computer Graphics and Vision Graphicon. – 2022. – Т. 32. – С. 688-697. 

4. Protsenko M. A., Pavelyeva E. A. Fractional Wavelet Transform Phase for Iris Image Key 

Points Matching // The International Archives of the Photogrammetry, Remote Sensing and 

Spatial Information Sciences. – 2023. – Т. 48. – С. 201-207  

  

mailto:ma.protsenko@mail.ru
mailto:pavelyeva@cs.msu.ru


63 

 

ПРИМЕНЕНИЕ ФУНКЦИЙ МИТТАГ-ЛЕФФЛЕРА  

В ТЕОРИИ ОБРАТНЫХ ЗАДАЧ 

Алмохамед М.1,2,   Тихонов И.В.1  

1) МГУ имени М.В. Ломоносова, ВМК, Математическая физика; 

2) МТУСИ, Информационные технологии, математический анализ;  

e-mail:   mssrmtz@gmail.com ,   ivtikh@mail.ru 

Согласно Джрбашяну [1] целые функции типа Миттаг-Леффлера вводят формулой 

𝐸𝜌(𝑧;  𝜇) =∑ 
𝑧𝑗

 Г(𝜌−1𝑗 + 𝜇) 
,

∞

𝑗=0

         𝑧 ∈ ℂ.                                  (1) 

Здесь  𝜌 > 0  и  𝜇 ∈ ℂ – два параметра, а Г – символ гамма-функции. Развернутое изучение 

нулей для функций вида (1) проведено в монографии [2]. 

В недавней работе [3] указан класс таких обратных задач для абстрактных дифференци-

альных уравнений, что критерий единственности решения для них выражается через нули со-

ответствующих функций типа Миттаг-Леффлера. Результат верен без ограничений на порядок 

и тип абстрактного дифференциального уравнения. Возможные применения критерия осно-

ваны на аналитических фактах [2]. В отдельных частных случаях (для уравнений первого, вто-

рого и четвертого порядков) наше общее утверждение может быть выражено в элементарных 

терминах. Работа [3] продолжает исследования [4−6]. 
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ОБ ОПТИМАЛЬНОМ ИСПОЛЬЗОВАНИИ ВИЭ НА РЫНКЕ 

ЭЛЕКТРОЭНЕРГИИ С НАКОПИТЕЛЯМИ 

Васин А.А.1, Агаджанян Е.Г.2 , Шония О.Б. 3 

1) МГУ имени М.В. Ломоносова, факультет ВМК, кафедра ИО, e-mail: vasin@cs.msu.su  

2) МГУ имени М.В. Ломоносова, факультет ВМК, кафедра ИО, e-mail: a_lizzi@mail.ru 

3) Грузинский Технический Университет, e-mail: o.shonia@gtu.ge 

Настоящая работа продолжает наше исследование математических моделей рынка элек-

троэнергии, включающего возобновляемые источники (ВИЭ) и накопители энергии различ-

ных типов (см. [1-2]). В этих работах получены системы уравнений для расчета оптимальных 

объемов внедрения накопителей разных типов, а также оптимального расширения электро-

энергетической сети, исходя из заданной структуры мощностей и спроса на электроэнергию.  

В данном исследовании эти системы дополняются соотношениями для расчета опти-

мальных объемов увеличения мощностей ВИЭ разных типов во всех узлах энергосети.  Опи-

сывается и исследуется двухуровневая модель рынка. Первый уровень предназначен для ана-

лиза краткосрочных задач принятия решений экономическими агентами, действующими на 

рынке. При этом структура рынка, включая все мощности, потребителей и накопители энергии 

в его узлах и линии передачи между ними, считается заданной. Система соотношений, позво-

ляющая рассчитать оптимальные стратегии агентов и состояние конкурентного равновесия в 

зависимости от параметров модели первого уровня, дополняется уравнениями для расчета оп-

тимальной выработки энергии ВИЭ в зависимости от случайных факторов, отражающих вли-

яние внешних условий. Далее для расчета оптимальных мощностей ВИЭ разных типов, пара-

метров накопителей и пропускных способности линий передачи энергии предлагается модель 

экономического равновесия второго уровня. Она описывает долгосрочное функционирование 

данного рынка. В этой модели случайные внешние факторы характеризуются вероятностным 

распределением, отражающим их зависимость от времени года. При расчете конкурентного 

равновесия параметры выбираются, исходя из максимизации средних значений прибылей со-

ответствующих экономических агентов. В частности, оптимальный объем мощности ВИЭ за-

данного типа определяется обычно, исходя из равенства приведенных предельных затрат на 

увеличение этого объема с учетом ожидаемого срока эксплуатации и предельной прибыли от 

его увеличения, вычисляемой из модели первого уровня. 

Решение задачи расчета оптимальных параметров рынка получено, исходя из известной 

теоремы благосостояния [3], согласно которой оптимальная структура рынка соответствует 

состоянию конкурентного равновесия. 
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Аукцион спектра [1] организуется для продажи прав на передачу сигналов в определен-

ных диапазонах электромагнитного спектра. Среди участников аукциона могут быть покупа-

тели двух типов: L (получают исключительное право пользования частотой при покупке) и U 

(оставляют частоту доступной всем желающим). Если частоту выиграл покупатель типа U, то 

остальные U-участники аукциона оказываются фрирайдерами – получают частоту бесплатно. 

Теоретико-игровое моделирование поведения участников аукциона спектра проведено в [2], 

где построены множества равновесных исходов аукциона и показано, что при наличии двух и 

более U-игроков им выгодно всем объединиться для подачи на аукцион заявки с максимальной 

ценой, чтобы победить L-участников. Цель данной работы заключается в анализе возможных 

условий такого объединения с учетом того, что договоренность между U-игроками предпола-

гает участие в оплате, а все они, являясь потенциальными фрирайдерами, надеются получить 

свободный доступ к частоте и без дополнительных соглашений. 

Рассмотрим закрытый аукцион второй цены (аукцион Викри) [3], и пусть за один раз 

разыгрывается лишь один лот. Если предположить, что все U-игроки соединятся в одного 

участника аукциона, то доминирующей стратегией [4] такого агрегированного игрока явля-

ется искренняя – подача заявки с ценой, равной сумме полезностей лота для всех покупателей 

типа U. Однако, чтобы разделить при покупке лота плату за него, U-участникам надо догово-

риться заранее (вне аукциона спектра). При этом цена лота на аукционе спектра, когда он до-

стался U-игрокам, определяется в равновесии заявками L-игроков [2] и априори не известна. 

Как правило, U-игроки не знают полезностей лота друг друга, что еще больше затрудняет фор-

мирование ими единой цены в заявке на аукцион и снижает конкурентное преимущество. Об-

щепризнанным методом выявления предпочтений является применение механизма Кларка-

Гровса (МКГ) [4, 5].  

В докладе построен МКГ для рассматриваемой задачи. Предложена модификация меха-

низма, позволяющая U-игрокам договориться в случае, когда, действуя совместно, они выиг-

рывают лот. Показано, что в общем случае неизвестной цены аукциона МКГ не дает им базы 

для самоорганизации в отличие от централизованного введения МКГ, предложенного в [5]. 

Поставлена задача анализа иерархической игры для ввода МКГ. 
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Задача выбора состава включенного генерирующего оборудования является одной из 

ключевых в краткосрочном планировании работы единой энергосистемы (ЕЭС) РФ. В мате-

матической постановке задачи моделируются как системные ограничения (балансы мощно-

сти, необходимые объемы резервов, максимально допустимые перетоки мощности в контро-

лируемых сечениях), так и станционные ограничения. К последним, в том числе, относится 

ограничение на максимальное количество смен состояния (включен, выключен) в течение го-

ризонта планирования, задаваемое в отношении каждого энергоблока. В соответствии с Регла-

ментом подачи уведомлений участники оптового рынка вправе направить в Системный Опе-

ратор уведомление о максимально допустимом количестве изменений состояния каждого 

энергоблока в течение любых 168 часов подряд. Такие ограничения формально вносятся в ма-

тематическую модель, их количество можно оценить с учетом количества оптимизируемых 

блоков (более 1000), длины интервала подачи уведомления и длины горизонта планирования. 

Этих ограничений оказывается около двухсот тысяч, и их учет в состоянии существенно 

усложнить процесс численного решения задачи выбора состава оборудования, которая явля-

ется задачей смешанного целочисленного программирования большой размерности. 

В докладе показано, что часть из указанных ограничений является избыточными, и мо-

жет быть удалена из модели без нарушения исходного допустимого множества. Более точно, 

количество существенных ограничений данного типа определяется количеством смен состоя-

ния каждого энергоблока за семидневный период, непосредственно предшествующий гори-

зонту планирования. Статистические данные показывают, что для подавляющего большин-

ства энергоблоков количество смен состояния за такой период не превышает единиц. Таким 

образом, число моделируемых ограничений на максимальное количество смен состояния в за-

даче выбора состава генерирующего оборудования может быть значительно сокращено, что 

повышает эффективность применяемых методов решения. 
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Пусть 𝐺 = (𝑉, 𝐸) − мультиграф без петель, где 𝑉 − множество вершин, 𝐸 − множество 

ребер. Необходимо передать по сети единицу информации, которую можно распределить по 

путям 𝑃1, … , 𝑃𝑛, ведущим из истоков в стоки. Введем обозначения: 𝑐𝑘 – пропускная способ-

ность ребра 𝑘 ∈ 𝐸, 𝑞𝑖 – доля объема информации, передаваемой по пути 𝑃𝑖 , 𝑞 = (𝑞1, … , 𝑞𝑛) ∈

𝑄 = {𝑞|𝑞1 +⋯+ 𝑞𝑛 = 1, 𝑞𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅}. При заданной стратегии 𝑞 максимальная задержка 

передачи информации по всем используемым путям равна 

         𝑀(𝑞) = max
𝑖:𝑞𝑖>0

∑ 𝑎𝑖𝑗𝑞𝑗 ,
𝑛
𝑗=1  𝑎𝑖𝑗 = ∑ 1/𝑘∈𝑃𝑖∩𝑃𝑗

𝑐𝑘, 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅, 𝑗 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅.                           

Здесь 𝑛 ×-матрица 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) симметрична и неотрицательно определена. Матрица 𝐴 положи-

тельно определена, если для каждого пути найдется ребро, не принадлежащее другим путям. 

Ставится задача минимизации максимальной задержки 

                                                            min
𝑞∈𝑄

𝑀(𝑞) = 𝑀(𝑞∗) = 𝑣∗.       (1) 

Стратегия 𝑞∗является равновесием по Вардропу [1] сетевой игры с одним участником. Заме-

тим, что величина 𝑣∗ не превосходит значение 𝑣(𝐴) игры с матрицей 𝐴. Рассмотрим систему 

уравнений относительно 𝑛 + 1 переменных 𝑞𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅, 𝑣 

                                                       ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑞𝑗 − 𝑣 = 0,𝑛
𝑗=1  ∑ 𝑞𝑗 = 1.

𝑛
𝑗=1   (2) 

Теорема. Для симметричной неотрицательно определенной матрицы 𝐴 система (2) 

имеет решение. При этом компонента 𝑣 ≥ 0 одна и та же для всех решений. Для положи-

тельно определенной матрицы 𝐴 решение единственно и 𝑣 > 0.  
Возьмем последовательность множеств 𝐾0 = ∅ ⊂ 𝐾1 ⊂ ⋯ ⊂ 𝐾𝑚 ⊂ {1,… , 𝑛} и рассмот-

рим системы уравнений 

       ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑞𝑗 − 𝑣 = 0,   𝑖 ∉ 𝐾𝑠, ∑ 𝑞𝑗 = 1,   𝑞𝑗 = 0,   𝑗 ∈ 𝐾𝑠,𝑗∉𝐾𝑠  𝑠 = 0,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑚 < 𝑛.𝑗∉𝐾𝑠     (3) 

Утверждение. Пусть 𝐴 – симметричная неотрицательно определенная матрица. То-

гда для решений  (𝑞𝑠, 𝑣𝑠), 𝑠 = 0,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ , систем (3) справедливы неравенства  

𝑣0 ≤ 𝑣1 ≤ ⋯ ≤ 𝑣𝑚. 
Алгоритм решения задачи (1) соответствует методу ветвей и границ. Пусть 𝑁 = 𝑣(𝐴) – началь-

ная верхняя граница для 𝑣∗. Вначале находим решение (𝑞0, 𝑣0)  системы (2). Если оно неотри-

цательно, то 𝑞∗ = 𝑞0, 𝑣∗ = 𝑣0. В противном случае решаем системы (3) для 𝐾1 = {𝑖}, 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅. 
Отбрасываем множества 𝐾1 с решениями (𝑞, 𝑣), для которых 𝑣 ≥ 𝑁. Среди множеств 𝐾1 с не-

отрицательными решениями выбираем решение (𝑞, 𝑣) с минимальным 𝑣 < 𝑣(𝐴)  и полагаем 

𝑁 = 𝑣 и 𝑞𝑁 = 𝑞,  а затем все такие множества  𝐾1 отбрасываем. Пусть 𝐿 – список всех отбро-

шенных множеств. Далее решаем системы (3) с множествами 𝐾2 = {𝑖, 𝑗}, не содержащими мно-

жеств из списка 𝐿. Аналогично отбрасываем часть множеств 𝐾2, пополняя список 𝐿 и, воз-

можно, уменьшая верхнюю границу 𝑁.  Алгоритм завершает работу на шаге 𝑠, когда каждое 

множество 𝐾𝑠 из 𝑠 элементов содержит хотя бы одно множество из текущего списка 𝐿. При 

этом  𝑣∗ = 𝑁 и 𝑞∗ = 𝑞𝑁 . 
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ КРИТЕРИЕВ VAR И CVAR В СТОХАСТИЧЕСКОЙ 

ЗАДАЧЕ ФОРМИРОВАНИЯ ПОРТФЕЛЯ 

Козодой А.Е. 

Факультет ВМК МГУ, e-mail: kozodoi95@mail.ru  

Рассматривается задача формирования портфеля облигаций с целью получения макси-

мального дохода к заданному моменту времени [1]. Будем считать, что в начальный момент 

времени проводится инвестирование капитала в (𝑛 + 1)-й бонд с моментом погашения 𝑇0. 

Каждый 𝑖-ый бонд имеет номинальную цену 𝐿𝑖 и дату погашения 𝑇𝑖. Бонд существует до мо-

мента 𝑇𝑖, когда его владелец выручает сумму 𝐿𝑖. Упорядочим бонды по датам погашения сле-

дующим образом: 𝑇1 < ⋯ < 𝑇𝑛 < 𝑇0 = 𝑇. 
В начальный момент времени известны цены всех бондов 𝑠𝑖, и в этот момент распреде-

ляется начальный капитал по бондам в долях 𝑢𝑖. В момент времени 𝑇𝑖 погашения 𝑖-ого бонда 

освобождается капитал, который реинвестируется в бонд с номером 0. Доходность портфеля 

определяется как отношение полученной прибыли к величине начального капитала. Линеари-

зованная функция доходности имеет вид: 

𝑅(𝑢, 𝑌) = −𝑏0𝑢0 − 𝑏
𝑇𝑢 +∑

𝑎𝑖𝑢𝑖
𝑚𝑖

(1 − 𝜃𝑖𝑌𝑖)

𝑛

𝑖=1

, 

где 𝑑𝑖 = 𝑠𝑖/𝐿𝑖 , 𝑏0 = −(1 − 𝑑0)𝑎𝑇/𝑑0, 𝑎𝑇 –константа для измерения дохода в процентах годо-

вых, 𝑎𝑖 = 𝑎𝑇/𝑑𝑖, 𝑏1 = ⋯ = 𝑏𝑛 = 𝑎𝑇 , 𝑋𝑖 – цена нулевого бонда в момент погашения 𝑖-ого бонда, 

являющаяся нормальной случайной величиной, и 𝑋𝑖 = 𝑚𝑖 + 𝜎𝑖𝑌𝑖, где 𝑌𝑖 – стандартная нор-

мальная случайная величина, 𝜃𝑖 = 𝜎𝑖/𝑚𝑖. Качество портфеля будет определяться при помощи 

критериев VaR и CVaR [2] при некотором уровне надежности 𝛼 ∈ (1/2, 1), которые представ-

ляют собой следующие величины: 𝑉𝑎𝑅: 𝜑𝛼(𝑢) ≜ min{𝜑: 𝑃(−𝑅 ≤  𝜑) ≥ 𝛼} и  

𝐶𝑉𝑎𝑅: 𝜓𝛼(𝑢) = (1 − 𝛼)
−1 ∫ (−𝑅(𝑢, 𝑦)𝑝(𝑦)𝑑𝑦

−𝑅≥𝜑𝛼

, 

где 𝑝(𝑦) – плотность распределения вектора 𝑌. В докладе будет показано, что использование 

обоих критериев сводится к оптимизационной задаче следующего вида: 

𝑏0𝑢0 +𝑚
𝑇
𝑢 + 𝛾√𝑢𝑇𝐾𝑢 → min

𝑢0,𝑢
 

𝑢𝑇𝑒̅ + 𝑢0 = 1,   𝑢
𝑇𝑒̅ − 1 ≤ 0. 

В докладе будет представлено аналитическое решение данной задачи, а также условия 

его существования, будут приведены примеры вычислений оптимальных портфелей для кри-

териев VaR и CVaR, проведено их сравнение с полученным аналитическим результатом и на 

примерах будут рассмотрены изменения в структуре портфеля и получаемом результате при 

введении в модель возможности коротких позиций по бумагам. 
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СТАТИСТИЧЕСКИЙ АРБИРАЖ НА РЫНКЕ КРИПТОВАЛЮТ  

Голембиовский Д.Ю., Садовников А.А. 

Факультет ВМК МГУ, кафедра Исследование операций 

e-mail:  golemb@cs.msu.ru 

e-mail: sadovnikov09@bk.ru 

Статистический арбитраж - торговая стратегия, использующая анализ статистических 

данных о ценах на определенные активы для одновременной покупки одного финансового ак-

тива и продажи другого финансового актива с целью получения дохода за счёт одной из пози-

ций, которая перекроет в том числе вторую убыточную сделку. Данная торговая стратегия 

широко применяется на фондовых рынках, но ее также можно применить на криптовалютных 

рынках при использовании более высокочастотных данных – минутных таймфреймов. 

В настоящей работе рассматривается применение алгоритма машинного обучения «слу-

чайный лес» (Random Forest). С помощью него осуществляется предсказание роста или паде-

ния криптовалют из выбранного множества и последующий выбор топ-3 криптовалют с 

наибольшей вероятностью роста для открытия длинной позиции и топ-3 криптовалют с 

наибольшей вероятностью снижения для открытия короткой позиции. Также в работе описан 

выбор криптовалют, отбор криптовалют учитывал ограничения на ликвидность и актуальные 

возможности торговать ими гражданам РФ в связи с санкциями. Отобраны 14 криптовалют 

(BNB, XRP, ADA, DOGE, MATIC, SOL, DOT, LTC, TRX, LINK, UNI, ETC, EOS, AAVE) из 

списка топ-50 криптовалют по капитализации, это одни из наиболее ликвидных криптовалют, 

все они представлены на самой крупной криптобирже Binance, где и происходит торговля ак-

тивами в ценах относительно цифрового доллара США (USDT). 

В работе проводится прогнозирование вероятности роста или падения криптовалют на 

ближайшие 120 минут для 14 монет из которых выбираются с наибольшей вероятностью роста 

3 криптовалюты для длинной позиции и с наибольшей вероятностью падения 3 монеты для 

короткой позиции и затем сравниваются цены на выбранные криптовалюты с фактическим 

изменением курсов валют по отношению к цифровому доллару США (USDT). 

Результаты работы показывают, что предсказания оказались достаточно точными для 

реализации стратегии арбитража и ожидаемая доходность составила 21,2% годовых. Доход-

ность остается положительной при ожидании до двух минут с момента вычисления вероятно-

сти роста и падения криптовалют до момента открытия позиций, при этом своевременное ис-

полнение имеет первостепенное значение. Данный метод оказался прибыльнее, чем просто 

держать основную криптовалюту Bitcoin по стратегии «Buy and Hold» на медвежьем рынке 

(падающим). Однако следует отметить, что данная стратегия может столкнуться с некоторыми 

ограничениями. Например, потенциальные ограничения на некоторых криптобиржах на ко-

роткие позиции могут создавать сложности для реализации стратегий статистического арбит-

ража из-за невозможности следовать алгоритму для открытия коротких позиций по наиболее 

вероятным к снижению монетам. Также следует учитывать ограниченную ликвидность рынка 

и высокие требования к вычислительным мощностям, что создает дополнительные трудности 

для реализации данной стратегии.  
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СЕГМЕНТАЦИЯ ТОМОГРАФИЧЕСКИХ ИЗОБРАЖЕНИЙ ПОРИСТЫХ 

СРЕД С ПОМОЩЬЮ НЕЙРОННЫХ СЕТЕЙ 

Лаврухин Е.В.1 

1) МГУ имени М.В. Ломоносова, факультет ВМК, кафедра Исследования операций, 

 e-mail: efi2795@yandex.ru  

Пористой средой называют твердое тело, имеющее внутри себя значительную объемную 

долю свободного пространства. Пористые среды широко встречаются в различных приклад-

ных областях человеческой деятельности: нефтяной, гидрологической и экологической инже-

нерии, пищевой промышленности и многих других приложениях. Для повышения эффектив-

ности прикладных процессов в перечисленных областях необходимо моделировать различные 

физические свойства пористых сред. Первоочередной задачей, независимо от используемой 

методологии моделирования, является получение структурной информации об исследуемом 

объекте по снимку этого объекта, сделанного, например, с помощью метода компьютерной 

томографии (КТ). Таким образом, проблема сегментации КТ-изображения пористой среды на 

пустотное пространство и отдельные материалы является актуальной.  

В настоящее время появляется множество работ, посвященных сегментации КТ-

изображений пористых сред с помощью сверточных нейронных сетей (CNN). Результаты ис-

следований демонстрируют значимое превосходство данных методов относительно других, 

но при сравнении на данных, похожих на тренировочные. Разметку для обучения CNN обычно 

получают с помощью сканирующей электронной микроскопии (SEM) [1] или ручным спосо-

бом [2]. Использование SEM обладает рядом ограничений. Количество данных, размеченных 

оператором, не может быть большим из-за специфики и сложности разметки. Таким образом, 

обученные ранее модели CNN могут становиться малоприменимыми при смещении распреде-

ления тестовых данных из-за изменения химического состава образцов относительно трени-

ровочных, либо из-за изменения условий КТ-съемки: смены модели или настроек томографа, 

использования дополнительных фильтров, и других. 

В настоящее время активно исследуются подходы к получению синтетических обучаю-

щих выборок, достаточно точно эмитирующих реальные КТ-снимки [3]. Основой для таких 

выборок являются изображения, задающие пространственное распределение фаз, из которых 

состоит пористая среда. Реализация такого подхода позволит относительно просто получить 

обучающую выборку для CNN, обладающую достаточным размером и покрывающую боль-

шинство видов пористых сред, моделей томографов и возможных настроек съемки. 

В рамках работы была представлена схема построения универсальной модели сегмента-

ции на основе CNN и модели «синтетического» томографа, которая помимо информации о 

пространственном распределении учитывает физические свойства фаз. 

Литература 

1. Rushood I.S.A., et al. Segmentation of X-Ray Images of Rocks Using Deep Learning //SPE 

Annual Technical Conference and Exhibition – 2020. 

2. Niu Y., et al. Digital rock segmentation for petrophysical analysis with reduced user bias using 

convolutional neural networks. //Water Resources Research. –  2020. – v.56. 

3. Phan, J., et al. Automatic segmentation tool for 3D digital rocks by deep learning. //Sci Rep, 

Nature Publishing Group UK London. – 2021. – v.11. 

  

mailto:email@1


71 

 

Секция: «Математическая кибернетика» 

О ПОЛНОТЕ ОДНОЙ СИСТЕМЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ, 

УМЕНЬШАЮЩИХ ДЛИНУ, НАД ОБОБЩЁННЫМИ ПОЛИНОМАМИ 

Бухман А.В.1 
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В данной работе рассмотрим задачу минимизации обобщённых полиномов. Обобщён-

ный полином – сумма по модулю два обобщённых мономов. Обобщённый моном – это либо 1, 

либо произведение переменных или их отрицаний.  С помощью обобщённых полиномов 

можно задавать булевы функции. При этом одной булевой функции соответствует несколько 

обобщённых полиномов. Возникает задача, как выбрать среди этого множества один, который 

будет иметь минимальную длину. Частный случай этой задачи, когда исходная функция за-

дана в виде обобщённого полинома, и требуется минимизировать этот полином. Один из под-

ходов к решению этой задачи состоит в том, чтобы выполнять преобразования исходного по-

линома функции с использованием системы тождеств [1]. Например, системы тождеств, кото-

рая на каждом шаге гарантирует уменьшение длины полинома. В работе [2] была построена 

бесконечная система тождеств, уменьшающих длину, которую можно эффективно применять. 

Обобщённый моном от n переменных можно рассматривать как произведение n сомно-

жителей, где i-ый сомножитель лежит в .,1},,,1{ nixxX iii ==  

Возьмём биективное отображение iX  на себя, заменим в каждом слагаемом некоторого тож-

дества все i-е сомножители в соответствии с этим отображением, мы получим новое тожде-

ство, которое назовём эквивалентным исходному. Например, из 1= ii xx , можно получить 

.1,1 iiii xxxx ==  Мы будем рассматривать тождества с точностью до эквивалентности, то 

есть будем считать, что вместе с тождеством есть и все эквивалентные ему. 

Система тождеств, уменьшающих длину, называется полной для обобщённых полиномов 

от n переменных, если для любого обобщённого полинома от не более, чем n переменных, 

который не является минимальным, в этой системе найдётся тождество, которое можно при-

менить к этому полиному. 

Теорема 1. Система тождеств, уменьшающих длину,  

}1,1,1,1{ zyyxzyyxyxyxyxyxyxyxxx ====  является 

полной для n=3. 
На основе теоремы 1 можно сформулировать следующее необходимое условие мини-

мальности обобщённого полинома. 
Теорема 2. В минимальном полиноме не может быть трёх слагаемых 321 ,, KKK таких 

что 3),(,2),(),( 313221 === KKKKKK  , где ρ – расстояние между мономами. 
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Предложенная Н.П. Брусенцовым алгебраическая система является обобщением силло-

гистики Аристотеля и строится на основе булевой алгебры, к которой добавлены два контрар-

ных оператора: ⋁  и ⋁  ′ . Описание логики Брусенцова представляет собой некоторый набор 

равенств [1, 2], в соответствии с которым можно дать определение выражения логики Брусен-

цова и установить основные операции над ними.  

Выражения вида ⋁𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛), ⋁ 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛)
′
  будем называть суждениями существова-

ния и понимать соответственно как необходимость и исключённость 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛). Под выра-

жением логики Брусенцова будем понимать конъюнкцию суждений существования, подчи-

ненную ПСП - принципу сосуществования противоположностей [2]:  

𝐵(𝑥1, … , 𝑥𝑛) =  ⋁ 𝑃(𝑥1, … 𝑥𝑛)
′
 ⋁𝑄1(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ⋁𝑄2(𝑥1, … , 𝑥𝑛)…⋁𝑄𝑚(𝑥1, … , 𝑥𝑛) , 

𝐵(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 𝐵(𝑥1, … , 𝑥𝑛)⋁𝑥1…⋁𝑥𝑚 ⋁𝑥1̅̅̅ …⋁ 𝑥𝑚̅̅ ̅̅ , 

где 𝐵(𝑥1, … , 𝑥𝑛)  - выражение логики Брусенцова, 𝑃(𝑥1, … , 𝑥𝑛), 𝑄1(𝑥1, … , 𝑥𝑛), ..., 𝑄𝑚(𝑥1, … , 𝑥𝑛), 
– булевы функции от n переменных, ⋁𝑥1…⋁𝑥𝑚 ⋁𝑥1̅̅̅…⋁𝑥𝑚̅̅ ̅̅  − ПСП. Выражение логики Бру-

сенцова может характеризовать отношение между несколькими булевыми выражениями либо 

совокупность таких отношений, т.е. систему посылок. 

В рамках логики Брусенцова возможно решение следующих задач:  

1.  задача получения логического вывода из системы посылок;  

2. задача поиска суждений, недостающих для выполнения запрашиваемого отношения; 

3. задача формирования гипотез: построение новых суждений, следующих из исходной 

системы посылок. 

В настоящем докладе рассматриваются вопросы, связанные с первой задачей – выявле-

нием отношения между двумя булевыми выражениями в условиях, заданных системой посы-

лок. Получаемый результат трёхзначен: отношение может необходимо следовать из исходной 

системы посылок, противоречить заданным условиям, либо быть возможным, но не необхо-

димым. 

В докладе представлены оценка количества выражений логики Брусенцова от n перемен-

ных, алгоритм добавления нового суждения существования к имеющемуся выражению логики 

Брусенцова и алгоритм выявления взаимосвязи между двумя выражениями. В основе обоих 

алгоритмов процедура проверки факта, что одно из булевых выражений от n переменных яв-

ляется импликантой другого выражения. 
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Изучаются клеточные схемы (КС) в одном специальном базисе '

0Б (см. [1]) из функцио-

нальных и коммутационных элементов, функциональная часть которого связана с элементами 

стандартного базиса 0Б ={ 12121 ,, xxxxx  }.  

Следуя [1], будем считать, что каждая КС Σ представляет собой прямоугольную решетку 

высоты ( )h  и длины ( ) , состоящую из единичных квадратов и заполненную элементами 

базиса '

0Б   в результате вложения в неё некоторой схемы из функциональных элементов (СФЭ) 

S в базисе 0Б . Предполагается, что Σ реализует ту же самую функцию алгебры логики (ФАЛ) 

( )nxxf ,,1  , которую реализует СФЭ S. При этом, в отличие от [1], будем допускать приписы-

вание одной и той же булевой переменной ],1[, nixi  , нескольким оказавшимся при вложении 

на одной и той же горизонтальной стороне Σ входам элементов S. 

Напомним [2], что КС рассматриваемого вида, имеющими высоту h, можно реализовать 

любую ФАЛ тогда и только тогда, когда 2h . Поэтому в случае 2h  определим для ФАЛ f 

величину ( )fh  как минимальную длину ( ) , реализующих её КС  высоты h, а затем вве-

дем функцию Шеннона ( ) ( )fn hh  max= , где ,,2,1 =n  и максимум берется по всем ФАЛ 

( )nxxf ,,1  . Основным результатом работы является следующее утверждение. 

Теорема. При любом фиксированном 4, hh , и всех ,,2,1, =nn  справедливо равен-

ство  ( ) ( )( )11
log

2

2

1

o
n

n
n

h +=
−

 .  

Известно (см. [2, 3], что функция Шеннона ( )nh
~

, определяемая аналогично ( )nh  для 

случая, когда все входы КС располагаются на её верхней горизонтальной стороне, не больше, 

чем ( )nnO 2  при 2=h  и асимптотически равна nn

2log2  при 3=h . 
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В данной статье рассматривается одна частная модель вычисления дискретных функций, 

аналогичная схемам из функциональных элементов. При реализации реальных схем в про-

странстве, с учётом их размеров и геометрических особенностей, важным параметром стано-

вится площадь схемы. 

Клеточная схема является математической моделью интегральных схем (ИС) и учиты-

вает особенности их физического синтеза. В 1967 году С.С. Кравцов [1] впервые предложил 

модель клеточных схем на основе функциональных и коммутационных элементов, ввёл их 

«стандартный» базис, а сложность схемы определил как её площадь. 

Важной характеристикой модели является поведение функции Шеннона, то есть слож-

ности самой сложной функции от n булевых переменных при n=1,2,.... В [1] был доказан по-

рядок роста функции Шеннона вида 
n2 . Асимптотика функции Шеннона для модели клеточ-

ных схем [1] была установлена А. Альбрехтом в работе [2], как имеющая вид 
n2 , где 

const= . Точное значение константы   до сих пор неизвестно, однако из работ [1] и [2] 

cледует, что она находится в сегменте [0.25, 4.5]. 

Асимптотически точные оценки вида 
12 −nn были получены для площади дешифратора 

порядка n [3] и стандартной мультиплексорной ФАЛ порядка n  [4]. 

Более того, для дешифратора порядка n  верхние и нижние оценки его площади имеют 

вид ( ))/11(2 1 nOn n −
, то есть их можно считать оценками высокой степени точности. Рассмат-

ривается базис из работы [3], для которого была получена уточнённая оценка функции Шен-

нона [5], где константа   принадлежит полусегменту (0.18, 1]. 

В настоящей работе приводятся численные методы получения нижних мощностных оце-

нок, показывающих, что для базиса из работы [1] значение константы находится в полусег-

менте (0.321, 1]. 
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Искусственным аналогом мозга являются нейронные сети, использование которых ле-

жит в основе многих подходов в области искусственного интеллекта (ИИ). Современные ком-

пьютеры при работе с нейросетями сильно отстают от своего биологического аналога в плане 

энергоэффективности, ограничивая внедрение нейронных сетей в различные робототехниче-

ские и граничные (edge) устройства.  

В последнее время появилось новое направление ИИ – нейроморфные вычисления [1], 

ставящее своей целью воспроизвести свойства мозга, в частности, для повышения энергоэф-

фективности ИИ. Такие нейроморфные чипы как Loihi, TrueNorth и NeuronFlow имеют энер-

гопотребление меньше 1вт.  

Одной из причин их высокой энергоэффективности является использование вычислений 

в памяти (in-memory)/рядом с памятью (near-memory)[1]. Обращения в динамическую память 

сопровождаются на порядок большими энергетическими и временными затратами в сравне-

нии с обращениями в кэш память, основанной на статической памяти и расположенной рядом 

с АЛУ. Использование большого количества статической памяти в этих чипах привело их к 

малым показателям по энергопотреблению. Эта стратегия соответствует подходам, которые 

использует мозг: каждый нейрон является одновременно и хранилищем данных, и вычислите-

лем, таким образом реализую концепцию вычислений в памяти [1]. 

Однако, на сегодняшних устройствах размер памяти рядом с вычислителем, ограничен 

по физическим и экономическим причинам. При этом, размеры современных нейросетей ве-

лики, и продолжают расти. В связи с этим возникает вопрос об оптимизации размеров нейрон-

ных сетей.   Одними из самых популярных методов оптимизации нейронных сетей являются 

обрезание излишних весов и их квантизация. Оба данных подхода являются биологически по-

добными – в мозге нет полносвязных слоев, и зашумленная среда не дает возможность хранить 

веса с точностью присущей числам с плавающей точкой. 

Оба метода при комбинации позволяют уменьшить размер занимаемой памяти в десятки 

раз, что ведет к уменьшению обменов между памятью и вычислителем. Более того, можно 

реализовать хранение самих оставшихся весов внутри кэшей, сильно повысив пропускную 

способность получившейся системы. Таким образом, используя те же стратегии, что исполь-

зует мозг мы приходим к более оптимальным по скорости и энергозатратам вычислениям. 

Таким образом кодизайн на основе разреженных квантизированных сетей и вычислений 

рядом с памятью на основе статической памяти может стать основой для энергоэффективных 

устройств нейронных сетей с низкими временем отклика. В докладе будут подробно рассмот-

рены методы оптимизации нейронных сетей, аппаратное обеспечение и их связь с мозгом. 
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Под сетевым процессорным устройством (СПУ) понимается программируемое устрой-

ство, настраиваемое под стек протоколов [1]. Основной задачей СПУ является реализация ше-

сти основных функций. Это получение пакета с физического уровня, выделение заголовка из 

пакета для дальнейшей классификации, классификация пакета по таблицам классификации 

(ТК), модификация заголовка пакета и принятие решения о пути следования пакета (отправка 

на порт, сброс, дальнейшая обработка), управление трафиком и передача пакета на физиче-

ский уровень [2]. 

Исследование архитектуры СПУ при проектировании включает анализ возможных ва-

риантов её организации, включая функциональную структуру конвейера обработки прото-

кольных единиц данных (ПЕД). Особенность разработки состоит в том, что архитектура СПУ 

должна учитывать требования к коммутаторам для традиционных IP/MPLS маршрутизаторов, 

и допускать настройку устройства на работу в TCP/IР сети. 

В качестве задач, возникающих при выборе архитектурного облика СПУ можно выде-

лить задачи выбора вида конвейера, выбора метода выделения заголовка пакета, выбора струк-

тур данных для ТК, задачу размещения инструкций сценариев обработки ПЕД в памяти. В 

докладе рассматриваются эти четыре задачи, приводятся их формальная постановка и возмож-

ные методы их решения.  
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Задача верного декодирования информации является одной из важнейших задач связи 

[1]. Во всех видах каналов связи возникают помехи при передаче пакетов. Они бывают разных 

видов, но для каждого из них нужно действенное решение. В работе рассматривается канал с 

аддитивным белым гауссовым шумом (АБГШ) [2], используемый в основном при работе со 

спутниками. Это дорогой канал, который нужно использовать максимально эффективно, то 

есть, чтобы код достигал возможной пропускной способности данного канала. Используются 

коды разреженной регрессии[3], появившиеся в начале XXI-го века, которые для данного ка-

нала лучше остальных кодов решают проблему Шеннона, поставленную уже более 70ти лет 

назад, а именно "высокодостоверного оптимального декодирования с минимальной сложно-

стью в непосредственной окрестности пропускной способности канала связи». Однако у кодов 

разреженной регрессии низкая скорость, поэтому работа направлена на изучение возможных 

методов сжатия потока передаваемых данных в используемых системах кодирования. 

В данной работе составлен обзор декодеров, работающих в АБГШ канале, на основа-

нии которого выбран декодер приблизительной передачи сообщений для последующего ана-

лиза. Рассмотрена его программная реализация на языке Python. Проанализирован материал 

по сжатию данных, составлен обзор методов сжатия разреженных матриц и потоков, на осно-

вании которого выбрано 4 метода для последующего тестирования. В программную реализа-

цию кодека добавлена поддержка выбранных методов сжатия и проведен сравнительный ана-

лиз используемых методов сжатия. Исследуемые методы позволяют сильно уменьшить объем 

передаваемых данных, но увеличивают время обработки данных при их распаковке и среднее 

количество ошибок при декодировании. В качестве возможного направления исследования 

планируется рассмотреть применение методов машинного обучения для сжатия разреженных 

кодов в каналах АБГШ. 
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В последнее время широкое распространение получили технологии трёхмерного 

сканирования. Прибор (лидар, либо контактный сканер), сканирующий поверхность предмета, 

генерирует так называемые облака точек - множества точек трёхмерного пространства, 

которые могут состоять из тысяч и миллионов точек. 

Облако точек является цифровым образом сканированного предмета. Для этого образа 

может быть поставлена задача распознавания. При решении этой задачи путём сравнения с 

элементами коллекции точечных образов возникает задача совмещения двух облаков точек, 

которое также называют выравниванием.     

Классическим методом выравнивания является PCA (principal component analysis). 

Основным его конкурентом является ICP (iterative closest point). В данной работе предложена 

параллелизация ICP. Проведено сравнения качества выравнивания методами PCA и ICP. 

Предложен вариант параллелизации алгоритма ICP с использованием графического 

процессора. Разработана программная реализация оптимизированного алгоритма ICP с 

использованием параллельных вычислений на графическом процессоре NVIDIA. 

Проведены эксперименты, подтверждающие ускорение обработки данных и повышение 

эффективности алгоритма. 
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В сетях нового поколения, таких как Network Powered by Computing, проблема миними-

зации задержки передачи данных является одной из ключевых из-за повышений требований 

приложений [1]. Одним из подходов к минимизации задержки является обеспечение сбалан-

сированной загрузки очередей на портах сетевых маршрутизаторов. Этого можно достичь при 

помощи балансировки пакетов одного и того же потока по разным выходным портам марш-

рутизатора. Задача такой балансировки пакетов по очередям также востребована в магистраль-

ных сетях, сетях SD-WAN. 

В работе задача попакетной балансировки нагрузки по выходным портам маршрутиза-

тора рассматривается в рамках теории оптимального управления. 

В докладе представлена математическая модель функционирования маршрутизатора. 

Для каждого поступающего в маршрутизатор пакета задано множество допустимых выходных 

портов для его передачи. Функция управления отображает количество поступивших пакетов 

на матрицу распределения пакетов по выходным портам. Длина очереди в каждый момент 

времени определяется при помощи нелинейных разностных уравнений. 

В рамках представленной модели поставлена задача оптимального управления загрузкой 

очередей. Требуется найти функцию управления, минимизирующую вариацию длин очередей 

на разных выходных портах на рассматриваемом временном интервале. То есть, поступающие 

в маршрутизатор пакеты должны распределяться по выходным портам маршрутизатора, рав-

номерно заполняя очереди выходных портов. 

Таким образом, в терминах построенной модели функционирования маршрутизатора по-

ставлена задача оптимального управления загрузкой очередей, и показана актуальность по-

ставленной задачи. В дальнейшем планируется исследовать методы решения этой задачи, та-

кие как обучение с подкреплением, динамическое программирование, синтез управления с по-

мощью методов природной оптимизации. 
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Эффективное выделение геометрических примитивов используется при решении многих 

прикладных задач. Среди них определение ориентации объекта в пространстве, выделение по-

вторяющихся деталей в архитектурных моделях, задачи стереозрения роботов [1]. Так, напри-

мер, выделение геометрических примитивов позволяет роботам анализировать окружающую 

среду и принимать эффективные решения при выполнении задач, таких как навигация, мани-

пуляции объектами и планирование траектории движения [2]. В инженерии часто применяется 

представление цифровых образов деталей в виде совокупности примитивных форм [3].   

Предлагаемый доклад посвящён выделению простейших геометрических форм в обла-

ках точек - наборах точек пространства R3, полученных сканированием поверхности некото-

рого предмета. В отличие от многих работ, где выделяются всего три вида примитивов (плос-

кость, цилиндр, сфера), в данной работе рассматривается набор из пяти простейших форм - 

плоскость, цилиндр, сфера, конус и тор. 

Выделение производится с помощью эффективного алгоритма RANSAC (Random 

Sample Consensus)[4]. Алгоритм RANSAC основан на итеративной рандомизации выборки то-

чек и оценке параметров геометрических примитивов. Преимуществами рассматриваемого ал-

горитма являются высокая скорость работы, точность выделения геометрических примитивов 

и способность обрабатывать большие объемы данных. 

В данной работе исследуемый алгоритм ускорен с использованием технологий MPI и 

CUDA. Показаны хорошая масштабируемость алгоритма на больших облаках точек и  его при-

менимость для нахождения близких объектов, устойчивое к смене конфигурации/позы. 
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Одним из методов обеспечения качества сервиса являются алгоритмы управления пере-

грузкой (АУП). АУП позволяют контролировать размер окна перегрузки, определяющий ин-

тенсивность отправки пакетов в сеть. В работе разработан АУП, который учитывает прогноз 

параметров качества сервиса канала: вероятности потери пакета - Loss, задержки доставки па-

кета - RTT, доступной пропускной способности канала - R. Предполагается, что прогноз каче-

ства канала составлен на все время жизни транспортного потока.  

Использование прогноза параметров качества сервиса канала в АУП позволяет избежать 

выбора неоптимального окна перегрузки, и как следствие повышенной задержки и неполного 

использования доступной пропускной способности. Разработка АУП на основе прогноза ка-

чества канала рассматривается в применении к сети Network powered by computing (NPC) [1], 

в которой периодически происходит мониторинг качества каналов. На основе этой информа-

ции можно построить прогноз, который будет использоваться в АУП. 

Основной идеей рассматриваемого в работе подхода является поиск размера окна пере-

грузки методом градиентного бустинга из библиотеки CatBoost на основе входных признаков 

Loss, RTT, R.  Данный метод выбран на основании сравнительного анализа доли ошибки ме-

тодов машинного обучения с учителем на тестовой выборке, по итогам которого он показал 

наилучший результат с процентом ошибки 3.2% в метрике MAPE и был встроен в разработан-

ный АУП. 

В работе предложен алгоритм на основе BBRv2 [2], названный BBR FORECAST ML. В 

BBRv2 добавлено состояние FORECAST, в котором устанавливается размер окна перегрузки, 

рассчитанного при помощи метода градиентного бустинга. В данном состоянии АУП нахо-

дится в начале работы и до тех пор, пока прогноз остается верным. В случае нарушения про-

гноза АУП переходит в состояние PROBE_RTT [2] и действует далее по алгоритму BBRv2. 

Проведено экспериментальное исследование разработанного алгоритма, в ходе которого 

на соединении под управлением разработанного алгоритма наблюдается увеличение задержки 

на канале по сравнению с минимальной в 1.163 раза, вместо 1.622 раза у CUBIC [3] и 1.477 

раза у BBRv2 [2]. Также скорость отправки данных оказалась выше в 1.804 и 1.209 раз чем у 

CUBIC [3] и BBRv2 соответственно. Помимо этого, найдена область применимости алгоритма 

в пространстве переменных RTT, Loss, R. Проведен анализ возможных причин несоблюдения 

прогноза вне этой области. Разработан механизм распознавания нарушения прогноза, иссле-

дованы и проанализированы результаты его работы. 
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В программно-конфигурируемых сетях (ПКС, SDN) в отличие от сетей с традиционной 

архитектурой контур управления и контур передачи данных физически разделены [1]. В кон-

тур управления входят контроллер с набором приложений, которые осуществляют постоян-

ный мониторинг состояния сети, логически централизованное программное управление кон-

фигурациями сетевых устройств (коммутаторов) и управление потоками данных в сети. Од-

новременно с этим контроллер является единой точкой отказа в сети. Сбои сервера, перебои с 

питанием, программные ошибки контроллера и его приложений, уязвимости в системе без-

опасности или несанкционированный доступ к контроллеру могут привести к отказу ПКС кон-

троллера и недоступности контроллера для коммутаторов сети. Это может стать причиной ча-

стичной или полной потери управления сетью, отказу сети и недоступности сетевых сервисов 

для конечных пользователей. 

Одним из основных способов обеспечения отказоустойчивости управления в ПКС сети 

является организация физические распределенного контура управления из множества взаимо-

действующих друг с другом контроллеров и резервирование ресурсов в контуре управления 

[2]. Таким образом, актуальной является задача организации и выбора отказоустойчивой кон-

фигурации распределенного контура управления для дальнейшего практического внедрения 

технологий ПКС в реальных сетях. 

В работе приводится архитектура, принципы организации и метод выбора конфигурации 

отказоустойчивой распределенной платформы управления на основе резервирования контрол-

леров, резервирования активных управляющих соединений между коммутаторами и контрол-

лерами, резервирования вычислительных ресурсов контроллеров и алгоритмов обнаружения 

угроз и восстановления управления сетью. 

Метод выбора конфигурации распределенной платформы управления включает в себя 

следующие аспекты: выбор размещения контроллеров в узлах ПКС сети, определение опти-

мального количества контроллеров для сети, выбор основного и резервных контроллеров для 

каждого коммутатора сети. В качестве основного критерия оптимизации размещения контрол-

леров и организации управления коммутаторами является средняя задержка и задержка в худ-

шем случае на передачу управляющих сообщений между коммутатором и основным контрол-

лером. Восстановление управления сетью в случае единичного отказа контроллера платформы 

управления обеспечивается за счет перераспределения управления коммутаторами между за-

ранее выбранными данным методом исправными контроллерами распределенной платформы 

управления. 
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РЕАЛИЗАЦИЯ КЛЕТОЧНЫХ АВТОМАТОВ СЕМЕЙСТВА LENIA НА 
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Данная работа посвящена реализации высокопроизводительной программы, вычисляю-

щей состояния клеточных автоматов семейства Lenia, при помощи платформы CUDA.  

Был произведен обзор данного семейства клеточных автоматов и его возможностей, был 

предложен алгоритм вычисления состояний трехмерной версии Lenia, который был реализо-

ван на платформе CUDA. Полученная программа была сравнена в скорости работы с анало-

гичной программой на CPU. Наконец, был предложен способ визуализации трехмерного со-

стояния клеточного автомата при помощи двухмерных срезов.  
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ИССЛЕДОВАНИЕ ЭФФЕКТИВНОСТИ МНОГОАГЕНТНОГО МЕТОДА 
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Повышение производительности сетевого оборудования и внедрение программно-ком-

мутируемых сетей открывают новые возможности для разработки алгоритмов, повышающих 

эффективность работы сети: маршрутизаторы могут использовать больше вычислительной 

мощности, и собирать дополнительную информацию о качестве сервиса на канале. Однако 

повышаются и требования к таким алгоритмам: так, согласно [1], за 5 лет предсказан рост 

общего количества устройств, подключенных к сети Интернет, с 18 до 29 миллиардов. Про-

порционально будет расти и количество потоков в сети. Это означает, что загрузка каналов 

сети может резко меняться за короткий промежуток времени. Поэтому алгоритмы баланси-

ровки трафика, способные быстро реагировать на изменения, становятся особенно актуальны. 

Централизованный подход к балансировке трафика требует дополнительной задержки на сбор 

информации и принятие решения, поэтому в последнее время исследования по повышению 

эффективности балансировки трафика сместились в сторону многоагентных алгоритмов ма-

шинного обучения [2]. 

В работе предложен метод балансировки трафика, сочетающий в себе поиск маршрутов 

в графе, консистентное хеширование и машинное обучение. Так как каждый маршрутизатор в 

сети выбирает следующий узел независимо от других, алгоритм поиска маршрутов должен 

обеспечить отсутствие циклов в пути для пакета. Это достигается c помощью преобразования 

графа сети в ориентированный ациклический граф. Новизна метода состоит в возможности 

использования для балансировки более широкого множества маршрутов, в том числе не явля-

ющихся кратчайшими. 

Алгоритмы консистентного хеширования широко применяются для балансировки тра-

фика за счет свойства сохранения маршрутов для потоков при изменении топологии сети. Ис-

пользуемый в работе алгоритм Weighted DxHash использует заданные веса для каналов, влия-

ющих на количество потоков, направляемых по соответствующему пути. В работе предложен 

многоагентный метод машинного обучения, вычисляющий данные веса так, чтобы повысить 

эффективность балансировки трафика во всей сети. 

Было проведено экспериментальное исследование, которое показало повышение эффек-

тивности балансировки трафика с возрастанием средней загрузки каналов в сети. Так как в 

процессе работы алгоритма маршрутизаторам необходимо передавать внутреннюю информа-

цию своим соседям, скорость сходимости исследована в зависимости от числа таких обменов. 

Наивысшая скорость достигается при низком числе обменов. Также показано, что применение 

данного алгоритма позволяет снизить отклонение загрузки каналов от средней загрузки в сети 

по сравнению с классическими алгоритмами балансировки (ECMP и UCMP) до значений, со-

поставимых с централизованным генетическим алгоритмом. 
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ДЛЯ ОБУЧЕНИЯ АЛГОРИТМОВ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ КАЧЕСТВА 
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В современных условиях критически важным является создание суверенных решений в 

области алгоритмического обеспечения управления сетями передачи данных (СПД). Извест-

ные подходы и продукты, нельзя назвать полностью российскими. Во-первых, они содержат 

ряд модулей, являющихся либо проприетарным, либо свободно распространяемым зарубеж-

ным программным обеспечением. Во-вторых, упомянутые интеллектуальные средства сете-

вого управления обучаются на основе иностранных репозиториев. Поэтому одной из ключе-

вых задач в области алгоритмического обеспечения управления СПД является формирование 

обучающих наборов, которые могут быть использованы для решения задач анализа и прогно-

зирования качества гетерогенных каналов. 

Задача расчёта и прогноза всех четырех параметров качества обслуживания (КО) в лите-

ратуре практически не рассматривается (в качестве исключений можно упомянуть статьи [1] 

и [2]), поэтому в работе предложены методы расчёта показателей КО (скорость передачи, за-

держка, джиттер и коэффициент потерь) по данным собранным в ТСТ. Например, коэффици-

ент потерь на промежутке времени считается как доля потерянных пакетов во второй точке ко 

всем отправленным в первой точке. 

В данной работе рассматривается задача подготовки тренировочных данных для обуче-

ния алгоритмов прогнозирования оценки КО СПД. В дальнейшем планируется формализовать 

задачу прогнозирования значений показателей КО и исследовать методы её решения на основе 

вероятностно-статистических подходов и методов машинного обучения.  
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RUNOS — распределенный контроллер SDN/OpenFlow с открытым исходным кодом. 

Одним из таких приложений является самообучающийся коммутатор уровня 2 [1], который 

облегчает обмен кадрами между устройствами в сети.  

Данные хранятся в виде набора кортежей вида (𝑑𝑝_𝑖𝑑, 𝑒𝑡ℎ𝑎𝑑𝑑𝑟, 𝑖𝑛_𝑝𝑜𝑟𝑡), где 𝑑𝑝_𝑖𝑑 — 

уникальный идентификатор свитча OpenFlow, 𝑒𝑡ℎ𝑎𝑑𝑑𝑟 — MAC-адрес, 𝑖𝑛_𝑝𝑜𝑟𝑡 — входящий 

порт (т.е. порт, на который получен пакет). Существующие решения на основе традиционных 

базы данных не защищены от подмены данных, достаточно сложно проводить аудит их без-

опасности.  

Выполнено сравнение производительности предлагаемого решения для хранения дан-

ных на основе блокчейна для RUNOS с традиционным решением на основе NoSQL базы дан-

ных типа “ключ-значение” Redis. Блокчейн создан с помощью Cosmos SDK — библиотеки для 

разработки специализированных блокчейнов. Сетевое взаимодействие, обмен транзакциями и 

безопасность осуществляются с помощью платформы на основе алгоритма консенсуса Ten-

dermint Core [2].  

Блокчейн-приложение развернуто в 4 экземплярах на отдельных машинах. Также при-

сутствует экземпляр сетевого контроллера RUNOS, на котором запущено приложение L2 

Learning Switch, написанное на языке C++. Произведены тестовые запуски, которые проде-

монстрировали совместимость и корректную работу компонентов стенда. 

С увеличением числа узлов происходит увеличение среднего времени выполнения опе-

раций, что объясняется накладными расходами для достижения консенсуса между узлами 

блокчейна и сложностью структуры данных, которую он поддерживает. При этом повышается 

отказоустойчивость хранилища (гарантируется корректная работа при условии, что активно 

более 2/3 узлов блокчейн-сети). 

В дальнейшем производительность решения на основе блокчейна может быть дополни-

тельно оценена в различных сценариях рабочей нагрузки с использованием больших наборов 

данных, чтобы обеспечить более всесторонний анализ его возможностей.  
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Большую роль в прикладной теории вероятностей и математической статистике играют 

гамма- и бета-классы распределений, зарекомендовавшие себя удобными и эффективными ин-

струментами при моделировании многих реальных процессов. Обобщенное гамма-распреде-

ление (распределение Аморозо с нулевым сдвигом) и обобщенное бета-распределение второго 

рода (распределение Макдональда) представляют собой довольно широкие классы, включаю-

щие распределения, обладающие экстремальными энтропийными свойствами, а также такими 

полезными свойствами, как, например, безграничная делимость и устойчивость, что позволяет 

использовать распределения из этих классов в качестве асимптотических аппроксимаций в 

различных предельных теоремах. В докладе рассматривается распределение, тесно связанное 

с перечисленными популярными распределениями, а именно – гамма-экспоненциальное рас-

пределение. 

Гамма-экспоненциальное распределение обобщает распределение Аморозо с нулевым 

сдвигом и дает в пределе при параметре изгиба, стремящимся к единице, распределение Мак-

дональда. 

В докладе обсуждается асимптотическая нормальность оценок параметров гамма-экспо-

ненциального распределения, полученных при помощи модифицированного метода момен-

тов, в случае зависимых компонент выборки при детерминированном объеме выборки.  

В ряде задач приходится рассматривать выборку из зависимых компонент. Такие ситуа-

ции возникают, например, при анализе различных геофизических процессов и анализе помех 

в коммуникационных каналах. В докладе рассматривается слабая зависимость компонент вы-

борки, означающая ослабевание зависимости в последовательности между «прошлым» и «бу-

дущим». 

Для оценок параметров изгиба и масштаба гамма-экспоненциального распределения при 

фиксированных параметрах формы и концентрации доказана центральная предельная теорема 

в случае, когда максимальный коэффициент корреляции между элементами выборки стре-

мится к нулю. Метод доказательства основан на исследовании спектральной плотности вы-

борки и результатах теории стационарных случайных последовательностей.  

Обсуждаемые результаты планируется использовать для обоснования асимптотической 

нормальности оценок параметров дигамма-распределения, обобщающего распределение Амо-

розо с нулевым сдвигом, распределение Макдональда и гамма-экспоненциальное распределе-

ние. 

Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект 22-11-00212); исследования 

проводились в рамках программы Московского центра фундаментальной и прикладной мате-

матики. 
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2) Московский центр фундаментальной и прикладной математики 

3) Федеральный исследовательский центр “Информатика и управление” Российской 

академии наук 

В современных приложениях статистики зачастую требуется обрабатывать большие мас-

сивы зашумленных данных – источниками шума могут выступать помехи и несовершенство 

оборудования. Примерами являются исследования в области генетики с возникающими в них 

задачами множественной проверки гипотез, задачи обработки изображений с высоким разре-

шением и другие прикладные проблемы. При этом массив данных зачастую допускает неко-

торое разреженное представление, при котором абсолютное значение большинства элементов 

массива равно нулю или имеет достаточно малые значения. Возникающая в приложениях за-

дача выявления значимых элементов массива (значимых признаков) и удаления шума матема-

тически эквивалентна задаче множественной проверки гипотез. 

В докладе рассматривается задача нахождения оценки неизвестного вектора 𝜇 как функ-

ции 𝑥 в модели данных 𝑥𝑖 = 𝜇𝑖 + 𝑧𝑖, 𝑖 = 1,… , 𝑛, где данные 𝑥𝑖 ∈ ℝ, а шум 𝑧𝑖 ∼ 𝑁(0, 𝜎
2). В ра-

боте [1] для решения указанной задачи в условиях независимости компонент вектора 𝑥 и раз-

реженности вектора 𝜇 была использована процедура построения оценки  𝜇F̂  вектора 𝜇, осно-

ванная на методе контроля ожидаемой доли ложных отклонений (false discovery rate, FDR) 

гипотез, ранее предложенном в работе [2] для решения задачи множественной проверки гипо-

тез. В работе [1] также было проведено исследование асимптотики риска построенной оценки. 

В то же время в определенных приложениях – например, при исследовании геофизиче-

ских процессов и анализе помех в телекоммуникационных каналах – условие независимости 

компонент вектора данных 𝑥 может не выполняться. В докладе исследуется асимптотика сред-

неквадратичного риска метода контроля доли ложных отклонений в случае, когда 𝜇  принад-

лежит одному из классов разреженности 𝐿0 или 𝐿𝑝, а компоненты вектора 𝑥 являются слабо 

зависимыми – имеют соответствующим образом убывающий коэффициент сильного переме-

шивания.  

Литература 

1. Abramovich F., Benjamini Y., Donoho D., Johnstone I. Adapting to Unknown Sparsity by 

controlling the False Discovery Rate // The Annals of Statistics (2006) 34. № 2. P. 584–653. 

2. Benjamini Y., Hochberg Y. Controlling the false discovery rate: a practical and powerful 

approach to multiple testing // Journal of the Royal Statistical Society Series (1995) 57. № 1. 

P. 289–300. 

  

mailto:oshestakov@cs.msu.su


89 
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В докладе рассматривается задача оценки величины невозврата кредита банку заемщи-

ками средств. Ранее эта задача рассматривалась для ситуации, когда все заемщики брали кре-

диты только одного типа. Было показано, что в этом случае средняя величина невозврата мо-

жет быть представлена в виде произведения трех сомножителей: вероятности появления де-

фолта, потерь в случае дефолта и подверженности экономическому риску. Все расчеты суще-

ственно опирались на анализ модели коллективного риска при описании динамики капитала 

банка. В случае распределения с тяжелым хвостом величины потерь отдельного заемщика 

была получена некоторая оценка.  

Анализ поведения заемщиков в последнее время показал, что они часто берут одновре-

менно несколько кредитов разного типа. В этом разные компоненты риска заемщика будут 

зависимы, что вносит дополнительные трудности. В нашем докладе мы предлагаем некоторую 

модель динамики капитала банка, в которой мы существенно используем идеи, предложенные 

в работе (Иванова и Хохлов (2005)). Для нашей задачи мы предлагаем несколько вариантов 

учета убытка, связанного с невозвратом (или неполным возвратом) кредита. Для каждого ва-

рианта рассматривается свой способ оценки понесенного убытка. Как и ранее основным явля-

ется случай, когда распределение величины ущерба имеет тяжелый хвост, но в многомерном 

случае. При этом мы существенно используем идеи и методы, развитые ранее при анализе 

одномерной модели.  

Это исследование было проведено в соответствии с научной программой Московского 

центра фундаментальной и прикладной математики и факультета вычислительной математики 

и кибернетики Московского университета. 
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В докладе будут изучается точность аппроксимации распределений смешанных пуассо-

новских случайных сумм независимых одинаково распределенных скошенных случайных ве-

личин, дисперсионно-сдвиговыми смесями нормальных распределений. При этом предпола-

гается, что математическое ожидание случайных слагаемых пропорционально их дисперсии, 

а точность аппроксимации изучается в равномерной метрике и оценивается в терминах первых 

трех центральных моментов с помощью интегрирования соответствующего аналога (см. [1]) 

неравенства Берри-Эссеена для пуассоновских случайных сумм по параметру пуассоновского 

индекса. Полученная оценка имеет довольно простой и явный вид вплоть до значений входя-

щих в нее констант. 
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ОБ АНАЛОГАХ НЕРАВЕНСТВ ЭССЕЕНА–ВАНГА–АХМАДА И 
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Пусть 𝑋1, 𝑋2, … - независимые случайные величины с функциями распределения  

𝐹𝑘(𝑥) = ℙ(𝑋𝑘 < 𝑥) и такие, что для любых  

𝔼𝑋𝑘 = 0,    𝜎𝑘
2:= 𝔼𝑋𝑘

2 < +∞,    𝐵𝑛
2: = ∑

𝑘=1

𝑛

𝜎𝑘
2 > 0,    𝑛, 𝑘 ∈ ℕ. 

Для 𝑘, 𝑛 ∈ ℕ,  𝑥 ∈ ℝ обозначим 

𝑆𝑛 = 𝑋1 +⋯𝑋𝑛,    𝐹𝑛(𝑥) = ℙ(𝑆𝑛 < 𝑥𝐵𝑛),    𝛷(𝑥) =
1

√2𝜋
∫
−∞

+∞
𝑒−𝑡

2/2𝑑𝑡, 

𝛥𝑛 = 𝛥𝑛(𝐹1, … , 𝐹𝑛) = 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈ℝ

|𝐹𝑛(𝑥) − 𝛷(𝑥)|, 

𝜎𝑘
2(𝑧) = 𝔼𝑋𝑘

2𝟏(|𝑋𝑘| ⩾ 𝑧),    𝜇𝑘(𝑧) = 𝔼𝑋𝑘
3𝟏(|𝑋𝑘| < 𝑧). 

Обозначим через 𝒢класс положительных неубывающих функций 𝑔(𝑧), определенных 

для 𝑧 > 0 и таких, что 𝑧/𝑔(𝑧) не убывает.  

Для любых 𝑛 ∈ ℕ, 𝜀 > 0, 𝛾 > 0, 𝑔 ∈ 𝒢 справедливы неравенства [1-5] 

 𝛥𝑛 ⩽
𝐶𝐸(𝜀,𝛾)

𝐵𝑛
2𝑔(𝐵𝑛)

⋅ 𝑠𝑢𝑝
0<𝑧<𝜀𝐵𝑛

(
𝑔(𝑧)

𝑧
(𝛾 | ∑

𝑘=1

𝑛

𝜇𝑘(𝑧)| + 𝑧 ∑
𝑘=1

𝑛

𝜎𝑘(𝑧))),  (1) 

 𝛥𝑛 ⩽
𝐶𝑅(𝜀,𝛾)

𝐵𝑛
2𝑔(𝐵𝑛)

⋅ (𝛾
𝑔(𝜀𝐵𝑛)

𝜀𝐵𝑛
| ∑
𝑘=1

𝑛

𝜇𝑘(𝜀𝐵𝑛)|+ 𝑠𝑢𝑝
0<𝑧<𝜀𝐵𝑛

𝑔(𝑧) ∑
𝑘=1

𝑛

𝜎𝑘
2(𝑧)), (2) 

где функции 𝐶𝐸, 𝐶𝑅 зависят только от 𝜀 и 𝛾. В докладе представлены аналоги неравенств (1) и 

(2) для пуассон-биномиальных, пуассоновских и смешанных пуассоновских случайных сумм. 
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2) МГУ имени М.В. Ломоносова, факультет ВМК. Кафедра математической статистики,      

e-mail: mazeinmind@yandex.ru 

В работе рассматривается задача проверки лекарственных препаратов на биоэквивалент-

ность. Исследования биоэквивалентности лежат в основе воспроизведения лекарственных 

препаратов, подтвердивших свою эффективность и безопасность. Основным методом про-

верки гипотезы биоэквивалентности является процедура двух односторонних тестов Шуир-

манна. Она используется в течение многих лет и подтвердила свою пригодность для доказа-

тельства эквивалентной биодоступности.  

Одна из проблем исследований биоэквивалентности — наличие пропущенных данных. 

Ранее было показано, что при потере данных уровень значимости критерия повышается. Так 

как объем исследуемых данных достаточно мал, то необходимо повысить чувствительность 

критерия для установления различий между кривыми концентрации действующего вещества 

различных лекарственных препаратов. 

Авторами разработан новый подход, заключающийся в построении последовательности 

критериев, основанных на сравнении определенных частей площади под кривой концентра-

ции. В классическом случае для оценки биоэквивалентности сравнивалась сразу вся площадь 

под кривой концентрация-время. Данный параметр, несмотря на содержащуюся информацию 

об экспозиции действующего вещества в соответствующие моменты времени, не содержит 

информации о форме кривой. 

В работе доказано, что критерий, построенный по новому алгоритму, имеет меньшую 

ошибку первого рода при той же мощности критерия, как и у классического критерия Шуир-

манна. Риск пациента при этом снижается, а риск производителя не увеличивается. Отметим, 

что новый критерий обобщает классический критерий Шуирманна, сохраняя его полезные 

свойства. Предложенный метод был протестирован на модельных данных, в условиях, при-

ближенных к реальным. 
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Магнитоэнцефалография производит большой объем данных, и их обработка с целью 

локализации источников сигнала с заданной точностью ― это некорректная, но очень востре-

бованная задача.  

Методы решения обратной задачи магнитоэнцефалографии активно разрабатываются. 

Наиболее распространенные и эффективные методы накладывают ограничения на простран-

ство решений, позволяющие упростить задачу и найти возможное решение. Однако эти огра-

ничения в основном никак не связаны с физическими свойствами системы. 

В работе предлагается использовать метод независимых компонент для разложения об-

ратной многодипольной задачи в множество однодипольных. Выбор метода основан на свой-

стве независимости различных функциональных зон головного мозга.  

Для решения однодипольных задач рассматривается аналитический метод решения че-

рез точки экстремумов нормальных к поверхности головы компонент векторов магнитной ин-

дукции. Также предлагаются новые эвристические методы решения, связанные с поиском 

плоскости на которой лежит диполь и дипольный момент. 

Для проверки эффективности методов используется решение прямой задачи в условиях 

шарообразного объема головы с одинаковой проводимостью и ее моделирование с целью со-

здания синтетического набора данных.  

Композиция метода независимых компонент и любого из предложенных методов реше-

ния однодипольных задач имеет высокую точность решения обратных многодипольных задач. 

Более того, многослойность данного решения представляет гибкий алгоритм, который можно 

специализировать под более узкие и реалистичные задачи. 
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О ДВУХ МОДЕЛЯХ СМЕШАННЫХ ПРИОРИТЕТОВ В СИСТЕМАХ 
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Берговин А.К.1, Ушаков В.Г.2 
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Вычислительной математики и кибернетики, кафедра математической статистики,          

e-mail: alexey.bergovin@gmail.com  
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В данном докладе рассматривается приоритетная система массового обслуживания с 

пуассоновским входящим потоком, произвольным временем обслуживания заявок, одним об-

служивающим прибором и неограниченным числом мест для ожидания. После поступления 

заявки, она отправляется в один из приоритетных классов с заданной вероятностью. Основной 

особенностью рассматриваемой системы является смешанная приоритетная дисциплина. В 

докладе рассмотрены две приоритетные модели. Модель №1: между некоторыми классами 

действует дисциплина относительного приоритета, между остальными – дисциплина абсолют-

ного приоритета с обслуживанием заново прерванного требования. Модель №2: между неко-

торыми классами действует дисциплина абсолютного приоритета с потерей прерванного тре-

бования, между остальными – дисциплина абсолютного приоритета с обслуживанием заново 

прерванного требования. Необходимость исследования систем со смешанной приоритетной 

дисциплиной обусловлена тем, что, при анализе и моделировании реальных систем обслужи-

вания, игнорирование наличия смешанной приоритетной дисциплины приводит к некоррект-

ным результатам, например, при оценке вероятностных характеристик системы. 

Используя метод дополнительных компонент при построении математической модели 

данной системы, и, решив получившиеся системы обыкновенных дифференциальных уравне-

ний для каждой из описанных выше моделей, было найдено преобразование Лапласа совмест-

ной производящей функции количества заявок каждого приоритетного класса в системе в не-

стационарном режиме. 
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СУЩЕСТВОВАНИЕ СИЛЬНОГО РЕШЕНИЯ СТОХАСТИЧЕСКОГО 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ В КЛАССЕ LP, 1<P<2. 

Савушкин Е.В. 
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Теоремы существования и единственности играют важную роль в различных приложе-

ниях математики, при обосновании корректности поставленных задач.  

Классическим результатом о существовании сильного решения является теорема Ито1. 

Далее Ямадо и Ватанаби2 показали, что сильное решение существует, если есть слабое и оно 

единственно по траекториям. Позже Звонкин3 показал, что существует преобразование позво-

ляющее избавиться от сноса. Крылов4 показал, что результат Звонкина верен в случае измери-

мых сноса и диффузии, а Веретенников5 улучшил его результат для многомерного случая. 

Цель данной работы показать, что существует сильное решение СДУ:  

 𝑋𝑡 =  𝑋0 + ∫ 𝑏(𝑠, 𝑋𝑠)𝑑𝑠 + 
𝑡

0
∫ 𝜎(𝑠, 𝑋𝑠)𝑑𝑊𝑠 , 0 < 𝑡 < 𝑇
𝑡

0
 (1) 

для случайных процессов из класса Lp, где 1 < p < 2. Для доказательства использован 

метод последовательных приближений, как и в теореме Ито1.  

Доказательство теоремы можно разбить на три части – показать прогрессивную измери-

мость последовательных приближений, показать, что последовательные приближения явля-

ются процессами из класса Lp, показать, что последовательные приближения образуют фун-

даментальную последовательность в Lp. При доказательстве используются различные виды 

неравенства Йенсена, мартингальное неравенство Новикова6 - Ε|∫ 𝑓(𝑠,𝑊𝑠)𝑑𝑊𝑠
𝑡

0
|𝑝 ≤

𝐵𝑝 Ε (∫ |𝑓(𝑠,𝑊𝑠)|
𝑝𝑑𝑠

𝑡

𝑜
)

𝑝

2
, 𝑝 > 0, 𝐵𝑝 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 и обратное неравенство Йенсена7. 

Доказана следующая теорема: Пусть функции b и σ удовлетворяют следующим усло-

виям: |𝑏(𝑡, 𝑥) − 𝑏(𝑡, 𝑦)| + |𝜎(𝑡, 𝑥) − 𝜎(𝑡, 𝑦)| ≤ 𝐿|𝑥 − 𝑦|; 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅, 𝑡 ∈ [𝑜, 𝑇], 𝑏2(𝑡, 𝑥) +
𝜎2(𝑡, 𝑥) ≤ 𝑐(1 − 𝑥2), 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑡 ∈ [𝑜, 𝑇]. Пусть величина Z является ℑ0 - измеримой, причем 

Ε𝑍𝑝 < ∞, 1 < 𝑝 < 2. Тогда существует единственное сильное решение СДУ (1) с начальным 

условием 𝑋0 = 𝑍, такое что 𝑋𝑡 ∈ 𝐿𝑝(Ω) для любого 𝑡 ∈ [0, 𝑇]  и функция Ε𝑋𝑡
𝑝, 1 < 𝑝 < 2 огра-

ничена на [0, 𝑇]. 
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КВАЗИ-СТЕПЕННЫЕ НОРМАЛЬНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

Королев В.Ю. 

Факультет ВМК МГУ, кафедра математической статистики,  

e-mail: vkorolev@cs.msu.ru  

Примерно 40 лет назад Ю. В. Прохоров высказал предположение, что распределения 

всех нечетных степеней нормально распределенных случайных величин являются масштаб-

ными смесями нормальных законов. Справедливость этого предположения была анонсиро-

вана в краткой заметке Э. Багирова [1], аспиранта Ю.В. Прохорова. Полное доказательство 

соответствующего результата приведено в кандидатской диссертации Э. Багирова. Однако в 

указанных работах смешивающи распределения не были указаны в явном виде. 

Некоторые недавние результаты автора о свойствах различных распределений позво-

ляют дать решение более общей задачи и в более-менее явном виде описать распределения 

степеней нормальных случайных величин с нулевым средним для всех вещественных показа-

телей, превосходящих 2. 

Возможность представления распределения вероятностей в виде (сдвиг-масштабной) 

смеси нормальных законов важна по следующим причинам. 

Во многих прикладных задачах данные представляют собой временной ряд, то есть зна-

чения некоторого случайного процесса X(t), наблюдаемые в равноотстоящие моменты вре-

мени. При этом предполагается, что случайный процесс X(t) задается стохастическим диффе-

ренциальным уравнением dX(t)=A(t)dt+B(t)dW(t), где A(t) и B(t) – вообще говоря, случайные и 

неизвестные коэффициенты, а W(t) –винеровский процесс (броуновское движение). По-

скольку приращения W(t) имеют нормальные распределения, приращения процесса X(t) (и сле-

довательно, приращения наблюдаемого временного ряда) имеют нормальные распределения 

``со случайными параметрами'', то есть имеют вид (сдвиг-масштабных) смесей нормальных 

законов. 

Это означает, что для построения эффективных алгоритмов анализа и прогнозирования 

X(t), следует сосредоточиться на моделях статистических закономерностей, имеющих вид сме-

сей нормальных законов. 

Для всех показателей, больших или равных двум, введены квази-степенные нормальные 

распределения как специальные масштабные смеси нормальных законов. При нечетных пока-

зателях эти распределения совпадают с распределениями соответствующих степеней нор-

мальных случайных величин. Изучены их свойства. Введены несимметричные квази-степен-

ные распределения. Доказана предельная теорема для случайных сумм независимых случай-

ных величин, в которой несимметричные квази-степенные нормальные распределения явля-

ются предельными.  

Также доказана предельная теоремы для экстремальных порядковых статистик в выбор-

ках случайного объема, в которой предельным распределением является сложенное квази-сте-

пенное нормальное распределение. 
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Секция: «Обратные задачи управления»  

О ЛИНЕЙНОЙ ЗАДАЧЕ ОПТИМАЛЬНОГО БЫСТРОДЕЙСТВИЯ ПРИ 

ИНТЕГРАЛЬНЫХ ОГРАНИЧЕНИЯХ НА УПРАВЛЕНИЕ 

Никольский М.С. 

МИАН РАН имени В.А.Стеклова ; МГУ, ф-т ВМК, кафедра Оптимального управления,  

e-mail: mni@mi-ras.ru  

В теории оптимального управления помимо геометрических ограничений на управления 

рассматриваются и интегральные ограничения на управление (см., например, работы Н.Н.Кра-

совского, А.Б.Куржанского, Э.Б.Ли, Л.Маркуса, А.В.Мезенцева, М.И.Гусева, И.В.Зыкова и 

др.). Такие ограничения на управления представляют интерес для приложений. Их иногда свя-

зывают с энергетическими ограничениями на управление. 

Отметим, что в известной теории аналитического конструирования оптимальных регу-

ляторов (АКОР) на допустимые управления как раз накладываются квадратичные интеграль-

ные ограничения. 

В докладе рассматривается линейный управляемый объект общего вида (см., например, 

монографию Л.С.Понтрягина, В.Г.Болтянского, Е.Ф.Мищенко «Математическая теория опти-

мальных процессов», Физматгиз, 1961) с квадратичными интегральными ограничениями на 

управление. Для него изучается задача оптимального быстродействия с терминальным мно-

жеством, состоящим из нулевой точки. Для этой оптимизационной задачи получены достаточ-

ные условия, обеспечивающие непрерывность времени оптимального быстродействия, как 

функции начального состояния. При этом используется известная формула Коши и аппарат 

выпуклого анализа, в частности, аппарат опорных функций (см., например, курс лекций 

В.И.Благодатских «Введение в оптимальное управление. Линейная теория», М., Высшая 

школа, 2001). Отметим также, что в докладе используются элементы теории управляемости 

линейных управляемых систем и, в частности, известный критерий управляемости таких си-

стем. При выполнении условий этого критерия множество достижимости рассматриваемого 

управляемого объекта на ненулевом отрезке времени является эллипсоидом, имеющим раз-

мерность фазового пространства. Это обстоятельство полезно для приложений и проведения 

приближенных вычислений. 
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Рассмотрим задачу оптимального управления P  для управляемой версии модели Кал-

дора [1]: 
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Здесь )(tY  и )(tK  – величины национального дохода и капитала в момент ,0t  0  – по-

правочный коэффициент, характеризующий скорость реакции системы, 0  – норма амор-

тизации основных фондов, 10,0   . Предполагается, что функция ),( KYI  имеет сле-

дующий вид:   0,0,)(,0max),( −= KYKYIKYI  , где функция  ) 1,0: RI   – логисти-

ческая. Параметр   характеризует эндогенную величину сбережений. Определим открытое 

множество ( ) )(lim0,0:, 2 YIKYRKYG
Y →

= . В качестве допустимых управлений рас-

сматриваются все измеримые по Лебегу функции  )  1,0,0: u . Если заданы начальное со-

стояние ( ) GKY 00 ,  и допустимое управление )(u , то соответствующая ему допустимая тра-

ектория ( ))(),(  KY  есть определенное на некотором интервале  ) 0,,0  , в G  локальное аб-

солютно непрерывное решение системы (1) с начальным состоянием ( ) ( )00,)0(),0( KYKY = . 

Допустимый процесс ( ))(),(),( ***  uKY  называется оптимальным в задаче ,P  если функционал 

J  принимает на паре ( ))(),( **  uY  свое максимальное значение. 

Доказана теорема об аппроксимации задачи P  последовательностью стандартных задач 

на конечных интервалах времени. Из данной теоремы вытекает существование оптимального 

допустимого процесса в задаче .P  Получены условия, при выполнении которых принцип мак-

симума Понтрягина [2] для задачи P  выполняется в нормальной форме с явно заданной со-

пряженной переменной. Доказательство основано на использовании негладкого варианта 

принципа максимума Понтрягина [3]. 
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Современные таргетные методы лечения меланомы и рака простаты основаны на непре-

рывном применении пациентом максимально переносимой дозы. При этом они быстро уни-

чтожают чувствительные к лекарствам раковые клетки. В результате такое лечение меняет 

конкуренцию между лекарственно-чувствительными и лекарственно-устойчивыми раковыми 

клетками в пользу последних. Поэтому в организме пациента начинают доминировать лекар-

ственно-устойчивые раковые клетки, и применяемое лечение может оказаться неэффектив-

ным. Новым направлением в лечении меланомы и рака простаты является адаптивная терапия. 

Она позволяет значительному количеству лекарственно-чувствительных раковых клеток вы-

жить за счет применения минимально эффективных доз лекарств или временных перерывов в 

их приеме. В результате эти клетки подавляют пролиферацию лекарственно-устойчивых ра-

ковых клеток благодаря конкуренции за общие ограниченные ресурсы. Для успешных резуль-

татов адаптивной терапии чрезвычайно важно найти оптимальные моменты перехода от этапа 

ее активного проведения к этапу ее отсутствия (интервалы отдыха пациента) и наоборот, с 

учетом особенностей пациента. 

В настоящем докладе для заданного интервала времени, представляющего собой общий 

период лечения меланомы или рака простаты, рассматриваются соответствующие математи-

ческие модели Лотки-Вольтерры, задаваемые системами дифференциальных уравнений, ко-

торые описывают конкуренцию между лекарственно-чувствительными и лекарственно-устой-

чивыми раковыми клетками в ходе адаптивной терапии этих заболеваний. Каждая такая мо-

дель также содержит соответствующую управляющую функцию времени, отвечающую за пе-

реход от этапа активного проведения адаптивной терапии к этапу ее отсутствия и наоборот. 

Для нахождения оптимальных моментов переключения между этими этапами ставится задача 

минимизации раковой нагрузки как на всем общем периоде лечения меланомы или рака про-

статы, так и в его конечный момент. Аналитическое исследование таких задач минимизации 

осуществляется с помощью использования принципа максимума Понтрягина. Результаты про-

веденных исследований подтверждаются численными расчетами для значений параметров мо-

делей конкуренции Лотки-Вольтерры и их начальных условий, взятых из данных реальной 

клинической практики [1,2]. 

Литература 

1. Kim E., Brown J.S., Eroglu Z., Anderson A.R.A. Adaptive therapy for metastatic melanoma: 

predictions from patient calibrated mathematical models // Cancers (2021) 13, 823, p.1–15. 

2. Liu R., Wang S., Tan X., Zou X. Identifying optimal adaptive therapeutic schedules for 

prostate cancer through combining mathematical modeling and dynamic optimization 

// Applied Mathematical Modelling (2022) 107, p.688–700. 

  

mailto:khailov@cs.msu.ru
mailto:grigor@cs.msu.ru
mailto:krasavizha@yahoo.com


100 

 

ИССЛЕДОВАНИЕ ПОВЕДЕНИЯ ФАЗОВЫХ ТРАЕКТОРИЙ 

СПЕЦИАЛЬНОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ В ОКРЕСТНОСТИ 

ОСОБОЙ ТОЧКИ ТИПА ЦЕНТР  

Семендяева Н.Л.1,2, Киселёв Ю.Н.3, Аввакумов С.Н.4, Орлов М.В.5, Орлов С.М.6 
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5) МГУ, ВМК, кафедра оптимального управления,  orlov@cs.msu.su  

6) МГУ, ВМК, кафедра оптимального управления, sergey.orlov@cs.msu.su  

Важнейшей задачей химической кинетики является определение механизма химических 

превращений. Использование системного подхода к изучению химических реакций, объеди-

няющего современные экспериментальные методы и технологии компьютерного моделирова-

ния, позволяет открывать новые реакционные маршруты, уточнять кинетические схемы про-

цессов и исследовать абстрактные модели. Одной из таких теоретических кинетических схем 

является трёхстадийная схема, предложенная в Институте проблем химической физики РАН 

(Черноголовка) и названная по имени её автора схемой А.Н. Ивановой [1]. 

В докладе анализируется математическая модель трёхкомпонентной реакции по схеме 

А.Н. Ивановой в замкнутой реакционной системе. Модель представляет собой специальную 

двухмерную систему нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений для концен-

траций реагирующих веществ. В их основе лежат важнейшие концепции химической кине-

тики – закон действующих масс и фундаментальное понятие механизма реакции. Показано, 

что математическая модель реакции может демонстрировать незатухающие колебания кон-

центраций реагентов. 

В работе найдены и исследованы на устойчивость четыре точки покоя. Три точки покоя 

являются неустойчивыми и имеют тип СЕДЛО. Четвёртая точка покоя нелинейной системы с 

чисто мнимыми характеристическими корнями может иметь как характер ЦЕНТРА, так и ха-

рактер ФОКУСА. Расчёты показали, что фазовые траектории системы в окрестности такой 

точки замкнутые. Значит, в системе в некоторой окрестности четвёртой точки покоя будут 

наблюдаться колебания. Амплитуда колебаний и период зависят от начальных условий. Эта 

особенность траекторий противоречит свойствам реальных автоколебательных систем, в ко-

торых амплитуда и период незатухающих колебаний в широких пределах не зависят от 

начальных условий и определяются только значениями параметров модели. 
Исследования проведены при финансовой поддержке Минобрнауки России в рамках реа-

лизации программы Московского центра фундаментальной и прикладной математики по соглаше-

нию № 075-15-2022-284. 
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О МНОЖЕСТВЕ УПРАВЛЯЕМОСТИ ДЛЯ ОДНОЙ ЗАДАЧИ 

ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 

С ФАЗОВЫМ ОГРАНИЧЕНИЕМ 

Гончарова М.Н.1, Самсонов С.П.2   

1) Гродненский государственный университет имени Янки Купалы, факультет математики 

и информатики, кафедра фундаментальной и прикладной математики,                                  

e-mail: m.gonchar@grsu.by 

2) Московский государственный университет им. М.В.Ломоносова, факультет 

вычислительной математики и кибернетики, кафедра оптимального управления,  

e-mail: samsonov@cs.msu.ru 

Рассмотрим управляемый объект, поведение которого описывается системой уравнений 

второго порядка  

{
𝑥1̇ = 𝛼1𝑥1 + 𝑣1,
𝑥2̇ = 𝛼2𝑥2 + 𝑣2,

                                                               (1) 

где вектор (𝑥1; 𝑥2) описывает положение объекта, параметры удовлетворяют условиям 0 <
𝛼1 < 𝛼2, вектор управления (𝑣1; 𝑣2) является кусочно-непрерывной функцией, принимающей 

значения из четырехугольника 𝑉. Вершины четырехугольника 𝑉 обозначим через 𝐶𝑖, 𝑖 = 1,4, 

обходя контур четырехугольника против часовой стрелки. Координаты вершины 𝐶𝑖 обозначим 

через 𝐶𝑖1, 𝐶𝑖2. Примем, что выполняются неравенства: 𝐶11 > 0, 𝐶12 > 0, 𝐶21 < 0, 𝐶22 > 𝐶12, 

𝐶31 < 𝐶21, 𝐶32 < 0, 41 0,C   𝐶42 < 𝐶32, 𝐶41 < 𝐶11. Фазовое ограничение зададим множеством  

𝑋 = {(𝑥1; 𝑥2)|𝑥2 ≤ 𝑑,−
𝐶32

𝛼2
≤ 𝑑 < −

𝐶42

𝛼2
}.                              (2) 

Для произвольных моментов времени 𝑡 требуется построить множество управляемости 

𝑌(𝑡, 𝑡1), то есть множество всех точек фазового пространства, принадлежащих множеству (2), 

в которых объект (1) находясь в момент времени 𝑡, в момент времени 𝑡1 попадает в начало 

координат при помощи некоторого допустимого управления и выполнении фазового ограни-

чения в каждый момент времени из отрезка [𝑡; 𝑡1]. Момент времени 𝑡1 считаем фиксирован-

ным.  

Для достижения поставленной цели были решены следующие задачи: 1) построена опор-

ная функция множества управляемости объекта (1) в начало координат без фазового ограни-

чения; 2) восстановлено множество управляемости в начало координат в задаче без фазового 

ограничения; 3) определен момент времени, при котором фазовое ограничение становится су-

щественным; 4) построено множество управляемости объекта (1) в произвольную точку мно-

жества (2) при условии выполнения фазового ограничения; 5) по всем точкам множества 

управляемости в начало координат для момента времени, определенного при решении третьей 

задачи, проведено объединение множеств управляемости при наличии фазового ограничения. 

Получено, что при выполнении неравенств 

 𝜏 < 𝑡1 − 𝑡 < 𝜏 + 𝜃, где 𝜏 =
1

𝛼2
𝑙𝑛

𝐶42

𝐶42+𝑑𝛼2
 и 𝜃 =

1

𝛼2
𝑙𝑛

𝑑𝛼2𝐶32+𝐶42
2

𝑑𝛼2𝐶42+𝐶42
2   

множество 𝑌(𝑡, 𝑡1) ограничено линиями 

𝑥𝑗(𝛾) =
𝐶𝑖𝑗

𝛼𝑗
𝑒−𝛼𝑗𝜏 +

𝐶2𝑗−𝐶𝑖𝑗

𝛼𝑗
𝑒𝛼𝑗(𝛾−𝜏) −

𝐶2𝑗

𝛼𝑗
,  

где 𝑗 = 1,2, параметр 𝛾 ∈ [0; 𝜏], 𝜏 = 𝑡1 − 𝑡, 𝑖 = 1,3; 

𝑥𝑗(𝛾) =
𝐶𝑖𝑗

𝛼𝑗
𝑒−𝛼𝑗𝜏 +

𝐶4𝑗−𝐶𝑖𝑗

𝛼𝑗
𝑒𝛼𝑗(𝛾−𝜏) −

𝐶4𝑗

𝛼𝑗
,  

где 𝑗 = 1,2, параметр 𝛾 ∈ [𝛾𝑗; 𝜏],  𝛾𝑗 = 𝑡1 − 𝑡 +
1

𝛼2
𝑙𝑛

𝑑𝛼2+𝐶42−𝐶𝑖2𝑒
−𝛼2𝜏

𝐶42−𝐶𝑖2
, i=1,3. 
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В классической экономической модели Солоу домохозяйства владеют трудовыми ресур-

сами и капиталом. Фирмы производят продукт согласно неоклассической производственной 

функции, пользуясь трудовыми ресурсами и капиталом домохозяйств и выплачивая зарплаты 

и проценты за капитал. Домохозяйства инвестируют в капитал часть полученных доходов в 

каждый период времени. В модели Рамсея дополнительно производится оптимизация – мак-

симизируется интегральная полезность потребления домохозяйств на бесконечном горизонте 

планирования. В работе [1] рассматривается модификация модели Солоу, а именно происхо-

дит разделение домохозяйств на отдельно рабочих, которые получают зарплату, и капитали-

стов, которые владеют капиталом и получают за него проценты при передаче его фирмам для 

производства. Отличие от классической модели Солоу состоит в том, что рабочие и капитали-

сты самостоятельно решают, какую часть их дохода в каждый момент времени инвестировать 

в капитал. 

В данном докладе рассматривается неантагонистическая дифференциальная игра двух 

лиц по мотивам модификации модели Солоу из статьи [1]. Первый игрок – рабочие, второй 

игрок – капиталисты. Оба игрока стремятся увеличить интегральное потребление на бесконеч-

ном горизонте планирования, как это происходит в модели Рамсея, при этом каждый игрок 

управляет своими инвестициями в капитал. 

В работе производится поиск равновесия по Нэшу в программных стратегиях с приме-

нением необходимых и достаточных условий в терминах конструкций принципа максимума 

Понтрягина, сформулированного для задач оптимального управления на бесконечном гори-

зонте планирования. 

Исследования проведены при финансовой поддержке Минобрнауки России в рамках ре-

ализации программы Московского центра фундаментальной и прикладной математики по со-

глашению № 075-15-2022-284. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ОСВОЕНИЯ ИСЧЕРПАЕМОГО 

ПРИРОДНОГО РЕСУРСА 
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Рассмотрена задача моделирования оптимальной добычи исчерпаемого ресурса. К тако-

вым относят природные ресурсы, сформированные за многие годы и восстановление которых 

невозможно либо идёт несравнимо медленнее потребления. Примерами служат ископаемое 

топливо и сырьё для него (нефть, уголь, газ), руды металлов, драгоценные камни. Освоение 

новых месторождений и иная деятельность не учитываются. 

Предприятие (отрасль) добывает и продаёт ресурс 𝑅, 𝑅0 > 0 – исходный объем, 𝑅(𝑡) ≥
0 – текущий запас (фазовая переменная). Интенсивность добычи (объем в единицу времени) 

𝐸 – управление. Ищется стратегия 𝐸(𝑡) ∈ [0, 𝐸𝑚𝑎𝑥] (техническое ограничение), максимизиру-

ющая функционал – дисконтированную прибыль 𝐽(𝐸, 𝑇) за конечное время 𝑇, 𝑟 > 0 – дискон-

тирование. В ходе добычи и с ростом интенсивности себестоимость единицы ресурса 

𝐶(𝐸, 𝑅) ≥ 0 не убывает (
𝜕𝐶

𝜕𝐸
≥ 0,

𝜕𝐶

𝜕𝑅
≤ 0). Рыночная цена единицы ресурса 𝑝(𝑡) > 0 заранее из-

вестна и не зависит от добычи. Время окончания 𝑇 > 0 задано (максимизация прибыли к 

сроку) либо свободно (максимальная отдача от месторождения). Нужно найти оптимальные 

интенсивность 𝐸∗(𝑡), время 𝑇∗, изменение запаса 𝑅∗(𝑡) и максимальную прибыль 𝐽∗ =
𝐽(𝐸∗, 𝑇∗) в задаче оптимального управления 

 

{
 
 

 
 
𝑅̇(𝑡) = −𝐸(𝑡)                                                                             
𝑅(0) = 𝑅0, 𝑅(𝑡) ≥ 0                                                                 

𝐸(𝑡) ∈ [0, 𝐸𝑚𝑎𝑥], 𝑡 ∈ [0, 𝑇]                                                      

𝐽(𝐸, 𝑇) = ∫ 𝑒−𝑟𝑡[𝑝(𝑡)𝐸(𝑡) − 𝐶(𝐸(𝑡), 𝑅(𝑡))]
𝑇

0
𝑑𝑡 ⟶max

𝑇,𝐸(∙)

 (1) 

Основные результаты для задачи (1) в модели без затрат на добычу (𝐶(𝐸, 𝑅) ≡ 0): 
1) при любых функции 𝑝 ∈ 𝐿2[0, 𝑇] и заданном 𝑇 существует оптимальное управление; 

2) равенство 𝑅(𝑇) = 0 есть необходимое условие оптимальности при свободном 𝑇; 

3) если 𝑒−𝑟𝑡𝑝(𝑡) строго монотонно убывает, 𝑝(𝑡) дифференцируема и 𝑇 свободное, то 

𝑇∗ =
𝑅0

𝐸𝑚𝑎𝑥
, 𝐸∗(𝑡) ≡ 𝐸𝑚𝑎𝑥 , 𝑅

∗(𝑡) = 𝑅0 − 𝑡𝐸𝑚𝑎𝑥 , 𝐽
∗ = 𝐸𝑚𝑎𝑥 ∫ 𝑒−𝑟𝑡𝑝(𝑡)𝑑𝑡

𝑇∗

0
. 

В модели с затратами на добычу, не зависящими от ресурса (𝐶(𝐸, 𝑅) ≡ 𝐶(𝐸)): 

1) если функция 𝐶(𝐸) непрерывна и выпукла, то для любой функции 𝑝 ∈ 𝐿2[0, 𝑇] суще-

ствует оптимальное управление; 

2) для любой функции 𝑝 ∈ 𝐿2[0, 𝑇] и квадратичной функции 𝐶(𝐸) = с0 + с1𝐸 + с2𝐸
2, где 

с0, с1 ≥ 0, с2 > 0, оптимальное управление существует и единственно. 
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О ЗАДАЧЕ ТЕРМИНАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ ДЛЯ МОДЕЛИ 
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Для расчетов задачи терминального управления разными классами нелинейных управ-

ляемых процессов рассматриваются метод динамической линеаризации [1] и метод аналити-

ческого конструирования агрегированных регуляторов [2]. В них присутствуют траектории 

желательного движения (опорные траектории) управляемого объекта в программном и пози-

ционном виде. Траектории отличаются структурой и строятся по заданным краевым и проме-

жуточным условиям управляемого процесса. Процесс управления предусматривает выход фа-

зового вектора системы в окрестность опорной траектории и последующего движения в ее 

окрестности к терминальному множеству. В докладе, для многомерного случая движения, 

приводятся модификации алгоритмов построения опорных траекторий с целью обхода движу-

щегося препятствия в форме компакта. Считается, что параметры движения препятствия из-

вестны. Излагаемые в докладе конструкции опираются на теоремы метода динамической ре-

гуляризации [3], метода решения задач убегания [4], метода решения задачи избежания столк-

новения {5}. Приводятся оценки параметров управления, гарантирующих движения по таким 

траекториям обхода. В качестве примеров приводятся расчеты параметров управлений и фа-

зовых траекторий в задачах терминального управления для моделей движения твердого тела 

в среде с препятствием. 
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Подсекция кафедры алгоритмических языков 

ПОСТРОЕНИЕ И ИССЛЕДОВАНИЕ  

ПОЛУГРУППЫ КОНЕЧНОГО АВТОМАТА PRI 

Мэн Линцянь1, Мельников Б.Ф.2, Вылиток А.А.3 

1) МГУ имени М.В.Ломоносова, факультет ВМК, кафедра АЯ, e-mail:  kostya45e@mail.ru  

2) Факультет ВМК, университет МГУ - ППИ в Шэньчжэне,  e-mail: bormel@smbu.edu.cn  

3) МГУ имени М.В.Ломоносова, факультет ВМК, кафедра АЯ, e-mail: vylitok@cs.msu.ru  

Теория формальных языков тесно связана с теорией автоматов, теорией вычислимости и 

теорией алгоритмов. Одной из важнейших задач теории, важной для практических приложе-

ний, является проблема эквивалентности формальных описаний, т.е. определение равенства 

задаваемых описаниями языков. Сложность и разрешимость этой проблемы зависят от типа 

рассматриваемого представления языка [1]. Для подробного изучения отношения эквивалент-

ности в бесконечности рассматривается первичный автомат (автомат PRI), описанный в [2]. 

В докладе, кроме основного определения автомата PRI, рассматриваются и новые объ-

екты: автомат PRI, образованный только от одного языка, и соответствующая этому автомату 

полугруппа.  

Автомат PRI от одного базового языка получается при объединении структуры исход-

ного автомата PRI специальным образом. Его множеством состояний и входным алфавитом 

являются подмножества множества собственных префиксов базового языка. 

В докладе описывается построение полугруппы. Мы используем известную теорему о 

существовании полугруппы преобразований для детерминированного конечного автомата, и 

исследуем некоторые интересные алгебраические свойства полученной полугруппы — идем-

потент, наименьшую порожденную полугруппу, ряд степеней, и одно специальное определен-

ное бинарное отношение [3]. 

Используя подходящее табличное представление автомата, мы можем объяснить пра-

вило построения полугруппы от автомата PRI, построить группоид, проверить ассоциатив-

ность и вычислить основные элементы свойств построенных полугрупп. 

Для иллюстрации исследования в докладе приводятся интуитивно понятные примеры: 

несложный язык, от которого нельзя получить полугруппу; язык над однобуквенным алфави-

том и построенная полугруппа от его автомата PRI, а также элементы, связанные с алгебраи-

ческими свойствами. 

Для исследования больших примеров разработано программное средство, позволяющее 

автоматизировать решение многих задач, связанных с автоматом PRI. При анализе получен-

ных с помощью программы объектов обнаружены некоторые оставшиеся открытыми фунда-

ментальные вопросы, заслуживающие дальнейшего изучения, например – критерий получе-

ния полугруппы. 
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ПОСТРОЕНИЕ КОМПОЗИЦИИ L-ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЕЙ 
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L-преобразователь [1] – это способ представления алгоритмов, аналогичный по описа-

тельной силе машинам Тьюринга и алгоритмам Маркова [2]. Преимущество L-преобразовате-

лей перед другими формализациями алгоритмов заключается в наглядности описания и про-

стоте построения соответствующего алгоритму программного кода, сохраняющего структуру 

алгоритма, – такой код может быть сгенерирован автоматически [1]. 

Для простых задач построить L-преобразователи несложно. Для решения более сложных 

необходимо разбить задачу на более простые подзадачи, и, построив для них L-преобразова-

тели по отдельности, создать композицию этих L-преобразователей, чтобы получить L-преоб-

разователь для всей задачи.  

В докладе предлагаются способы построения последовательной, условной и цикличе-

ской композиции L-преобразователей, через которые можно выразить любой алгоритм. Как 

известно, к результату одной функции можно применить другую функцию (композиция функ-

ций). По аналогии для L-преобразователей мы можем применить к выходному слову одного 

преобразователя другой преобразователь, для которого это слово будет входным (получается 

последовательная композиция L-преобразователей).  

Технически реализация композиции L-преобразователей заключается в добавлении на 

дуги графа еще одного вида специальных скобочных пометок, аккумулирующих в себе вы-

ходное слово первого преобразователя и являющихся источником информации о входном 

слове для второго (присоединяемого к первому) преобразователя. Для условной композиции 

(первый преобразователь вычисляет условие, второй и третий – действия соответственно при 

выполнении или невыполнении условия) нужно зафиксировать логический ответ первого пре-

образователя в виде соответствующей открывающей скобочной пометки, а затем организовать 

разветвление с помощью исходящих из одной вершины дуг с соответствующими закрываю-

щими скобками, последовательно присоединив к этим дугам второй и третий преобразова-

тели. Для циклической композиции (первый преобразователь вычисляет условие, второй – 

действие, выполняющееся пока условие истинно) также используем прием разветвления, где 

одна из дуг с закрывающей скобкой, соответствующей невыполнению условия, приводит в 

заключительную вершину, а другая – к последовательному соединению со вторым преобразо-

вателем, в котором добавляется дуга, соединяющая заключительную вершину второго преоб-

разователя с начальной вершиной первого, что и приводит к организации цикла. Описанные 

приемы построения композиции L-преобразователей позволяют разрабатывать алгоритмы, ис-

пользуя метод пошаговой детализации. 
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АВТОМАТИЗАЦИЯ ПРОВЕРКИ ТЕКСТОВ НА КОРЕЙСКОМ ЯЗЫКЕ 
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В настоящее время все более популярной становится задача по обработке текстов на 

естественном языке. На данный момент существует много подходов для автоматизации этого 

процесса. Выбор подхода напрямую зависит от поставленной задачи [1]. Синтаксический ана-

лиз является одной из главных составляющих обработки текста на естественном языке. Ак-

тивно изучаются, улучшаются и формируются новые методы [2].  

Корейский язык отличается строгостью своих правил. В предложении слова идут только 

в определенном порядке, у каждого члена предложения свое окончание. Но, как и в любом 

естественном языке, есть и исключения, и повторяющиеся окончания у разных членов пред-

ложения, и другие сложности для разработки алгоритма синтаксического анализа. Данная ра-

бота посвящена исследованию возможности автоматизации методов синтаксического анализа 

текстов на корейском языке.  

Алгоритм Эрли. Табличные методы синтаксического анализа обладают рядом преиму-

ществ. В работе рассмотрены современные алгоритмы синтаксического анализа, найден 

наиболее подходящей для анализа текстов на корейском языке – алгоритм Эрли.  [3]. 

Модель грамматики корейского языка. При помощи учебников по корейскому языку [4] 

была построена модель грамматики корейского языка. Она является контекстно-свободной, а, 

следовательно, к ней применим алгоритм Эрли.  

Разработка синтаксического анализатора. Выбранный алгоритм реализован, а затем мо-

дифицирован для корректного синтаксического анализа корейского языка по построенной 

грамматике.  

Использование реализованного алгоритма для проверки корейских текстов. С помощью 

реализованного алгоритма проведена проверка корейских текстов различных жанров на пра-

вильность и соблюдение грамматических правил и собрана статистика по соблюдению грам-

матических норм в разных источниках.  
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Для обучения одной модели требуется большой объем данных. Однако в некоторых слу-

чаях (обработка видео и т. д.) достаточные наборы данных могут быть не защищены. Лучший 

способ — увеличение объема набора данных, но это дорого. Методы экономичного решения 

этой проблемы включают оптимизацию нейронных сетей и использование методов аугмента-

ции. В данной работе среди них применены методы увеличения данных [1], чтобы увидеть, 

как меняется эффективность нейронной сети для обработки набора видеоданных. 

В эксперименте с использованием пакета искусственных нейронных сетей ConvLSTM2D 

tensorflow.keras  [2] производительность была сравнена с использованием метода увеличения 

данных при небольших наборах данных и ограниченных экономических условиях. В качестве 

метода увеличения использован метод Torchvision RandomCrop [3]. Дополняя все видео один 

раз, можно получить в общей сложности 2N данных (N — количество видео). Следовательно, 

если доступны время и ресурсы, дополнительные данные aN могут быть получены для любого 

натурального числа a. Однако, поскольку это тип репликации данных, если a становится 

больше определенного значения, вероятность переобучения может увеличиться. Для этого 

необходимы дополнительные эксперименты. 

В этом эксперименте было выполнено одно увеличение, и можно наблюдать линейное 

увеличение производительности. Кроме того, можно заметить, что функция минимальных по-

терь улучшилась до 3,9 раз, а максимальная точность улучшилась до 1,7 раза. 
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Автоматическое реферирование текстов является одной из наиболее активно развиваю-

щихся задач в области обработки естественного языка. Она заключается в составлении на ос-

нове исходного текста более короткого, но содержащего самую важную информацию – рефе-

рата. 

Подходы к решению задачи принято разделять на экстрагирующие и абстрагирующие. 

Экстрагирующие методы в качестве реферата извлекают наиболее важные части исходного 

текста, например, предложения, стоящие в начале абзацев. Методы абстрагирующего подхода 

порождают на основе исходного текста новый.  

Современные решения используют нейронные языковые модели, представляющие со-

бой нейронные сети, способные предсказывать вероятность следующего слова по нескольким 

предыдущим и дообученные для решения конкретной задачи. В нашем случае – задачи рефе-

рирования. Наилучшие результаты на сегодняшний день демонстрируют методы, основанные 

на нейронных сетях архитектуры Transformer. Для русского языка лучше всего себя показы-

вает нейронная языковая модель T5 [1], поэтому целью исследования стал анализ ее работы 

на задаче реферирования русскоязычных научно-технических текстов.  

Нами была дообучена модель rut5-small, архитектура которой представляет собой ком-

позицию блоков энкодеров и декодеров Transformer. Дообучение проводилось на наборе дан-

ных Gazeta [2], состоящем из пар <новостная статья, ее реферат>. Это один из немногих 

датасетов на русском языке, содержащий достаточно длинные эталонные рефераты, что явля-

ется важным условием для успешного решения поставленной задачи, поскольку рефераты 

научных статей, как правило, содержат больше 2-3 предложений.  

Для дообучения нейронной языковой модели на датасете Gazeta была создана программа 

на языке Python и было проведено экспериментальное исследование качества ее работы по 

четырем мерам: ROUGE, BLEU, METEOR и BERTScore. Программа была написана с исполь-

зованием библиотек PyTorch и средств Hugging Face. Полученные результаты оказались срав-

нимы с результатами работы моделей на основе GPT-3 с большим числом параметров. Кроме 

того, полученная модель способна генерировать более качественные тексты. Так, итоговые 

рефераты чаще содержат информацию о примененных в реферируемой статье методах. 
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Построение синтаксических анализаторов с использованием информации из синтакси-

чески размеченных корпусов текста началось сразу же после появления первых представи-

тельных корпусов. Здесь можно выделить два основных подхода – корпусные грамматики [1] 

и модели, основанные на машинном обучении, например, MaltParser [2]. Предлагаемый в ра-

боте подход ближе к корпусным грамматикам, однако отличается от них тем, что при постро-

ении грамматики используется информация о синтактико-семантических отношениях (ССО) 

между главным и подчиненными словами. Такую информацию содержит, например, разме-

ченный корпус русского языка Синтагрус[3]. 

 Цель работы – проверить возможность автоматической генерации грамматики для син-

таксического анализатора, который строит деревья зависимостей, дуги которых помечены 

ССО. Работа состояла из четырех этапов. На первом этапе из корпуса исключаются все непро-

ективные предложения. На втором - генерируется контекстно-свободная грамматика, в кото-

рой информация о ССО закодирована в нетерминалах. На третьем этапе КС-грамматика кон-

вертируется в рекурсивную сеть переходов с одновременной минимизацией (устранение по-

второв, склейка одинаковых состояний). На четвертом этапе разработанный на кафедре алго-

ритмических языков синтаксический анализатор Gengine[4] адаптируется к построенной сети. 

Полученная сетевая грамматика содержит несколько десятков тысяч узлов (подсетей). К 

сожалению, текущая реализация Gengine не в состоянии обработать такую сеть за приемлемое 

время, поэтому для проведения экспериментов исходный корпус разделен на части по 1000-

1500 предложений. Для проверки валидности построенных сетей случайным образом выде-

лены предложения из других подкорпусов, чьи деревья не использовались для построения се-

тевой грамматики. Анализатор смог построить корректные деревья зависимостей как мини-

мум для 5% таких предложений, что можно считать удовлетворительным результатом, так как 

для генерации сети использовалось небольшое подмножество корпуса. Есть все основания по-

лагать, что объединенная сетевая грамматика после оптимизации анализатора и дальнейшей 

минимизации сети даст существенно лучший результат, что позволит использовать анализа-

тор, например, как помощника экспертам в полуавтоматической разметке корпусов. 
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Во многих крупных городах существует хорошо развитая транспортная сеть. Передви-

жение по дорогам на личном автомобиле в таких городах может быть затруднительным без 

использования навигационных сервисов, ведь следование дорожным указателям и знание 

маршрута до точки назначения не решают проблему возникающих заторов и постоянно меня-

ющихся условий движения.  

Навигаторы предлагают пользователю кратчайший или наиболее быстрый маршрут, но 

при этом зачастую он является неудобным или даже невозможным для проезда. Такие сервисы 

не учитывают количество ситуаций, в которых водителям приходится уступать дорогу другим 

участникам движения при поворотах, разворотах и перестроениях между полосами движения. 

Большое значение это имеет для начинающих водителей, так как они не могут быстро сори-

ентироваться в нестандартной дорожной ситуации, им нужно больше времени для выполнения 

сложных маневров. 

В работе представлена модель программной системы, которая способна предлагать 

маршрут в соответствии с заданными водителем предпочтениями и оперативными условиями 

движения. Под предпочтениями пользователя понимаются дополнительные параметры марш-

рута, которые водитель может устанавливать самостоятельно, исходя из опыта вождения ав-

томобиля. Одним из критериев построенного системой маршрута является его близость по ос-

новным характеристикам (время в пути, протяженность) к маршрутам, построенным без учета 

предпочтений водителя.  

В работе предложена модель графа дорожной сети и описан набор параметров дуг этого 

графа, необходимых для решения поставленной задачи. На основании статистически оценен-

ной плотности потоков автомобилей в текущий момент времени и разрешенной максимальной 

скорости движения на дорогах был предложен интуитивно понятный способ оценки сложно-

сти выполнения маневров, основанный на наборе эвристик. Благодаря хранимой в графе до-

рожной сети информации о связях между полосами движения вблизи перекрестков планиру-

ется избегать ситуаций, когда перестроение для выполнения предложенного маневра невоз-

можно выполнить из-за затора или особенностей схемы движения на участке дороги. 

Предложенная модель и ее реализация позволяют повысить безопасность движения на 

дорогах для различных категорий водителей (от новичка до профессионала). 
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При обработке неструктурированных данных с помощью методов машинного обучения 

важным направлением является интерпретация полученных результатов. В современных 

больших моделях увеличивается число параметров, а поведение моделей становится менее 

предсказуемым и понятным. Поэтому актуальным является направление структурного и более 

ясного построения моделей за счёт использования интерпретируемых методов. 

Метод векторного выравнивания элементов [1] - это метод машинного обучения, идея 

которого возникла из задачи переноса графа, порожденного языковой моделью n-грамм, в вид 

некоторого многомерного пространства признаков, по которому можно было бы восстановить 

исходный граф. В процессе обучения модели элементы, соединенные ребрами графа, прибли-

жаются, а все остальные, находящиеся на расстоянии, отдаляются. Важным и удобным для 

интерпретации свойством модели является то, что в процессе обучения частотные последова-

тельности элементов выстраиваются в прямые линии. 

Целью исследования является развитие метода: экспериментальное определение опти-

мальной размерности векторного пространства данной модели с помощью внешней оценки 

задачи классификации новостного корпуса по категориям. Использовался набор данных BBC 

News Summory [3], он содержит 5 категорий и 2225 текстов, для предобучения были выбраны 

10000 случайных статей Википедии. 

Выработана методика проведения эксперимента по определению оптимальной размер-

ности модели. Сначала метод векторного выравнивания элементов использовался при предо-

бучении на Википедии и при обучении на текстах новостного корпуса, после чего полученные 

векторные представления слов каждой размерности применялись для обучения и валидации 

соответствующего классификатора рекуррентной нейронной сети. В процессе исследования 

было замечено, что с ростом значения размерности точность сначала увеличивается, но при 

значениях размерности выше 10 точность начинает медленно уменьшаться. 

В результате был обнаружен рекомендуемый минимум размерности, предлагаемый для 

дальнейшего исследования поведения модели векторного выравнивания элементов. Кроме 

того, для данной задачи полученная размерность оказалась относительно низкой, что также 

облегчает интерпретируемость получаемых с помощью модели вычислений 
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Перефразирование – выражение смысла текста другими словами. Парафразы – тексты, 

имеющие одинаковый смысл, но отличающиеся по написанию. 

Перефразирование текста может использоваться для различных задач: сокращения или 

упрощения текста, аугментации обучающих текстовых данных в задачах машинного обуче-

ния, изменения пользовательского запроса в вопросно-ответных системах и системах инфор-

мационного поиска, а также разнообразия ответов чат-бота. 

Целью данной работы является исследование метрик для оценки качества парафраз, 

сравнение моделей и методов перефразирования между собой. 

При оценке качества парафраз необходимо учитывать семантическую близость между 

ними и исходными текстами, а также различия между ними в написании. В зависимости от 

задачи могут оцениваться и другие аспекты: например, естественность, простота и краткость 

в задаче изменения текста, прирост качества от добавления парафраз к обучающей выборке в 

задаче аугментации данных. 

В качестве метрик в данной работе выбраны BLUEscore (оценка различий в написании), 

BERTscore[1] и косинусная близость между векторами текстов (оценки семантической близо-

сти), а также перплексия (оценка естественности). 

Исследованы различные методы перефразирования: использование дообученной под за-

дачу перефразирования Encoder-Decoder нейросети; машинный перевод на промежуточный 

язык и обратно; замена слов на ближайшие с точки зрения косинусной близости (вектора, по-

строенные w2v моделью). Для сравнения выбраны модели перефразирования: Mt-5(small), mt-

5(base) и gpt2-base из [2]; переводчики wmt19-en-ru и wmt19-ru-en из [3], и построены две соб-

ственные: основанная на w2v, и дообученная под задачу нейросеть архитектуры трансформер 

sberbank-ai/rut5-base. Все модели применены к размеченному вручную корпусу “Sharedtask: 

testset” (1200 пар перефразированных текстов). 

По совокупности примененных в данном исследовании метрик модель, основанная на 

переводе, показала лучшие результаты. Однако такая модель обладает существенными недо-

статками: высокой вычислительной сложностью, малым разнообразием получаемых парафраз 

и невозможностью управлять процессом перефразирования и подстраивать его под конкрет-

ную прикладную задачу, поэтому в дальнейших исследованиях планируется развивать соб-

ственную модель перефразирования, которая в данном исследовании показала качество не 

хуже аналогов. 
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Задача автоматической оценки сложности текстов актуальна для создания учебных ма-

териалов, соответствующих уровню подготовки читателя, в первую очередь для школьников 

и изучающих новый язык. Также анализ сложности текстов применяется при оценке учебных 

студенческих работ и автоматически сгенерированных текстов (включая аннотации). 

Предложенные в 1960-80 гг. числовые индексы удобочитаемости для английских текстов 

(один из первых − индекс Флеша) учитывают лишь формальные статистические признаки тек-

ста, такие как средняя длина слов (в буквах и слогах), средняя длина предложений (в буквах и 

словах) и др. Поскольку эти признаки могут зависеть от конкретного языка текстов, эти ин-

дексы удобочитаемости были адаптированы для других языков, в том числе для русского. 

Индексы удобочитаемости опираются на поверхностные признаки текста, не позволяя 

оценить его сложность на разных языковых уровнях: морфологическом, лексическом, синтак-

сическом, семантическом и дискурсивном (уровне связности текста). Современные работы по 

оценке сложности текстов применяют линейную регрессионную модель, учитывающую при-

знаки разных уровней [1]:  

• морфологические (среднее число разных частей речи и др.);  

• синтаксические (среднюю и максимальную высоту деревьев синтаксического разбора 

предложений, количество листьев и поддеревьев в них и др.);  

• дискурсивные (расстояния между упоминаниями сущностей в тексте, виды явных и неяв-

ных дискурсивных отношений и др.).  

Эксперименты показали (например, работа [1]), что указанные признаки сильно коррелируют 

с экспертными оценками сложности текстов и могут быть использованы в автоматических 

оценках. 

Признаки сложности текста, относящиеся к дискурсивному уровню, наименее исследо-

ваны, хотя чем более связный текст, тем проще он для понимания. В работах последних лет 

моделирование связности опирается на построение графов сущностей и графов дискурсивных 

отношений (связывающих предложения, в которых упоминаются эти сущности, и фиксирую-

щих вид связи). Также для оценки связности используются предобученные нейросетевые язы-

ковые модели, позволяющие учесть контекст употребления сущностей. 

В целом, результаты современных работ по автоматической оценке сложности текстов 

показывают, что для оценки текстов применительно к разным целевым аудиториям (школь-

ники, студенты, взрослые) следует использовать конкретные сочетания разноуровневых при-

знаков текста. 
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Под системами Искусственного интеллекта в данной работе понимаются системы, ис-

пользующие модели машинного обучения. В работе предложена модель аудита (оценки рис-

ков) для систем машинного обучения. 

Системы программного обеспечения для критических применений (авионика, ядерная 

энергетика и т.п.) сертифицируются для подтверждения (гарантии) их работоспособности в 

любых допустимых условиях. Системы машинного обучения на этапе вывода (использования) 

представляют собой также системы программного обеспечения и, следовательно, подлежат 

сертификации. Термин сертификация используется для моделей машинного обучения, но в 

него вкладывается несколько иной смысл [1]. В силу технических причин, в настоящее время 

сертификация систем машинного обучения так, как это делается для другого программного 

обеспечения, практически невозможна.  

В то же самое время возможна и технически осуществима процедура аудита систем ма-

шинного обучения. В ходе аудита сами разработчики или сторонние структуры оценивают 

риски, присущие конкретной реализации. Такая оценка производится согласно некоторой 

установленной процедуре (фреймворку) и включает в себя оценку шагов (действий, архитек-

турных решений), которые могут оказывать влияние на работу системы машинного обучения. 

Помимо непосредственной оценки рисков, аудит, фактически, ставит своей целью обратить 

внимание разработчиков на возможные проблемы с использованием разработанной системы 

машинного обучения и принять возможные меры если не для полного исключения рисков, то 

хотя бы для смягчения их последствий. На самом деле, такая трактовка аудита систем машин-

ного обучения тесно связана с доверенными платформами для машинного обучения [2]. 

В работе рассматривается одна возможная модель аудита систем машинного обучения, 

основанная на отчете агентства авиационной безопасности Европейского Союза – “EASA con-

cept paper: First usable guidance for level 1 machine learning applications” [3]. 
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Для произвольного 𝑛 ∈ ℕ через 𝑉𝑛(𝑞) будем обозначать множество векторов длины 𝑛 

над конечным полем 𝐺𝐹(𝑞). Аналогично через 𝑉𝑘×𝑛(𝑞) будем обозначать множество всех 

(𝑘 × 𝑛)-матриц над 𝐺𝐹(𝑞). Линейным [𝑛]𝑞-кодом называется произвольное линейное подпро-

странство пространства 𝑉𝑛, если [𝑛]𝑞-код как линейное пространство имеет размерность 𝑘, то 

будем называть такой код [𝑛, 𝑘]𝑞-кодом. Если код 𝒞 совпадает с линейной комбинацией строк 

матрицы 𝐺, то будем говорить, что матрица 𝐺 охватывает код 𝒞. Для двух векторов 𝑥 =
(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝑉𝑛(𝑞) и 𝑦 = (𝑦1, … , 𝑦𝑛) ∈ 𝑉𝑛(𝑞) произведением Адамара назовем вектор 𝑥 ∘ 𝑦 =
(𝑥1 ⋅ 𝑦1, … , 𝑥𝑛 ⋅ 𝑦𝑛) ∈ 𝑉𝑛(𝑞). Квадратом Адамара 𝒞∘2 линейного кода 𝒞 назовем код, который 

совпадает с линейной оболочкой множества {𝑐 ∘ 𝑏| 𝑐, 𝑏 ∈ 𝒞}. Пусть 𝐺𝑖 ∈ 𝑉𝑘×𝑛𝑖(𝑞) – некоторые 

(𝑘 × 𝑛𝑖)-матрицы над полем 𝐺𝐹(𝑞), 𝑖 = 0,1, … , 𝑢. Пусть матрицы 𝐺𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑢 выбраны в 

соответствии с некоторым вероятностным распределением на декартовом произведении 
∏ 𝑉𝑘×𝑛𝑖(𝑞)
𝑢
𝑖=1 . Положим 𝑛 = 𝑛0 + 𝑛1 +⋯+ 𝑛𝑢. Рассмотрим (𝑘 × 𝑛)-матрицу 𝐺 =

(𝐺0|𝐺1|… |𝐺𝑢), полученную объединением наборов столбцов матриц 𝐺𝑖 , 𝑖 = 0,1, … , 𝑢. Она 

охватывает некоторый [𝑛]𝑞-код 𝒞 ∈ 𝒞0|𝒞1|… |𝒞𝑢, где 𝒞𝑖 – [𝑛𝑖]𝑞-код, охватываемый матрицей 

𝐺𝑖, 𝑖 = 0,1, … , 𝑢. Несложно показать, что верно включение 𝒞∘2 ⊆ 𝒞0
∘2 × 𝒞1

∘2 × …× 𝒞𝑢
∘2. Нас бу-

дет интересовать вопрос с какой вероятностью при случайном выборе матриц 𝐺1, 𝐺2, … , 𝐺𝑢 в 

соответствии с заданным распределением на ∏ 𝑉𝑘×𝑛𝑖(𝑞)
𝑢
𝑖=1 , это включение превращается в 

точное равенство, т.е. с какой вероятностью квадрат Адамара комбинированного кода 𝒞 сов-

падает с декартовым произведением квадратов Адамара кодов 𝒞𝑖, входящих в комбинацию? 

Используя компьютерные тесты (см., например, работы [1,2]), было показано, что с большой 

вероятностью это включение превращается в равенство. Теоретическое обоснование этого 

факта устанавливается в работе следующей теоремой. 

Теорема 1. Пусть матрицы 𝐺𝑖, 𝑖 = 1,2, … , 𝑢 выбираются следующим образом. Последо-

вательно, случайной и равновероятно из множества всех векторов 𝑉𝑘(𝑞) выбирается вектор 

𝑔, далее вектор 𝑔⊤помещается в качестве очередного столбца в матрицу 𝐺𝑖. Тогда верно 

следующее неравенство 

𝑃𝑟{𝒞∘2 = 𝒞0
∘2 × 𝒞1

∘2 × …× 𝒞𝑢
∘2} ≥ 1 − 𝑞−(𝑘−logq

(𝑛−𝑛0)−𝛿𝑞(𝑛,𝑘)), 

где 𝛿𝑞(𝑛, 𝑘) = ⌈
√8𝑛+1−1

2
⌉, если 𝑞 = 2, и 𝛿𝑞(𝑛, 𝑘) = ⌈

√8(𝑛+𝑘+1)+1−1

2
⌉, если 𝑞 > 2. 

Кроме того, неравенство из теорема 1 может быть распространено с незначительными 

изменениями на случай, когда матрицы 𝐺𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑢, строятся из матрицы 𝐺0 с использова-

нием биективных отображений 𝜎𝑖: 𝑉𝑘 → 𝑉𝑘, которые действуют на столбцы матрицы 𝐺0. 
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Модели машинного обучения уязвимы к состязательным атакам – воздействиям на вход-

ные данные с целью вызвать некорректное поведение модели. Данные, полученные в ходе со-

стязательной атаки, называют состязательными примерами. В контексте аудиоданных состя-

зательным атакам подвержены модели, предназначенные для задач распознавания речи, дик-

тора и звуков среды. 

Наиболее широко исследованы состязательные атаки в области компьютерного зрения, 

предполагающие добавление к данным мало ощутимой пертурбации. Например, метод Car-

lini&Wagner [1] находит пертурбацию как решение задачи оптимизации. Для переноса этого 

подхода на аудиоданные, ввиду их специфики и большого объема, используются неградиент-

ные методы оптимизации. Атака SirenAttack использует метод роя частиц; в атаке Fakebob 

метод стратегии естественной эволюции применяется для получения оценки градиента функ-

ции потерь, которая затем используется для итеративного построения пертурбации [2, 3]. 

Также получили распространение методы, использующие техники обработки аудиосиг-

нала. Атака Kenansville основана на предположении, что модели распознавания речи и диктора 

полагаются на незаметные человеку низкоинтенсивные признаки. Извлеченные из данных 

признаки отбрасываются в соответствии с выбранным порогом интенсивности. Из оставшихся 

признаков реконструируется аудио. В зависимости от ответа модели, порог интенсивности ка-

либруется [2, 3]. 

Наконец, были разработаны атаки на модели распознавания речи, предполагающие со-

крытие голосовых команд во входных данных. Метод CommanderSong [3] использует песни в 

качестве носителей состязательной пертурбации. Атакуемая система распознает в композиции 

голосовую команду, притом для человека команда не слышна. 

Качество генерируемых примеров оценивается с помощью метрик, таких как Signal-to-

noise ratio и Perceptual Evaluation of Speech Quality. В реалистичных сценариях атаки должны 

обладать устойчивостью к стандартным преобразованиям аудио (сжатие, шум, реверберация) 

и к преобразованиям при передаче звука [3]. 

Поиск способов детекции к вышеупомянутым атакам является малоизученной задачей и 

представляет интерес в контексте информационной безопасности, поскольку уязвимые к ата-

кам данного типа модели машинного обучения лежат в основе современных систем голосовой 

биометрии, аудионаблюдения и голосовых помощников. 
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Одним из наиболее часто используемых криптографических примитивов является про-

токол Диффи-Хеллмана открытого распределения ключей. Давно известно [1], что для вскры-

тия этого протокола на эллиптических кривых можно использовать алгоритмы обращения би-

линейного невырожденного спаривания точек эллиптической кривой над конечным полем по 

одному аргументу при известном другом. Существует несколько примеров построения опера-

ции спаривания и работ [2, 3] по его обращению. Вычисление спариваний проводится с помо-

щью алгоритма Миллера [4], который может быть записан в символьной форме как алгебраи-

ческое преобразование рациональных функций. Это даёт возможность привлечь алгоритмы 

решения полиномиальных уравнений к задаче вскрытия протоколов открытого распределения 

ключа. 

Рассматривается конечное поле 𝔽𝑝, 𝑝 – простое и группа точек эллиптической кривой 

𝐸(𝔽𝑝) порядка 𝑞. Пусть 𝐸[𝑟] = {𝑃 ∈ 𝐸(𝔽𝑝𝑚)|𝑟𝑃 = 𝒪}, где 𝑟 ≠ 1,  𝑝;  𝑟|𝑞; 𝑚 = ord 𝑝 по модулю 

𝑟. Для обращения алгоритма Миллера при малом значении 𝑚 порядка log(𝑝) в работе строится 

система полиномиальных уравнений как равенства функций алгоритма Миллера в кратных 

точках. 

На основе численных экспериментов в рамках работы получено, что при известных зна-

чениях алгоритма Миллера в кратных точках, степень наибольшего общего делителя уравне-

ний системы будет мала, что позволяет эффективно находить его корни и обращать спарива-

ния. 

В случае неизвестных значений алгоритма Миллера в кратных точках в работе рассмат-

риваются подходы к построению неизвестного значения алгоритма Миллера. Среди подходов 

перечисляются использование результанта по модулю характеристического многочлена иско-

мой переменной, построение аналогичной системы уравнений на основе спаривания Вейля 

или редуцированного спаривания Тейта, где выражение значения в кратных точках предста-

вимо как степень известного значения в изначальной точке, а также применение алгоритмов 

дискретного логарифмирования в подгруппе поля 𝔽𝑝𝑚. 
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Системы персонализированных рекомендаций активно используются во многих обла-

стях современной жизни, например, в электронной коммерции, финансовой и банковской сфе-

рах, здравоохранении, транспорте, образовании, общении, развлечениях и т.д. Качественные 

и своевременные рекомендации позволяют существенно повысить лояльность потребителей и 

увеличить прибыль бизнеса.  

Отдельным классом таких систем являются системы рекомендаций на основе сессий, 

которые используют алгоритмы, позволяющие выявлять и учитывать текущие интересы 

пользователей и динамику изменения их предпочтений. На алгоритм рекомендательной 

системы существенное влияние также оказывают внешние факторы, связанные с 

особенностями поступающего на вход рекомендательной системы потока данных. В 

современных условиях постоянного и непрерывного появления большого объема нового 

рекомендательного контента (новостей, товаров, услуг и т.д.) системы рекомендаций должны 

быть адаптированы к работе в потоковом сценарии.  

Целью работы являлось рассмотреть современные алгоритмы систем рекомендаций на 

основе сессий, отдельное внимание уделив сравнительному анализу алгоритмов, 

предлагаемых для использования в потоковом сценарии. В работе проведено сравнение трех 

алгоритмов Streaming Session-based Recommendation Machine (SSRM) [1], Global Attributed 

Graph Neural Network (GAG) [2], Multi Global Information Assisted Streaming Session-Based 

Recommendation System (MGIA) [3], выделены общие принципы построения таких систем, их 

основные различия, преимущества и недостатки. 

Результаты показали, что SSRM больше подходит для использования в системах 

работающих преимущественно с короткими сессиями, и с редко меняющимся множеством 

элементов. GAG подходит для работы с короткими и средними сессиями, он способен 

улавливать сложные зависимости во взаимодействиях, а MGIA в системах, работающих с 

длинными сессиями, он также способен улавливать сложные зависимости, и более 

эффективно борется с проблемой «информационного шума».  
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В настоящее время большие языковые модели (LLM), такие как Llama, Vicuna и другие, 

нашли применение в различных задачах, таких как автодополнение кода, суммаризация тек-

стов и ведение диалога [1]. Однако LLM могут проявлять неожиданные и потенциально вре-

доносные свойства, такие как генерация токсичных ответов или раскрытие конфиденциальной 

информации [2]. Учитывая интеграцию LLM в системы, играющие критическую роль, потен-

циальные риски могут охватывать широкий спектр негативных последствий, вплоть до ком-

прометации данных пользователя. 

Основной проблемой является разработка и внедрение методов аудита, которые могут 

надежно выявлять такие ошибки. Некоторые из потенциально опасных действий LLM могут 

быть последствием неотфильтрованных обучающих данных или специально внедренных бэк-

доров. С учетом темпа развития исследований в области обнаружения новых векторов атак 

инструменты для аудита должны обладать необходимой гибкостью для адаптации к новым 

угрозам [3]. 

Несмотря на наличие базовых методов защиты, таких как применение шаблонов или руч-

ное фильтрование, их ограниченность становится очевидной, когда появляются новые век-

торы атак и появляется необходимость аудита. В контексте наших исследований использу-

ются методы аудита белого ящика (white box). Эти методы предполагают, что у исследовате-

лей есть полный доступ к модели, включая ее внутреннюю структуру и параметры, что позво-

ляет проводить более глубокий и детальный анализ ее поведения. 

Основное внимание в этой работе уделяется методам, которые используют автоматиче-

ское обнаружение вредоносных входных данных на основе дискретной оптимизации. Данные 

методы исследуют входные данные и выходные результаты в поисках соответствия желаемым 

критериям. Примечательные методы в данной области включают AutoPrompt, GCG, PEZ и 

ARCA, которые инициируют атаку с помощью случайных токенов и оптимизируют вход до 

тех пор, пока LLM не cгенерирует вредоносные выводы [4].  
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Мультимодальность стала ключевым новшеством в больших языковых моделях (LLM) 

за последнее время. Мультимодальность для языковой модели это способность обрабатывать 

входные данные в различных форматах, таких как текст, изображение и голос. Крупные ком-

пании, такие как Google, OpenAI и Microsoft, выпустили свои версии мультимодальных LLM, 

делая значительный вклад в улучшение генеративных AI-чатботов. 

Способность к преобразованию текста в изображения и наоборот открыла новые воз-

можности в области компьютерного зрения и зрительно-языковой обработке, включая описа-

ние изображений, их распознавание и более сложные приложения, такие как написание ре-

цепта для блюда по фотографии содержимого холодильника. 

Анонс Google чатбот-ассистента Bard, выпуск OpenAI GPT-4V, вместе с добавлением 

Microsoft поддержки ввода изображений для своего виртуального помощника Bing Chat ил-

люстрирует движение индустрии в сторону мультимодальных возможностей в LLM-системах, 

а также подчеркивает текущую конкуренцию в сфере мультимодальных LLM-систем, наце-

ленных на взаимодействие с пользователем при помощи текста, изображений и голоса исполь-

зуя единый канал. 

Несмотря на потенциал мультимодальных LLM, они подвержены ограничениям тради-

ционных текстовых LLM, таким как генерация неточных ответов. Кроме этого, использование 

изображений в качестве ввода представляет собой уникальные проблемы и риски, такие как 

косвенное внедрение запроса с последующим "отравлением диалога" с целью влияния на бу-

дущее поведение модели в соответствии с вредоносными инструкциями. Возможность встра-

ивания инструкций для LLM[2,3] в передаваемые изображения, как подчеркнуто OpenAI[1], 

вызывает опасения относительно уязвимости модели перед внешними угрозами. 

Движение LLM-систем в сторону мультимодальности является одновременно возмож-

ностью и вызовом для исследователей ИИ так и коммерческих разработчиков LLM-систем. 

Поскольку сфера LLM продолжает эволюционировать, для организаций крайне важно пони-

мать возможности и риски, связанные с этой технологией, обеспечивая максимизацию пользы 

и минимизацию рисков потенциальных угроз. 
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Задача построения и оптимизации маршрутов - класс задач комбинаторной оптимизации 

с многочисленными практическими применениями: курьерская доставка, работа такси, логи-

стика товаров между складами и точками продаж. Существуют инструменты, позволяющие 

получить субоптимальное решение для классической постановки задачи ограниченного раз-

мера (например “Google OR-Tools”, LKH, SCIP). Однако, для больших задач (>1000 точек) не 

было предложено эффективных полиномиальных алгоритмов.  

В прикладных областях появляются ограничения: временные окна доступности, после-

довательность посещения, вместимости грузовых средств. Классические подходы для реше-

ния подобных задач: поиск точных решений (оптимальность и экспоненциальная сложность) 

при помощи целочисленного программирования и эвристические подходы (субоптимальность 

и адекватное время) [1]. На практике эвристика лучший выбор, но ее разработка требует боль-

шого количества проб и ошибок и во многом зависит от интуиции и опыта людей-экспертов. 

В последнее время нейронные подходы, основанные на методах внимания, стали востребован-

ными при решении задач оптимизации маршрутов с учетом различных ограничений [2][3]. 

Несмотря на обилие существующих алгоритмов для решения, отсутствует универсаль-

ная методика сравнения различных подходов. В данной работе мы представим разработанную 

нами систему SmartRoutes оптимизации маршрутов с учетом ограничений и проведем сравни-

тельный анализ результатов работы нейросетевых и классических алгоритмов. 
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В работе рассматриваются системы оценки позы человека и возможные их применения 

в персонализации обучения различным физическим навыкам. Современные системы оценки 

позы человека возникли в 2014 г. [1]. К настоящему времени разработано более 10 различных 

вариантов систем оценки позы человека, рынок таких систем оценивается в сотни миллионов 

долларов [2]. 

Методы оценки позы человека позволяют не только оцифровывать выполнение челове-

ком каких-либо физических упражнений или операций, но и сравнивать их выполнение с «эта-

лонным» (на основе цифровой модели выполнения упражнения или операции опытным 

спортсменом или мастером). Такая возможность позволяет применять существующие методы 

для построения системы управления процессом тренировки физическим навыкам. Для разра-

ботки такой системы необходимо:  

— изучить возможности сбора методами оценки позы человека статистической инфор-

мации (логов) о ходе выполнения операции и сравнения логов двух операций 

— исследовать возможность представления результатов сравнения в виде понятий, ко-

торыми оперирует «тренер» (например, «неправильное положение ног», «слишком резкий 

подъем руки»)  

— разработать систему персонализированных рекомендаций на основе сравнения логов 

и их обработки с помощью системы нечетких правил на базе понятий тренера.  

Такие персонализированные системы будут полезны в спорте (от фитнеса до подготовки 

спортсменов высшей квалификации) [3], здравоохранении (процессы реабилитации) [4], обу-

чении выполнению физических навыков (рынок массовых профессий). Реализация таких си-

стем в удобном исполнении (например, в качестве приложения смартфона [5]) позволит про-

водит совершенствование физических навыков самостоятельно, сократит время обучения, 

снизит травматичность и другие негативные последствия отсутствия или слабого развития со-

ответствующего навыка. 

В докладе приводится обзор систем оценки позы человека с точки зрения решаемой за-

дачи, промежуточный анализ доступной статистической информации, а также планы дальней-

ших исследований. 
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В современном мире с учетом ощутимого роста популярности мобильных устройств 

критически важными становятся вопросы, связанные с обеспечением безопасности хранимой 

в них информации. При этом одним из основных инструментов обеспечения безопасности яв-

ляется процедура аутентификации.  

Данная работа посвящена исследованию и разработке методов статической аутентифи-

кации пользователей по жесту, проделанному с мобильным устройством в руке. При этом ана-

лизируются показания датчиков движения – акселерометра и гироскопа. Особенностью задачи 

является высокая зашумленность анализируемых данных, представляющих собой временные 

ряды – проекции кажущегося ускорения и угловой скорости по трем осям. Для решения про-

блемы зашумленности, авторами предлагается схема многошаговой фильтрации данных (при-

менение фильтра Баттерворта, медианного фильтра, вейвлет-преобразования, кубического 

сглаживающего сплайна). Дополнительно, предлагается собственный подход к построению 

признакового пространства. Для построения модели пользователя предлагается использовать 

нечеткий метод поиска исключений на основе потенциальных функций. Ввиду отсутствия от-

крытого набора данных для проведения исследований, авторами реализовано собственное 

приложение для сбора данных, описывающих жест пользователя, проделываемого с мобиль-

ным устройством в руке. 

По результатам проведенной серии экспериментов на собственно собранном наборе дан-

ных, предложенный подход превзошел по качеству работы существующие [1–4], достиг зна-

чения метрики ROC AUC, равного 0.98, и может активно применяться на практике. 

Исследование выполнено при финансовой поддержке Некоммерческого Фонда развития 

науки и образования «Интеллект». 
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В связи с развитием наблюдательной астрономии, в настоящее время, объёмы данных 

получаемых телескопами в ходе проведения обзоров всего неба в различных диапазонах ЭМ-

спектра быстро растут. В 2019-2022 годах орбитальный телескоп СРГ/еРОЗИТА выполнил 

уникальный обзор всего неба в рентгеновских лучах и открыл новую эру в изучении Вселен-

ной, обнаружив несколько млн. новых рентгеновских источников. Для понимания природы 

этих объектов необходимо определить их физический класс и другие характеристики, которые 

не могут быть получены из имеющихся рентгеновских наблюдений. Является актуальной за-

дачи автоматического отождествления больших массивов рентгеновских источников в дан-

ных во всех доступных спектральных диапазонах, а также, создания и применения точных 

моделей физической классификации рентгеновских объектов. Машинное обучение предостав-

ляет исследователям мощные инструменты для решения данного класса задач, но, в настоящее 

время, они не объединены в единый пакет, который бы мог учитывать особенности данных и 

задач в области рентгеновской астрофизики.  

Целью данной работы было создание программной библиотеки для интеллектуального 

анализа данных рентгеновских обзоров неба, и включающей в себя модели отождествления и 

классификации рентгеновских источников. 

Для задач отождествления рентгеновских источников астрономы используют различные 

пакеты: e.g. astropy, TOPCAT/STILTS, NWAY [1]. Недостатком указанных подходов является 

то, что они не используют современные подходы на основе машинного обучения для анализа 

многомерного пространства признаков астрономических объектов. Библиотека AstroML [2] 

использует модели scikit-learn для оптической астрономии, но он не адаптирована для работы 

с рентгеновскими данными. Создание специализированной библиотеки для решения основ-

ных задач анализа рентгеновских данных, с применением современных подходов машинного 

обучения, является актуальной задачей. 

Нами была создана библиотека на языке python, которая включает в себя модели для 

классификации рентгеновских источников из больших обзоров неба и модели для отождеств-

ления рентгеновских источников в оптических каталогах [3]. Подходы для работы с рентге-

новскими данными опираются на алгоритмы машинного обучения (градиентный бустинг, слу-

чайный лес, многослойный персептрон). Библиотека содержит удобные инструменты для со-

здания, обучения и тестирования новых моделей, а также, для обработки данных и генерации 

признаков.  

Качество моделей классификации рентгеновских источников было протестировано на 

нескольких выборках объектов еРОЗИТА в области однопроцентного обзора DESI с разным 

порогом по рентгеновскому потоку (соответствует чувствительности полугодового и 2-х лет-

него обзора неба). Точность классификации объектов (на классы квазаров, звёзд и галактик) 

составила 0.85-0.87. Модели оптического отождествления рентгеновских источников были 

протестированы на данных рентгеновских обзора XMM-NEWTON и оптического обзора PAN-

STARRS. 

Разработанный пакет предоставляет удобный и эффективный инструмент для обработки 

и анализа данных в рентгеновской астрономии, позволяя отождествлять каталоги и классифи-

цировать астрономические объекты на основе машинного обучения. 
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