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1 Ââåäåíèå

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíûé êîíôëèêòíî óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ
ñ òåðìèíàëüíûì ìíîæåñòâîì M â âèäå çàìêíóòîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà.
Ýòîò ïðîöåññ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïåðâîãî èãðîêà. Åãî öåëü
ïîáûñòðåå âûâåñòè óïðàâëÿåìûé îáúåêò íà òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî.
Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïåðâûé èãðîê çíàåò äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè óïðàâ-
ëÿåìîãî îáúåêòà, íî íå çíàåò óïðàâëåíèÿ âòîðîãî èãðîêà. Â ñòàòüå
ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïåðâûé èãðîê ìîæåò ãà-
ðàíòèðîâàòü âûâåäåíèå ïó÷êà âîçìîæíûõ äâèæåíèé íà òåðìèíàëüíîå
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ìíîæåñòâî. Èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà íàèìåíüøåãî ãàðàíòèðîâàííîãî âðåìåíè
çàâåðøåíèÿ ïðîöåññà. Ðàññìîòðåí ïðèìåð.

2 Îñíîâíàÿ ÷àñòü

Ðàñìàòðèâàåòñÿ óïðàâëÿåìûé îáúåêò âèäà (ñð. ñ [1, 2]):

ẋ = Ax+ g(u) + h(v), (1)

ãäå x ∈ Rn (n > 1), A � ïîñòîÿííàÿ n × n-ìàòðèöà, u ∈ U � êîìïàêòó
èç Rk (k > 1), g(u) � n-ìåðíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ è íåïðåðûâ-
íàÿ íà U , v ∈ V � êîìïàêòó èç Rl (l > 1), h(v) � n-ìåðíàÿ ôóíêöèÿ,
îïðåäåë¼ííàÿ è íåïðåðûâíàÿ íà V . Óñëîâèìñÿ â äàëüíåéøåì ÷åðåç Rm

(m > 1) îáîçíà÷àòü m-ìåðíîå àðèôìåòè÷åñêîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî
m-ìåðíûõ âåêòîðîâ, çàïèñûâàåìûõ â âèäå ñòîëáöîâ, ñî ñòàíäàðòíûì ñêà-
ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ 〈·, ·〉 è ñî ñòàíäàðòíîé äëèíîé âåêòîðà
| · |.

Äâèæåíèå âåêòîðà x(t) (ñì. (1)) ïðîèñõîäèò ïðè t > 0 èç íà÷àëü-
íîé òî÷êè x(0) = x0 è ïðîòåêàåò ïîä âîçäåéñòâèåì ïàðû èçìåðèìûõ
ïî Ëåáåãó óïðàâëåíèé u(t) ∈ U , v(t) ∈ V , t > 0. Ñîîòâåòñòâóþùåå ïà-
ðå äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé u(·), v(·) è íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ x(0) = x0
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ìîæíî îïèñàòü (ñì. [1],[2],) ôîðìóëîé Êîøè âèäà:

x(t) = etAx0 +

t∫
0

e(t−s)A(g(u(s)) + h(v(s))) ds, (2)

ãäå etA � ýêñïîíåíöèàë ìàòðèöû tA (î ñâîéñòâàõ etA ñì., íàïðèìåð,
â [1],[2],). Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðàë â (2) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà. Ìû
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èçìåðèìûå óïðàâëåíèÿ u(t), v(t) íàõîäÿòñÿ â ðàñ-
ïîðÿæåíèè äâóõ èãðîêîâ: 1-é èãðîê ðàñïîðÿæàåòñÿ âûáîðîì u(t), à 2-é
èãðîê ðàñïîðÿæàåòñÿ âûáîðîì v(t). Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî 1-é èãðîê çàèíòåðå-
ñîâàí â ñêîðåéøåì âûâåäåíèè âåêòîðà x(t) íà òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî
M âèäà

M = {x ∈ Rn : 〈x, ϕ〉 > α}, (3)

ãäå ϕ�ôèêñèðîâàííûé âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû èç Rn, α ∈ R1 �ôèêñè-
ðîâàííàÿ êîíñòàíòà. Òåðìèíàëüíûå ìíîæåñòâàM âèäà (3) ïðåäñòàâëÿþò
èíòåðåñ, íàïðèìåð, äëÿ ìåõàíè÷åñêèõ è ýêîíîìè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé.
Îòìåòèì, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêè ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîëó-
ïðîñòðàíñòâîì â Rn. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 1-é èãðîê çíàåò äèíàìè÷åñêèå
õàðàêòåðèñòèêè êîíôëèêòíî óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà (1), ò. å. çíàåò ìàò-
ðèöó A, êîìïàêòû U , V , ôóíêöèè g(u), u ∈ U , h(v), v ∈ V , à òàêæå x0
è M . Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî èçìåðèìîå óïðàâëåíèå v(t) ∈ V , t > 0, íå èçâåñòíî
1-ìó èãðîêó. Óïðàâëåíèå v(t) ∈ V , t > 0, ìîäåëèðóåò âîçìîæíûå âîçìó-
ùåíèÿ, äåéñòâóþùèå íà óïðàâëÿåìûé îáúåêò (1). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
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ðîëü 2-ãî èãðîêà èãðàåò Ïðèðîäà, äåéñòâèÿ êîòîðîé íå ïðåäñêàçóåìû, íî
îíè îãðàíè÷åíû íåêîòîðûìè ðàìêàìè.

Èãðîâîé äèíàìè÷åñêèé ïðîöåññ (1) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ
1-ãî èãðîêà. Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññìîòðåíèé ââåä¼ì êîìïàêòû

P = g(U), Q = h(V ) (4)

è íîâûé êîíôëèêòíî óïðàâëÿåìûé îáúåêò (ñð. ñ (1))

ż = Az + p+ q, (5)

ãäå z ∈ Rn, p ∈ P , q ∈ Q, z(0) = x0. Òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî äëÿ
óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà (5) îïðåäåëèì (ñì. (3)) â âèäå

M = {z ∈ Rn : 〈z, ϕ〉 > α}. (6)

Â êà÷åñòâå äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé äëÿ êîíôëèêòíî óïðàâëÿåìîãî îáú-
åêòà (5) ðàññìàòðèâàþòñÿ èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó ôóíêöèè p(t) ∈ P ,
q(t) ∈ Q, t > 0, ãäå ìíîæåñòâà P , Q îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (4). Èãðîêà,
ðàñïîðÿæàþùåãîñÿ óïðàâëåíèåì p(t), áóäåì íàçûâàòü I-ì èãðîêîì, à èã-
ðîêà, ðàñïîðÿæàþùåãîñÿ óïðàâëåíèåì q(t), áóäåì íàçûâàòü II-ì èãðîêîì.
Öåëü I-ãî èãðîêà � ïî âîçìîæíîñòè áûñòðåå îñóùåñòâèòü ïðèâåäåíèå
âåêòîðà z(t) (ñì. (5)) èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ z0 = x0 íà ìíîæåñòâî
M (ñì. (6)) ïðè ïðîèçâîëüíîì èçìåðèìîì óïðàâëåíèè q(t) ∈ Q, t > 0.
Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî I-é èãðîê çíàåò äèíàìè÷åñêèå õàðàêòå-
ðèñòèêè êîíôëèêòíî óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà (5), ò. å. çíàåò ìàòðèöó A,
êîìïàêòû P , Q, à òàêæå x0, M , íî îí íå çíàåò èçìåðèìîå óïðàâëåíèå
q(t) ∈ Q, t > 0. Èãðîâîé äèíàìè÷åñêèé ïðîöåññ (5) ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñ òî÷êè çðåíèÿ I-ãî èãðîêà.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé äîïóñòèìîé ïàðû èçìåðèìûõ óïðàâ-
ëåíèé p(·), q(·) äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì z(0) =
x0 ïðè t > 0 èìååò ìåñòî (ñì. [1, 2]) ôîðìóëà Êîøè (ñð. ñ (2))

z(t) = etAx0 +

t∫
0

e(t−s)A(p(s) + q(s)) ds, (7)

ãäå èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíûõ èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèÿõ

u(t) ∈ U , v(t) ∈ V , t > 0, ôóíêöèè p(t) = g(u(t)) ∈ P , q(t) = h(v(t)) ∈ Q
èçìåðèìû ïî Ëåáåãó ïðè t > 0. Îáðàòíî: åñëè ôèêñèðîâàòü èçìåðèìûå
ôóíêöèè p(t) ∈ P , q(t) ∈ Q, t > 0, òî ïðèìåíÿÿ ëåììó îá îáðàòíîé ôóíê-
öèè (ñì. Ëåììó 3À íà ñòð. 175, 176 èç [1]), ìîæíî ïîñòðîèòü èçìåðèìûå
ôóíêöèè u(t) ∈ U , v(t) ∈ V , t > 0, òàêèå, ÷òî ïðè t > 0 p(t) = g(u(t)),
q(t) = h(v(t)). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàññìàòðèâàÿ èãðîâîé ïðîöåññ (4)�(6)
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ñ òî÷êè çðåíèÿ I-ãî èãðîêà ïðè z(0) = x0, íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ðåçóëüòàòû äëÿ èãðîâîãî ïðîöåññà (1), (3) äëÿ 1-ãî èãðîêà ïðè
íà÷àëüíîì óñëîâèè x(0) = x0.

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (7) ìîæíî îöåíèòü ïðè t > 0 âîçäåéñòâèå
óïðàâëåíèé II-ãî èãðîêà íà äèíàìè÷åñêèé èãðîâîé ïðîöåññ (5), èñïîëüçóÿ
ìíîæåñòâî

Ω(t) =
⋃
q(·)

t∫
0

e(t−s)Aq(s) ds, (8)

ãäå q(s), s > 0, � ïðîèçâîëüíîå èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó óïðàâëåíèå, óäî-
âëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèþ q(s) ∈ Q. Ïðèìåíÿÿ ïîíÿòèå èíòåãðàëà îò
ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ è åãî ñâîéñòâà (ñì. [2], ìîæíî äëÿ Ω(t)
(ñì. (8)) ïðè t > 0 îáîñíîâàòü ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

Ω(t) =

t∫
0

erAQdr. (9)

Îòìåòèì, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå erAQ êîìïàêòíîçíà÷íî è íåïðå-
ðûâíî â ìåòðèêå Õàóñäîðôà ïðè r > 0 (ñì. [2],). Ïîýòîìó ìíîæåñòâî
Ω(t) 6= ∅ ïðè t > 0 è ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì âûïóêëûì êîìïàêòîì,
çàâèñÿùèì îò t íåïðåðûâíûì îáðàçîì â ìåòðèêå Õàóñäîðôà (ñì. [2],).

Ðàññìîòðèì ïðè t > 0 ìíîæåñòâî (ñì. (7)�(9))

D(t, p(·), x0) = etAx0 +

t∫
0

e(t−s)Ap(s) ds+

t∫
0

erAQdr, (10)

ãäå p(s), s > 0, � ïðîèçâîëüíîå äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå I-ãî èãðîêà,
à îïåðàöèÿ + ïîíèìàåòñÿ â àëãåáðàè÷åñêîì ñìûñëå.

Òåïåðü äëÿ êîíôëèêòíî óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà (5) ñ òî÷êè çðåíèÿ I-ãî
èãðîêà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à. Ïóñòü z(0) = x0 /∈ M è ïðè íåêîòîðûõ τ > 0 è äîïóñòèìîì
óïðàâëåíèè p̂(t), t ∈ [0, τ ], âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå (ñì. (10))

D(τ, p̂(·), x0) ⊂M. (11)

Òðåáóåòñÿ íàéòè íàèìåíüøåå èç òàêèõ τ (îáîçíà÷èì åãî τ0) è ñîîòâåòñòâó-
þùåå äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå p̃(t), t ∈ [0, τ0], äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ
âêëþ÷åíèå

D(τ0, p̃(·), x0) ⊂M. (12)

Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè êîíôëèêòíî óïðàâ-
ëÿåìûõ îáúåêòîâ (1), (5) 1-é è I-é èãðîêè íå îáëàäàþò äèíàìè÷åñêîé
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èíôîðìàöèåé î ôàçîâûõ ñîñòîÿíèÿõ x(t), z(t) è óïðàâëåíèÿõ v(t), q(t) ñî-
îòâåòñòâåííî â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè t > 0. Òàêîãî ðîäà òåêóùàÿ
èíôîðìàöèÿ îáû÷íî ïðèñóòñòâóåò â èçâåñòíûõ ôîðìàëèçàöèÿõ òåîðèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð (ñì., íàïðèìåð, [3�5], è äð.). Ò.î. äëÿ êîíôëèêòíî
óïðàâëÿåìûõ îáúåêòîâ (1), (5) 1-é è I-é èãðîê, ñîîòâåòñòâåííî, ñóæåíû
â ñâîèõ èíôîðìàöèîííûõ âîçìîæíîñòÿõ, è èõ ñòðàòåãèÿìè ÿâëÿþòñÿ
ïðîãðàììíûå óïðàâëåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü x0 /∈M è ïðè íåêîòîðûõ τ > 0 è äîïóñòèìîì óïðàâ-
ëåíèè p̂(t), t ∈ [0, τ ], âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå (11). Ïóñòü τ0 � èíôèìóì
èç òàêèõ τ . Òîãäà ïðè íåêîòîðîì äîïóñòèìîì óïðàâëåíèè p̃(t), t ∈ [0, τ0],
âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå (12).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç π ìàòðèöó îïåðàòîðà îðòîãîíàëüíîãî
ïðîåêòèðîâàíèÿ èç Rn íà îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî (ñì. (6))

L = {x ∈ Rn : x = λϕ, ãäå λ ∈ R1}. (13)

Èç (8)�(11) ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû π ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèå

πerAx0 +

τ∫
0

πe(r−s)Ap̂(s) ds+

τ∫
0

πerAQdr ⊂ πM, (14)

ãäå + îçíà÷àåò àëãåáðàè÷åñêîå ñëîæåíèå ìíîæåñòâ.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ îïåðàöèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî âû÷èòàíèÿ ìíîæåñòâ ∗
(ñì., íàïðèìåð, [3]). Îòìåòèì, ÷òî â âûïóêëîì àíàëèçå ýòó îïåðàöèþ
èíîãäà íàçûâàþò ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ ïî Ìèíêîâñêîìó.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü S1, S2 � íåêîòîðûå íåïóñòûå ìíîæåñòâà èç
Rn. Òîãäà èõ ãåîìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòüþ S1 ∗S2 íàçûâàþò ñîâîêóïíîñòü
âåêòîðîâ y ∈ Rn òàêèõ, ÷òî

y + S2 ⊂ S1, (15)

ãäå îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ + ïîíèìàåòñÿ â àëãåáðàè÷åñêîì ñìûñëå.
Îòìåòèì, ÷òî íå âñåãäà ìíîæåñòâî âåêòîðîâ y èç âêëþ÷åíèÿ (15)

íåïóñòîå, ò. å. ìíîæåñòâî S1 ∗S2 ìîæåò áûòü è ïóñòûì.
Îáîçíà÷èì ïðè t > 0

F (t) = πM ∗
t∫

0

πerAQdr, (16)

ãäå èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå òåîðèè ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé
(ñì. [2]). Îòìåòèì, ÷òî (ñì. (6), (13))

πM = {x ∈ Rn : x = λϕ, ãäå λ > α} (17)
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è ÷òî ïðè t > 0 ìíîæåñòâî

Ω1(t) =

t∫
0

πerAQdr (18)

ñîâïàäàåò (ñì. (9)) ñ ìíîæåñòâîì πΩ(t), ïðè÷¼ì ìíîãîçíà÷íîå îòîáðà-
æåíèå Ω1(t) êîìïàêòíîçíà÷íî, âûïóêëîçíà÷íî è íåïðåðûâíî â ñìûñëå
ìåòðèêè Õàóñäîðôà ïðè t > 0. Èç ñêàçàííîãî âûòåêàåò, ÷òî ïðè t > 0
Ω1(t) ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì èç L, íàòÿíóòûì íà êîíöåâûå òî÷êè β1(t)ϕ,
β2(t)ϕ, ãäå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè βi(t), i = 1, 2, íåïðåðûâíû ïðè t > 0
è β1(t) 6 β2(t). Êðàòêî ìîæíî çàïèñàòü ïðè t > 0:

Ω1(t) = [β1(t)ϕ, β2(t)ϕ]. (19)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (16)�(19), íåòðóäíî îáîñíîâàòü ïðè t > 0
ôîðìóëó

F (t) = {x ∈ Rn : x = λϕ, ãäå λ > (α− β1(t))ϕ}. (20)

Èç ñîîòíîøåíèé (14), (16) è îïðåäåëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè ïîëó-
÷àåì ñëåäóþùåå âêëþ÷åíèå:

πeτAx0 +

τ∫
0

πe(τ−s)Ap̂(s) ds ∈ F (τ). (21)

Óìíîæàÿ ñêàëÿðíî íà âåêòîð ϕ îáå ÷àñòè âêëþ÷åíèÿ (21), ïîëó÷èì
(ñì. (20)) íåðàâåíñòâî

〈πeτAx0, ϕ〉+

τ∫
0

〈πe(τ−s)Ap̂(s)ϕ〉 ds > α− β1(τ). (22)

Îòìåòèì, ÷òî ïîä ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà ϕ íà íåïóñòîå ìíî-
æåñòâî W ⊂ Rn ìû ïîíèìàåì îáúåäèíåíèå

⋃
w∈W
〈w,ϕ〉. Îáîçíà÷èì ïðè

t > 0

γ(t) =

t∫
0

max
p∈P
〈πerAp, ϕ〉 dr. (23)

Îòìåòèì, ÷òî çäåñü ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà ïîëó-
îñè r > 0. Èñïîëüçóÿ ëåììó îá îáðàòíîé ôóíêöèè (ñì. Ëåììó 3À íà
ñ. 175, 176 â [1]), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì t > 0
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ñóùåñòâóåò òàêàÿ èçìåðèìàÿ ïðè s ∈ [0, t] ôóíêöèÿ p(s, t) ∈ P , ÷òî

γ(t) =

t∫
0

〈πe(t−s)Ap(s, t), ϕ〉 ds.

Íåòðóäíî âèäåòü (ñì. (23)), ÷òî â (22)

τ∫
0

〈πe(τ−r)Ap̂(s), ϕ〉 ds 6 γ(τ)

è ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

〈πeτAx0, ϕ〉+ γ(τ) + β1(τ) > α. (24)

Àíàëèçèðóÿ ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ íåðàâåíñòâà (24) èç âêëþ÷åíèÿ (11),
ìîæíî îáîñíîâàòü, ÷òî èç âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (24) ïðè äàííîì τ > 0
ñëåäóåò âûïîëíåíèå âêëþ÷åíèÿ (11) ïðè íåêîòîðîì äîïóñòèìîì óïðàâëå-
íèè p̂(t), t ∈ [0, τ ]. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò íàì âìåñòî âêëþ÷åíèÿ
âèäà (11) èçó÷àòü íåðàâåíñòâî (24). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îïðàâäàíèÿ âêëþ-
÷åíèÿ âèäà (12) äîñòàòî÷íî îáîñíîâàòü, ÷òî íèæíÿÿ ãðàòü τ0 > 0 ñðåäè
âåëè÷èí τ > 0, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (24), äîñòèãàåòñÿ
(îòìåòèì, ÷òî 〈πx0, ϕ〉 < α). Äîñòèæåíèå íèæíåé ãðàíè τ0 > 0 ñðåäè òà-
êèõ τ > 0 âûòåêàåò èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè 〈πetAx0, ϕ〉+ γ(t) + β1(t)
ïðè t > 0. Íàïîìíèì, ÷òî â ñîîòíîøåíèè (24) τ > 0 è 〈πx0, ϕ〉 < 0.
Ïîýòîìó äëÿ íèæíåé ãðàíè τ0 > 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

〈πeτ0Ax0, ϕ〉+ γ(τ0) + β1(τ0) = α.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ âåëè÷èíû τ0 > 0 íóæíî íàéòè íàèìåíü-
øèé êîðåíü τ > 0 óðàâíåíèÿ

〈πeτAx0, ϕ〉+ γ(τ) + β1(τ) = α. (25)

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ γ(t) îïðåäåëÿåòñÿ ïðè t > 0 ôîðìóëîé (23). ×òî
êàñàåòñÿ ôóíêöèè β1(t), òî ìîæíî ïðè t > 0 îáîñíîâàòü ôîðìóëó

β1(t) =

t∫
0

min
q∈Q
〈πerAq, ϕ〉 dr, (26)

ãäå ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà ïî r > 0, à èíòåãðàë (êàê
è èíòåãðàë â ôîðìóëå (23)) ìîæíî ïîíèìàòü â ñìûñëå Ðèìàíà. Îòìåòèì,
÷òî ôóíêöèè γ(t), β1(t) (ñì. (23), (26)) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû
ïî t ïðè t > 0. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè íàõîæäåíèè
íàèìåíüøåãî êîðíÿ τ > 0 óðàâíåíèÿ (25).
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×òî êàñàåòñÿ íàõîæäåíèÿ óïðàâëåíèÿ p̃(t), t ∈ [0, τ0] èç íàøåé Òåî-
ðåìû, òî â êà÷åñòâå òàêîâîãî ïîäõîäèò (ñì. (23)) ëþáîå äîïóñòèìîå
óïðàâëåíèå p(t), t ∈ [0, τ0], óäîâëåòâîðÿþùåå ïî÷òè âñþäó íà [0, τ0]
óñëîâèþ ìàêñèìóìà âèäà

〈πe(τ0−t)Ap(t), ϕ〉 = max
p∈P
〈πe(τ0−t)Ap, ϕ〉.

Â ÷àñòíîñòè, òàêîé ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ p(s, τ0) (ñì. âûøå), êîòî-
ðàÿ ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ Ëåììû 3À íà ñ. 175, 176 èç [1], è óäîâëåòâîðÿåò
ñîîòíîøåíèþ

γ(τ0) =

τ0∫
0

〈πe(τ0−s)Ap(s, τ0), ϕ〉 ds.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì äâóìåðíûé ëèíåéíûé êîíôëèêòíî óïðàâëÿåìûé
îáúåêò âèäà (5), ãäå

A =

(
0, 1
− 1, 0

)
, P = {p ∈ R2 : p1 = 0, p2 ∈ [µ1, µ2]},

Q = {q ∈ R2 : q1 = 0, q2 ∈ [ν1, ν2]},

çäåñü µi, νi � êîíöû îòðåçêîâ, ïðè÷¼ì µ1 6 µ2, ν1 6 ν2. Ïîëîæèì ϕ =(
1
0

)
, π =

(
1, 0
0, 0

)
,

M = {x ∈ R2 : x1 > α},
ãäå α ∈ R1 � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî. Â ýòîì ïðèìåðå ïðè t > 0

etA =

(
cos t, sin t
− sin t, cos t

)
,

〈πetAx0, ϕ〉 = cos tx10 + sin tx20,

γ(t) =

t∫
0

max
p2∈[µ1,µ2]

sin r · p2 dr,

β1(t) =

t∫
0

min
q2∈[ν1,ν2]

sin r · q2 dr.

Ïîñëåäíèå òðè ôîðìóëû ïîçâîëÿþò â ýòîì ïðèìåðå êîíñòðóêòèâ-
íî âûïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå (25) äëÿ èñêîìîãî âðåìåíè
τ > 0 è ïîëó÷èòü, â ÷àñòíîñòè, êîíñòðóêòèâíûå îöåíêè ñâåðõó äëÿ ýòîãî
âðåìåíè.
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3 Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ðàññìîòðåíà ëèíåéíàÿ êîíôëèêòíî óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ñ òåð-
ìèíàëüíûì ìíîæåñòâîì M , èìåþùèì âèä çàìêíóòîãî ïîëóïðîñòðàí-
ñòâà. Çäåñü ïåðâûé èãðîê çàèíòåðåñîâàí â áûñòðåéøåì âûâåäåíèè ôà-
çîâîé òî÷êè íà M ïðè îòñóòñòâèè èíôîðìàöèè î âûáîðå óïðàâëåíèÿ
âòîðîãî èãðîêà. Ïîëó÷åíû êîíñòðóêòèâíûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êî-
òîðûõ ïåðâûé èãðîê ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü îêîí÷àíèå ïðîöåññà íà M çà
êîíå÷íîå âðåìÿ. Èçó÷åíû ñâîéñòâà ãàðàíòèðîâàííîãî âðåìåíè îêîí÷àíèÿ
ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ íà M . Ðàññìîòðåí ïðèìåð.
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