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1 Ââåäåíèå

Ïîëåò êâàäðîêîïòåðà îáåñïå÷èâàåòñÿ îäíîâðåìåííûì âðàùåíèåì ÷åòû-
ðåõ åãî âèíòîâ. Âèíòû çàêðåïëåíû íà äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ áàëêàõ.
Âèíòû 1 è 3 âðàùàþòñÿ (âèä ñâåðõó) ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, à 2 è 4 -
ïî ÷àñîâîé (Ðèñ. 1).

Ïîäúåìíàÿ ñèëà, êàê è íà íåñóùåì âèíòå îáû÷íîãî âåðòîëåòà, ñîçäà-
åòñÿ çà ñ÷åò âðàùåíèÿ ëîïàñòåé, ðàñïîëîæåííûõ ïîä íåêîòîðûì óãëîì ê
ïëîñêîñòè âðàùåíèÿ.

Ïðè äâèæåíèè ëîïàñòü ñòàëêèâàåòñÿ ñ íåïîäâèæíûì âîçäóõîì, äåé-
ñòâóåò íà íåãî ñ ñèëîé, íàïðàâëåííîé ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè ëîïà-
ñòè. Âîçäóõ, ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà, äåéñòâóåò íà ëîïàñòü ñ ñèëîé,
ðàâíîé ïî âåëè÷èíå è ïðîòèâîïîëîæíîé ïî íàïðàâëåíèþ Fa (Ðèñ. 2).

Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ëîïàñòü, íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ëîïà-
ñòè è ðàâíà

Fa = kν2,

ãäå k− ïîñòîÿííàÿ, ν � óãëîâàÿ ñêîðîñòü.
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Ðèñ. 1: Îáùèé âèä êâàäðîêîïòå-
ðà

Ðèñ. 2: Ëîïàñòü âèíòà

Ñèëà Fa èìååò ñîñòàâëÿþùèå:

Fax = kν2 sin(α), Faz = kν2 cos(α),

ãäå α -óãîë óñòàíîâêè ëîïàñòè. Ñèëà Faz îáåñïå÷èâàåò ñîçäàíèå ïîäúåì-
íîé ñèëû, à ñèëà Fax - âðàùàþùåãî ìîìåíòà,âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè.
Ñóììàðíóþ ïî âñåì ëîïàñòÿì êâàäðîêîïòåðà ïðîåêöèþ u =

∑4
i=1(Faz)i =∑4

i=1 kν
2
i áóäåì íàçûâàòü ïîäúåìíîé ñèëîé. Ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ïðîåê-

öèé ñèë ïî ãîðèçîíòàëè áóäåò ðàâíà 0, îäíàêî ñóììàðíûé ìîìåíò èõ
ìîæåò îòëè÷åí îò 0. Èìåííî äëÿ óðàâíîâåøèâàíèÿ ìîìåíòîâ âðàùåíèÿ
âîêðóã âåðòèêàëè âèíòû, íàõîäÿùèåñÿ íà ðàçíûõ áàëêàõ, âðàùàþòñÿ â
ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ.

2 Îïèñàíèå äâèæåíèÿ òåëà

Äâèæåíèå òåëà - ýòî èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî òåëà îò-
íîñèòåëüíî êàêîãî-òî äðóãîãî òåëà, ñ êîòîðûì ñâÿçûâàþò ñèñòåìó êîîð-
äèíàò. Äâèæåíèå êâàäðîêîïòåðà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ
äâèæåíèé - ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ è âðàùàòåëüíîãî
âîêðóã öåíòðà ìàññ [1].

Çàäàäèì ðàáî÷èå ñèñòåìû êîîðäèíàò (Ðèñ. 3). Áóäåì ñ÷èòàòü Çåìëþ
ïëîñêîé è ïðåíåáðåæåì åå äâèæåíèåì â ïðîñòðàíñòâå. Òîãäà ñèñòåìà êî-
îðäèíàò Onxyz ñ òðèýäðîì (⃗i, j⃗, k⃗), ñâÿçàííàÿ ñ Çåìëåé, áóäåò èíåðöèàëü-

íîé. Ñèñòåìà Ox′y′z′ ñ òðèýäðîì (⃗i′, j⃗′, k⃗′, ) ñâÿçàííàÿ ñ êâàäðîêîïòåðîì,
áóäåò ïîäâèæíàÿ. Åå íà÷àëî ñîâìåñòèì ñ öåíòðîì ìàññ êâàäðîêîïòåðà.
Ïîëîæåíèå òî÷êè O êâàäðîêîïòåðà â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îïðåäåëÿåò-
ñÿ ðàäèñîì-âåêòîðîì R⃗ = (x, y, z). Áóäåì ñ÷èòàòü êâàäðîêîïòåð òâåðäûì
òåëîì. Òîãäà âåêòîð ρ⃗ ïîñòîÿííûé. Âåêòîð ρ⃗, çàïèñàííûé â ñèñòåìå
Onxyz, îáîçíà÷èì r⃗. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî r⃗ = Sρ⃗, ãäå S− ìàòðèöà
ïåðåõîäà îò ïîäâèæíîé ñèñòåìû ê íåïîäâèæíîé [2].
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Cóììó ñèë òÿãè âèíòîâ óäîáíî çàïèñàòü â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàí-
íîé ñ êâàäðîêîïòåðîì, îíà èìååò âèä:

u⃗ =
4∑
i=1

f⃗i =
4∑
i=1

ki νi
2k⃗′,

ãäå k⃗′ - åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü Oz′ (íåèíåðöèàëüíàÿ
ñèñòåìà êîîðäèíàò), ki íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, νi - óãëî-
âûå ñêîðîñòè âèíòîâ,i = 1, 4. Çàïèøåì çàêîí ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ
öåíòðà ìàññ êâàäðîêîïòåðà â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå:

ma⃗ = −mgk⃗ + S(t)u⃗, (1)

ãäåm - îáùàÿ ìàññà òåëà. u⃗ - ñóììà ñèë òÿãè âèíòîâ. Îñòàëüíûìè ñèëàìè,
äåéñòâóþùèìè íà êâàäðîêîïòåð, ïðåíåáðåæåì.

3 Ìàòðèöà ïåðåõîäà

Ïîäâèæíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò Ox′y′z′ ñëóæèò äëÿ îïèñàíèÿ îðèåíòàöèè
êâàäðîêîïòåðà â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå. Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì äîïîëíè-
òåëüíóþ ñèñòåìó Oxyz, íà÷àëî êîòîðîé ñîâìåùåíî ñ íà÷àëîì ïîäâèæíîé
ñèñòåìû, à íàïðàâëåíèå îñåé ñîâïàäàåò ñ îñÿìè íåïîäâèæíîé ñèñòå-
ìû Onxyz. Ëþáîå ïîëîæåíèå ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ìîæíî
ïîëó÷èòü, ñîâåðøèâ òðè ïîâîðîòà äîïîëíèòåëüíîé ñèñòåìû âîêðóã ñîîò-
âåòñòâóþùèõ îñåé. Ïåðâûé ïîâîðîò âûïîëíÿåòñÿ íà óãîë ψ âîêðóã îñè
Oz. Îñè Ox è Oy çàíèìàþò ïîëîæåíèÿ Ox1 è Oy1. Âòîðîé ïîâîðîò - âî-
êðóã îñè Ox1 íà óãîë θ. Îñè Oy1 è Oz çàíèìàþò ïîëîæåíèÿ Oy2 è Oz′.
Òðåòèé ïîâîðîò- âîêðóã îñè Oz′ íà óãîë ϕ. Îñè Ox1 è Oy2 çàíèìàþò ïî-
ëîæåíèÿ Ox′ è Oy′. Ðåçóëüòèðóþùèé ïîâîðîò óäîáíî õàðàêòåðèçîâàòü
òðîéêîé óãëîâ (ψ, θ, ϕ) âîêðóã ñîîòâåòñòâóþùèõ îñåé. Â ëèòåðàòóðå óãëû
ïîâîðîòîâ íîñÿò èìÿ Ýéëåðà (Ðèñ. 4) [3],[4],[5].

Ðèñ. 3: Îñè ñèñòåì êîîðäèíàò Ðèñ. 4: Óãëû Ýéëåðà
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Ðåçóëüòèðóþùåé ìàòðèöåé áóäåò ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö ïîâîðîòîâ,
ó÷àñòâóþùèõ â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîöåññå:

S(ψ, θ, ϕ) =

 cosψ − sinψ 0
sinψ cosψ 0
0 0 1

 1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

 cosϕ − sinϕ 0
sinϕ cosϕ 0
0 0 1

 .

S(ψ, θ, ϕ) =

−sψcθsϕ + cψcϕ −sψcθcϕ − cψsϕ sψsθ
cψcθsϕ + sψcϕ cψcθcϕ − sψsϕ −cψsθ

sθsϕ sθcϕ cθ

 . (2)

Çäåñü èñïîëüçîâàíû ñîêðàùåíèÿ sinψ = sψ, cos θ = cθ.

4 Óðàâíåíèÿ ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ
êâàäðîêîïòåðà

Ñèñòåìû êîîðäèíàò, èñïîëüçóåìûå â ìåõàíèêå, ìîãóò áûòü èíåðöèàëü-
íûìè è íåèíåðöèàëüíûìè. Çàêîíû Íüþòîíà ðàáîòàþò â èíåðöèàëüíûõ
ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Êðèòåðèåì ðàçäåëåíèÿ ñèñòåì êîîðäèíàò ÿâëÿåò-
ñÿ ïåðâûé çàêîí Íüþòîíà. Èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà íå ìîæåò äâèãàòüñÿ ñ
óñêîðåíèåì.

Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà â âåêòîðíîé ôîðìå äëÿ ïîñòóïàòåëü-
íîãî äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ êâàäðîêîïòåðà (â ñèñòåìå Onxyz - òàê êàê
îíà èíåðöèàëüíàÿ):

ma⃗ = −mgk⃗ + Su⃗ (3)

ãäå m - îáùàÿ ìàññà ñèñòåìû. S(t) - ìàòðèöà ïåðåõîäà èç ïîäâèæíîé â
íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó (2), u⃗ - ñóììà ñèë âèíòîâ:

u⃗ =
4∑
i=1

f⃗i =
4∑
i=1

ki νi
2k⃗′,

ãäå k⃗′ - åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü Oz′ (íåèíåðöèàëüíàÿ ñè-
ñòåìà êîîðäèíàò), ki íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, νi - óãëîâûå
ñêîðîñòè âèíòîâ. Â êîîðäèíàòíîé ôîðìå èìååì:

mẍ = usϕsθ,

mÿ = −ucϕsθ,
mz̈ = ucθ −mg.

Â ýòèõ ôîðìóëàõ m−ìàññà êâàäðàêîïòåðà, a⃗− åãî óñêîðåíèå, g− óñêî-
ðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. u−ñóììàðíàÿ ñèëà âñåõ ÷åòûðåõ ðîòîðîâ
êâàäðîêîïòåðà. Ñèëà i-ãî ðîòîðà ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ÷àñòîòû
âðàùåíèÿ fi = kν2i , i = 1, 4. Çäåñü k− íåêàÿ ôèçè÷åñêàÿ êîíñòàíòà.
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5 Óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ

Âåêòîð ìãíîâåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè ω⃗ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ω⃗ = ψ̇k⃗ + θ̇⃗i1 + ϕ̇k⃗′,

ãäå k⃗, i⃗1, k⃗
′− îðòû îñåé âðàùåíèÿ. Çàïèøåì ω⃗ â ïîäâèæíîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò. Èç Ðèñ. 4 âèäíî, ÷òî

ψ̇k⃗ = ψ̇(sin θ sin ϕ⃗i′ + sin θ cos ϕ⃗j′ + cos θk⃗′), θ̇⃗i1 = θ̇(cos ϕ⃗i′ − sin ϕ⃗j′).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

ω′
x = ψ̇sϕsθ + θ̇cϕ,

ω′
y = ψ̇cϕsθ − θ̇sϕ,

ω′
z = ψ̇cθ + ϕ̇.

Ïî ïðåäëîæåíèþ Ýéëåðà ω′
x, ω

′
y, ω

′
z îáîçíà÷àþò p, q, r.

Åñëè ââåñòè âåêòîðû ⃗̇η = (ψ̇, θ̇, ϕ̇)T è ω⃗ = (p, q, r)T , òî ýòó ñèñòåìó
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

ω⃗ = W1(η)⃗̇η,
ãäå pq

r

 =

sϕsθ cϕ 0
cϕsθ −sϕ 0
cθ 0 1

ψ̇θ̇
ϕ̇

 . (4)

Îáðàòíàÿ ñâÿçü ìåæäó âåêòîðîì ⃗̇η = (ψ̇, θ̇, ϕ̇) è ω⃗ = (p, q, r) äàåòñÿ
âûðàæåíèåì:

⃗̇η = W−1
1 (η)ω⃗, (5)

èëè ψ̇θ̇
ϕ̇

 =

 sϕ
sθ

cϕ
sθ

0
cϕ −sϕ 0
− sϕ
tgθ

− cϕ
tgθ

1

pq
r

 . (6)

6 Âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå

Âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå èìååò ñâîþ ñïåöèôèêó. Âìåñòî ëèíåéíîé ñêîðî-
ñòè ïîÿâëÿåòñÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü. Âìåñòî ñèëû ïîÿâëÿåòñÿ ìîìåíò ñèëû,
èìïóëüñà òåëà - óãëîâîé ìîìåíò. Óãëîâîé ìîìåíò òåëà L îòíîñèòåëüíî
íåïîäâèæíîé òî÷êè âûðàæàåòñÿ èíòåãðàëîì

L =

∫
V

ϱr⃗′ × v⃗ dV, (7)

ãäå V− îáúåì òåëà,ϱ− ïëîòíîñòü òåëà, r⃗′ = x′⃗i′ + y ′⃗j′ + z′k⃗′− ðàäèóñ-
âåêòîð ýëåìåíòàðíîãî îáúåìà dV è v− åãî ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü. Â ñèñòåìå
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êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ òåëîì, ñêîðîñòü v⃗ âîçíèêàåò âñëåäñòâèå âðàùåíèÿ
òåëà âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò è ðàâíà

v⃗ = ω⃗ × r⃗′, (8)

ω⃗ = p⃗i′ + qj⃗′ + rk⃗′. Ïîäñòàâëÿÿ (8) â (7), ïîëó÷èì

L⃗ =

∫
V

ϱr⃗′ × (ω⃗ × r⃗′) dV. (9)

Óãëîâîé ìîìåíò ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ [5]

L⃗ = Iω⃗, (10)

ãäå I-ìàòðèöà èíåðöèè êâàäðîêîïòåðà.
Ñèììåòðèÿ êâàäðîêîïòåðà îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòåé O1x

′z′ è O1y
′z′

ïîçâîëÿåò ñäåëàòü óòâåðæäåíèå,÷òî Ix′y′ = Iy′x′ = Ix′z′ = Iz′x′ = 0.
Âûðàæåíèå óãëîâîãî ìîìåíòà ïðèíèìàåò âèä

L =

Ix′x′ 0 0
0 Iy′y′ 0
0 0 Iz′z′

pq
r

 .
Óðàâíåíèå âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ êâàäðîêîïòåðà [3]

dIω⃗

dt
+ ω⃗ × Iω⃗ = T⃗ext, (11)

ãäå ìîìåíò âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèé â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò,
îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

T⃗ext = τx′⃗i
′ + τy′ j⃗′ + τz′k⃗′, (12)

â êîòîðîì

τx′ = lk(f2 − f4) = lk(ν22 − ν24),

τy′ = lk(f3 − f1) = lk(ν23 − ν21),

τz′ = bk(f1 − f2 + f3 − f4) = bk(ν21 + ν23 − ν22 − ν24),

ãäå k− íåêàÿ ôèçè÷åñêàÿ êîíñòàíòà, l, b−âåëè÷èíû, îïðåäåëÿåìûå ðàç-
ìåðàìè êâàäðîêîïòåðà, νi, i = 1, 4,− ÷àñòîòû âðàùåíèÿ ðîòîðîâ êâàäðî-
êîïòåðà. Ðàñïèñûâàÿ ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (11), ïîëó÷èì:

Ix′x′ṗ+ (Iz′z′ − Iy′y′)qr = τx′,

Iy′y′ q̇ + (Ix′x′ − Iz′z′)pr = τy′, (13)

Iz′z′ ṙ + (Iy′y′ − Ix′x′)pq = τz′.
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Âñå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êâàäðîêîïòåðà ñîáèðàåì â åäèíóþ ñèñòåìó
óðàâíåíèé:

mẍ = usϕsθ, mÿ = −ucϕsθ, mz̈ = ucθ −mg,

ψ̇ =
sϕ
sθ
p+

cϕ
sθ
q, θ̇ = cϕp− sϕq, ϕ̇ = − sϕ

tgθ
p− cϕ

tgθ
q + r, (14)

ṗ =
τx′

Ix′x′
+

(Iy′y′ − Iz′z′)

Ix′x′
rq, q̇ =

τy′

Iy′y′
+

(Iz′z′ − Ix′x′)

Iy′y′
pr,

ṙ =
τz′

Iz′z′
+

(Ix′x′ − Iy′y′)

Iz′z′
pq.

Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé òðåáóåò çàäàíèÿ íà÷àëüíûõ âåëè÷èí âñåõ ôà-
çîâûõ ïåðåìåííûõ çàäà÷è. Ïàðàìåòðàìè óïðàâëåíèÿ â ýòîé ñèñòåìå
ÿâëÿþòñÿ u, τx′, τy′, τz′.

7 Çàäà÷à òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
êâàäðîêîïòåðîì

Ñèñòåìà óðàâíåíèé ñîäåðæèò ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå
òåëî (ìàññó, åãî ðàçìåðû), ñèëû, äåéñòâóþùèå íà òåëî (ãðàâèòàöèþ, ñî-
ïðîòèâëåíèå ñðåäû), ôóíêöèþ òðàåêòîðèè (r⃗(t)), ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ
òåëî è åãî ñêîðîñòü ˙⃗r(t) . Ñðåäè ìíîæåñòâà çàäà÷ î äâèæåíèè òåëà âû-
äåëèì çàäà÷è óïðàâëåíèÿ, ãäå òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ñèëó óïðàâëåíèÿ
òåëîì u⃗(t), êîòîðàÿ ïåðåìåùàåò òåëî èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ r⃗(t0) â
êîíå÷íîå r⃗(t1) çà çàäàííûé èíòåðâàë T = t1− t0. Òàêèå çàäà÷è îòíîñÿòñÿ
ê êëàññó çàäà÷ ½òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ�. Ìåòîäàì ðåøåíèÿ òåðìè-
íàëüíûõ çàäà÷ ïîñâÿùåíà ðàáîòà [6]. Îäèí èç ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷
òåðìèíàëüíîãî óïðâàëåíèÿ - ïîèñê óïðàâëåíèÿ ñðåäè ïîëèíîìîâ ïî âðå-
ìåíè. Ïîñêîëüêó óïðàâëåíèå òåëîì ïîðîæäàåò åãî óñêîðåíèå, à óñêîðåíèå
ðàâíî âòîðîé ïðîèçâîäíîé òðàåêòîðèè, òî òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ òîæå ïî-
ëèíîìîì îò âðåìåíè. Íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìîâ íàõîäÿòñÿ
èç ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé. Äëÿ ïðîñòåéøåé ìîäåëè êâàäðîêîïòåðà (ïðåíå-
áðåãàåì ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà, ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ íå çàâèñèò
îò ïîëîæåíèÿ òåëà è äð.) óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ áóäóò èìåòü âèä (6) ñ
êðàåâûìè óñëîâèÿìè

x(0) = x0, ẋ(0) = ẋ0, x(T ) = x1, ẋ(T ) = ẋ1,

y(0) = y0, ẏ(0) = ẏ0, y(T ) = y1, ẏ(T ) = ẏ1,

z(0) = z0, ż(0) = ż0, z(T ) = z1, ż(T ) = ż1,

ϕ(0) = ϕ0, ϕ̇(0) = ϕ̇0, ϕ(T ) = ϕ1, ϕ̇(T ) = ϕ̇1,

θ(0) = θ0, θ̇(0) = θ̇0, θ(T ) = θ1, θ̇(T ) = θ̇1,

ψ(0) = ψ0, ψ̇(0) = ψ̇0, ψ(T ) = ψ1, ψ̇(T ) = ψ̇1.
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Ïàðàìåòðû êâàäðîêîïòåðà äëÿ êîíêðåòíîé ìîäåëè âçÿòû èç ðàáî-
òû [7] m=0.468 kg, l=0.225 m, k = 2.98010−6, b = 1.140107, Ixx =
4.85610−3kg m2, Iyy = 4.85610−3kg m2, Izz = 8.80110−3kg m2.

Ðàçáåðåì íåêîòîðûå òåðìèíàëüíûå çàäà÷è.

8 Âûâîä êâàäðîêîïòåðà ïî âåðòèêàëè â çàäàííîå
ïîëîæåíèå

Ðàññìîòðèì âàðèàíò ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ êâàäðîêîïòåðà, ò.å. ñëó-
÷àé, êîãäà âñå òî÷êè òåëà îïèñûâàþò îäèíàêîâûå òðàåêòîðèè. Ýòè çàäà÷è
ÿâëÿþòñÿ ïðîñòåéøèìè çàäà÷àìè òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Áóäåì
ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå öåíòðà ìàññ êâàäðîêîïòåðà.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó 1. Òðåáóòñÿ íàéòè ôóíêöèþ óïðàâëåíèÿ, êîòîðàÿ
îáåñïå÷èò âûâîä êâàäðîêîïòåðà ïî âåðòèêàëè èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ
z0, ż0 â êîíå÷íîå z1, ż1 çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè [0, T ]. Äëÿ ýòîé çàäà÷è èç
(6) îñòàåòñÿ îäíî óðàâíåíèå:

z̈ = −g + f, (15)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè z(0) = z0, ˙z(0) = ż0, z(T ) = z1, ˙z(T ) = ż1. Äâà
îñòàëüíûõ óðàâíåíèÿ äàþò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ x = x0, y = y0. Ïî-
ñêîëüêó ìû èìååì 4 äîïîëíèòåëüíûõ âåëè÷èíû, òî èñêîìàÿ òðàåêòîðèÿ
â êëàññå ïîëèíîìîâ áóäåò ïîëèíîìîì 3 ñòåïåíè:

z(t) = c0 + c1 t+ c2 t
2 + c3 t

3.

Èç óðàâíåíèÿ (15) ñëåäóåò, ÷òî èñêîìîå óïðàâëåíèå f ìîæåò áûòü
èûáðàíî â âèäå ïîëèíîìà 1 ñòåïåíè:

f = g + 2 c2 + 6 c3 t. (16)

Óðàâíåíèå äëÿ z(t) ïðèíèìàåò âèä:

z̈ = 2 c2 + 6 c3 t.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ äâàæäû ïðåäûäóùåå óðàâíåíèå è èñïîëüçîâàâ íà÷àëü-
íîå è êîíå÷íîå ñîñòîÿíèÿ êâàäðîêîïòåðà, ïîëó÷èì:

ż1 = ż0 + 2 c2 T + 3 c3 T
2, z1 = z0 + ż0 T + c2 T

2 + c3 T
3. (17)

Èç ñèñòåìû (17) íàéäåì êîýôôèöèåíòû c2, c3 :

c2 =
3(z1 − z0)

T 2
− (ż1 + 2ż0)

T
, c3 = −2(z1 − z0)

T 3
+

(ż1 + ż0)

T 2
. (18)

Ïðè íà÷àëüíûõ è êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ z0 =
0 m, ż0 = 0 m/s, z1 = 100 m, ż1 = 0 m/s, T = 20 s, ôóíêöèÿ óïðàâ-
ëåíèÿ èìååò âèä f = c2 + c3 t, ãäå c2 = 0.75 m/s2, c3 = −0.025 m/s3.
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Îíà îáåñïå÷èâàåò ïåðåìåùåíèå êâàäðîêîïòåðà èç íà÷àëüíîãî â êîíå÷íîå
ñîñòîÿíèå.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó 2. Ïóñòü â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè óïðàâëÿåìàÿ
ñèëà êâàäðîêîïòåðà óðàâíîâåøèâàåò ñèëó òÿæåñòè f(0) = g, ÷òî ïðèâî-
äèò ê äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ z̈(0) = 0. Èñêîìóþ òðàåêòîðèþ ìîæíî
èñêàòü ñðåäè ïîëèíîìîâ 4-îé ñòåïåíè:

z(t) = e0 + e1 t+ e2 t
2 + e3 t

3 + e4 t
4.

Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (15) ñëåäóåò, ÷òî èñêîìîå óïðàâëåíèå ìîæåò áûòü
âûáðàíî â âèäå ïîëèíîìà 2 ñòåïåíè

f = g + 2 e2 + 6 e3t+ 12 e4 t
2. (19)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî e2 = 0, óðàâíåíèå äëÿ z(t) ïðèíèìàåò âèä:

z̈ = 6 e3 t+ 12 e4 t
2.

Ïðîèíòåãðèðóåì äâàæäû ýòî óðàâíåíèå.

ż(t)− ż(0) = 3 e3 t
2 + 4 e4 t

3,

z(t)− z(0)− ż(0) t = e3 t
3 + e4 t

4.
Çàïèøåì ýòè óðàâíåíèÿ äëÿ äëÿ ìîìåíòà t = T è ïîëó÷èì ñèñòåìó äëÿ
îïðåäåëåíèÿ e3, e4 :

e3 T
3 + e4 T

4 = z1 − z0 − ż0 T, (20)

3 e3 T
2 + 4 e4 T

3 = ż1 − ż0.

Åå ðåøåíèå èìååò âèä:

e3 =
4 (z1 − z0)

T 3
− ż1 + 3ż0

T 2
, e4 = −3 (z1 − z0)

T 4
+

(ż1 + 2 ż0)

T 3
.

Ïðè íà÷àëüíûõ è êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ z0 =
0 m, ż0 = 0 m/s, z̈0 = 0, z1 = 100 m, ż1 = 0 m/s, T = 20 s, ôóíêöèÿ óïðàâ-
ëåíèÿ áóäåò f = g+6 e3 t+12 e4 t

2, ãäå e3 = 15.81 m/s2, e4 = −1.2 m/s3.
Îíà îáåñïå÷èâàåò ïåðåìåùåíèå êâàäðîêîïòåðà èç íà÷àëüíîãî â êîíå÷íîå
ñîñòîÿíèå.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó 3. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû êâàäðîêîïòåð â êîíå÷íîé
òî÷êå ñìîã çàâèñíóòü. Äëÿ ýòîãî åãî ñêîðîñòü íå äîëæíà ìåíÿòüñÿ â
ýòîé òî÷êå. Ñëåäîâàòåëüíî, â êîíöåâîé òî÷êå ïîÿâëÿåòñÿ óñëîâèå z̈1 = 0.
Óðàâíåíèåì òðàåêòîðèè áóäåò ïîëèíîì 4 ñòåïåíè:

z(t) = d0 + d1 t+ d2 t
2 + d3 t

3 + d4 t
4.

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèíèìàåò âèä

z̈ = 2d2 + 6 d3 t+ 12 d4 t
2.
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Ðèñ. 5: Ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ Ðèñ. 6: Ñêîðîñòè êâàäðîêîïòåðà

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è óïðàâëåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå ïîëèíîìà
âòîðîé ñòåïåíè

f = g + 2 d2 + 6 d3 t+ 12 d4 t
2. (21)

Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (15). Ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé
äëÿ êîýôôèöèåíòîâ d2, d3, d4 :

d2 + 3 d3 T + 6 d4 T
2 = 0,

2d2T + 3d3T
2 + 4d4T

3 = ż1 − ż0,

d2 T
2 + d3 T

3 + d4 T
4 = z1 − z0 − ż0T.

Åå ðåøåíèåì áóäåò d4 =
ż1−ż0
T 3 + 3(z1−z0)

T 4 , d3 = − (3ż1−ż0)
T 2 − 8(z1−z0)

T 3 ,
d2 = −3 d3 T − 6 d4 T 2. Ïðè òåõ æå íà÷àëüíûõ è êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ
ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ è ïðè z̈1 = 0 ðàñ÷åòû ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ, ñêîðî-
ñòè òåëà è åãî òðàåêòîðèè ïðåäñòàâëåíû íà (Ðèñ. 5)-(Ðèñ. 7). Ðàññìîòðèì
çàäà÷ó 4,êîãäà êâàäðîêîïòåð â íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êàõ ìîæåò çà-
âèñàòü, ò. å. ñêîðîñòü íå äîëæíà ìåíÿòüñÿ â ýòèõ òî÷êàõ. Ñëåäîâàòåëüíî,
â íà÷àëüíîé è â êîíöåâîé òî÷êàõ ïîÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿ z̈0 = 0, z̈1 = 0.
Óðàâíåíèåì òðàåêòîðèè áóäåò ïîëèíîì 5 ñòåïåíè:

z(t) = p0 + p1t+ p2t
2 + p3t

3 + p4t
4 + p5t

5.

Ïðè t = 0 ïîëó÷èì êîýôôèöèåíòû:

p0 = z(0), p1 = ż(0), p2 = z̈(0).

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèíèìàåò âèä

z̈ = 2p2 + 6p3t+ 12p4t
2 + 20p5t

3.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 4 óïðàâëåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå ïîëèíîìà òðåòüåé
ñòåïåíè

f = g + 2p2 + 6p3t+ 12p4t
2 + 20p5t

3. (22)
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Ðèñ. 7: Òðàåêòîðèè êâàäðîêîïòåðà

Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (15). Ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíå-
íèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ p3, p4, p5. Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ p3, p4, p5 ïîëó÷èì
ñèñòåìó ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ïðè t = T :

p3T
3 + p4T

4 + p5T
5 = z1 − z0 − (ż1 − ż0)T,

3p3T
2 + 4p4T

3 + 5p5T
4 = ż1 − ż0,

6p3T + 12p4T
2 + 20p5T

3 = 0.

Åå ðåøåíèåì áóäåò:

p3 = −(4ż1 + 6ż0)

T 2
+

10(z1 − z0)

T 3
,

p4 =
7ż1 + 8ż0

T 3
− 15(z1 + z0)

T 4
, (23)

p5 = −3(ż1 + ż0)

T 4
+

6(z1 − z0)

T 5
,

Ïðè òåõ æå íà÷àëüíûõ è êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ ðàñ-
÷åòû ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ, ñêîðîñòè òåëà è åãî òðàåêòîðèè ïðåäñòàâëåíû
íà (Ðèñ. 5)-(Ðèñ. 7).

Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ çàâèñÿò îò êðàåâûõ óñëîâèé.
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9 Óãëû Êðûëîâà â äèíàìèêå êâàäðîêîïòåðà

Â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ðàáîòû, â êîòîðûõ ìàòðèöà
ïåðåõîäà ñîñòàâëÿåòñÿ èç ìàòðèö ïîñëåäîâàòåëüíûõ âðàùåíèé âîêðóã
ðàçëè÷íûõ îñåé êîîðäèíàò. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò
íàçûâàþò ïðåîáðàçîâàíèåì óãëàìè Êðûëîâà. Ðàññìîòðèì ïîâîðîò äî-
ïîëíèòåëüíîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî îñè Oz â ïëîñêîñòè Ox′y′ íà óãîë ϕ.
Âòîðîé ïîâîðîò íà óãîë θ âûïîëíÿþò âîêðóã îñè,êîòîðîå çàíèìàåò êî-
îðäèíàòíàÿ îñü Oy′ ïîñëå ïåðâîãî ïîâîðîòà. Òðåòèé ïîâîðîò íà óãîë ψ
âûïîëíÿþò âîêðóã îñè,êîòîðîå çàíèìàåò îñü Ox′ ïîñëå äâóõ ïðåäûäóùèõ
ïîâîðîòîâ. Ðåçóëüòèðóþùèé ïîâîðîò óäîáíî õàðàêòåðèçîâàòü òðîéêîé
óãëîâ ïîâîðîòîâ (ϕ, θ, ψ) âîêðóã ñîîòâåòñòâóþùèõ îñåé, êîòîðûå äàþò
òðîéêó 3 : 2 : 1. [8].

Ìàòðèöåé ïåðåõîäà ðåçóëüòèðóþùåãî ïîâîðîòà áóäåò ïðîèçâåäåíèå
ìàòðèö ïåðåõîäîâ óãëîâ, ó÷àñòâóþùèõ â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîöåññå.

Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò ïîäâèæíîé ñèñòåìû ê äîïîëíèòåëüíîé:

S(ϕ, θ, ψ) =

 1 0 0
cosϕ sinϕ 0
− sinϕ cosϕ 0

 cos θ 0 − sin θ
0 1 0

sin θ 0 cos θ

 cosψ sinψ 0
− sinψ cosψ 0

0 0 1

 .
S(ψ, θ, ϕ) =

 cψcθ sψcθ −sθ
cψsθsϕ − sψcϕ sϕsθsψ + cϕcψ sϕcθ
cψsθcϕ + sψsϕ cϕsθsψ − sϕcψ cϕcθ

 . (24)

Ñâÿçü ìåæäó âåêòîðàìè ⃗̇η = (ψ̇, θ̇, ϕ̇)T è ω⃗ = (p, q, r)T , ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå:

ω⃗ = W2(η)⃗̇η,

ãäå pq
r

 =

1 0 −sθ
0 cϕ cθsϕ
0 −sϕ cθcϕ

ϕ̇θ̇
ψ̇

 . (25)

Îáðàòíàÿ ñâÿçü ìåæäó âåêòîðîì ⃗̇η = (ψ̇, θ̇, ϕ̇) è ω⃗ = (p, q, r) äàåòñÿ
âûðàæåíèåì:

⃗̇η = W−1
2 (η)ω⃗, (26)

èëè ϕ̇θ̇
ψ̇

 =

1 sϕtgθ cϕtgθ0 cϕ −sϕ
0

sϕ
cθ

cϕ
cθ

pq
r

 . (27)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè óãëîâ Êðûëîâà
áóäåò èìåòü âèä:

mẍ = −usθ,
mÿ = usϕcθ,
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mz̈ = ucϕcθ −mg,

ϕ̇ = p+ sϕtgθq + cϕtgθr,

θ̇ = cϕq − sϕr, (28)

ψ̇ =
sϕ
cθ
q +

cϕ
cθ
r,

ṗ = τx′
Ix′x′

+
(Iy′y′−Iz′z′)

Ix′x′
rq,

q̇ =
τy′

Iy′y′
+ (Iz′z′−Ix′x′)

Iy′y′
pr,

ṙ = τz′
Iz′z′

+
(Ix′x′−Iy′y′)

Iz′z′
pq.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó 5. Êâàäðîêîïòåð äâèæåòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîé
ïëîñêîñòè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ V0, åãî òðàåêòîðèåé ÿâëÿåòñÿ îêðóæ-
íîñòü ðàäèóñà R0. Íàéòè óïðàâëåíèå, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò òàêóþ
òðàåêòîðèþ [9].

Ïðè èçó÷åíèè ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ, ðàññìàòðèâàåì êâàäðîêî-
ïòåð êàê ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó ìàññîé m, ïîìåùåííóþ â öåíòð òÿæåñòè
òåëà. Ñèëû, äåéñòâóþùèå íà íåå, åñòü ñèëà òÿæåñòè mg è ñèëà òÿãè
u. Äëÿ ãîðèçîíòàëüíîãî äâèæåíèÿ óïðàâëåíèå êâàäðîêîïòåðà äîëæíî
èìåòü âåðòèêàëüíóþ êîìïîíåíòó, óðàâíîâåøèâàþùóþ ñèëó òÿæåñòè, à
ãîðèçîíòàëüíàÿ êîìïîíåíòà � äîëæíà îáåñïå÷èòü öåíòðîñòðåìèòåëü-
íóþ ñèëó ïðè äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè. Ýòè êîìïîíåíòû îïðåäåëÿþò
óïðàâëåíèå êâàäðîêîïòåðîì:

u =

√
(mg)2 + (

mV 2
0

R0
)2.

Êîìïîíåíòû u îïðåäåëÿþò óãîë ïîâîðîòà êâàäðîêîïòåðà ϕ âîêðóã îñè
Ox :

tanϕ =
V 2
0

gR0
.

Âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå êâàäðîêîïòåðà áóäåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ
ñêîðîñòüþ èçìåíåíèÿ óãëà ψ. Îáõîä îêðóæíîñòè êâàäðîêîïòåð âûïîë-
íèò çà âðåìÿ t = 2π

V0
. Ñëåäîâàòåëüíî, ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ óãëà ψ áóäåò

ðàâíà ψ̇ = 2π
t . Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ϕ̇ = θ̇ = θ = 0. Ïðè ýòèõ

çíà÷åíèÿõ óãëîâ (25)óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåò âèä:pq
r

 =

1 0 0
0 cϕ sϕ
0 −sϕ cϕ

00
ψ̇

 . (29)

Ýòà ñèñòåìà äàåò çíà÷åíèÿ óãëîâûõ ñêîðîñòåé êâàäðîêîïòåðà q = ψ̇ sinϕ
è r = ψ̇ cosϕ. Ñëåäóåò íå çàáûâàòü, ÷òî óãëîâûå ñêîðîñòè íàéäåíû â
ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
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10 Çàêëþ÷åíèå

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êâàäðîêîïòåðà çàïèñàíû â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò. Èç âûðàæåíèé (6) è (28) ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöû ïåðåõîäà
âåêòîðíûõ âåëè÷èí ðàçíÿòñÿ äëÿ óãëîâ Ýéëåðà è Êðûëîâà. Òàê æå ñó-
ùåñòâóþò ðàçëè÷èÿ äëÿ ñâÿçè ìåæäó âåëè÷èíàìè ⃗̇η = (ψ̇, θ̇, ϕ̇) è ω⃗ =
(p, q, r).
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