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1 Ââåäåíèå

Ìíîãèå çàäà÷è öèôðîâîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ (àóäèî, ñåéñìèêà, ðà-
äèîñâÿçü) åñòåñòâåííî ôîðìóëèðóþòñÿ êàê àïïðîêñèìàöèÿ ñêàëÿðíûõ

ôóíêöèîíàëîâ íà ïðîñòðàíñòâàõ ñèãíàëîâ: ïî âõîäó x = (x1, . . . , xn),
ãäå êàæäûé êàíàë xi ëåæèò â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, òðåáóåòñÿ
âû÷èñëèòü çíà÷åíèå f(x) ∈ R. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåïðåðûâ-
íûå îòîáðàæåíèÿ f : K → R, çàäàííûå íà êîìïàêòíîì êëàññå ñèãíàëîâ
K ⊂ Hn. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà îõâàòûâàåò äåòåêòèðîâàíèå (åñòü/íåò), îöå-
íèâàíèå ïàðàìåòðîâ (çàäåðæêè, ÷àñòîòû, óðîâíÿ øóìà) è ïîñòðîåíèå
íåïðåðûâíûõ îöåíîê/ëîãàðèôìîâ îòíîøåíèÿ øàíñîâ äëÿ êëàññèôèêà-
öèè.

Çàìå÷àíèå (ïðî íåïðåðûâíîñòü f è ïîðîãîâûå ðåøåíèÿ). Âî
ìíîãèõ èíæåíåðíûõ çàäà÷àõ èòîãîâîå ðåøåíèå äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ
ïîðîãîâûì (æ¼ñòêèé äåòåêòîð, èíäèêàòîð ñîáûòèÿ), òî åñòü êàê îòîáðà-
æåíèå ñèãíàëà îíî ðàçðûâíî. Íà ïðàêòèêå, îäíàêî, îáû÷íî ñòðîÿò íåïðå-
ðûâíóþ �îöåíêó óâåðåííîñòè�/îöåíî÷íóþ ôóíêöèþ (íàïðèìåð, âûõîä
ñîãëàñîâàííîãî ôèëüòðà, îòíîøåíèå ïðàâäîïîäîáèé, ëîãèò èëè âåðîÿò-
íîñòü), à ïîðîã ïðèìåíÿþò óæå ïîñëå ýòîãî. Òåîðåìà ïðèìåíèìà èìåííî
ê òàêèì íåïðåðûâíûì àïïðîêñèìàöèÿì f (soft-äåòåêòîðàì) è, ñîîòâåò-
ñòâåííî, îáîñíîâûâàåò óíèâåðñàëüíîñòü äëÿ ñãëàæåííûõ/íåïðåðûâíûõ
êðèòåðèåâ äî ñòàäèè ïîðîãîâàíèÿ.

Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âî ìíîãèõ èíæåíåðíûõ êîíâåéåðàõ îá-
ðàáîòêè è ñîâðåìåííûõ íåéðîñåòåâûõ àðõèòåêòóðàõ èñïîëüçóåòñÿ îáùèé
âû÷èñëèòåëüíûé øàáëîí: (i) èçâëå÷ü êîíå÷íîå ÷èñëî ëèíåéíûõ èçìåðå-

íèé ñèãíàëà (âûõîäû áàíêà ôèëüòðîâ, ïðîåêöèè íà áàçèñ, ñîãëàñîâàííàÿ
ôèëüòðàöèÿ, êîýôôèöèåíòû STFT/âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ), (ii) ïðèìå-
íèòü ê êàæäîìó èçìåðåíèþ ñêàëÿðíóþ íåëèíåéíîñòü, (iii) àãðåãèðîâàòü
ðåçóëüòàòû (ñóììèðîâàíèå/ïóëèíã èëè íåáîëüøîé íåëèíåéíûé ìèêøåð).
Íåñìîòðÿ íà ðàñïðîñòðàí¼ííîñòü ýòîãî ïîäõîäà, îñòà¼òñÿ ïðèíöèïèàëü-
íûé âîïðîñ: äîñòàòî÷íî ëè òàêîãî êëàññà ìîäåëåé, ÷òîáû îïèñûâàòü
ïðîèçâîëüíûå íåïðåðûâíûå çàâèñèìîñòè îò ñèãíàëà (ïî êðàéíåé ìåðå íà
ðåàëèñòè÷íûõ êëàññàõ âõîäîâ)?

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû äà¼ì ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà óðîâíå òåî-
ðåìû óíèâåðñàëüíîé àïïðîêñèìàöèè: ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f íà
êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå K ⊂ Hn ìîæåò áûòü ðàâíîìåðíî ïðèáëèæåíà
êîíå÷íîé ñóììîé âèäà

r∑
j=1

ζj

( n∑
i=1

φji(xi)
)
,

ãäå φji ∈ H∗ � íåïðåðûâíûå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû (èçìåðåíèÿ),
à ζj : R → R � íåïðåðûâíûå ñêàëÿðíûå íåëèíåéíîñòè. Â òåðìèíàõ öèô-
ðîâîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ ñåìåéñòâî {φji} èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê íàáîð
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êàíàëîâ àíàëèçà (ôèëüòðû/ñåíñîðû/ïðîåêöèè), à {ζj}� êàê ñòàòè÷åñêèå
íåëèíåéíîñòè è èòîãîâàÿ àãðåãàöèÿ.

Êëþ÷åâàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîìïàêòíîñòü

êëàññà ñèãíàëîâ ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó ê êîíå÷íîìåðíîìó çàìåñòèòå-
ëþ: ñíà÷àëà ìíîæåñòâî K ðàâíîìåðíî àïïðîêñèìèðóåòñÿ êîíå÷íîìåðíîé
îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé â Hn; çàòåì ïðèìåíÿåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ óíè-
âåðñàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ â Rm (ñì. [1, 2]); ïîñëå ÷åãî ïîëó÷åííàÿ
êîíñòðóêöèÿ ïåðåíîñèòñÿ îáðàòíî â èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî. Òàêîé âçãëÿä
äåëàåò ðåçóëüòàò ¾÷èòàáåëüíûì äëÿ èíæåíåðà¿: êîíå÷íîå ÷èñëî èçìå-
ðåíèé îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì íå ïîòîìó, ÷òî èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî
ìàëîðàçìåðíî, à ïîòîìó, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé êëàññ âõîäîâ êîìïàêòåí.

Ïîëó÷åííàÿ òåîðåìà äà¼ò ñòðîãóþ îñíîâó äëÿ àðõèòåêòóðû ��lterbank
+ pointwise nonlinearity + pooling� êàê óíèâåðñàëüíîé ìîäåëè íà êîì-
ïàêòíûõ êëàññàõ ñèãíàëîâ; ïî ñìûñëó îíà áëèçêà ê ñîâðåìåííûì ïîä-
õîäàì îáó÷åíèÿ îïåðàòîðîâ, ãäå ÿâíî âûäåëÿþòñÿ ñòàäèÿ èçìåðåíèÿ è
ñòàäèÿ íåëèíåéíîãî ñìåøèâàíèÿ.

2 Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà 1 (àïïðîêñèìàöèÿ íà êîìïàêòíîì êëàññå ñèãíàëîâ).
Ïóñòü K ⊂ Hn � êîìïàêòíûé êëàññ ñèãíàëîâ è f ∈ C(K) � íåïðå-
ðûâíûé ñêàëÿðíûé ôóíêöèîíàë (�êðèòåðèé/îöåíêà�). Òîãäà äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ âèäà

g(x1, . . . , xn) =
r∑

j=1

ζj

( n∑
i=1

φji(xi)
)
,

ãäå φji ∈ H∗ (ëèíåéíûå èçìåðåíèÿ/ôèëüòðîâûå êàíàëû) è ζj : R → R
íåïðåðûâíû (ñêàëÿðíûå íåëèíåéíîñòè), òàêàÿ ÷òî

sup
(x1,...,xn)∈K

|f(x1, . . . , xn)− g(x1, . . . , xn)| < ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç Òåîðå-
ìû 1 â [3]; íèæå ïðèâîäèì òîëüêî ïåðåâîä íîòàöèè ê ïðèíÿòîé â ñòàòüå
ôîðìå.

Ïîëîæèì X := Hn è ðàññìàòðèâàåì X êàê ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî
ñ íîðìîé

∥(x1, . . . , xn)∥2 :=
n∑

i=1

∥xi∥2H .
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Ïî Òåîðåìå 1 èç [3] äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ X è ëþáîãî f ∈ C(K)
ñóùåñòâóåò àïïðîêñèìàöèÿ g íà K ñ òî÷íîñòüþ ε êîíå÷íîé ñóììîé

g(x) =
r∑

j=1

ζj
(
Φj(x)

)
,

ãäå Φj ∈ X∗ � íåïðåðûâíûå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû, à ζj : R → R �
íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.

Ðàçëîæèì êàæäûé Φj ∈ X∗ = (Hn)∗ ïî êîîðäèíàòàì. Îïðåäåëèì
φji ∈ H∗ ôîðìóëîé

φji(u) := Φj(0, . . . , 0, u, 0, . . . , 0),

ãäå u ñòîèò íà i-é ïîçèöèè. Òîãäà ïî ëèíåéíîñòè äëÿ ëþáîãî x =
(x1, . . . , xn) ∈ Hn èìååì

Φj(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

φji(xi),

è ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ ôîðìó

g(x1, . . . , xn) =
r∑

j=1

ζj

( n∑
i=1

φji(xi)
)
.

Òåîðåìà 2 (âåêòîðíîçíà÷íûé ñëó÷àé). Ïóñòü K ⊂ Hn � êîì-
ïàêòíûé êëàññ ñèãíàëîâ, Y � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è f ∈ C(K,Y )
� íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
àïïðîêñèìàöèÿ êîíå÷íîãî ðàíãà âèäà

g(x1, . . . , xn) =
r∑

j=1

yj ζj

( n∑
i=1

φji(xi)
)
, yj ∈ Y,

ãäå φji ∈ H∗ � íåïðåðûâíûå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû, à ζj : R → R �
íåïðåðûâíûå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè, òàêàÿ ÷òî

sup
(x1,...,xn)∈K

∥f(x1, . . . , xn)− g(x1, . . . , xn)∥Y < ε.

3 Ïðàêòè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ è èíòåðïðåòàöèÿ â
òåðìèíàõ ÖÎÑ

Íèæå ïðèâåäåíû òèïîâûå ñöåíàðèè, â êîòîðûõ ïðåäïîñûëêà êîìïàêòíî-
ñòè êëàññà ñèãíàëîâ è ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî ëèíåéíûõ èç-
ìåðåíèé åñòåñòâåííû, à òàêæå îáñóæäàåòñÿ èíæåíåðíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ
ïîñòðîåíèÿ.
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3.1 Ïðèìåðû êîìïàêòíûõ êëàññîâ ñèãíàëîâ K

Ôîðìàëüíî, îñíîâíîé ðåçóëüòàò íîñèò âèä �íà ëþáîì êîìïàêòå K ⊂ Hn�;
íà ïðàêòèêå êîìïàêòíîñòü ÷àñòî îáåñïå÷èâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ (i) îãðà-
íè÷åííîñòè ýíåðãèè è (ii) íåêîòîðîé ðåãóëÿðíîñòè èëè ïàðàìåòðè÷íîñòè
ìîäåëè. Íèæå ïåðå÷èñëåíû ñòàíäàðòíûå êîíñòðóêöèè.

(a) Ïîëîñîîãðàíè÷åííûå ñèãíàëû ñ îãðàíè÷åííîé ýíåðãèåé.
Ïóñòü H = L2([0, T ]) (èëè L2(R) ïîñëå îêîííîãî îãðàíè÷åíèÿ), è ðàñ-
ñìîòðèì ìíîæåñòâî ñèãíàëîâ, ñïåêòð êîòîðûõ ëåæèò â ôèêñèðîâàííîé
ïîëîñå, à íîðìà îãðàíè÷åíà:

K = {x ∈ H : supp x̂ ⊂ [−Ω,Ω], ∥x∥2 ≤ R}.

Â ïîäõîäÿùèõ òîïîëîãèÿõ (íàïðèìåð, ïðè çàìåíå L2-íîðìû íà áî-
ëåå ñèëüíóþ, ëèáî ïðè ÿâíîì ââåäåíèè ãëàäêîñòè/îãðàíè÷åíèÿ ïðî-
èçâîäíûõ) òàêèå ìíîæåñòâà âåäóò ñåáÿ êàê �ïî÷òè êîíå÷íîìåðíûå� è
äîïóñêàþò àïïðîêñèìàöèþ êîíå÷íûì ÷èñëîì êîýôôèöèåíòîâ.

(b) Êëàññû ñ îãðàíè÷åííîé ãëàäêîñòüþ (Ñîáîëåâñêèå øàðû).
Åñëè H = Hs([0, T ]) è K = {x : ∥x∥Hs ≤ R}, òî âëîæåíèå Hs ↪→ H ïðè
s > 0 äà¼ò êîìïàêòíîñòü îáðàçà øàðà â áîëåå ñëàáîé íîðìå (òèïè÷íûé
ñïîñîá ïîëó÷èòü êîìïàêò K ⊂ H êàê �ýíåðãèÿ + ãëàäêîñòü�).

(c) Ïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè. Åñëè
ñèãíàëû çàäàþòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ θ ∈ Θ ⊂ Rp (íàïðèìåð,
ñóììà çàòóõàþùèõ ñèíóñîèä, ëèáî øàáëîí ñ íåèçâåñòíîé çàäåðæêîé/-
ìàñøòàáîì), òî K = {x(θ) : θ ∈ Θ} áóäåò êîìïàêòíûì ïðè êîìïàêòíîé
Θ è íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ θ 7→ x(θ).

(d) Êëàññû �ñîáûòèé� â ñåéñìèêå/àóäèî. Ïðàêòè÷åñêè ÷àñòî
ôèêñèðóþò: îãðàíè÷åíèå äëèòåëüíîñòè/îêíà, îãðàíè÷åíèå ïîëîñû, îãðà-
íè÷åíèå äèíàìè÷åñêîãî äèàïàçîíà è ìèíèìàëüíóþ ãëàäêîñòü; ýòî ýìïè-
ðè÷åñêè ñòàáèëèçèðóåò êëàññ ñèãíàëîâ è ïðèáëèæàåò åãî ê êîìïàêòíîìó
ìíîæåñòâó â âûáðàííîé íîðìå.

3.2 Ëèíåéíûå èçìåðåíèÿ êàê áàíê ôèëüòðîâ

Ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû φ ∈ H∗ óäîáíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê �êàíàëû�
àíàëèçà. Åñëè H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, òî ïî òåîðåìå Ðèññà äëÿ
êàæäîãî φ ∈ H∗ ñóùåñòâóåò âåêòîð h ∈ H òàêîé, ÷òî φ(x) = ⟨x, h⟩ (êîð-
ðåëÿöèÿ/ñîãëàñîâàííàÿ ôèëüòðàöèÿ). Äëÿ ìíîãîêàíàëüíîãî âõîäà x =
(x1, . . . , xn) âåëè÷èíû φji(xi) ìîæíî ïîíèìàòü êàê âûõîäû áàíêà ôèëü-
òðîâ, ïðèìåí¼ííûõ ê êàæäîìó êàíàëó, ñ ïîñëåäóþùèì ñóììèðîâàíèåì
ïî i íà óðîâíå �ïðèçíàêà� j. Â çàäà÷àõ òåëåìåòðèè è ñîáûòèéíûõ ñèã-
íàëîâ ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ íåðàâíîìåðíàÿ ñåòêà íàáëþäåíèé; òîãäà óäîáíî
ðàññìàòðèâàòü H êàê ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé/âðåìåííûõ ðÿäîâ íà òàêîé
ñåòêå (ñ ïîäõîäÿùèì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì), à ëèíåéíûå èçìåðå-
íèÿ φji èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îáîáù¼ííûå ñâ¼ðòêè/âçâåøåííûå ñóììû
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ïî äîñòóïíûì îòñ÷¼òàì. Íà ïðàêòèêå ñàìè φji è ïàðàìåòðû íåëèíåéíî-
ñòåé ζj ÷àñòî âûáèðàþò èç ïàðàìåòðèçîâàííûõ ñåìåéñòâ è îáó÷àþò ïî
äàííûì ãðàäèåíòíûìè ìåòîäàìè; Òåîðåìû 1�2 ãîâîðÿò, ÷òî ñóùåñòâó-
åò äîñòàòî÷íî áîãàòûé êëàññ òàêèõ ïàðàìåòðèçàöèé, îáåñïå÷èâàþùèé
óíèâåðñàëüíîñòü àïïðîêñèìàöèè íà êîìïàêòíîì K.

3.3 Íåëèíåéíîñòè ζj è ñâÿçü ñ òèïîâûìè
ÖÎÑ-öåïî÷êàìè îáðàáîòêè

Ñêàëÿðíûå íåëèíåéíîñòè ζj : R → R ìîäåëèðóþò ñòàòè÷åñêèå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ êàíàëîâ (îãèáàþùàÿ, ýíåðãèÿ, êîìïðåññèÿ, ïîðîãè), ïîñëå ÷åãî
âûïîëíÿåòñÿ àãðåãàöèÿ:

g(x) =
r∑

j=1

ζj

( n∑
i=1

φji(xi)
)
.

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò øàáëîíó �linear �lterbank + pointwise nonlinearity +
pooling/aggregation�.

Ñâÿçü ñ ñîâðåìåííûìè àðõèòåêòóðàìè è ïðàêòè÷åñêèìè ïðè-
ëîæåíèÿìè. Ñõåìà �ëèíåéíûå èçìåðåíèÿ + ñêàëÿðíûå íåëèíåéíîñòè
+ àãðåãàöèÿ� òåñíî ñâÿçàíà ñ ïðàêòèêîé ïîñòðîåíèÿ ïðèçíàêîâ â DSP
è ñ ñîâðåìåííûìè ìîäåëÿìè äëÿ ôóíêöèé è âðåìåííûõ ðÿäîâ: áàíêè
ôèëüòðîâ è ïîñëåäóþùèå ýíåðãèè/îãèáàþùèå ëåæàò â îñíîâå ìíîãèõ
àóäèî- è ñåéñìè÷åñêèõ ïàéïëàéíîâ, à òàêæå 1D-CNN è ðîäñòâåííûõ
àðõèòåêòóð. Ñ òî÷êè çðåíèÿ îáó÷åíèÿ îïåðàòîðîâ è êàðò ìåæäó ôóíêöè-
îíàëüíûìè ïðîñòðàíñòâàìè ïîëåçíî ñîïîñòàâëåíèå ñ íåéðîîïåðàòîðàìè
(íàïðèìåð, DeepONet) [4], êëàññè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè óíèâåðñàëüíîé
àïïðîêñèìàöèè â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå [1, 2, 5] è îöåíêàìè ñëîæíîñòè
â âûñîêîðàçìåðíîé âåðîÿòíîñòè [6].

3.4 Ïðèìåðû: äåòåêòèðîâàíèå è îöåíêà

Äåòåêòèðîâàíèå ñîáûòèÿ. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ f(x) ìîæåò áûòü, íàïðè-
ìåð, îöåíêîé íàëè÷èÿ ñîáûòèÿ â îêíå (èëè êàëèáðîâàííîé îöåíêîé);
ðåçóëüòàò óòâåðæäàåò àïïðîêñèìèðóåìîñòü òàêîé íåïðåðûâíîé îöåíêè
÷åðåç êîíå÷íûé íàáîð ôèëüòðîâûõ êàíàëîâ è ñòàòè÷åñêèå íåëèíåéíîñòè.

Îöåíêà ïàðàìåòðà.Äëÿ ïàðàìåòðîâ âðîäå çàäåðæêè/÷àñòîòû ÷àñòî
ñòðîÿò ñêàëÿðíûé êðèòåðèé êà÷åñòâà, êîòîðûé çàòåì îïòèìèçèðóþò ïî
ïàðàìåòðó; ñàì êðèòåðèé (äëÿ ôèêñèðîâàííîãî êàíäèäàòà) ïîäïàäàåò
ïîä ðàññìàòðèâàåìûé êëàññ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ.

Êëàññèôèêàöèîííàÿ îöåíêà. Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ äîñòàòî÷íî âå-
ùåñòâåííîé �îöåíêè� äî ïðèìåíåíèÿ ïîðîãà/softmax; íà êîìïàêòíîì K
îíà àïïðîêñèìèðóåìà ìîäåëüþ �ëèíåéíûå ïðèçíàêè + ñóììà ñêàëÿðíûõ
íåëèíåéíîñòåé�. Êðîìå òîãî, òåîðåìà ïðèìåíèìà ê íåïðåðûâíûì ôóíê-
öèîíàëàì â çàäà÷àõ âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëîâ/èçîáðàæåíèé, òàêèì êàê
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�êà÷åñòâî ðåêîíñòðóêöèè� èëè ðåãóëÿðèçàòîð (øòðàô), èñïîëüçóåìûé
ïðè îïòèìèçàöèè.

3.5 Âåêòîðíîçíà÷íûé ñëó÷àé

Âåêòîðíîçíà÷íûé âàðèàíò (Òåîðåìà 2) äàëåå èñïîëüçóåòñÿ â èíæå-
íåðíûõ èíòåðïðåòàöèÿõ (íàïðèìåð, äëÿ âåêòîðíûõ âûõîäîâ ìîäåëåé).
Àêêóðàòíóþ ôîðìóëèðîâêó è îáñóæäåíèå ñì. â Òåîðåìå 2 (�2); íèæå
ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà èíòåðïðåòàöèÿõ è ïðèìåðàõ èç ÖÎÑ, íå ïîâòîðÿÿ
îïðåäåëåíèå.

3.6 Ïðèìåð: ÝÊÃ/ÝÝÃ è ïðîåêöèè íà ôóíêöèè Ýðìèòà
è Ëàãåððà

Ðàññìîòðèì îäíîêàíàëüíûé ñèãíàë x ∈ H (íàïðèìåð, îêíî ÝÊÃ èëè
ÝÝÃ äëèíû T ), ëèáî ìíîãîêàíàëüíûé ñèãíàë x = (x1, . . . , xn) ∈ Hn (ìíî-
ãîêàíàëüíàÿ ÝÝÃ). Â ðàìêàõ îñíîâíîé òåîðåìû (ñêàëÿðíûé âûõîä) ìû
àïïðîêñèìèðóåì öåëåâîé ôóíêöèîíàë

f : K → R,

ãäå K ⊂ Hn � êîìïàêòíûé êëàññ ôðàãìåíòîâ ñèãíàëîâ, à çíà÷åíèå f(x)
åñòü èíòåðåñóþùàÿ íàñ íåïðåðûâíàÿ õàðàêòåðèñòèêà. Â ìåäèöèíñêîé
îáðàáîòêå ñèãíàëîâ òèïè÷íûå ïðèìåðû òàêèõ ôóíêöèîíàëîâ:

� f(x) � îöåíêà äåòåêöèè ñîáûòèÿ (íàïðèìåð, QRS-êîìïëåêñ â ÝÊÃ;
ýïèëåïòèôîðìíàÿ àêòèâíîñòü â ÝÝÃ) â îêíå;

� f(x) � îöåíêà êà÷åñòâà çàïèñè (àðòåôàêòû/øóì/ïëîõîé êîíòàêò);
� f(x) � ðåãðåññèîííàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà (íàïðèìåð, øèðèíà QRS èëè
èíòåðâàë QT ïðè ôèêñèðîâàííîé ïðîöåäóðå ñåãìåíòàöèè).

ñèãíàë x −→ áàíê ïðîåêöèé (Ýðìèò/Ëàãåðð): {φj(x)}rj=1 −→
íåëèíåéíîñòè: {ζj(φj(x))}rj=1 −→ ñóììèðîâàíèå/âûõîä:

g(x) =
∑r

j=1 ζj(φj(x))

Ðèñ. 1: Áëîê-ñõåìà óíèâåðñàëüíîãî àïïðîêñèìàòîðà: ñèãíàë→ áàíê ïðî-
åêöèé (Ýðìèò/Ëàãåðð) → ñêàëÿðíûå íåëèíåéíîñòè → àãðåãàöèÿ.

Äàëåå áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ èìåííî ýòîé èíæåíåðíîé èíòåðïðåòà-
öèè (ðèñ. 1).

Ãäå çäåñü ëèíåéíûå èçìåðåíèÿ (áàíê ïðîåêöèé). Â êà÷åñòâå ëè-
íåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ φj ∈ H∗ (èëè φji ∈ H∗ â ìíîãîêàíàëüíîì ñëó÷àå)
óäîáíî âçÿòü ïðîåêöèè íà ôèêñèðîâàííóþ ñèñòåìó áàçèñíûõ ôóíêöèé:

� ôóíêöèè Ýðìèòà (ëîêàëèçîâàííûå �ãàóññîâû� ôîðìû, óäîáíûå äëÿ
ìîðôîëîãèè ïèêîâ è èõ ïðîèçâîäíûõ);
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� ôóíêöèè Ëàãåððà (ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùèå ôóíêöèè, åñòåñòâåí-
íûå äëÿ êàóçàëüíûõ ìîäåëåé è ñèñòåì ñ ïàìÿòüþ).

Òîãäà èçìåðåíèÿ èìåþò âèä φj(x) = ⟨x, ψj⟩ (èëè φji(xi) = ⟨xi, ψji⟩), ãäå
ψj âûáèðàþòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñåìåéñòâ Ýðìèòà/Ëàãåððà.

Íîðìèðîâêà è ïðàêòè÷åñêèå äåòàëè. Äëÿ îêíà äëèíû T îáû÷íî
ââîäÿò (i) öåíòðèðîâàíèå ïî âðåìåíè (âûðàâíèâàíèå îòíîñèòåëüíî ïðåä-
ïîëàãàåìîãî ñîáûòèÿ, íàïðèìåð R-ïèêà), (ii) ìàñøòàáèðîâàíèå âðåìåíè
t 7→ (t−t0)/σ ïîä òèïè÷íóþ øèðèíó êîìïëåêñà (èëè ïîä äîìèíèðóþùóþ
ïîëîñó â ÝÝÃ), è (iii) ïðåäâàðèòåëüíóþ ôèëüòðàöèþ/óäàëåíèå äðåéôà.
Òîãäà �ýðìèòîâû� ïðîåêöèè åñòåñòâåííî ïèñàòü êàê

φk(x) =

∫ T

0

x(t)hk

(
t− t0
σ

)
dt,

ãäå hk � îðòîíîðìèðîâàííûå ôóíêöèè Ýðìèòà (ãàóññ × ïîëèíîì Ýð-
ìèòà), à ïàðàìåòðû t0, σ ôèêñèðóþòñÿ çàðàíåå èëè âûáèðàþòñÿ ïî
ïðîñòîé ïðîöåäóðå âûðàâíèâàíèÿ. Àíàëîãè÷íî, �ëàãåððîâû� ïðîåêöèè
äëÿ êàóçàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè ìîæíî çàïèñàòü êàê

φk(x) =

∫ T

0

x(t) ℓk(t;α) dt,

ãäå ℓk(·;α) � îðòîíîðìèðîâàííûå ôóíêöèè Ëàãåððà ñ ïàðàìåòðîì çà-
òóõàíèÿ α > 0 (çàäà¼ò �ïàìÿòü� è ìàñøòàá âðåìåíè). Â äèñêðåòíîì
âðåìåíè èíòåãðàëû çàìåíÿþòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ⟨x, ψk⟩ =∑M

m=1 x[m]ψk[m].
Ïî÷åìó Ýðìèò óäîáåí äëÿ ÝÊÃ, à Ëàãåðð � äëÿ ìîäå-

ëåé ñ ïàìÿòüþ. Ôóíêöèè Ýðìèòà ëîêàëèçîâàíû è õîðîøî îïèñûâàþò
�ïèêîîáðàçíóþ� ìîðôîëîãèþ (QRS è åãî ïðîèçâîäíûå) íåáîëüøèì ÷èñ-
ëîì êîýôôèöèåíòîâ; ýòî äà¼ò êîìïàêòíûé íàáîð ëèíåéíûõ ïðèçíàêîâ,
óñòîé÷èâûõ ê øóìó ïðè êîððåêòíîé íîðìèðîâêå. Ôóíêöèè Ëàãåððà,
íàïðîòèâ, òåñíî ñâÿçàíû ñ êàóçàëüíûìè ìîäåëÿìè è àïïðîêñèìàöèåé ëè-
íåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ çàòóõàþùåé ïàìÿòüþ: ïðîåêöèè íà áàçèñ
Ëàãåððà ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âûõîäû ôèêñèðîâàííîãî áàíêà
ðåêóðñèâíûõ ôèëüòðîâ (÷òî óäîáíî â îíëàéíîâîé îáðàáîòêå) [7, 8].

Ãäå çäåñü íåëèíåéíîñòè è àãðåãèðîâàíèå. Òåîðåìà óòâåðæäàåò,
÷òî ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ÷èñëà êàíàëîâ r è íåïðåðûâíûõ ñêàëÿð-
íûõ íåëèíåéíîñòåé ζj : R → R ôóíêöèîíàë f íà K ìîæíî ðàâíîìåðíî
ïðèáëèçèòü âûðàæåíèåì

g(x) =
r∑

j=1

ζj
(
φj(x)

)
(îäíîêàíàëüíûé ñëó÷àé),
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èëè

g(x1, . . . , xn) =
r∑

j=1

ζj

( n∑
i=1

φji(xi)
)

(ìíîãîêàíàëüíûé ñëó÷àé).

Çäåñü (i) ïðîåêöèè íà Ýðìèòà/Ëàãåððà èãðàþò ðîëü êîíå÷íîãî áàíêà
èçìåðåíèé/ïðèçíàêîâ, (ii) ζj ìîäåëèðóþò òî÷å÷íûå íåëèíåéíîñòè (ýíåð-
ãèÿ, ìîäóëü, ïîðîã/êîìïðåññèÿ), à (iii) ñóììèðîâàíèå ïî j ñîîòâåòñòâóåò
pooling/àãðåãàöèè â èòîãîâóþ îöåíêó g(x) ≈ f(x).

Òèïîâûå íåëèíåéíîñòè è ñâÿçü ñ ïðèâû÷íûìè ïðèçíàêàìè.
Íàïðèìåð, âûáîð ζj(u) = u2 ñîîòâåòñòâóåò àãðåãèðîâàíèþ ýíåðãèé
ïî ïîäïðîñòðàíñòâàì (àíàëîãè÷íî ýíåðãèè â ïîäïîëîñàõ), ζj(u) = |u|
äà¼ò ðîáàñòíóþ �àìïëèòóäíóþ� àãðåãàöèþ, à íàñûùàåìûå/ïîðîãîâûå
ζj ìîäåëèðóþò äåòåêòîðíûå ýâðèñòèêè. Â ìíîãîêàíàëüíîì ÝÝÃ ñëó-
÷àå âíóòðåííÿÿ ñóììà

∑
i φji(xi) ïîçâîëÿåò (ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå

φji) ðåàëèçîâàòü ïðîñòðàíñòâåííûå ôèëüòðû (íàïðèìåð, ôèêñèðîâàííûå
ëèíåéíûå êîìáèíàöèè êàíàëîâ) äî ñêàëÿðíîé íåëèíåéíîñòè.

Çàìå÷àíèå ïðî êîìïàêòíîñòü êëàññà K (÷òî ñ÷èòàòü ðåàëè-
ñòè÷íûì). ×òîáû èíòåðïðåòàöèÿ �óíèâåðñàëüíîñòè� áûëà ñîäåðæàòåëü-
íîé, óäîáíî ÿâíî ìîäåëèðîâàòü K êàê êëàññ îêîí ñ îãðàíè÷åííîé ýíåðãè-
åé è ãëàäêîñòüþ/ïîëîñîé (è, äëÿ ÝÊÃ, ñ îãðàíè÷åííîé âàðèàáåëüíîñòüþ
äëèòåëüíîñòåé è àìïëèòóä ïîñëå âûðàâíèâàíèÿ). Òîãäà êîíå÷íîìåðíàÿ
ïðîåêöèÿ íà ïåðâûåmôóíêöèé Ýðìèòà/Ëàãåððà äåéñòâèòåëüíî äà¼ò ìà-
ëóþ àïïðîêñèìàöèîííóþ îøèáêó íàK, è ÷èñëî êàíàëîâ ìîæíî ïîíèìàòü
êàê �ñëîæíîñòü ìîðôîëîãè÷åñêîãî êëàññà�.

Óêàçàíèÿ íà ëèòåðàòóðó (Ýðìèò/Ëàãåðð â ÝÊÃ/ÝÝÃ).Êëàññè-
÷åñêèå ïðèìåðû ðàçëîæåíèé ÝÊÃ â áàçèñå ôóíêöèé Ýðìèòà (â òîì ÷èñëå
äëÿ êîìïàêòíîãî îïèñàíèÿ ìîðôîëîãèè QRS) ñì. [9, 10]. Ïðèìåíåíèå
îáîáù¼ííûõ ôóíêöèé Ëàãåððà (Laguerre expansions) è ñâÿçàííûõ îðòî-
íîðìèðîâàííûõ áàçèñîâ â çàäà÷àõ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè/ñèñòåì ñ
ïàìÿòüþ (÷òî ÷àñòî èñïîëüçóþò êàê �êàóçàëüíûé� áàíê ïðîåêöèé) îáñóæ-
äàåòñÿ, íàïðèìåð, â [7, 8]. Äëÿ ñîâðåìåííûõ îáçîðîâ ïî àâòîìàòè÷åñêîìó
àíàëèçó ÝÝÃ/ÝÊÃ, ãäå îðòîãîíàëüíûå áàçèñû/ñïåêòðàëüíî-âðåìåííûå
ðàçëîæåíèÿ ôèãóðèðóþò êàê ñòàäèÿ èçâëå÷åíèÿ ïðèçíàêîâ, ñì. [11, 12].

Âåêòîðíîçíà÷íûé ñëó÷àé. Òåîðåìà 2 ôîðìàëüíî ïîêðûâàåò è âåê-
òîðíûå âûõîäû; íèæå ïðèâåä¼ì òîëüêî èíæåíåðíûå èíòåðïðåòàöèè è
ïðèìåðû (áåç ïîâòîðåíèÿ ôîðìóëû àïïðîêñèìàòîðà).

Ïðèìåðû èç ÖÎÑ.

� Ìíîãîêëàññîâàÿ êëàññèôèêàöèÿ (âåêòîð îöåíîê/ëîãàðèôìîâ
îòíîøåíèÿ øàíñîâ). Ïóñòü Y = RC , à f(x) âîçâðàùàåò âåêòîð íåïðå-
ðûâíûõ îöåíîê/ëîãàðèôìîâ îòíîøåíèÿ øàíñîâ ïî C êëàññàì äëÿ
ñèãíàëîâ èç êîìïàêòíîãîK. Òåîðåìà 2 äà¼ò àïïðîêñèìàöèþ, â êîòîðîé
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îäèí è òîò æå áàíê ëèíåéíûõ èçìåðåíèé ïîðîæäàåò ñêàëÿðíûå �êîýô-
ôèöèåíòû� ζj(·), à âåêòîðû yj ∈ RC èãðàþò ðîëü âûõîäíûõ �àòîìîâ�
(áàçèñíûõ íàïðàâëåíèé â ïðîñòðàíñòâå êëàññîâ).

� Îöåíêà ñïåêòðàëüíîé îãèáàþùåé èëè ïîäïîëîñíûõ ýíåðãèé.
Ïóñòü Y = Rm, à f(x) âîçâðàùàåò, íàïðèìåð, m-ìåðíûé âåê-
òîð ýíåðãèé ïî ïîäïîëîñàì (mel/erb) èëè ïàðàìåòðîâ îãèáàþùåé
íà ôèêñèðîâàííîì îêíå. Íà êîìïàêòíîì êëàññå âõîäîâ K (ýíåð-
ãèÿ+ãëàäêîñòü/ïîëîñà) òàêàÿ êàðòà àïïðîêñèìèðóåìà êîíå÷íûì ðàí-
ãîì; â DSP-òåðìèíàõ ýòî îáîñíîâûâàåò �îáùèé� àíàëèç (ôèëüòðû/ïðî-
åêöèè) ñ ïîñëåäóþùèì âû÷èñëåíèåì íàáîðà âûõîäíûõ õàðàêòåðèñòèê.

� Êàðòà ïðèçíàêîâ âî âðåìåíè (äèñêðåòèçèðîâàííàÿ òðàåêòî-
ðèÿ). Åñëè èíòåðåñóåò âûõîä f(x) êàê âðåìåííîé ïðîôèëü íåêîòîðîé
âåëè÷èíû íà îêíå (íàïðèìåð, ëîêàëüíàÿ ýíåðãèÿ/äåòåêòîð), ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü Y = RT ïîñëå äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè. Òîãäà Òåîðå-
ìà 2 óòâåðæäàåò, ÷òî òðàåêòîðèÿ àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñóììîé ôèêñèðî-
âàííûõ âðåìåííûõ øàáëîíîâ yj ∈ RT ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè
îò ëèíåéíûõ èçìåðåíèé âõîäà.

� Ìíîãîêàíàëüíàÿ îöåíêà íàïðàâëåíèÿ ïðèõîäà/ïàðàìåòðîâ
ìàññèâà. Äëÿ çàäà÷ ñ ìàññèâîì äàò÷èêîâ âûõîäîì ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ âåê-
òîð ïàðàìåòðîâ/îöåíîê ïî ñåòêå íàïðàâëåíèé. Ýòî ñíîâà Y = Rm, è
êîíå÷íûé ðàíã ñîîòâåòñòâóåò ðàçëîæåíèþ ïî îãðàíè÷åííîìó íàáîðó
�ïðîñòðàíñòâåííûõ� øàáëîíîâ yj ïðè êîýôôèöèåíòàõ, ïîëó÷àåìûõ èç
ëèíåéíûõ èçìåðåíèé ñèãíàëîâ êàíàëîâ.

3.7 ×èñëî êàíàëîâ è ñëîæíîñòü êëàññà

Èíæåíåðíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ: ÷åì ìåíüøå ε-ýíòðîïèÿ K, òåì ìåíüøèì
÷èñëîì ëèíåéíûõ �êàíàëîâ èçìåðåíèÿ� ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ëþáîé
íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà K (ñì. êëàññè÷åñêèå îöåíêè ε-ýíòðîïèè
ó Êîëìîãîðîâà�Òèõîìèðîâà [13]). Íàïîìíèì, ÷òî (ëîãàðèôìè÷åñêàÿ) ε-
ýíòðîïèÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà êàê

Hε(K) := logNε(K),

ãäå Nε(K) � ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ε-øàðîâ (â íîðìå ïðîñòðàíñòâà ñèãíà-
ëîâ), ïîêðûâàþùèõ K. Èíòóèòèâíî, Nε(K) èçìåðÿåò �ñêîëüêî ýôôåê-
òèâíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû� îñòà¼òñÿ ó ñèãíàëîâ ïðè òðåáóåìîé òî÷íîñòè
ε.

Äëÿ ìíîãèõ �ôèçè÷åñêè îãðàíè÷åííûõ� êëàññîâ ñèãíàëîâ Hε(K)
ðàñò¼ò ïðè ε ↓ 0 ïîëèíîìèàëüíî ïî 1/ε. Íàïðèìåð, äëÿ êëàññîâ ñ îãðà-
íè÷åííîé ãëàäêîñòüþ (òèïè÷íûé ìûñëåííûé îáðàç: øàð â ïðîñòðàíñòâå
Ñîáîëåâà íà îòðåçêå) êà÷åñòâåííî èìååò ìåñòî ðîñò âèäà

Hε(K) ≍ ε−1/s (ε→ 0),
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ãäå s > 0 � ïàðàìåòð ãëàäêîñòè (÷åì áîëüøå s, òåì �ïðîùå� êëàññ è
òåì ìåäëåííåå ðîñò ýíòðîïèè). Â ìíîãîìåðíûõ/ìíîãîêàíàëüíûõ çàäà÷àõ
àíàëîãè÷íûå îöåíêè îáû÷íî ñîäåðæàò �ýôôåêòèâíóþ ðàçìåðíîñòü� (íà-
ïðèìåð, ìíîæèòåëü n è/èëè ñòåïåíü, çàâèñÿùóþ îò ðàçìåðíîñòè îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ).

Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî äà¼ò ïîëåçíîå �îùóùåíèå ìàñ-
øòàáà� ÷èñëà êàíàëîâ: ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü àïïðîêñèìàöèþ íà K ñ
òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà ε, òðåáóåòñÿ ÷èñëî íåçàâèñèìûõ èçìåðåíèé/êîýôôè-
öèåíòîâ, êîòîðîå â õóäøåì ñëó÷àå ðàñò¼ò ïðèìåðíî êàê Nε(K) (èëè êàê
Hε(K) ñ òî÷íîñòüþ äî ëîãàðèôìè÷åñêèõ ôàêòîðîâ), òî åñòü äëÿ ãëàäêèõ
êëàññîâ � ñóùåñòâåííî ìåäëåííåå, ÷åì ýêñïîíåíöèàëüíî.

4 Ñâÿçàííûå èäåè è áëèçêèå ôîðìóëèðîâêè â
ëèòåðàòóðå (ÖÎÑ è ñìåæíûå îáëàñòè)

Íèæå ïåðå÷èñëåíû íàïðàâëåíèÿ, áëèçêèå ïî àðõèòåêòóðíîé èäåå

(ôèëüòðáàíê/ëèíåéíûå èçìåðåíèÿ + ïîýëåìåíòíûå íåëèíåéíîñòè + àã-
ðåãàöèÿ), à òàêæå ïî îáùåé ëîãèêå �îãðàíè÷åííîñòü êëàññà ñèãíàëîâ ⇒
êîíå÷íîìåðíûé çàìåñòèòåëü�. Äëÿ êàæäîãî íàïðàâëåíèÿ äà¼ì êîðîòêîå
îïèñàíèå è ññûëêè íà èñòî÷íèêè, îôîðìëåííûå â ñïèñêå ëèòåðàòóðû.

4.1 Èíâàðèàíòíîñòü è óñòîé÷èâîñòü ïðåäñòàâëåíèé
(�ðàññåÿíèå� è ñâ¼ðòî÷íûå íåéðîííûå ñåòè êàê
èçâëå÷åíèå ïðèçíàêîâ)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàññåÿíèÿ (scattering) ñòðîÿò ïðåäñòàâëåíèÿ êàñêàäîì
�ôèëüòðáàíê → ìîäóëü → óñðåäíåíèå� è äàþò ñòðîãèå óòâåðæäåíèÿ îá
èíâàðèàíòíîñòè è óñòîé÷èâîñòè ê äåôîðìàöèÿì; ñì. [14, 15]. Áëèçêèå
ïî äóõó ðåçóëüòàòû î ñòàáèëüíîñòè/ëèïøèöåâîñòè è èçâëå÷åíèè ïðèçíà-
êîâ äëÿ áîëåå îáùèõ êàñêàäîâ òèïà ñâ¼ðòî÷íûõ íåéðîííûõ ñåòåé (CNN)
îáñóæäàþòñÿ â [16].

4.2 Íåëèíåéíûå ñèñòåìû ñ ïàìÿòüþ è �óíèâåðñàëüíûå�
ðàçëîæåíèÿ (Volterra/Wiener, çàòóõàþùàÿ ïàìÿòü)

Â ñèñòåìíîé èäåíòèôèêàöèè è êëàññè÷åñêîé ÖÎÑ øèðîêî èñïîëüçóþò-
ñÿ Volterra/Wiener-ïîäîáíûå ïðåäñòàâëåíèÿ êàê óíèâåðñàëüíûå ìîäåëè
íåëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ïàìÿòüþ ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîñûëêàõ (íà-
ïðèìåð, çàòóõàþùàÿ ïàìÿòü (fading memory)); ñì. [17, 18].
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4.3 Àïïðîêñèìàöèÿ âåêòîðîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé
êîíå÷íûì ðàíãîì

Äëÿ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé f : K → Y íà êîìïàêòàõ (ãäå Y �
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî) èçó÷àåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèÿìè ñ êîíå÷íî-
ìåðíûì îáðàçîì (�nite-dimensional range/�nite-rank approximations); ñì.,
íàïðèìåð, [19].

4.4 EMD êàê êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå

Ýìïèðè÷åñêàÿ ìîäîâàÿ äåêîìïîçèöèÿ (empirical mode decomposition,
EMD) øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ àíàëèçà íåñòàöèîíàðíûõ ñèãíàëîâ (â
òîì ÷èñëå ÝÊÃ/ÝÝÃ) è ïðåäñòàâëÿåò âõîä x êàê ñóììó �âíóòðåííèõ
ìîä� (intrinsic mode functions, IMF) è îñòàòêà. Àëãîðèòì EMD ÿâëÿåò-
ñÿ àäàïòèâíûì è íåëèíåéíûì, îäíàêî ñ ïðèêëàäíîé òî÷êè çðåíèÿ åãî
÷àñòî èñïîëüçóþò êàê ñïîñîá ïîëó÷èòü êîíå÷íîå ÷èñëî êîìïîíåíò, ïî-
ñëå ÷åãî âû÷èñëÿþò ñêàëÿðíûå èëè âåêòîðíûå õàðàêòåðèñòèêè (ýíåðãèè
ìîä, ïîêàçàòåëè íåðåãóëÿðíîñòè, ìãíîâåííûå ÷àñòîòû è ò.ï.) è àãðåãèðó-
þò èõ â íåïðåðûâíóþ îöåíêó/ëîãàðèôì îòíîøåíèÿ øàíñîâ. Â êîíòåêñòå
íàñòîÿùåé ñòàòüè EMD ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðàêòè÷åñêèé ìå-
õàíèçì ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íîìåðíîãî îïèñàíèÿ ñèãíàëîâ èç íåêîòîðîãî
�ðåàëèñòè÷íîãî� êëàññà K. Ïîñëå âûáîðà êîíå÷íîãî íàáîðà èçìåðå-
íèé/êîìïîíåíò ïîñëåäóþùàÿ ñòàäèÿ �ïîýëåìåíòíûå íåëèíåéíîñòè →
àãðåãàöèÿ� åñòåñòâåííûì îáðàçîì óêëàäûâàåòñÿ â ðàññìàòðèâàåìóþ ñõå-
ìó àïïðîêñèìàöèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà êîìïàêòàõ. Áàçîâûå
ññûëêè íà EMD è ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ê ÝÊÃ/ÝÝÃ ñì. [20�22].

4.4.1 Ïðèìåð èíòåðïðåòàöèè EMD (ìîäèôèöèðîâàííîãî)
äëÿ àíàëèçà ÝÝÃ

Â [23] àíàëèç ÝÝÃ ñòðîèòñÿ êàê �(ìîäèôèöèðîâàííûé) EMD→ ïðèçíàêè
→ íåïðåðûâíàÿ îöåíêà/ëîãàðèôì îòíîøåíèÿ øàíñîâ�: ñèãíàë ðàçëàãà-
åòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî ìîä (IMF) è îñòàòîê, çàòåì ïî ìîäàì âû÷èñëÿþò-
ñÿ ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè (ýíåðãèè/ñïåêòðàëüíûå ïîêàçàòåëè/ìåðû
íåðåãóëÿðíîñòè è ò.ï.), êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ êëàññèôèêàöèè/îöå-
íèâàíèÿ.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ íàñòîÿùåé ñòàòüè, ýòîò ïîäõîä ìîæíî òðàêòîâàòü
êàê ïðàêòè÷åñêèé ñïîñîá ïîëó÷èòü êîíå÷íîìåðíîå îïèñàíèå F (x) ∈ Rp

äëÿ �ðåàëèñòè÷íîãî� êëàññà ñèãíàëîâ K (çà ñ÷¼ò àäàïòèâíîé äåêîì-
ïîçèöèè), à çàòåì àïïðîêñèìèðîâàòü öåëåâîé ôóíêöèîíàë íà K. Åñëè
K êîìïàêòåí, òî ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ öåëü f |K äîïóñêàåò ðàâíîìåðíîå
ïðèáëèæåíèå àðõèòåêòóðîé

g(x1, . . . , xn) =
r∑

j=1

ζj

( n∑
i=1

φji(xi)
)
,
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òî åñòü êîíå÷íûì ÷èñëîì ëèíåéíûõ èçìåðåíèé è ñêàëÿðíûõ íåëèíåéíî-
ñòåé. Â ýòîé èíòåðïðåòàöèè ìîäèôèêàöèè EMD åñòåñòâåííî ïîíèìàòü
êàê ñòàáèëèçàöèþ/ñîãëàñîâàíèå ïðèçíàêîâ íà K, óìåíüøàþùóþ òðåáó-
åìóþ ñëîæíîñòü ïîñëåäóþùåé àïïðîêñèìàöèè.

5 Çàêëþ÷åíèå

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî íà êîìïàêòíûõ êëàññàõ ìíîãîêàíàëüíûõ ñèãíàëîâ
K ⊂ Hn ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ öåëåâàÿ çàâèñèìîñòü ìîæåò áûòü ðàâíî-
ìåðíî àïïðîêñèìèðîâàíà àðõèòåêòóðîé âèäà �êîíå÷íûé áàíê ëèíåéíûõ
èçìåðåíèé→ ñêàëÿðíûå íåëèíåéíîñòè→ àãðåãàöèÿ�, à â âåêòîðîçíà÷íîì
ñëó÷àå � àïïðîêñèìàöèåé êîíå÷íîãî ðàíãà â ïðîñòðàíñòâå âûõîäîâ. Â èí-
æåíåðíûõ òåðìèíàõ ýòî äà¼ò ñòðîãîå îáîñíîâàíèå øèðîêî èñïîëüçóåìîãî
øàáëîíà ïîñòðîåíèÿ ïðèçíàêîâ è ìîäåëåé â ÖÎÑ: ôèëüòðáàíê/ïðî-
åêöèè, ïîýëåìåíòíûå íåëèíåéíîñòè (ýíåðãèÿ, ìîäóëü, êîìïðåññèÿ) è
pooling/ñóììèðîâàíèå.

Êëþ÷åâîé ïðåäïîñûëêîé ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíîñòü êëàññà ñèãíàëîâ K:
èìåííî îíà ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó àïïðîêñèìàöèè ê êîíå÷íîìåðíîìó
�çàìåñòèòåëþ� (ñóùåñòâóåò êîíå÷íîìåðíàÿ ïðîåêöèÿ, ðàâíîìåðíî ïðè-
áëèæàþùàÿ ýëåìåíòû K), ïîñëå ÷åãî ïðèìåíèìà êëàññè÷åñêàÿ óíèâåð-
ñàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Åñëè êîìïàêò-
íîñòü íàðóøàåòñÿ (íàïðèìåð, äîïóñêàþòñÿ ñèãíàëû ñ íåîãðàíè÷åííîé
ýíåðãèåé, ïðîèçâîëüíîé äëèòåëüíîñòüþ îêíà, íåîãðàíè÷åííîé ïîëîñîé-
/ãëàäêîñòüþ èëè áåç êàêîãî-ëèáî êîíòðîëÿ �ðàçìåðíîñòè� êëàññà), òî
ðàâíîìåðíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ íà âñ¼ì ìíîæåñòâå óæå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå
ãàðàíòèðóåòñÿ: ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèãíàëîâ, äëÿ êî-
òîðûõ íèêàêîé ôèêñèðîâàííûé êîíå÷íûé íàáîð ëèíåéíûõ èçìåðåíèé íå
îáåñïå÷èâàåò îäíîâðåìåííûé êîíòðîëü îøèáêè. Ïðàêòè÷åñêè ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî óíèâåðñàëüíîñòü ñëåäóåò èíòåðïðåòèðîâàòü êàê óòâåðæäåíèå íà
îãðàíè÷åííîì, ôèçè÷åñêè ðåàëèñòè÷íîì êëàññå âõîäîâ (ýíåðãèÿ, äëèòåëü-
íîñòü, ïîëîñà/ðåãóëÿðíîñòü, íîðìèðîâêà), à íå êàê ãëîáàëüíóþ ãàðàíòèþ
äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñèãíàëîâ èç áåñêîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Íîâèçíà ïî ñðàâíåíèþ ñ íàïðàâëåíèÿìè èç ðàçäåëà �Ñâÿçàííûå èäåè�
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Âî-ïåðâûõ, ëèíèè ðàññåÿíèÿ (scattering) è áëèçêèå
òåîðèè ïðèçíàêîâ ôîêóñèðóþòñÿ ïðåèìóùåñòâåííî íà óñòîé÷èâîñòè è
èíâàðèàíòíîñòè êîíêðåòíûõ êàñêàäîâ (÷àñòî ïðè ôèêñèðîâàííîì âû-
áîðå íåëèíåéíîñòè), òîãäà êàê â íàøåé ðàáîòå öåíòðàëüíûì ÿâëÿåòñÿ
óòâåðæäåíèå îá óíèâåðñàëüíîñòè àïïðîêñèìàöèè íà ïðîèçâîëüíûõ êîì-
ïàêòàõ ïðè ãèáêîì âûáîðå ëèíåéíûõ èçìåðåíèé è ñêàëÿðíûõ íåëèíåé-
íîñòåé. Âî-âòîðûõ, êëàññè÷åñêèå Volterra/Wiener-ïðåäñòàâëåíèÿ äàþò
óíèâåðñàëüíûå ìîäåëè äëÿ îïåðàòîðîâ ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ñòðóêòóð-
íûõ ïðåäïîñûëêàõ (íàïðèìåð, fading memory) è îïèñûâàþò íåëèíåéíîñòü
÷åðåç ìíîãîìåðíûå ÿäðà/ñâ¼ðòêè; íàø ðåçóëüòàò, íàïðîòèâ, âûäåëÿ-
åò êëàññ àïïðîêñèìàòîðîâ, ðåàëèçóåìûõ êîíå÷íûì ÷èñëîì ëèíåéíûõ
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ôóíêöèîíàëîâ è ñêàëÿðíûõ íåëèíåéíîñòåé, ÷òî áëèæå ê ñîâðåìåííîé
ïàðàäèãìå �èçìåðåíèÿ/ïðèçíàêè + íåëèíåéíûé ìèêøåð�. Â-òðåòüèõ, ðå-
çóëüòàòû ïî àïïðîêñèìàöèè âåêòîðîçíà÷íûõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé
â ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå îïèñûâàþò ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîìåðíîãî
ïðèáëèæåíèÿ, íî îáû÷íî íå äàþò ÿâíîé èíòåðïðåòàöèè â òåðìèíàõ áàíêà
èçìåðåíèé ñèãíàëîâ; â íàøåé ïîñòàíîâêå òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ÿâëÿåòñÿ
÷àñòüþ ñàìîé ôîðìóëû àïïðîêñèìàòîðà.

Â öåëîì ðàáîòà ïðîÿñíÿåò ðàçëè÷èå ìåæäó äâóìÿ òåçèñàìè �
�óñòîé÷èâûå è èíâàðèàíòíûå ïðèçíàêè� è �äîñòàòî÷íàÿ âûðàçèòåëü-
íàÿ ìîùíîñòü� � è ïîêàçûâàåò, ÷òî íà êîìïàêòíûõ êëàññàõ ñèãíàëîâ
àðõèòåêòóðû ñåìåéñòâà ��lterbank + pointwise nonlinearity + pooling�
îáëàäàþò óíèâåðñàëüíîñòüþ ïî îòíîøåíèþ ê íåïðåðûâíûì öåëåâûì çà-
âèñèìîñòÿì. Ýòî ìîæåò ñëóæèòü òåîðåòè÷åñêîé áàçîé äëÿ äàëüíåéøèõ
îöåíîê ñëîæíîñòè, ïîñòðîåíèÿ àäàïòèâíûõ áàíêîâ èçìåðåíèé è àíàëèçà
êîìïðîìèññîâ ìåæäó óñòîé÷èâîñòüþ è âûðàçèòåëüíîñòüþ.

Àâòîðñêèå äåêëàðàöèè

Ôèíàíñèðîâàíèå
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