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Àííîòàöèÿ

Â ñîâðåìåííîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ òåõíè÷åñêèìè îáúåêòàìè áîëüøóþ
ðîëü èãðàþò ðàçëè÷íûå çàäà÷è îòñëåæèâàíèÿ çàäàííîãî äâèæåíèÿ ñ
ïîìîùüþ óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà. Çàäàííîå äâèæåíèå (èëè çàäàííàÿ
ïàðàìåòðè÷åñêàÿ êðèâàÿ) èãðàåò ðîëü íåêîòîðîãî èäåàëà, êîòîðî-
ãî æåëàòåëüíî äîñòèãíóòü çà ñ÷åò ïîäõîäÿùåãî âûáîðà óïðàâëåíèÿ
îáúåêòîì. Îòìåòèì, ÷òî â òåîðèè óïðàâëåíèÿ ñóùåñòâóåò íåñêîëü-
êî ïîíÿòèé "õîðîøåãî"îòñëåæèâàíèÿ äâèæåíèÿ. Íàïðèìåð, ìîæíî
ñòðåìèòüñÿ ê óìåíüøåíèþ íåêîòîðîãî èíòåãðàëüíîãî ôóíêöèîíàëà,
êîòîðûé îöåíèâàåò îòëè÷èå ôèêñèðîâàííîé ïðîåêöèè òðàåêòîðèè
óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà îò çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé. Â íàñòî-
ÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó àñèìïòîòè÷åñêîãî îòñëåæè-
âàíèÿ çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
Rk (k ⩾ 1) ñ ïîìîùüþ ïðîåêöèè òðàåêòîðèè óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà
âåñüìà îáùåãî âèäà, äâèæåíèå êîòîðîãî ïðîèñõîäèò â åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå R2k. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ òàêîå
îòñëåæèâàíèå îñóùåñòâèìî.
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àñèìïòîòè÷åñêîå îòñëåæèâàíèå êðèâîé.
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1 Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðàâëÿåìûé îáúåêò âèäà (ñì., íàïðèìåð, [1, 2])

ẋ1 = x2
ẋ2 = g(x, t) + u,

(2)
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ãäå âåêòîðû x1, x2, u èç Rk (k ⩾ 1), âåêòîð x =

(
x1
x2

)
èç R2k, k-ìåðíàÿ

ôóíêöèÿ g(x, t) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà R2k × [0,∞).
Îáîçíà÷åíèÿ. Óñëîâèìñÿ ÷åðåç Rr (r ⩾ 1) îáîçíà÷àòü àðèôìåòè÷å-

ñêîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñòîëáöû
èç r ÷èñåë, à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è äëèíà âåêòîðà | · | îïðåäåëÿþòñÿ
ñòàíäàðòíûì îáðàçîì.

Îòìåòèì, ÷òî óïðàâëÿåìûå îáúåêòû âèäà (1) ïðåäñòàâëþò, â ÷àñòíî-
ñòè, èíòåðåñ äëÿ ìåõàíèêè, ãäå îáû÷íî èñïîëüçóþò çàïèñü âèäà

ẍ− g(x, ẋ, t)− u = 0.

Çäåñü ẋ(t) îçíà÷àåò ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ïî t, ẍ(t) îçíà÷àåò âòîðóþ
ïðîèçâîäíóþ ïî t è âåêòîðû x, ẋ, ẍ, u ïðèíàäëåæàò Rk.

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî k-ìåðíàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ
g(x, t) èç (1) óäîâëåòâîðÿåò íà R2k × [0,∞) íåðàâåíñòâó

|g(x, t)| ⩽ c1(1 + |x|), (2)

ãäå c1 ⩾ 0 � êîíñòàíòà.
Óïðàâëåíèÿ u = u(x, t) â (1) áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êëàññå U ôóíêöèé

âèäà
u(x, t) = v(x, t) + ω(t), (3)

ãäå ôóíêöèÿ v(x, t) íåïðåðûâíà íà R2k × [0,∞) è äîïóñêàåò òàì îöåíêó
âèäà:

|v(x, t)| ⩽ c2(1 + |x|), (4)

ãäå c2 ⩾ 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò v(x, t). Îòíîñèòåëüíî
ôóíêöèé ω(t) â (3) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè t ⩾ 0

|ω(t)| ⩽ c3, (5)

ãäå c3 ⩾ 0� íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò ω(·), è ÷òî ω(t)� êóñî÷íî
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê ðàçðûâà íà ïîëóîñè
t ⩾ 0.

Ïóñòü äëÿ óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà (1) ôèêñèðîâàíî íà÷àëüíîå óñëîâèå

x(0) = x0 =

(
x10
x20

)
∈ R2k, (6)

à ïðè t ⩾ 0 ôèêñèðîâàíà äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ a(t) ∈ Rk, ïðè÷¼ì |ä(t)| îãðàíè÷åí íà [0,∞).

2 Îñíîâíàÿ ÷àñòü

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó îòñëåæèâàíèÿ êðèâîé a(t).
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Çàäà÷à. Ïîñòðîèòü óïðàâëåíèå u(x, t) ∈ U äëÿ óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà
(1) è íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (6) òàêîå, ÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøå-

íèÿ x(t) =

(
x1(t)
x2(t)

)
∈ R2k (âîçìîæíî, íååäèíñòâåííîãî) ïðè t → ∞

âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

|x1(t)− a(t)| → 0. (7)

Îòìåòèì, ÷òî, åñëè âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ a(t) ïðè âñåõ t ⩾ 0 ïðèíèìàåò
ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå a0 ∈ Rk, òî ñîîòíîøåíèå (7) èìååò âèä:

|x1(t)− a0| → 0 (8)

ïðè t → ∞. Â ñëó÷àå, êîãäà âåêòîð b =

(
a0
θ

)
, ãäå θ � íóëåâîé âåêòîð èç

Rk, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
g(b) = θ,

çàäà÷ó àñèìïòîòè÷åñêîãî îòñëåæèâàíèÿ âèäà

|x(t)− b| → 0 (9)

ïðè t → ∞ ìîæíî èçó÷àòü â ðàìêàõ òåîðèè óïðàâëÿåìîé ñòàáèëèçàöèè
äâèæåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [3, 4]). Åñëè ïîëó÷åíû íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (9) ïðè t → ∞, òî ýòè
óñëîâèÿ îäíîâðåìåííî ãàðàíòèðóþò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (8).
Çàìå÷àíèå 1. Â ñîâðåìåííîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ òàê-
æå è äðóãèå çàäà÷è ñëåæåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [5�7]).
Çàìå÷àíèå 2. Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ ðîñòà (2), (4) è óñëîâèå îãðàíè-
÷åííîñòè (5) èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïðîäîëæèìîñòè íà [0,∞)
ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè (1),(3),(6) è çàèìñòâîâàíû èç [8].

Ïðèñòóïèì ê ðåøåíèþ íàøåé çàäà÷è àñèìïòîòè÷åñêîãî îòñëåæèâà-
íèÿ êðèâîé a(t) ïðè t ⩾ 0.

Ôèêñèðóåì äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u(x, t) ∈ U è ðàññìîòðèì ñîîò-
âåòñòâóþùåå åìó (âîçìîæíî, íååäèíñòâåííîå) ðåøåíèå x(t) çàäà÷è Êîøè
(1), (6). Îáîçíà÷èì ïðè t ⩾ 0

e(t) = x1(t)− a(t).

Äëÿ ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè îò e(t) ïîëó÷àåì ïðè t ⩾ 0
ñîîòíîøåíèÿ:

ė(t) = x2(t)− ȧ(t), (10)

ë(t) = g(x(t), t)− ä(t) + u(x(t), t). (11)

Îòìåòèì, ÷òî

e(0) = x10 − a(0), ė(0) = x20 − ȧ(0), (12)
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ãäå x10, x20 � k-ìåðíûå êîìïîíåíòû íà÷àëüíîãî âåêòîðà x0.
Ôîðìóëû (10), (11) íàâîäÿò íà ìûñëü èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ

íàøåé çàäà÷è îòñëåæèâàíèÿ óïðàâëåíèå û(x, t) âèäà:

û(x, t) = −g(x, t) + ä(t) + ω(t), (13)

ãäå êóñî÷íî íåïðåðûâíîå óïðàâëåíèå ω(t) óäîâëåòâîðÿåò ãåîìåòðè÷åñêî-
ìó îãðàíè÷åíèþ ω ∈ W , çäåñü W � êóá â ïðîñòðàíñòâå Rk, ñîñòîÿùèé
èç âåêòîðîâ ω, äëÿ êîìïîíåíò ωi êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

|ωi| ⩽
l

k
, i = 1, . . . , k,

ãäå l > 0 � êîíñòàíòà. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òî÷åê ω ∈ W âûïîëíÿåò-
ñÿ íåðàâåíñòâî |ω| ⩽ l è ÷òî ôóíêöèÿ |ä(t)| ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà íà
[0,∞).

Èç ôîðìóë (11),(13) ïðè u(x, t) = û(x, t) ìû ïîëó÷àåì óïðàâëÿåìóþ
ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

ė1 = e2
ė2 = ω(t) (14)

ãäå e1(t) = e(t), e2(t) = ė(t), ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (ñì. (12))

e1(0) = x10 − a(0), e2(0) = x20 − ȧ(0). (15)

Äëÿ óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà (14) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (15) ðàñ-
ñìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî áûñòðîäåéñòâèÿ ñ íóëåâîé òåðìèíàëüíîé
òî÷êîé èç R2k. Îêàçûâàåòñÿ, ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü êîíñòðóêòèâ-
íûì îáðàçîì. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì k óïðàâëÿåìûõ ïðîöåññîâ â R2

ñ äèíàìèêîé

ẏ1i = y2i
ẏ2i = ωi,

ãäå y1i � i-òàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà y1 ∈ Rk, y2i � i-òàÿ êîìïîíåíòà âåê-
òîðà y2 ∈ Rk, ωi � i-òàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ω ∈ Rk, i = 1, . . . , k, ïðè÷¼ì
|ωi| ⩽ l

k , ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (ñì. (15))

y1i(0) = x10i − ai(0), y2i(0) = x20i − ȧi(0) (16)

è êîíöåâûìè óñëîâèÿìè
mi = 0 ∈ R2,

ãäå i = 1, . . . , k. Â (16) x10i îçíà÷àåò i-òóþ êîìïîíåíòó âåêòîðà x10, à x20i
îçíà÷àåò i-òóþ êîìïîíåíòó âåêòîðà x20.
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Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1]), ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé i-òîé
çàäà÷å îïòèìàëüíîãî áûñòðîäåéñòâèÿ îïðåäåëåíî îïòèìàëüíîå óïðàâëå-
íèå ω̃i(t), t ∈ [0, τi], ãäå τi � âðåìÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Îòìåòèì,
÷òî óïðàâëåíèå ω̃i(t) êîíñòðóêòèâíî âû÷èñëèìî è ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-
ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé íà [0, τi], èìåþùåé íà [0, τi] íå áîëåå îäíîé òî÷êè
ðàçðûâà. Äîîïðåäåëèì ôóíêöèþ ω̃i(t) ïðè t > τi íóë¼ì. Äëÿ äîîïðå-
äåë¼ííîé íà ïîëóîñü [0,∞) ôóíêöèè ω̃i(t) ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà íå
ïðåâûøàåò äâóõ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω̃(t) íà [0,∞) k-ìåðíîå óïðàâëåíèå
ñ êîìïîíåíòàìè ω̃i(t), i = 1, . . . , k. Îòìåòèì, ÷òî ω̃(t) = 0 ∈ Rk ïðè t > τ ,
ãäå τ = max{τ1, . . . , τk} è ÿâëÿåòñÿ âðåìåíåì îïòèìàëüíîãî áûñòðîäåé-
ñòâèÿ äëÿ óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà (14) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (15) è
íóëåâîé òåðìèíàëüíîé òî÷êîé èç R2k. Âñòàâèì ω(t) = ω̃(t) â ñèñòåìó
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (14) è ðåøèì å¼ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
(15). Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå îáîçíà÷èì

z(t) =

(
ẽ1(t)
ẽ2(t)

)
.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè t ⩾ τ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

z(t) ≡ 0 ∈ R2k. (17)

Îáîçíà÷èì (ñì. (13))

ũ(x, t) = −g(x, t) + ä(t) + ω̃(t). (18)

Ïîäñòàâèì â (1) u = ũ(x, t) è ðàññìîòðèì ðåøåíèå x̃(t) ∈ R2k, t ⩾ 0
ïîëó÷åííîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ1 = x2
ẋ2 = ä(t) + ω̃(t) (19)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (6). Îòìåòèì, ÷òî |ω̃(t)| ⩽ l. Èç (17) âûòåêàåò, ÷òî

x̃(t) ≡
(
a(t)
ȧ(t)

)
(20)

ïðè t ⩾ τ = max
i=1,...,k

τi. Òàêèì îáðàçîì, óïðàâëåíèå ũ(x, t) (ñì. (18)) òî÷íî

îòñëåæèâàåò êðèâóþ

(
a(t)
ȧ(t)

)
ïðè t ⩾ τ è ïîýòîìó ðåøàåò ïîñòàâëåííóþ

çàäà÷ó àñèìïòîòè÷åñêîãî îòñëåæèâàíèÿ êðèâîé a(t) ïðè t ⩾ 0.
Îòìåòèì, ÷òî â íàøèõ ïîñòðîåíèÿõ êîíñòàíòà l ìîæåò áûòü ëþ-

áûì ôèêñèðîâàííûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì. Ïðè ýòîì óìåíüøåíèå
êîíñòàíòû l > 0 ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ âåëè÷èíû τ .
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Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé âàæíî, ÷òîáû óïðàâëåíèå ũ(x̃(t), t) ïðè
t ⩾ 0 áûëî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûì ïî ìîäóëþ íåêîòîðîé êîíñòàí-
òîé. ×òîáû ãàðàíòèðîâàòü ýòî ñâîéñòâî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè t ⩾ 0
âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

|a(t)| ⩽ c4, |ȧ(t)| ⩽ c5, |ä(t)| ⩽ c6, (21)

ãäå c4, c5, c6 � íåêîòîðûå íåîòðèöàòåëüíûå êîíñòàíòû. Íàïîìíèì,
÷òî îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè |ä(t)| ïðè t ⩾ 0 ðàíåå óæå òðåáîâàëàñü.
Èç ôîðìóë (20), (21) ïðè t ⩾ τ ñëåäóåò, ÷òî

|x̃(t)| ⩽ c4 + c5. (22)

Òåïåðü çàéì¼ìñÿ îöåíêîé ôóíêöèè |x̃(t)| ïðè t ∈ [0, τ ]. Íàïîìíèì, ÷òî

ôóíêöèÿ x̃(t) =

(
x̃1(t)
x̃2(t)

)
óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé (19) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (6). Ïîýòîìó ïðè t ⩾ 0 ïîëó÷àåì
ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

x̃1(t) = x01 + tx02 +

t∫
0

(t− s)(ä(s) + ω̃(s)) ds,

x̃2(t) = x02 +

t∫
0

(ä(s) + ω̃(s)) ds.

Îòñþäà ïðè t ∈ [0, τ ] ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà (ñì. (21))

|x̃1(t)| ⩽ |x01|+ τ |x02|+
τ 2

2
(c6 + l), (23)

|x̃2(t)| ⩽ |x02|+ τ(c6 + l), (24)

|x̃(t)| ⩽ c7 = |x01|+ |x02|+ τ(|x02|+ c6 + l) +
τ 2

2
(c6 + l). (25)

Èç íåðàâåíñòâ (22), (25) âûòåêàåò ïðè t ⩾ 0 îöåíêà

|x̃(t)| ⩽ max{c4 + c5, c7}, (26)

ãäå êîíñòàíòà c7 îïðåäåëåíà â ñîîòíîøåíèè (25). Èç ñîîòíîøåíèé (2),
(18), (21), (26) è íåðàâåíñòâà |ω̃(t) ⩽ l äëÿ t ⩾ 0, ïîëó÷àåì ïðè t ⩾ 0
îöåíêó âèäà

|ũ(x̃(t), t)| ⩽ c1(1 + max{c4 + c5, c7}) + c6 + l.

Òàêàÿ îöåíêà ïîëåçíà â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ íàøèõ ðåçóëüòàòîâ,
òàê êàê îáåñïå÷èâàåò ðàâíîìåðíóþ îãðàíè÷åííîñòü óïðàâëåíèÿ ũ(x̃(t), t)
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ïî ìîäóëþ ïðè t ⩾ 0. Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûâîäå íåðàâåíñòâà (25) áûëî
èñïîëüçîâàíî íåðàâåíñòâî âèäà |x| ⩽ |x1|+ |x2|, ãäå x ∈ R2k, à x1, x2 ∈ Rk

è ÿâëÿþòñÿ âåêòîðíûìè êîìïîíåíòàìè âåêòîðà x. Òàêæå ðàíåå áûëî èñ-

ïîëüçîâàíî íåðàâåíñòâî âèäà |ω| ⩽
k∑

i=1

|ωi|, ãäå ω ∈ Rk, à ωi � ñêàëÿðíûå

êîìïîíåíòû âåêòîðà ω.

3 Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ðàññìîòðåíà îäíà çàäà÷à àñèìïòîòè÷åñêîãî îòñëåæèâàíèÿ ïðî-
åêöèåé òðàåêòîðèè íåëèíåéíîãî óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà çàäàííîé ãëàäêîé
ïàðàìåòðè÷åñêîé êðèâîé. Îáîñíîâûâàåòñÿ, ÷òî ïðè øèðîêèõ ïðåäïîëî-
æåíèÿõ òàêîå îòñëåæèâàíèå ìîæíî óñïåøíî îñóùåñòâèòü. Ðàññìàòðèâà-
åìûå â ñòàòüå íåëèíåéíûå óïðàâëÿåìûå îáúåêòû ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ,
íàïðèìåð, äëÿ ìåõàíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé òåîðèè óïðàâëåíèÿ.
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