
ÓÄÊ: 519.673

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå óïðàâëÿþùèõ

ïàðàìåòðîâ ýëåêòðîëèçíîé âàííû

Ñàâåíêîâà Í. Ï.1*, Ìîêèí À. Þ.1*, Óäîâè÷åíêî Í. Ñ.1*,

Ñàïîæíèêîâ Ê. Ý.1*, Íåíàõîâ Í. Ä.1*

1*ÂÌÊ, Ôåäåðàëüíîå ãîñóäàðñòâåííîå áþäæåòíîå
îáðàçîâàòåëüíîå ó÷ðåæäåíèå âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ¾Ìîñêîâñêèé

ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà¿,
Ëåíèíñêèå ãîðû, Ìîñêâà, 119991, Ðîññèéñêàÿ Ôåäåðàöèÿ.

*Àâòîð(û), îòâåòñòâåííûé(ûå) çà ïåðåïèñêó. E-mail(s):
mknandrew@mail.ru; mknandrew@mail.ru;

nellya.udovichenko@gmail.com; s02220529@gse.cs.msu.ru;
nenakhov.neil@mail.ru;

Àííîòàöèÿ

Â ïðåäëàãàåìîé ñòàòüå îáñóæäàþòñÿ ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ îñíîâíûõ
óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ðàáîòû ýëåêòðîëèçíîé âàííû (êðèîëèòîâîå
îòíîøåíèå, âûõîä ïî òîêó, ïîòåðè âûõîäà ïî òîêó), çíà÷åíèÿ êîòîðûõ
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èîíîâ, âîçíèêàþùèõ â ïðîöåññå ýëåêòðîëèçà, ïðè ïîìîùè êîòîðûõ íà-
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: Óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû, ýëåêòðîëèç,
ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ÷èñëåííûå ìåòîäû.

Ïîëó÷åíî ðåäàêöèåé 08.06.2024; âíåñåíû àâòîðñêèå ïðàâêè 16.12.2024;
ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 24.12.2024

1 Ââåäåíèå

Ýôôåêòèâíîå óïðàâëåíèå ïðîìûøëåííûì ïðîöåññîì ýëåêòðîëèçà àëþ-
ìèíèÿ òðåáóåò âíåäðåíèÿ àâòîìàòèçèðîâàííûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ �
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ÀÑÓÒÏ, â êîòîðûõ â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ èñïîëüçóþòñÿ óïðàâëÿ-
þùèå ïàðàìåòðû, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå àíàëèçà ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ â ýëåêòðîëèçíîé âàííå. Àëþìèíèåâàÿ ïðîìûø-
ëåííîñòü çàíèìàåò â ýêîíîìèêå Ðîññèè îäíî èç âåäóùèõ ìåñò. Âûñîêèå
òåìïåðàòóðû è àãðåññèâíîñòü ñðåäû, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ïðîöåññ
ýëåêòðîëèçà àëþìèíèÿ, íå ïîçâîëÿþò ïðîâåñòè èçìåðåíèÿ áîëüøèí-
ñòâà ïàðàìåòðîâ óïðàâëåíèÿ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ýôôåêòèâíîé ðàáîòû
ÀÑÓÒÏ. Íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûì íàïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà
íîâûõ àëãîðèòìîâ óïðàâëåíèÿ, ïîñòðîåííûõ íà ïîíèìàíèè è ìîäå-
ëèðîâàíèè òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà ýëåêòðîëèòè÷åñêîãî ïîëó÷åíèÿ
àëþìèíèÿ. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü àâòîìàòèçèðîâàòü îòäåëüíûå êîíòóðû
óïðàâëåíèÿ è îêàçûâàòü ïîääåðæêó òåõíîëîãó ïðè ïðèíÿòèè ðåøåíèé ñ
öåëüþ óâåëè÷åíèÿ âûõîäà àëþìèíèÿ ïî òîêó.

Õèìè÷åñêèé àíàëèç ñîñòàâà ýëåêòðîëèòà, ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëèòü
êðèîëèòîâîå îòíîøåíèå (ÊÎ), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ
óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ, ïðîèñõîäèò 2 ðàçà â íåäåëþ [1]. Äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ äâóõ äðóãèõ âàæíåéøèõ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ (âûõîäà ïî
òîêó è ïîòåðü âûõîäà ïî òîêó) çàìåð ìåæïîëþñíîãî ðàññòîÿíèÿ, ïëîò-
íîñòü àíîäíîãî òîêà è ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà ñðåä ìåòàëë-ýëåêòðîëèò
îïðåäåëÿþòñÿ âåñüìà ïðèáëèçèòåëüíî. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå ïîçâîëÿåò
ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû âûõîäà ïî òîêó è ïîòå-
ðè âûõîäà ïî òîêó è âîñïîëüçîâàòüñÿ èõ çíà÷åíèÿìè ñ öåëüþ âíåñåíèÿ
ñâîåâðåìåííûõ ïîïðàâîê â ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ ýëåêòðîëèçîì àëþìèíèÿ.

Ïðîöåññ ýëåêòðîëèçà àëþìèíèÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ ðÿäîì ôèçèêî-
õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, âçàèìîâëèÿþùèõ äðóã ñ äðóãîì, ÷òî íàãëÿäíî
îòîáðàæåíî íà ðèñ. 1. Òð¼õìåðíàÿ òð¼õôàçíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
ïðîöåññà ýëåêòðîëèçà àëþìèíèÿ, íà îñíîâå êîòîðîé áûë ðåàëèçîâàí
âû÷èñëèòåëüíûé êîìïëåêñ, ïîçâîëÿþùèé äîñòàòî÷íî òî÷íî âû÷èñëèòü
âåëè÷èíû, íåîáõîäèìûå äëÿ îïðåäåëåíèÿ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ,
ó÷èòûâàåò âçàèìîñâÿçü âñåõ îñíîâíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ïðîèñ-
õîäÿùèõ â ýëåêòðîëèçíîé âàííå. Íà ðèñóíêå 2 èçîáðàæåíà áëîê-ñõåìà
ýòîãî âû÷èñëèòåëüíîãî êîìïëåêñà.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÊÎ â ëþáîé èíòåðåñóþùèé ìîìåíò âðåìåíè òðåáó-
åòñÿ çíàòü êîíöåíòðàöèè àëþìèíèÿ, íàòðèÿ è ôòîðà (áëîê ¾Ýëåêòðîõè-
ìèÿ¿), à òàêæå îáú¼ìíûå äîëè ìåòàëëà, ýëåêòðîëèòà è ãàçà, ðàñïðåäå-
ëåíèå ïëîòíîñòè òîêà, ïîòåíöèàëà è ñêîðîñòè â ðàñïëàâå ýëåêòðîëèòà,
ðàññ÷èòûâàþùèåñÿ êàæäûé â ñâî¼ì áëîêå (ñì. ðèñ. 2.).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé êîíöåíòðàöèé èîíîâ èñïîëüçóåòñÿ óðàâ-
íåíèå Íåðíñòà-Ïëàíêà, êîòîðîå îïèñûâàåò èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè
àíèîíîâ è êàòèîíîâ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, âîçíèêàþùèõ â ðåçóëüòàòå
ïðîöåññà ýëåêòðîëèçà [2]. Îäíàêî ýòî óðàâíåíèå íå ó÷èòûâàåò ñêîðîñòü
äâèæåíèÿ ñðåäû. Â ðàáîòå [3] ïðèâîäèòñÿ ìîäèôèöèðîâàííîå óðàâíåíèå
Íåðíñòà-Ïëàíêà, ó÷èòûâàþùåå ñêîðîñòü äâèæåíèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö:
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Ðèñ. 1: Âçàèìîñâÿçü äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

∂Ci

∂t
= Di∇2Ci +Di

ziF

RT
div

(
Cigradϕ

)
− v̄ · gradCi, (1)

Â ýòîì óðàâíåíèè v̄ � èçâåñòíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ
ñðåäû. Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ (1) ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ïîëå
ñêîðîñòåé ÿâëÿåòñÿ ñîëåíîèäàëüíûì, à òåìïåðàòóðà � ïîñòîÿííîé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ó÷èòûâàåòñÿ âçàèìîñâÿçü âñåõ äèíàìè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ (ñì. ðèñ. 1) è èõ çàâèñèìîñòü îò ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè. Â
òîì ÷èñëå çàâèñèìîñòü òåìïåðàòóðû è êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè îò ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò è âðåìåíè. Ïðåäëàãàåòñÿ èíàÿ ìîäèôèêàöèÿ
óðàâíåíèÿ Íåðíñòà-Ïëàíêà.

2 Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå êðèîëèòîâîãî
îòíîøåíèÿ

Íèæå ïðåäñòàâëåíî ìîäèôèöèðîâàííîå óðàâíåíèå Íåðíñòà-Ïëàíêà, êî-
òîðîå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîíöåíòðàöèè èîíîâ, íåîáõîäèìûõ
äëÿ ðàñ÷¼òà ÊÎ

∂Ci

∂t
= div

(
DigradCi +Di

ziF

RT
Cigradϕ

)
− div(Civ̄ýë), (2)

ãäå Ci � êîíöåíòðàöèÿ i-îãî èîíà/êàòèîíà, t-âðåìÿ, Di(T ) � êîýôôè-
öèåíò äèôôóçèè i-îãî èîíà/êàòèîíà, zi � çàðÿä i-îãî èîíà/êàòèîíà, F �
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Ðèñ. 2: Áëîê-ñõåìà âû÷èñëèòåëüíîãî êîìïëåêñà.

ïîñòîÿííàÿ Ôàðàäåÿ, R � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, T (t, x, y, z)
� òåìïåðàòóðà, ϕ(t, x, y, z) � ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ, v̄ýë �
ñêîðîñòü èîíîâ.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà àíîäå è êàòîäå(
∇Ci +KiCi∇ϕ

)
· n̄ = Gi, (3)

ãäå Ki � êîýôôèöèåíò, îïðåäåëÿþùèéñÿ òèïîì èîíîâ, Gi çàâèñèò îò
ïëîòíîñòè àíîäíîãî (êàòîäíîãî) òîêà, n̄ � íîðìàëü ê ãðàíèöå.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ñòåíêàõ âàííû
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(
∇Ci +KiCi∇ϕ

)
· n̄ = 0, (4)

Êîíöåíòðàöèÿ èîíîâ íàòðèÿ íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ýëåêòðîíåéòðàëü-
íîñòè ñðåäû

6∑
i=1

ziCi = 0.

Êîíöåíòðàöèþ èîíîâ àëþìèíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ íàõîäèòü èç óðàâíåíèÿ

∂CAl

∂t
=

ja
F

− div(CAlv̄ýë),

ãäå ja - ïëîòíîñòü òîêà íà àíîäå.
Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ êàæäîãî èîíà èçâåñòíû, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

äëÿ àëþìèíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò åãî ôàçîâîé äîëè.
Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ ÊÎ

çàêëþ÷àåòñÿ â ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (2) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (3),
(4). Ïîòåíöèàë ϕ(t, x, y, z) è ñêîðîñòü v(t, x, y, z) íàõîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè
îñíîâíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî êîìïëåêñà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè.

Çàäà÷à (2)-(4) ðåøàåòñÿ ðàçíîñòíûì ìåòîäîì, ïðè ýòîì óðàâíåíèå (2)
àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñî âòîðûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè ïî ïðîñòðàíñòâó è ïî
âðåìåíè.

Àíàëèç ïðîâåä¼ííîé ñåðèè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîçâîëèë èçó-
÷èòü ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ÊÎ. Íèæå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëü-
òàòû ðàñ÷¼òà òð¼õìåðíîé çàäà÷è â ïëîñêîñòíîì ñðåçå ðàáî÷åãî ïëîñêîñòè
XY íà ãëóáèíå 3 ñì îò ïîäîøâû àíîäà. Íà ðèñóíêå 3 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê
âåêòîðíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé â ðàñïëàâå êðèîëèòà íà âûñîòå 39 ñì îò äíà
âàííû (íà ðàññòîÿíèè 3 ñì îò ïîäîøâû àíîäà). Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî çà-
âèõðåíèÿ îáðàçóþòñÿ ïî âñåé ïëîùàäè âàííû: îáâîäÿùèé ïî ïåðèìåòðó
âèõðü, à òàêæå èíòåíñèâíûå âèõðè â öåíòðå ñå÷åíèÿ.

Íà ðèñóíêå 4 ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé ÊÎ. Âñå âû÷èñ-
ëåííûå çíà÷åíèÿ ÊÎ ñîîòâåòñòâóþò èçâåñòíîìó äèàïàçîíó ñòàáèëüíîé
ðàáîòû âàííû (2.6-2.8) è ïîäòâåðæäàåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè íàáëþäå-
íèÿìè.

Íà ðèñóíêå 5 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê âåêòîðíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé â
ðàñïëàâå êðèîëèòà. Íàáëþäàåòñÿ îáâîäÿùèé ïî ïåðèìåòðó ïîòîê è
íåáîëüøèå âèõðåâûå îáðàçîâàíèÿ ó ëåâîãî áîðòà âàííû.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ ñå÷åíèÿ ðàáî÷åãî ïðî-
ñòðàíñòâà ïëîñêîñòüþ XZ íà ðàññòîÿíèè 1,34 ì îò êîðîòêîãî áîðòà
ïðîìûøëåííîé âàííû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 6. Íàãëÿäíî âèäíî, ÷òî
ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå ÊÎ äëÿ ñêîðîñòåé, ïðåäñòàâëåííûõ íà
ðèñ. 5, ôàêòè÷åñêè îäíîðîäíî ïî âñåé ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ è ïðèíàäëåæèò
äèàïàçîíó óñòîé÷èâîñòè ðàáîòû âàííû.
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Ðèñ. 3: Âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòåé â ïëîñêîñòè XY.

Ðèñ. 4: Ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé êðèîëèòîâîãî îòíîøåíèÿ â ïëîñêîñòè
XY.

Íà ðèñóíêàõ 7, 8 äåìîíñòðèðóþòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðè-
ìåíòà äëÿ ñå÷åíèÿ ðàáî÷åãî ïðîñòðàíñòâà ïëîñêîñòüþ YZ, íàõîäÿùåãîñÿ
ìåæäó äëèííûì áîðòîì è àíîäîì íà ðàññòîÿíèè 22 ñì îò äëèííîãî áîðòà
ïðîìûøëåííîé âàííû.

Íà ðèñóíêå 7 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê âåêòîðíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé â ðàñ-
ïëàâå êðèîëèòà. Âèäíî, ÷òî â ýòîé ïëîñêîñòè çíà÷åíèÿ ñêîðîñòåé íåâåëè-
êè, âèõðåé íå íàáëþäàåòñÿ. Íà ðèñóíêå 8 ïðåäñòàâëåíî ñîîòâåòñòâóþùåå
ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé ÊÎ.

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, çíà÷åíèÿ ÊÎ â ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ ïðè-
ìåðíî îäèíàêîâû (ÊÎ = 2,65) è âõîäÿò â äèàïàçîí çíà÷åíèé óñòîé÷èâîé
ðàáîòû âàííû.

Òàêèì îáðàçîì, âèõðåâûå îáðàçîâàíèÿ â ïîëå ðàñïðåäåëåíèÿ ñêî-
ðîñòåé ïðèâîäÿò ê íåîäíîðîäíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ÊÎ â ðàáî÷åì ïðî-
ñòðàíñòâå. Íà ïðàêòèêå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåçóëüòàò õèìè÷åñêîãî àíàëèçà
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Ðèñ. 5: Âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòåé â ïëîñêîñòè XZ.

Ðèñ. 6: Ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé êðèîëèòîâîãî îòíîøåíèÿ â ïëîñêîñòè
XZ.

âçÿòîé ïðîáû ñèëüíî çàâèñèò îò ìåñòà âçÿòèÿ ïðîáû â ñëó÷àå íàëè÷èÿ
âèõðåâîãî äâèæåíèÿ ñêîðîñòåé è íå çàâèñèò îò ìåñòà âçÿòèÿ ïðîáû ïðè
áåçâèõðåâîì äâèæåíèè ñðåäû.

Ðèñ. 7: Âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòåé â ïëîñêîñòè XZ.
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Ðèñ. 8: Ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé êðèîëèòîâîãî îòíîøåíèÿ â ïëîñêîñòè
XZ.

3 Âû÷èñëåíèå óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ âûõîäà
ïî òîêó è ïîòåðè âûõîäà ïî òîêó

Óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû âûõîäà ïî òîêó η è ïîòåðè âûõîäà ïî òîêó
∆η íàãëÿäíî îòðàæàþò ýôôåêòèâíîñòü âûõîäà ïî òîêó àëþìèíèÿ ïðè
ðàçëè÷íûõ ðåæèìàõ ðàáîòû ýëåêòðîëèçíîé âàííû.

Òåîðåòè÷åñêîå êîëè÷åñòâî àëþìèíèÿ, êîòîðîå äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ
ïðè ýëåêòðîëèçå, âû÷èñëÿåòñÿ ïî çàêîíó Ôàðàäåÿ

M = F · I · t, (5)

ãäå F - ïîñòîÿííàÿ Ôàðàäåÿ, I - ñèëà òîêà, t - âðåìÿ.
Îäíàêî êîëè÷åñòâî ïðîèçâåä¼ííîãî ìåòàëëà âñåãäà íåñêîëüêî ìåíüøå

òåîðåòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ.
Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî âûõîä ïî òîêó

η çàâèñèò îò áîëüøîãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ: òåìïåðàòóðû, ìåæïîëþñíî-
ãî ðàññòîÿíèÿ (ÌÏÐ) - ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïîäîøâîé àíîäà è ãðàíèöåé
ðàçäåëà ñðåä ìåòàëë-ýëåêòðîëèò, ïëîòíîñòè òîêà, ãåîìåòðèè ðàáî÷åãî
ïðîñòðàíñòâà ýëåêòðîëèç¼ðà, ýëåêòðîìàãíèòíûõ ñèë [1].

Íà ïðàêòèêå â ÀÑÓÒÏ ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ýìïèðè÷åñêàÿ ôîð-
ìóëà [4]

η =

(
1− 2567 ·

S0,21
anod

i0,58a · L · e
12940
Te

)
· 100, (6)

ãäå S ïëîùàäü âàííû, i ïëîòíîñòü òîêà, L - ìèíèìàëüíîå ìåæïîëþñ-
íîå ðàññòîÿíèå, Te - òåìïåðàòóðà ýëåêòðîëèòà.

Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ àíîäíîé ïëîòíîñòè òîêà, òåìïåðàòóðû ýëåêòðî-
ëèòà è ÌÏÐ îïðåäåëÿþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî â íåñêîëüêèõ îòäåëüíûõ
òî÷êàõ ðàáî÷åãî ïðîñòðàíñòâà âàííû. Òàêèì îáðàçîì òî÷íîñòü âû÷èñ-
ëåíèÿ âûõîäà ïî òîêó ïî ôîðìóëå (6) íàïðÿìóþ çàâèñèò îò òî÷íîñòè
âõîäÿùèõ â íå¼ ïàðàìåòðîâ. Ïîñêîëüêó íà ïðàêòèêå çíà÷åíèÿì ýòèõ ïà-
ðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâóåò áîëüøàÿ ïîãðåøíîñòü, òî âåëè÷èíà η ïî ôîðìóëå
(6) âû÷èñëÿåòñÿ ñ áîëüøîé ïîãðåøíîñòüþ. Òð¼õìåðíîå òð¼õôàçíîå ìà-
òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå [5] ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ðàñïðåäåëåíèå
â ðàáî÷åì ïðîñòðàíñòâå âàííû âñåõ ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â ôîðìóëó
(6), ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé òî÷íîñòüþ è èçó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå η è ∆η,
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íà îñíîâå êîòîðîãî ìîæíî ñäåëàòü äîñòîâåðíóþ îöåíêó ýôôåêòèâíîñòè
ïðîèçâîäñòâà àëþìèíèÿ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè.

Â çàâèñèìîñòè îò ðåæèìà ðàáîòû ýëåêòðîëèçíîé âàííû ïðîöåññ
ýëåêòðîëèçà ìîæåò áûòü ÌÃÄ-ñòàáèëåí èëè ÌÃÄ-íåñòàáèëåí. Â ñëó÷àå
ÌÃÄ-íåñòàáèëüíîé ðàáîòû âàííû ðàññòîÿíèå ìåæäó àíîäîì è êàòîäîì
ìîæåò áûòü êðèòè÷åñêè ìàëî, ÷òî âåä¼ò ê ðåçêîìó óìåíüøåíèþ âûõîäà
ïî òîêó. ÌÃÄ-íåñòàáèëüíîñòü âñåãäà ñîîòâåòñòâóåò àíîäíîìó ýôôåê-
òó (áîëüøîå ñêîïëåíèå óãëåêèñëîãî ãàçà ïîä àíîäàìè, óâåëè÷èâàþùåãî
ñîïðîòèâëåíèå ñðåäû), êîòîðûé ïðîèñõîäèò íåñêîëüêî ðàç â ñóòêè. ÌÃÄ-
íåñòàáèëüíîñòü ðàçâèâàåòñÿ ïðè îäíîâðåìåííîé çàìåíå 11 è 22 àíîäîâ.
Â òàáëèöå 1 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû âûõîäà ïî
òîêó â ìîìåíòû âðåìåíè t1 è t2 (t2 > t1) ïðè ÌÃÄ-ñòàáèëüíîñòè è
ÌÃÄ-íåñòàáèëüíîñòè âàííû.

Òàáëèöà 1: Âûõîä ïî òîêó η äëÿ ìèíèìàëü-
íîãî çíà÷åíèÿ ÌÏÐ (t1 < t2).

Ðåæèì ðàáîòû âàííû Âûõîä ïî òîêó
ÌÃÄ ñòàáèëüíûé ðåæèì ðàáîòû

Ìîìåíò âðåìåíè t1 90.646
Ìîìåíò âðåìåíè t2 93.594

Âûåìêà 11 è 22 àíîäîâ
Ìîìåíò âðåìåíè t1 89.638
Ìîìåíò âðåìåíè t2 91.365
Àíîäíûé ýôôåêò
Ìîìåíò âðåìåíè t1 87.048
Ìîìåíò âðåìåíè t2 90.037

Ðèñ. 9: Ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà ñðåä ìåòàëë-ýëåêòðîëèò ïðè ÌÃÄ-
ñòàáèëüíîé ðàáîòå âàííû â ìîìåíòû âðåìåíè t1(à) è t2(á).
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Íà ðèñóíêå 10 ïðåäñòàâëåíû ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñðåä ìåòàëë-
ýëåêòðîëèò ïðè âûåìêå àíîäîâ â ìîìåíò âðåìåíè t1 è t2 äëÿ êîòîðûõ
âû÷èñëÿëîñü çíà÷åíèÿ âûõîäà ïî òîêó â òàáëèöå 1.

Ðèñ. 10: Ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà ñðåä ìåòàëë-ýëåêòðîëèò ïðè ïðè âûåìêå
àíîäîâ.

Íà ðèñóíêå 11 ïðåäñòàâëåíû ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñðåä ìåòàëë-
ýëåêòðîëèò ïðè àíîäíîì ýôôåêòå â ìîìåíò âðåìåíè t1 è t2 äëÿ êîòîðûõ
âû÷èñëÿëîñü çíà÷åíèÿ âûõîäà ïî òîêó â òàáëèöå 1.

Ðèñ. 11: Ïîâåðõíîñòü ðàçäåëà ñðåä ìåòàëë-ýëåêòðîëèò ïðè àíîäíîì ýô-
ôåêòå.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ èçìåíåíèÿ âûõîäà ïî òîêó
è èçìåíåíèÿ ïîòåðü ïî òîêó îòëè÷àþòñÿ, îíè èìåþò îáùóþ òåíäåíöèþ íà
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óìåíüøåíèå âûõîäà ïî òîêó ïðè èñêðèâëåíèè ïîâåðõíîñòè. Òàêîé ðåçóëü-
òàò ìîæíî áûëî îæèäàòü, ïîñêîëüêó ôîðìóëû çàâèñÿò îò ñîâåðøåííî
ðàçíûõ ïàðàìåòðîâ, ñèëüíî ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé â ýëåêòðîëèç¼ðå â
êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, íî ïî ñóòè ÿâëÿþùèìèñÿ íåçàâèñèìûìè â ðàñ-
÷¼òàõ ïî ôîðìóëå (6). Íàïðèìåð, ïðè âîçíèêíîâåíèè àíîäíîãî ýôôåêòà
ðåçêî âîçðàñòàåò çà äîëè ñåêóíäû íàïðÿæåíèå, ïîâûøàåòñÿ òåìïåðàòóðà
â ýëåêòðîëèç¼ðå, óìåíüøàåòñÿ ïëîòíîñòü òîêà. Ïðè çàìåíå ïàðû 11 è 22
àíîäîâ â ýëåêòðîëèç¼ðå ïðîèñõîäèò ïåðåðàñïðåäåëåíèå ñèëû òîêà â âàííå
è ðîñò àìïëèòóäû êîëåáàíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà ñðåä ìåòàëë-ýëåêòðîëèò â
îáëàñòè âûåìêè àíîäîâ. Â ýòèõ äâóõ ñëó÷àÿõ çà ìàëîå âðåìÿ íåâîçìîæ-
íî ïðîâåñòè çàìåðû âõîäÿùèõ â ôîðìóëó (6) ïàðàìåòðîâ. Òåì íå ìåíåå
ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â òàáëèöå 9, îòðàæàþò îáùèå òåíäåíöèè ïî
óâåëè÷åíèþ âûõîäà ïî òîêó ïðè áîëåå ñòàáèëüíîì ðåæèìå ðàáîòû âàííû.

Â ðàáîòå [6] ïðåäñòàâëåíà ïîëóýìïèðè÷åñêàÿ ôîðìóëà âûõîäà ïî òîêó

∆η = (1− η0) ·
l

S
·
∫
Z

ds

H(x, y)
(7)

Îäíàêî ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ôîðìóëû (7) çàâèñèò îò òî÷íîñòè
îïðåäåëåíèÿ ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñðåä ìåòàëë-ýëåêòðîëèò Z, à òàêæå
òðåáóåò äîñòàòî÷íî òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà.

Ïðè ýòîì âåëè÷èíà ÌÏÐ, êàê è â ôîðìóëå (6), îïðåäåëÿåòñÿ î÷åíü
ãðóáî (ïî õàðàêòåðó îïëàâà îïóùåííîãî â ýëåêòðîëèçíóþ âàííó ñòåðæ-
íÿ). Ïîýòîìó ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå ôîðìóëû (7) âåñüìà çàòðóä-
íèòåëüíî. Áîëåå òîãî, êàê ïîêàçàëè ïðîâåä¼ííûå â ðàáîòå èññëåäîâàíèÿ,
ôîðìóëà (7) ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâîé, ïîñêîëüêó â ñëó÷àå âûåìêè àíî-
äîâ (ñì. ðèñ. 10) â ìîìåíò âðåìåíè t2, ò.å. ïðè ñïîêîéíîé ïîâåðõíîñòè
ðàçäåëà ñðåä ìåòàëë-ýëåêòðîëèò, çíà÷åíèå ïîòåðü âûõîäà ïî òîêó ∆η2 =
0.0099, à â ìîìåíò âðåìåíè t1 ïðè ñèëüíîì âîçìóùåíèè ãðàíèöû ðàçäå-
ëà ñðåä çíà÷åíèå ïîòåðè âûõîäà ïî òîêó ∆η1 = 0.0074, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
çäðàâîìó ñìûñëó. Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå ôîðìóëû (7) íå ÿâëÿåòñÿ
öåëåñîîáðàçíûì.

Àâòîðàìè ïðåäëàãàåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôîðìóëà ïîòåðü âûõîäà
ïî òîêó

∆η = (1− η0) ·
1

S
·
∫
Z

l(x, y)ds

H(x, y)
, (8)

â êîòîðîé çíà÷åíèÿ âåëè÷èí l(x, y),H(x, y) â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè
îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè òð¼õìåðíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ.

Âû÷èñëåíèå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâîäèòü ïðè
ïîìîùè ìåòîäà òðèàíãóëÿöèè ïî ôîðìóëàì
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S△1,2
i,j

=
1

2
· |ā× b̄| (9)

F 1
i,j =

1

3
(fi,j + fi,j+1 + fi+1,j), (10)

F 2
i,j =

1

3
(fi+1,j+1 + fi,j+1 + fi+1,j). (11)

I ≈
N−1∑
i=0

M−1∑
j=0

Ii,j =
N−1∑
i=0

M−1∑
j=0

(S△1
i,j
· F 1

i,j + S△2
i,j
· F 2

i,j) (12)

Ïîâåðõíîñòü ðàçáèâàåòñÿ íà ýëåìåíòàðíûå òðåóãîëüíèêè△1,2
i,j , êàê ïî-

êàçàíî íà ðèñóíêå 12, ïëîùàäü êàæäîãî èç ýòèõ ýëåìåíòàðíûõ òðåóãîëü-
íèêîâ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (9), ãäå ā è b̄ � âåêòîðû, ñîâïàäàþùèå
ñî ñòîðîíàìè òðåóãîëüíèêà △1,2

i,j . Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî òðåóãîëü-
íèêà âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ïî ôîðìóëàì
(10) è (11) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà çíà÷åíèå ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (12).

Ðèñ. 12: Òðèàíãóëÿöèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.
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Òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà ïî ôîðìóëàì (9) �
(12) èìååò âòîðîé ïîðÿäîê è èññëåäîâàëàñü ÷èñëåííî íà ñãóùàþùèõñÿ
ñåòêàõ.

×èñëåííûé ðàñ÷¼ò çíà÷åíèé ïîòåðü âûõîäà ïî òîêó â ñëó÷àÿõ ÌÃÄ-
ñòàáèëüíîé ðàáîòû âàííû (∆η1), ïðè âûåìêå àíîäîâ (∆η2) è àíîäíîì
ýôôåêòå (∆η3) â ìîìåíò âðåìåíè t1 ïîêàçàë, ÷òî

∆η1 = 0.00674 < ∆η2 = 0.00945 < ∆η3 = 0.01188,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî íàèáîëüøèå ïîòåðè âûõîäà ïî òîêó ñîîòâåòñòâóþò
àíîäíîìó ýôôåêòó, à íàèìåíüøèå � ÌÃÄ-ñòàáèëüíîìó ðåæèìó ðàáîòû
âàííû. Ýòîò âûâîä ñîîòâåòñòâóåò ïðàêòè÷åñêèì íàáëþäåíèÿì.

Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ áûëè ïðîâåäåíû â ìîìåíò âðåìåíè t2,
êîòîðûå ïîêàçàëè, ÷òî

∆η1 = 0.00667 < ∆η2 = 0.00928 < ∆η3 = 0.01173.

Ïðîöåíòíûå èçìåíåíèÿ ïîòåðü âûõîäà ïî òîêó â ìîìåíòû âðåìåíè t1
è t2 ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 2.

Òàáëèöà 2: Ïðîöåíòíîå èçìåíåíèå âûõîäà ïîòåðü àëþìè-
íèÿ ïî òîêó.

Ðåæèì ðàáîòû âàííû Ïðîöåíòíîå èçìåíåíèå
ïîòåðü ïî òîêó

ÌÃÄ ñòàáèëüíûé ðåæèì ðàáîòû (ðèñ 9) 1.038
Âûåìêà 11 è 22 àíîäîâ (ðèñ 10) 1.799

Àíîäíûé ýôôåêò (ðèñ 11) 1.262

Òàêèì îáðàçîì, èç ïðèâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ ñëåäóåò, ÷òî â îáà ìîìåíòà
âðåìåíè ïðîñëåæèâàåòñÿ çàêîíîìåðíîñòü óâåëè÷åíèÿ ïîòåðü ïî òîêó ïðè
ÌÃÄ-íåñòàáèëüíîñòè. Ïðè÷åì ïîòåðè ïðè âûåìêå àíîäîâ ìåíüøå, ÷åì
ïðè àíîäíîì ýôôåêòå. Â òî æå âðåìÿ ïðè ñòàáèëèçàöèè ïîâåðõíîñòè
ðàçäåëà ñðåä, êîòîðàÿ ïðîèñõîäèò â ïðîìåæóòêå âðåìåíè (t1, t2), ïîòåðè
óìåíüøàþòñÿ äëÿ ëþáîãî ðåæèìà ðàáîòû âàííû.

Íèæå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷¼òîâ, èëëþñòðèðóþ-
ùèõ ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû ïîòåðè âûõîäà ïî òîêó â ìîìåíò âðåìåíè t1
è ðàçíûõ ðåæèìàõ ðàáîòû âàííû. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî òðåóãîëü-
íèêà∆1,2

i,j ïðîâîäèòñÿ ðàñ÷¼ò âåëè÷èíû ïîòåðè âûõîäà ïî òîêó (∆η)i,j äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìû ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ñðåä ìåòàëë-ýëåêòðîëèò
(ñì. ðèñ. 9 - 11). Íà ðèñ. 13 - 15 ïðåäñòàâëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ïîòåðü âûõîäà ïî òîêó äëÿ ãðàíèö ðàçäåëà ñðåä ìåòàëë-ýëåêòðîëèò
â ñëó÷àå ÌÃÄ-ñòàáèëüíîé è ÌÃÄ-íåñòàáèëüíîé ðàáîòû âàííû.

Àíàëèç ïðîâåä¼ííûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü
âûâîäû î êîððåëÿöèè ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ è ðåçóëüòàòîâ ëàáîðàòîðíûõ
èññëåäîâàíèé ñòàáèëüíîñòè ðåæèìà ðàáîòû âàííû.
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Ðèñ. 13: Ðàñïðåäåëåíèå ïîòåðü ïî òîêó äëÿ ÌÃÄ-ñòàáèëüíîãî ðåæèìà
ðàáîòû.

Ðèñ. 14: Ðàñïðåäåëåíèå ïîòåðü ïî òîêó äëÿ âûåìêè 11 è 22 àíîäîâ.

4 Çàêëþ÷åíèå

Ýôôåêòèâíîñòü ðàáîòû ýëåêòðîëèçíîé âàííû äèêòóåò íåîáõîäèìîñòü
ðàçâèòèÿ èíñòðóìåíòîâ óïðàâëåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèì ïðîöåññîì ñ öåëüþ
áûñòðîãî ðåàãèðîâàíèÿ íà èçìåíåíèÿ ðåæèìà ðàáîòû âàííû. Çíà÷åíèÿ
îñíîâíûõ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ (êðèîëèòîâîå îòíîøåíèå, âûõîä ïî
òîêó, ïîòåðè ïî òîêó) íàãëÿäíî îòðàæàþò ôèçèêî-õèìè÷åñêèå ïðîöåññû,
ïðîèñõîäÿùèå â ñðåäå ýëåêòðîëèòà, è ïîçâîëÿþò ñóäèòü î ïðèìåíåíèè òåõ
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Ðèñ. 15: Ðàñïðåäåëåíèå ïîòåðü ïî òîêó äëÿ àíîäíîãî ýôôåêòà.

èëè èíûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ðåøåíèé ñ öåëüþ ñòàáèëèçàöèè ðåæèìîâ ðà-
áîòû âàííû. Ïðåäëîæåííûå â ðàáîòå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ óïðàâëÿþùèõ
ïàðàìåòðîâ âàííû ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü è ñâîåâðåìåííî ðåàãèðîâàòü
íà èõ èçìåíåíèÿ, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ñïîñîáíî çíà÷èòåëüíî óâåëè÷èòü
ýôôåêòèâíîñòü è ïðèáûëüíîñòü ïðîèçâîäñòâà.

Àâòîðñêèå äåêëàðàöèè

Ôèíàíñèðîâàíèå

Îòñóòñòâóåò.

Äîñòóïíîñòü äàííûõ è ïðîãðàììíîãî êîäà

Íåäîñòóïíû.

Êîíôëèêò èíòåðåñîâ

Îòñóòñòâóåò.

Âêëàä àâòîðîâ

Í. Ï. Ñàâåíêîâà � ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, íàïèñàíèå òåêñòà
ñòàòüè.

À. Þ. Ìîêèí � ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, íàïèñàíèå òåêñòà ñòàòüè.
Í. Ñ. Óäîâè÷åíêî � ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû.
Ê. Ý. Ñàïîæíèêîâ� ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, íàïèñàíèå òåêñòà ñòà-

òüè.
Í. Ä. Íåíàõîâ � ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, íàïèñàíèå òåêñòà ñòàòüè.
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