
Ñåêöèÿ: Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

ÓÄÊ: 537.87,519.63

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå çàäà÷è

äèôðàêöèè íà âîëíîâîäíîé ðåøåòêå

Èëüèíñêèé À. Ñ. 1, Äìèòðèåâà È. Â.1*, Áåðåæíàÿ È. Â.1

1*ô-ò ÂÌÊ, ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, 1-52,
Ìîñêâà, 119991, Ðîññèÿ.

*Àâòîð(û), îòâåòñòâåííûé(ûå) çà ïåðåïèñêó. E-mail(s):
2027959@mail.ru;

Ñîàâòîðû: celd@cs.msu.ru;

Àííîòàöèÿ

Â ñòàòüå ðàññìîòðåí ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è äèôðàêöèè áåñêîíå÷íîé

ïåðèîäè÷åñêîé ðåøåòêè â ïëîñêèõ âîëíîâîäàõ ñ ëîêàëüíûì âîçáóæ-

äåíèåì îäíîãî öåíòðàëüíîãî âîëíîâîäà. Ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê ðåøåíèþ çàäà÷è äèôðàêöèè ñ óñëî-

âèÿìè Ôëîêå. Ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âîëíîâîäíàÿ ðåøåòêà, äèôðàêöèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå

ìîäåëèðîâàíèå, óñëîâèÿ Ôëîêå.

Ïîëó÷åíî ðåäàêöèåé 05.01.2024; âíåñåíû àâòîðñêèå ïðàâêè 19.09.2024;

ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 23.12.2024

1 Ââåäåíèå

Äèôðàêöèîííûå ðåøåòêè ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè ýëåìåíòàìè îïòè÷åñêèõ
è êâàçèîïòè÷åñêèõ èíòåðôåðîìåòðîâ è âîëíîìåðîâ, ïðèìåíÿþùèõñÿ â
îïòèêå, èçìåðèòåëüíîé òåõíèêå, ãîëîãðàôèè, ÿäåðíîé ôèçèêå è ïðî÷.
[1�6].

Áóðíîå ðàçâèòèå òåõíèêè è òåîðèè, à òàêæå ðàçíîîáðàçèå ïðèìåíåíèÿ
êâàíòîâûõ ãåíåðàòîðîâ ïðèâåëè ê öåëîìó êëàññó çàäà÷ ïî èñïîëüçîâàíèþ
ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóð, êàê ýëåìåíòîâ ñàìîãî êâàíòîâîãî ãåíåðàòîðà,
òàê è ðàçíîîáðàçíûõ ýëåìåíòîâ îïòè÷åñêèõ è êâàçèîïòè÷åñêèõ òðàê-
òîâ. Äèôðàêöèîííûå ðåøåòêè âûïîëíÿþò òàêæå ðîëü âîçáóäèòåëåé
âîëîêîííî-îïòè÷åñêèõ ëèíèé ñâÿçè.

Çà ïîñëåäíåå âðåìÿ îïóáëèêîâàíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ïî-
ñâÿùåííûõ ýòîìó âîïðîñó, â ÷àñòíîñòè, ðàçâèòèþ è ïðèìåíåíèþ ê
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êîíêðåòíûì äèôðàêöèîííûì çàäà÷àì ñòðîãèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ è ñî-
îòâåòñòâóþùèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ [7�9], îñíîâíûìè èç êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ ìåòîä èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåí-
íûõ.

Â äàííîé ðàáîòå ïðèâåäåíà ïîäðîáíàÿ ïîñòàíîâêà è èññëåäîâàíèå
çàäà÷è âîçáóæäåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé ðåøåòêè ïëîñêèõ âîëíîâîäîâ íîð-
ìàëüíîé âîëíîé îäíîãî èç ðåãóëÿðíûõ ïëîñêèõ âîëíîâîäîâ â ñëó÷àå H−
ïîëÿðèçàöèè ìåòîäîì ïðîåêöèîííîãî ñøèâàíèÿ.

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ ïëîñêóþ ñòðóêòóðó, îáðàçîâàííóþ ñèñòåìîé
ïëîñêèõ ïàðàëëåëüíûõ ïîëóáåñêîíå÷íûõ âîëíîâîäîâ Dm. Ïåðèîä ñòðóê-
òóðû a, øèðèíà âîëíîâîäîâ d. Â ïëîñêîñòè z = 0 ðàñïîëîæåíû èäåàëüíî
ïðîâîäÿùèå ôëàíöû. Îñü z íàïðàâëåíà ïàðàëëåëüíî áîêîâûì ñòåíêàì
âîëíîâîäîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sm - ïîâåðõíîñòü ñëàíöà, à Cm - áîêîâàÿ
ïîâåðõíîñòü âîëíîâîäà ñ íîìåðîì m (Ðèñ. 1).

Ðèñ. 1: Ïåðèîäè÷åñêàÿ ðåø¼òêà èç ïîëóáåñêîíå÷íûõ ïëîñêèõ âîëíîâî-
äîâ.

Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü âîëíîâîäîâ Cm èäåàëüíî ïðîâîäÿùàÿ, âîëíîâî-
äû èçëó÷àþò â ïîëóïðîñòðàíñòâî z > 0. Ïóñòü èç −∞ ïî âîëíîâîäó
ñ íîìåðîì m = 0 D0{−∞ < z ≤ 0, 0 ≤ x ≤ d} ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
íîðìàëüíàÿ âîëíà íîìåðà n0. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé H− ïîëÿ-
ðèçàöèè, êîãäà âîçáóæäàåòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ñ êîìïîíåíòàìè
Ex, Ez, Hy, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò ïåðåìåííîé y. Îáîçíà÷èìHy(x, z) ÷åðåç
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u(x, z). Õàðàêòåðèñòèêè ñðåäû, çàïîëíÿþùåé âîëíîâîäû, âîçüìåì ðàâ-
íûìè ε = 1, µ = 1; âíóòðè âîëíîâîäîâ èñòî÷íèêè ïîëÿ îòñóòñòâóþò; ïîëå
çàâèñèò îò âðåìåíè ïåðèîäè÷åñêè ïî çàêîíó e−iωt.

Â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

Cm = {−∞ < z ≤ 0; x = am, am+ d; m = 0,±1, · · ·},
Sm = {z = 0; am+ d ≤ x ≤ am+ a; m = 0,±1, · · ·},

Dm = {−∞ < z ≤ 0; am ≤ x ≤ am+ d; m = 0,±1, · · ·}.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ðåøåíèÿ
u(x, z) óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â îáëàñòè, îáúåäèíÿþùåé âîëíîâîäû Dm

è ïîëóïðîñòðàíñòâî z > 0 çà èñêëþ÷åíèåì êîíòóðîâ Cm è Sm

△u(x, z) + k20u(x, z) = 0, k0 − âîëíîâîå ÷èñëî. (1)

Íà êîíòóðàõ Cm è Sm ðåøåíèå u(x, z) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâè-
ÿì

∂u(x, z)

∂n
= 0, (2)

ãäå n - âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòÿì. Íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèÿ
u(x, z) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ [10] , îáåñïå÷èâàþ-
ùèì îòñóòñòâèå âîëí, ïðèõîäÿùèõ èç áåñêîíå÷íîñòè, çà èñêëþ÷åíèåì
ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ íîðìàëüíîé âîëíû íîìåðà n0 âîëíîâîäà D0.

Îñíîâíîé èäååé ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò ðåøåíèÿ
çàäà÷è âî âñåì ïðîñòðàíñòâå ê íåêîòîðîé çàäà÷å â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè
ïðîñòðàíñòâà, èññëåäîâàíèå êîòîðîé ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íåîáõîäèìóþ
èíôîðìàöèþ î ðåøåíèè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è [11].

Ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ââåäåíèåì ñïåêòðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå ôóíêöèè u(x, z) è ñïåöèàëüíîé ôîðìîé óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ. Ââå-
äåì ïðåîáðàçîâàíèå

v(t, x, z) =
∞∑

n=−∞
u(x+ na, z)e−int, t ∈ [0, 2π], (3)

êîòîðîå ëþáîé ôóíêöèè u(x, z), îïðåäåë¼ííîé âî âñåì ïðîñòðàíñòâå è
ïðèíàäëåæàùåé L2(−∞, ∞) ïî x, ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì z ñòàâèò â
ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèþ v(t, x, z), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì Ôëîêå [12�
14]

v(t, x+ a, z) = eitv(t, x, z). (4)

Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè u(x, z) âî âñåì ïðîñòðàíñòâå â ñèëó óñëî-
âèÿ (3) äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü åå îáðàç v(t, x, z) â ïîëîñå D̄{0 ≤ x ≤
a, −∞ < z < +∞}; t ∈ [0, 2π]. Òîãäà [12]

u(x, z) =
1

2π

∫ 2π

0

v(t, x, z)dt. (5)
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Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ñòðóêòóðû îáðàç v(t, x, z) óäîâëåòâîðÿåò â ïîëî-
ñå D̄ óðàâíåíèþ (1), ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2) íà êîíòóðàõ C0, S0 è
óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ ïðè ëþáîì t ∈ [0, 2π].

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ðåøèòü çàäà÷ó â ïîëîñå D̄ ïðè âñåõ t ∈
[0, 2π]. Ôóíêöèÿ v(t, x, z) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D0 : v(t, x, z) = AeiΓn0
zφn0

(x)+
∞∑
k=0

Rk(t)e
−iΓkzφk(x); z < 0, 0 ≤ x ≤ d,

(6)

D : v(t, x, z) =
∞∑

j=−∞
Tj(t)e

iγjzψj(t, x); z > 0, 0 ≤ x ≤ a, (7)

ãäå A - çàäàííàÿ àìïëèòóäà ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âîëíû íîìåðà n0 ;
Γk - ïîñòîÿííàÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïëîñêîãî âîëíîâîäà

Γk =
√
k20 − λ2k, λk = πk/d, (8)

λk - ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïëîñêîãî âîëíîâîäà
äëÿ âîëíû k;

φk(x) - ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ

φk(x) =

√
2− δ0k
d

cos
πk

d
x, δ0k − äåëüòà ôóíêöèÿ; (9)

γj(t) =
√
k20 − λ̃2j(t), λ̃j(t) = (t+ 2πj)/a; (10)

ψj(t, x) =
1√
a
eiλ̃j(t)x; (11)(

Imγ > 0; Imγ = 0, Reγ > 0,
ImΓ > 0; ImΓ = 0, ReΓ > 0.

)
Ñèñòåìà ôóíêöèé {φk(x)} îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííóþ ïîëíóþ ñè-

ñòåìó íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû d íà äåéñòâèòåëüíîé îñè −∞ < x < +∞,
à ñèñòåìà ôóíêöèé {ψj(x)} ïðè ëþáîì t ∈ [0, 2π] îáðàçóåò îðòîíîðìèðî-
âàííóþ ïîëíóþ ñèñòåìó íà ëþáîì îòðåçêå äëèíîé a íà îñè −∞ < x <
+∞. Èòàê, ïðåäñòàâëåíèÿ (6), (7) îáåñïå÷èâàþò âûïîëíåíèå óñëîâèé èç-
ëó÷åíèÿ, ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè, óñëîâèé Ôëîêå è
óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â êàæäîé îáëàñòè.

Ïðåäñòàâëåíèÿ (6), (7) äàþò íàì ðàçëîæåíèå ôóíêöèè v(t, x, z) ïî
ïðîñòðàíñòâåííûì ãàðìîíèêàì íî ñ íåèçâåñòíûìè ïîêà êîýôôèöèåíòà-
ìè Rk(t) è Tj(t). Èíòåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ â äàëüíåé çîíå
îïðåäåëÿþòñÿ ðàñïðîñòðàíÿþùèìèñÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè ãàðìîíèêàìè.
Ïîýòîìó âî ìíîãèõ çàäà÷àõ îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âû÷èñëåíèå
êîýôôèöèåíòîâ Rk(t) è Tj(t), ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàñïðîñòðàíÿþùèìñÿ
ãàðìîíèêàì.
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3 Ïðîåêöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è
äèôðàêöèè

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Ñòðî-
èì ñåìåéñòâî ôóíêöèé, çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà N . Êàæäàÿ ôóíêöèÿ
ñåìåéñòâà îïðåäåëÿåòñÿ èç òðåáîâàíèé âûïîëíåíèÿ íåêîòîðûõ óñëîâèé
îðòîãîíàëüíîñòè, ñïðàâåäëèâûõ è äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ [15]. Â ðàáîòå
[13] ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ëþáîé ôóíêöèè ñåìåéñòâà
ðàçðåøèìà, è ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà N ê áåñêîíå÷íîñòè ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ñõîäèòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ
èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, ñóòü ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî âìåñòî ñèñòåìû ïàðíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé,
îáåñïå÷èâàþùèõ âûïîëíåíèå óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè íà äûðêå è ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé íà ïîâåðõíîñòè ôëàíöà, ôîðìóëèðóåòñÿ ñèñòåìà óñëîâèé
îðòîãîíàëüíîñòè, êîòîðàÿ îáåñïå÷èò âûïîëíåíèå óñëîâèé â ïëîñêîñòè
z = 0 â ýíåðãåòè÷åñêîì ñìûñëå.

Îïðåäåëèì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â êàæäîé èç îáëàñòåé D0 è D
ñëåäóþùèì îáðàçîì

D0 : ũ1(t, x, z) = AeiΓn0
zφn0

(x)+
N∑
k=0

R̃k(t)e
−iΓkzφk(x); z < 0, 0 ≤ x ≤ d,

(12)

D : ũ2(t, x, z) =
∞∑

j=−∞
T̃j(t)e

iγj(t)zψj(t, x); z > 0, 0 ≤ x ≤ a. (13)

Ïîñêîëüêó óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè íà äûðêå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà
ôëàíöå äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

[u]|z=0 = 0, 0 ≤ x ≤ d,[
∂u

∂z

]∣∣∣∣
z=0

= 0, 0 ≤ x ≤ d,

∂u

∂z

∣∣∣∣
z=0+0

= 0, d ≤ x ≤ a,

òî äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå∫ d

0

u
∂u∗

∂z

∣∣∣∣
z=0−0

dx =

∫ a

0

u
∂u∗

∂z

∣∣∣∣
z=0+0

dx.

Âûáåðåì óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ â ïëîñêîñòè z = 0 â âèäå∫ d

0

ũ1φk|z=0−0 dx =

∫ d

0

ũ2φk|z=0+0 dx, k = 0, 1, ..., N, (14)
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∫ d

0

∂ũ1
∂z

ψ∗
j

∣∣∣∣
z=0−0

dx =

∫ a

0

∂ũ2
∂z

ψ∗
j

∣∣∣∣
z=0+0

dx, j = 0,±1, .... (15)

Óìíîæèâ (14) íà iΓkR
∗
k, è ïðîñóììèðîâàâ ïî k îò 0 äî N , ïîëó÷èì∫ d

0

ũ1
∂ũ∗1
∂z

∣∣∣∣
z=0−0

dx =

∫ d

0

ũ2
∂ũ∗1
∂z

∣∣∣∣
z=0+0

dx.

Óìíîæèâ (15) íà T ∗
j , ïðîñóììèðîâàâ ïî j îò −∞ äî +∞, è âçÿâ

êîìëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, ïîëó÷èì∫ d

0

ũ2
∂ũ∗1
∂z

∣∣∣∣
z=0−0

dx =

∫ a

0

ũ2
∂ũ∗2
∂z

∣∣∣∣
z=0+0

dx.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∫ d

0

ũ1
∂ũ∗1
∂z

∣∣∣∣
z=0−0

dx =

∫ a

0

ũ2
∂ũ∗2
∂z

∣∣∣∣
z=0+0

dx.

Ò.å. âûáîð óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ â âèäå (14), (15) îáåñïå÷èë äëÿ ïðè-
áëèæåííîãî ðåøåíèÿ âûïîëíåíèå èíòåãðàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðîå
ñïðàâåäëèâî è äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ.

Êîýôôèöèåíòû R̃k(t) è T̃k(t) áóäåì îïðåäåëÿòü èç ñîîòíîøåíèé (14)
è (15). Ó÷èòûâàÿ îðòîãîíàëüíîñòü ôóíêöèé φn íà [0, d], ðàñïèøåì
ïîäðîáíåå ýòè ðàâåíñòâà∫ d

0

ũ1φn|z=0 dx =

∫ d

0

[
Aφn0

(x) +
N∑
k=0

R̃kφk(x)

]
φn(x)dx =

= Aδn0n +
N∑
k=0

R̃kδkn = Aδn0n + R̃n,∫ d

0

ũ2φn|z=0 dx =

∫ d

0

[ ∞∑
j=−∞

T̃jψj(x)

]
φn(x)dx =

=
∞∑

j=−∞
T̃j(t)

∫ d

0

ψjφndx.

Ò.å. ðàâåíñòâî (14) ïðèìåò âèä

Aδn0n + R̃n =
∞∑

j=−∞
T̃j

∫ d

0

ψjφndx; n = 0, 1, ..., N.
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Àíàëîãè÷íî∫ d

0

∂ũ1
∂z

∣∣∣∣
z=0

ψ∗
jdx =

∫ d

0

[
iΓn0

A φn0
−

N∑
k=0

iR̃kΓkφk

]
ψ∗
jdx =

= iΓn0
A

∫ d

0

φn0
ψ∗
jdx−

N∑
k=0

iR̃kΓk

∫ d

0

φkψ
∗
jdx,∫ a

0

∂ũ2
∂z

∣∣∣∣
z=0

ψ∗
jdx =

∫ a

0

[ ∞∑
m=−∞

iγmT̃mψm

]
ψ∗
jdx =

=
∞∑

m=−∞
iγmT̃mδjm = iγjT̃j,

è ðàâåíñòâî (15) ïðèíèìàåò âèä

iΓn0
A

∫ d

0

φn0
ψ∗
jdx−

N∑
k=0

iR̃kΓk

∫ d

0

φkψ
∗
jdx = iγjT̃j, j = 0,±1, . . . .

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

αjk =

∫ d

0

ψjφkdx =

∫ d

0

ψj (t, x)φk (x) dx. (16)

Òîãäà ðàâåíñòâà (14) è (15) ïðèìóò âèä

Aδn0k + R̃k =
∞∑

j=−∞
T̃jαjk; k = 0, 1, . . . , N, (17)

iΓn0
Aα∗

jn0
−

N∑
k=0

iR̃kΓkα
∗
jk = iγjT̃j, j = 0,±1, . . . . (18)

Îáîçíà÷èâ˜̃
Rk = R̃k + Aδn0k,

(19)
îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

˜̃
Rk =

∞∑
j=−∞

T̃jαjk; k = 0, 1, . . . , N, (20)

iΓn0
Aα∗

jn0
−

N∑
k=0

iΓk

(˜̃
Rk − A δn0k

)
α∗
jk = iγjT̃j, j = 0,±1, . . . . (21)
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Âûðàçèì èç (21) T̃j è ïîäñòàâèì åãî çíà÷åíèå â (20)

T̃j =
Γn0

Aα∗
jn0

γj
−

N∑
k=0

Γk

(˜̃
Rk − A δn0k

)
α∗
jk

γj
, (22)

˜̃
Rk =

∞∑
j=−∞

[
Γn0

Aα∗
jn0

γj
−

N∑
p=0

Γp

(˜̃
Rp − A δn0p

)
α∗
jp

γj

]
αjk,

˜̃
Rk = Γn0

A

∞∑
j=−∞

α∗
jn0
αjk

γj
−

N∑
p=0

Γp
˜̃
Rp

∞∑
j=−∞

α∗
jpαjk

γj
+ Γn0

A

∞∑
j=−∞

α∗
jn0
αjk

γj
.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Apk = Γp

∞∑
j=−∞

α∗
jpαjk

γj
. (23)

Îêîí÷àòåëüíî

˜̃
Rk +

N∑
p=0

˜̃
RpApk = 2AAn0k k = 0, 1, . . . , N . (24)

Ïîëó÷èëè ñèñòåìó N + 1 ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ˜̃
Rk. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (24) îáåñïå÷èâàåò
ýíåðãåòè÷åñêîå ðàâåíñòâî äëÿ ũ1 è ũ2 . Äåéñòâèòåëüíî, èç 2-îé ôîðìó-
ëû Ãðèíà äëÿ ũ1 è ũ2 ñ ó÷åòîì ïðîåêöèîííûõ ñîîòíîøåíèé (14) è (15)
ñëåäóåò ýíåðãåòè÷åñêîå ðàâåíñòâî∑

k

Γk

∣∣∣R̃k

∣∣∣2 +∑
j

γj

∣∣∣T̃j∣∣∣2 = |A|2 Γn0
, (25)

ãäå ñóììèðóþòñÿ òîëüêî ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ ãàðìîíèêè: ò.ê. Γk ≥ 0 è

γj ≥ 0, òî ïðè |A| = 0, î÷åâèäíî,
∣∣∣R̃k

∣∣∣ ≡ 0,
∣∣∣T̃j∣∣∣ ≡ 0, ò.å. îäíîðîäíàÿ çàäà÷à

èìååò ëèøü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, îòêóäà è ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü è
ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ.

Ðàñïèøåì ïîäðîáíåå ðàâåíñòâî (16)

αjk =

∫ d

0

ψj (t, x)φk (x) dx =

√
2− δ0k
ad

∫ d

0

cosλk · eiλ̃j(t)xdx.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ
1) λ̃2j(t)− λ2k ̸= 0, òîãäà

αjk =

√
2− δ0k
ad

∫ d

0

[
cosλkx · cos λ̃j(t)x+ i cosλkx · sin λ̃j(t)x

]
dx =
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=

√
2− δ0k
ad

λ̃j(t)

λ̃2j(t)− λ2k
×

×
[
(−1)k sin dλ̃j(t) + i

(
1− (−1)k cos dλ̃j(t)

)]
=

=

√
2− δ0k
ad

λ̃j(t)

λ̃2j(t)− λ2k
i
[
1− (−1)k eidλ̃j(t)

]
;

2) λ̃2j(t)− λ2k = 0,
öåïî÷êà ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèÿ j-êàòîå è ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè â ëÿìäà
òîãäà j = − t

2π ± ka
2d

αjk =

√
2− δ0k
ad

∫ d

0

cosλkx e
i
t+2π(− t

2π±ka
2d)

a x dx =

=

√
2− δ0k
ad

∫ d

0

cosλkx e
±ika2dxdx ,

åñëè k = 0, òî αj0 =
√
d/a,

åñëè k ̸= 0, òî αjk =
√
2/ad

∫ d

0 cosλkx (cosλkx± i sinλkx)dx =√
d/2a.
Îáúåäèíÿÿ ýòè ñëó÷àè, ïîëó÷èì

αjk =

√
(1 + δ0k) d

2a
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ αjk:

αjk =

√
(1 + δ0k)d

2a
, åñëè λ̃2j(t)− λ2k = 0,

αjk =

√
2− δ0k
ad

λ̃j(t)

λ̃2j(t)− λ2k
i
[
1− (−1)k e idλ̃j(t)

]
, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòîâ ìàòðèöû αjk äàåò âîçìîæ-
íîñòü îðãàíèçîâàòü ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû â ôîðìóëå
(24) ñ ãàðàíòèðîâàííîé òî÷íîñòüþ, ÷òî ïîçâîëÿåò ðåøèòü óðàâíåíèå (24)
ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ.

4 Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Äëÿ ïðîâåðêè ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà è îöåíêè òî÷íîñòè ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ áûëè ïðîâåäåíû ñëåäóþùèå ðàñ÷¼òû:

- ïðè ôèêñèðîâàííûõ t (t = 0, t = 0.9π) è eps = 10−5 èçìåíÿëîñü N
îò 2 äî 30 : R0, T0 (Ðèñ. 2 - 5): R2, R4, R10 (Ðèñ. 6);
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Ðèñ. 2: Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ T0(t) îò N äëÿ t = 0.

Ðèñ. 3: Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ R0(t) îò N äëÿ t = 0.

- ïðè ôèêñèðîâàííîì t = 0, N = 12 èçìåíÿëîñü eps îò 10−1 äî 10−7 è
èññëåäîâàëîñü ïîâåäåíèå êîýôôèöèåíòîâ R0, T0, R2, R4, R10.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ ïîêàçàëè, ÷òî óæå äëÿ N = 12 è eps = 10−5

äîñòèãàåòñÿ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ , êàê ìèíèìóì,
10−4. Ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè (5)

u (x, z) =
1

2π

∫ 2π

0

v (t, x, z) dt

áûëè âûáðàíû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: N = 12, eps = 10−5. Òî÷íîñòü
âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ áûëà âûáðàíà eps = 10−3.
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Ðèñ. 4: Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ïðîõîæäåíèÿ T0(t) îòN äëÿ t = 0.9π.

Ðèñ. 5: Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ R0(t) îò N äëÿ t = 0.9π.

Òàêæå áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ïîëó÷àåìîãî ÷èñëåííîãî ðåøå-
íèÿ â ïëîñêîñòè z = 0 äëÿ ïðîâåðêè âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ
íà äûðêå è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ôëàíöå. Ðàñ÷¼òû ïðîâîäèëèñü ïðè
z = ±0.001 äëÿ N = 5, 10, 20. Ðåçóëüòàòû ïîêàçàëè, ÷òî óñëîâèÿ â
ïëîñêîñòè z = 0 â èíòåãðàëüíîì ñìûñëå âûïîëíÿþòñÿ.

Â òàáëèöå 1, 2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ Rk, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñïðîñòðà-
íÿþùèìñÿ ãàðìîíèêàì.

Â òàáëèöå 1 äëÿ ôèêñèðîâàííîãî a/d = 1, 5 è κ = kd/π äëÿ çíà÷åíèé
0, 5; 1, 5; 4, 5.
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Ðèñ. 6: Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ îòðàæåíèÿ R2(t), R4(t), R10(t) îò N
äëÿ t = 0.9π.

Òàáëèöà 1

κ = kd/π 0,5 1,5 4,5

|R0| 0,328 0,84 0,029

|R1| - 0,116 0,018

|R2| - - 0,049

|R3| - - 0,027

|R4| - - 0,120

Òàáëèöà 2

a/d 1,5 2,0 4,5

|R0| 0,0843 0,0751 0,0701

|R1| 0,116 0,117 0,0602

Â òàáëèöå 2 äëÿ ôèêñèðîâàííîãî κ = 1, 5 è çíà÷åíèé a/d =
1, 5; 2; 4, 5.

Ðàñ÷åò ïîëÿ u (x, z) â áëèçè ãðàíèöû z = 0 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè z =
δ > 0 è d ≤ x ≤ a ïîëå u (x, z) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ
u (x, z) = 0 ïðè z = 0 ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ. Ïîëå â äàëüíåé çîíå ïðè
z > 0 ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðîñòðàíÿþùèìèñÿ êîýôôèöèåíòàìè
Tj (t).

5 Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ðàññìîòðåí ìåòîä ðàñ÷åòà ïîëÿ â áåñêîíå÷íîé ðåøåòêè ïðè
âîçáóæäåíèè öåíòðàëüíîãî âîëíîâîäà îñíîâíîé ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ
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âîëíîé. Ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âîëí
â öåíòðàëüíîì âîëíîâîäå è ïîëå â ñâîáîäíîì ïîëóïðîñòðàíñòâå.
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