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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ОБРАЗОВАНИЯ 
ОТРАЖЕННЫХ АКУСТИЧЕСКИХ ВОЛН ПРИ 

ВЗАИМОДЕЙСТВИИ ТУРБУЛЕНТНОГО СЛЕДА С 
ПРЯМОУГОЛЬНЫМ ПРОФИЛЕМ  

Введение 
Использование искусственно сгенерированных турбулентных полей 

скорости широко распространено в задачах вычислительной газовой ди-
намики. Применение таких полей позволяет существенно снизить вычис-
лительную стоимость расчетов. 

Первые работы, касающиеся способов задания искусственных тур-
булентных полей, появились в семидесятые годы прошлого века [1]. 
Наибольшее распространение в настоящий момент получили спектраль-
ные методы генерации поля. В современных спектральных методах [2 – 6] 
турбулентное поле строится в виде суммы гармоник Фурье либо других 
базисных функций, имеющих детерминированные и/или стохастические 
параметры. Методы данного класса позволяют строить изотропные и ани-
зотропные турбулентные поля с заданными рейнольдсовыми напряжени-
ями и одноточечными моментами первого и второго порядков. В то же 
время корректность двухточечных моментов второго порядка такие мето-
ды в большинстве своём не гарантируют. При этом в задачах вычисли-
тельной аэроакустики двухточечные моменты, наряду с масштабами тур-
булентности, играют ключевую роль [7].  

Другим набирающим популярность подходом к генерации турбу-
лентных полей с заданными свойствами является метод численной филь-
трации белого шума [8 – 12], заключающийся в свертке случайного поля с 
заданным детерминированным ядром. В рамках этого направления удает-
ся построить анизотропное турбулентное поле с заданными двухточеч-
ными моментами второго порядка [12 – 14], что актуально для ряда инже-
нерных задач, связанных с генерацией шума турбулентным потоком. 

В настоящей работе рассматривается известная и весьма актуальная 
задача о возникновении акустических волн в результате рассеяния турбу-
лентного следа на препятствии. Данная задача аэроакустики характерна 
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тем, что эффект генерации звука проявляется уже в линейном приближе-
нии [15, 16], поскольку амплитуда акустических волн имеет один порядок 
с амплитудой турбулентных пульсаций. Взаимодействие турбулентного 
потока с некоторым профилем является одним из основных источников 
шума во многих промышленных устройствах, включая вертолеты, турби-
ны и двигатели с открытым ротором, в которых турбулентность, генери-
руемая в следе за лопастями или лопатками, стоящими вверх по потоку, 
набегает на препятствия ниже по потоку [6, 16, 17]. 

В работе представлена и исследована методика моделирования аку-
стических волн, образующихся в вышеописанной физической постановке. 
Вычислительная технология базируется на построении искусственного 
турбулентного поля с заданными характеристиками на основе оригиналь-
ного метода тензорной фильтрации белого шума [12, 13]. Динамика сге-
нерированного начального поля описывается линеаризованными уравне-
ниями Эйлера на неоднородном фоне. Моделирование осуществляется с 
использованием схем, сохраняющих дисперсионные соотношения, чет-
вертого порядка аппроксимации [18 – 20]. Среднее поле вычисляется на 
основе нелинейных уравнений Эйлера, для дискретизации которых ис-
пользуется кинетически-согласованная разностная схема (КСРС) [21, 22]. 

В статье излагаются элементы численного алгоритма. Проведены 
вычислительные тесты, направленные на исследование вопроса о сохра-
нении статистики сгенерированной турбулентности в процессе переноса, 
т.е. о соответствии алгоритмов так называемой гипотезе вмороженной 
турбулентности [23], которая считается установленной. На основе пред-
ложенной методики выполнен расчет рассеяния турбулентного следа на 
прямоугольном препятствии. 

1. Постановка задачи и методика моделирования 
Двумерный профиль (рис. 1), имеющий форму прямоугольника, 

сильно вытянутого вдоль оси x, обтекается потоком газа в направлении 
оси x с числом Маха . В газе имеется прямоугольная об-
ласть турбулентного следа, расположенная вверх по потоку от профиля. 

Численное моделирование состоит из следующих этапов. 
1. Вычисляется стационарное фоновое течение (среднее поле) на 

основе нелинейных уравнений Эйлера с искусственной вязко-
стью. 

2. Задается поле флуктуаций скорости в прямоугольной области 
впереди профиля (на рис.1 цвета отвечают уровням горизонталь-
ной скорости). Это поле используется при задании начальных 
условий для задачи аэроакустики. 

3. Динамика распространения возмущений описывается линейны-
ми уравнениями Эйлера с переменными коэффициентами и ис-
точниковыми членами. 
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4. Для разностной аппроксимации линейной задачи используется 7-
точечная схема DRP. 

Каждый из перечисленных пунктов разберем в деталях. 

 
Рис.1. Схема постановки задачи 

Вычисление среднего поля 
Расчетная область представляет собой прямоугольник за вычетом 

профиля. В указанной области строится равномерная квадратная сетка. 
Среднее поле моделируется на основе нелинейных уравнений Эйлера, для 
аппроксимации которых используется кинетически-согласованная раз-
ностная схема (КСРС) [21] с искусственной вязкостью, пропорциональ-
ной шагу сетки. При этом на обтекаемом профиле ставятся условия не-
протекания и прилипания для скорости, а также нулевые нормальные 
производные термодинамических параметров. Такая постановка задачи 
физически корректна для КСРС и связанной с ней дифференциальной 
квазигазодинамической системы уравнений [22]. 

 

  
Рис 2. Поле средней продольной 
компоненты скорости.  

Рис 3. Поле средней поперечной 
компоненты скорости. 
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На рисунках 2 и 3 приведены средние поля компонент скорости. 
Хорошо видны области пограничного слоя и следа позади тела. 

Генерация поля пульсационных скоростей 
Технология основана на тензорном методе фильтрации, изложенном 

в наших предыдущих работах [12, 13]. Метод строит трехмерное поле 
функции тока, опираясь на спектральный тензор ковариаций функции то-
ка, зависящий от трехмерного волнового вектора: 

 (1) 

Данная задача являет собой т   «
» турбулентности [13], поскольку анизотропия обладает 

очевидными главными осями – вдоль потока (x), поперек профиля (y) и по 
размаху (z).  Тем самым статистика поля описывается шестью основными 
параметрами: это  – среднеквадратичные скорости турбулентных 
пульсаций,  – интегральные масштабы турбулентности. Для рас-
сматриваемого класса турбулентности имеются замкнутые аналитические 
формулы генерации синтетического турбулентного поля [13]. 

Двумерная постановка задачи позволяет использовать «квазитрех-
мерную» модель турбулентного поля [10], согласно которой волновой 
вектор становится двумерным, имея z-компоненту, равную нулю: 

 
Функция тока становится скалярной, и ее статистику, вместо тензора (1), 
характеризует спектральная функция , равная 

 (2) 

Волновой вектор фигурирует в виде скалярного параметра , который 
можно трактовать как безразмерное анизотропное волновое число; функ-
ция  – безразмерная, положительная и четная. В представляемых рас-
четах использовалась спектральная функция Липмана 

 

Тензорный метод фильтрации сводится к случаю, аналогичному [10]. 
Поле функции тока представляется в виде 

 (3) 

Здесь  – скалярное ядро фильтра,  – поле белого шума со стан-
дартной ковариацией 

 



56 

Скалярное ядро фильтра  фактически зависит от одной скаляр-
ной переменной, имеющей смысл анизотропного безразмерного радиуса, 
и выражается следующим образом: 

 
(4) 

Здесь  – функция Бесселя 1-го рода. 
Дискретная двумерная модель [9, 10] белого шума (3) строится сле-

дующим способом. Область задания турбулентного поля разбивается на 
прямоугольники (вихревые ячейки), расположенные в виде регулярной 
решетки. В центре  каждого прямоугольника, имеющего размеры 

, задается случайная величина  с вероятностью 1/2. 
Интеграл (3) аппроксимируется конечной суммой по узлам , 

находящимся в пределах области влияния точки , имеющей форму круга 
радиусом в несколько масштабов турбулентности. 

В итоге поле функции тока (3) выглядит как 

 (5) 
 

Здесь  – множество номеров вихрей, попадающих в область влияния 
точки . 

Формула поля скорости сводится к дифференцированию ядра 
 в равенстве (5) и в итоге дает следующие покомпонентные вы-

ражения: 

 (6) 

В выражении (6) производные функции ядра фильтра приобретают, со-
гласно формулам (4), вид: 

 

(7) 
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Моделирование эволюции поля возмущений 
Уравнения Эйлера, линеаризованные на непостоянном фоне, имеют 

следующий вид: 

 (8) 

 

    

 

Здесь  – плотность,  – компоненты скорости,  – давление,  – пока-
затель адиабаты:  – квадрат скорости звука. Штрихами обозна-
чены возмущения величин. В матрицы входят полученные из нелинейной 
задачи фоновые параметры и их градиенты. 

Следует подчеркнуть, что рассматриваемая модель является бездис-
сипативной, и потому автоматически удовлетворяет гипотезе вморожен-
ной турбулентности Тейлора, а также сохраняет статистику однородного 
турбулентного поля. 

Разностная аппроксимация линейной системы уравнений 
Гиперболическая система (8) на равномерной сетке представляется 

в виде разностной схемы, сохраняющей дисперсионные соотношения 
(DRP) [18, 20]: 

 

где  и  – кососимметрические 7-точечные центрально-разностные 
операторы [18] вида 
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Дифференциальные выражения в матрице  заменялись такими же разно-
стями DRP. Использовалась та же сетка, на которой ранее вычислялись 
величины среднего поля. 

Производная по времени реализовывалась посредством стандартно-
го метода Рунге-Кутты 4-го порядка аппроксимации. 

Величины, вычисленные на очередном слое по времени, подверга-
лись процедуре фильтрации с целью подавления паразитных сеточных 
осцилляций. Применялись операторы фильтров из [19]. 

Граничные условия на профиле заимствованы из [19]: в частности, 
они содержат разности на скошенных 7-точечных шаблонах. Вокруг 
внешней границы расчетной области задавалась буферная зона. 

2. Результаты расчетов 
Исследование свойств генерируемых турбулентных полей 
Перед проведением расчетов основной задачи была выполнена ва-

лидация численных алгоритмов. Исследовались характеристики сгенери-
рованного турбулентного поля: в частности, сохранение масштабов в ре-
зультате переноса без рассеяния, т.е. выполнение гипотезы вмороженной 
турбулентности [23]. Для этого моделировалась эволюция начального 
турбулентного поля, задаваемого формулами (6)–(7), в терминах линеари-
зованных уравнений Эйлера (8) с постоянными коэффициентами. Расчет 
выполнялся в прямоугольной области с периодическими граничными 
условиями. Сгенерированное начальное поле также обладало периодич-
ностью. Сравнивались характеристики поля в начальный момент времени 
и на момент окончания расчета. 

  
Рис. 4. Пример сгенерированного периодического турбулентного поля: 

продольная (слева) и поперечная (справа) компоненты скорости 
Пример двумерного турбулентного поля, сгенерированного по фор-

мулам (6)–(7), проиллюстрирован на рис. 4 уровнями продольной и попе-
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речной компонент скорости. На рисунках 5 и 6 приведены поля ротора 
скорости для случаев равных масштабов турбулентности ( ) и про-
дольного масштаба, в 2 раза большего поперечного ( ). 

  
Рис. 5. Ротор поля скорости с рав-
ными масштабами турбулентности. 

Рис. 6. Ротор поля скорости с мас-
штабами турбулентности . 

В качестве характеристик генерируемых турбулентных полей ис-
пользовалась продольная и поперечная корреляционные функции 

 (9) 

В формулах (9) применялось численное осреднение по узлам сетки , 
расположенным в левой нижней четверти расчетной области. 

  
Рис. 7. Продольная и поперечная 
корреляционные функции для случая 
масштабов . 

Рис. 8. Продольные корреляцион-
ные функции для полей с масшта-
бами  и . 



60 

 
Исследование сгенерированных полей в начальный момент времени  

 дало следующие результаты. На рисунке 7 приведены продольная и 
поперечная корреляционные функции для случая равных масштабов тур-
булентности . На рисунке 8 сравниваются продольные корреляци-
онные функции для полей скорости с масштабами турбулентности одина-
ковыми ( ) и отличающимися в 2 раза ( ). Две кривые прак-
тически подобны друг другу с коэффициентом 2. При этом интегральные 
масштабы турбулентности, вычисленные по реализациям изотропного и 
анизотропного поля, также отличаются в 2 раза. Графики корреляцион-
ных функций (рис. 7–8) показывают незначительные отклонения от нуля 
на больших масштабах, что, по всей видимости, связано с недостатком 
статистических данных для осреднения. 

Эволюция турбулентного поля, описываемая DRP-схемой для лине-
аризованных уравнений Эйлера, исследовалась с точки зрения влияния 
переноса на корреляционную функцию. Было построено поле с равными 
поперечным и продольным масштабами турбулентности , состав-
ляющими 8 ячеек сетки. На рисунках 9 и 10 приведены продольные и по-
перечные корреляционные функции на начальный и конечный моменты 
времени. Очевидно, что перенос почти не оказывает влияния на свойства 
корреляционных функций, что соответствует гипотезе о «вмороженной» 
турбулентности, лежащей в основе модели. 

 

  
Рис. 9. Продольные корреляцион-
ные функции на начальный и ко-
нечный моменты времени.  

Рис. 10. Поперечные корреляцион-
ные функции на начальный и ко-
нечный моменты времени. 

Моделирование рассеяния искусственного турбулентного поля 
на прямоугольном препятствии 

Выполнялось моделирование рассеяния полученного турбулентного 
поля на прямоугольном препятствии. На рис. 11 приведено начальное по-
ле компонент скорости. Видно, что область задания турбулентных пуль-
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саций ограничена прямоугольником.  На границах данной области компо-
ненты скорости имеют разрыв. Поэтому в начальные моменты времени 
граница турбулентной области становится источником акустических 
волн. Данные паразитные волны покидают расчетную область еще до мо-
мента начала взаимодействия турбулентного следа с препятствием. 

  
Рис. 11. Поля продольной (слева) и поперечной (справа) компоненты 

скорости в начальный момент времени 

  
Рис. 12. Поле пульсации давления на момент времени сразу после начала 
расчета (слева) и в момент прохождения паразитными волнами препят-
ствия (справа) 

На рисунке 12 приведены поля пульсации давления на момент вре-
мени сразу после начала расчета и момент прохождения паразитными 
волнами препятствия. Правый рисунок показывает, что после отхода па-
разитных волн, возникших в начальный момент, дальнейшей их генера-
ции не происходит. С другой стороны, к моменту прохождения препят-
ствия паразитными волнами турбулентный след еще не достигает препят-
ствия, поскольку скорость распространения акустических волн по потоку 

 превышает скорость переноса  на величину скорости звука.  
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Отметим, что на границе задания искусственной турбулентности в 
начальный момент времени имеется сильный разрыв. Возникающая не-
устойчивость успешно подавляется при помощи фильтров, о которых го-
ворилось в предыдущем разделе.   

На рисунке 13 приведены поля скорости на два последовательных 
момента  и   ( ) во время прохождения турбулентным следом 
препятствия.  

  
Рис. 13. Поле продольной компоненты скорости в моменты времени 

 и  в процессе прохождения препятствия турбулентным следом 

  
Рис. 14. Поле давления при прохождении препятствия турбулентным 

следом; слева – увеличенный фрагмент 
На рисунке 14 приведено поле давления при прохождении турбу-

лентным следом препятствия. Хорошо видны низкочастотные акустиче-
ские волны, генерируемые в результате взаимодействия турбулентного 
следа с препятствием. На правом рисунке хорошо виден дипольный ис-
точник, возникающий по обе стороны от препятствия. Наличие коротких 
акустических волн, которые особенно заметны на левом рисунке 14, объ-
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ясняется появлением источников на передней и задней кромках профиля, 
а также незначительным паразитным отражением акустических волн от 
внешней границы расчетной области. 

Заключение 
В работе представлена и исследована методика моделирования аку-

стических волн, возникающих в результате рассеяния турбулентного сле-
да на препятствии. Методика основана на генерации искусственного тур-
булентного поля с заданными характеристиками на основе оригинального 
метода тензорной фильтрации белого шума.  

На основе предложенной методики выполнен расчет рассеяния тур-
булентного следа на прямоугольном препятствии. Полученные результа-
ты качественно совпадают с ожидаемыми. 

В дальнейшем планируется использование данной методики для 
предсказания акустических характеристик в дальнем поле от рассеяния 
турбулентного следа на крыловом профиле. 
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