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1 Ââåäåíèå

Â ìîäåëè ôèíàíñîâîãî ðûíêà Áëýêà-Øîóëñà [1] ñòîèìîñòü àêòèâà (àê-
öèè, âàëþòû è ò.ï.) S(t) çàäàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ãåîìåòðè-
÷åñêîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ

dS(t) = S(t)(rdt+ σdz(t)), (1)

ãäå r � áàíêîâñêàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà, σ > 0 � âîëàòèëüíîñòü, à z(t)
� ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, z(0) = 0. Ïî ñìûñëó rdt � ìàòå-
ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äîõîäíîñòè àêòèâà dS(t)/S(t) çà âðåìÿ dt, à σ2dt
� äèñïåðñèÿ ýòîé äîõîäíîñòè. Ðûíîê ïðåäïîëàãàåòñÿ áåçàðáèòðàæíûì,
ò.å. èñêëþ÷àþùèì âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ ïðèáûëè áåç âñÿêîãî ðèñ-
êà (ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ñì. â [2]). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü,
÷òîáû ïðîöåññ e−rtS(t) áûë ìàðòèíãàëîì. Óðàâíåíèå (1) èìååò ðåøåíèå
S(t) = S(0)ex(t), ãäå x(t) = r̃t+ σz(t) � ïðîöåññ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ
ñî ñíîñîì r̃ = r − σ2/2. Ïóñòü S̄ =

∫ T

0 S(t)dt/T � ñðåäíÿÿ ñòîèìîñòü
àêòèâà íà îòðåçêå âðåìåíè îò 0 äî T. (×åðòà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ
îáîçíà÷åíèÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé ôóíêöèé è ïðîöåññîâ.)

Àçèàòñêèé îïöèîí åâðîïåéñêîãî òèïà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåííóþ áó-
ìàãó, äàþùóþ âîçìîæíîñòü ïîêóïêè àêòèâà â ìîìåíò èñïîëíåíèÿ T
ïî öåíå K. Ïëàòåæ ïî îïöèîíó ðàâåí âåëè÷èíå (S̄ − K)+, ãäå x+ =
max(x, 0) äëÿ ëþáîãî x ∈ R. Ðàññìîòðèì ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ îïöèîíà.
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Ïóñòü äèñòðèáüþòîð ïëàíèðóåò ïîêóïêó â ìîìåíò T àêòèâà ïî îïòî-
âîé öåíå K äëÿ åãî äàëüíåéøåé ïðîäàæè â ðîçíèöó. Îí ïðåäïîëàãàåò,
÷òî ñðåäíÿÿ öåíà àêòèâà S̄ íà îòðåçêå [0, T ] ñîõðàíèòñÿ è â áóäóùåì.
Ïðèîáðåòàÿ îïöèîí, äèñòðèáüþòîð èìååò âîçìîæíîñòü îïòîâîé çàêóï-
êè àêòèâà ïî öåíå K ⩽ S̄. Åñëè K > S̄, òî îïöèîí íå ïðåäúÿâëÿåòñÿ.
Åãî ñòîèìîñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 äàåòñÿ ôîðìóëîé
c(S, 0) = e−rTE0[(S̄ −K)+], ãäå E0 � ñèìâîë ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
ïðè óñëîâèè S(0) = S.

Èñïîëüçîâàíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ïîèñêà c(S, 0) îáû÷íî âûçû-
âàåò çàòðóäíåíèÿ ïðè óñòàíîâëåíèè òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ. Íàïðèìåð,
÷àñòü îöåíîê, ïîëó÷åííûõ â [3] ïî ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî, îêàçàëàñü ìåíü-
øå íèæíåé îöåíêè ñòîèìîñòè c(S, 0) (ñì. [4]). Äðóãîé ïîäõîä ñîñòîèò â
ïîñòðîåíèè íèæíèõ è âåðõíèõ îöåíîê äëÿ c(S, 0) [4],[5],[6]. Â [4] áûëà
ïðåäëîæåíà íèæíÿÿ îöåíêà â âèäå äâîéíîãî èíòåãðàëà, ïðåäñòàâëåí-
íàÿ âïîñëåäñòâèè â [5] êàê îäíîêðàòíûé èíòåãðàë. Â [4] òàêæå íàéäåíà
àíàëèòè÷åñêè íåñëîæíàÿ îöåíêà äëèíû îòðåçêà, ñîäåðæàùåãî ñòîèìîñòü
c(S, 0). Ýòî äàëî áûñòðóþ, íî âåñüìà ãðóáóþ âåðõíþþ îöåíêó äëÿ
c(S, 0). Îíà ïîñëåäîâàòåëüíî óëó÷øàëàñü â ðàáîòàõ [5] è [6]. Â ïîñëåä-
íåé îñóùåñòâëÿëàñü ìèíèìèçàöèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó. Â
íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëîæåíû íåêîòîðûå ìîäèôèêàöèè âåðõíèõ îöåíîê
èç [5],[6] è ïðîèçâåäåíî èõ ÷èñëåííîå ñðàâíåíèå.

2 Ìåòîä ïîëó÷åíèÿ âåðõíèõ îöåíîê

Âåðõíèå îöåíêè ñòîèìîñòè àçèàòñêîãî îïöèîíà â ëèòåðàòóðå ïîëó÷å-
íû â îñíîâíîì ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà. Ïóñòü H �
ìíîæåñòâî àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûõ íà îòðåçêå [0, T ] ôóíêöèé h, äëÿ

êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå íîðìèðîâêè h̄ =
T∫
0

h(t)dt/T = 1. Ðàññìîòðèì

ìíîæåñòâî W ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ w(t), ñîãëàñîâàííûõ ñ åñòåñòâåí-
íîé ôèëüòðàöèåé âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà z(t) è äëÿ êîòîðûõ èíòåãðàë∫ T

0 |w(t)|dt êîíå÷åí ïî÷òè âñþäó. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè h ∈ H,
ëþáîãî ïðîöåññà w ∈ W è ëþáîãî ÷èñëà a ∈ R èìååì

E0(S̄ −K)+ = E0

( 1

T

T∫
0

[S(t)−Kh(t)− aK(w(t)− w̄)]dt
)+

⩽

⩽
1

T

T∫
0

E0[S(t)−Kh(t)− aK(w(t)− w̄)]+dt
def
=

1

T
B(h, a).

Çäåñü èñïîëüçîâàíî íåðàâåíñòâî Éåíñåíà äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè
x+ : (ū)+ ⩽ (u+), ñïðàâåäëèâîãî äëÿ ëþáîãî ïðîöåññà u ∈ W. Èç âûïóê-
ëîñòè ôóíêöèè x+ òàêæå ñëåäóåò âûïóêëîñòü ôóíêöèîíàëà B(h, a) ïî
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ïåðåìåííûì h è a. Ìèíèìèçèðóÿ åãî ïî ýòèì ïåðåìåííûì ïðè ðàçíûõ
ïðîöåññàõ w(t), ìîæíî ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå âåðõíèå îöåíêè ñòîèìîñòè
àçèàòñêîãî îïöèîíà.

3 Âåðõíÿÿ îöåíêà ïðè w(t) = x(t)

Ïîëîæèì w(t) = x(t), ãäå x(t) = r̃t + σz(t). Ñëåäóÿ [5], çàéìåìñÿ
ðåøåíèåì çàäà÷è

min
h∈H

B(h, a) = B(h∗(a), a)

ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì a (â [5] ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî a = 1). Ïðèâåäåì
áåç äîêàçàòåëüñòâà äâå ëåììû.

Ëåììà 1. Ïóñòü çàäàíû ÷èñëà ε, a, d è ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî K, à òàê-
æå äâóìåðíàÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (X,X1) ñ
ïëîòíîñòüþ ψ(x, x1) è âîçðàñòàþùàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ Q(x).
Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ

dE(Q(X)− εKy − aX1 − d)+

dy
= −εKP{Q(X)− aX1 ⩾ εKy + d}. (2)

Ñëåäñòâèå 1.1. Ôóíêöèÿ E(Q(X)− εKy − aX1 − d)+ äèôôåðåíöèðóåìà

è âûïóêëà ïî ïåðåìåííîé y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè ε > 0 âåðîÿòíîñòü P{Q(X) − aX1 ⩾ εKy + d}
óáûâàåò ïî y, à ïðè ε < 0 îíà âîçðàñòàåò. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðîèçâîäíàÿ
(2) âîçðàñòàåò ïî y.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Ξ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìûõ íà [0, T ] ôóíê-
öèé ξ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

∫ T

0 ξ(t)dt = 0.

Ëåììà 2. Ïóñòü g � ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [0, T ]. Åñëè

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ξ ∈ Ξ âûïîëíåíî
∫ T

0 ξ(t)g(t)dt = 0, òî ôóíêöèÿ

g � êîíñòàíòà.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ h∗(t, a), ìèíèìèçèðóþùàÿ ôóíêöèîíàë
B(h, a) íà ìíîæåñòâå H ïðè çàäàííîì a. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ ξ ∈ Ξ çàäàåò
âîçìîæíîå íàïðàâëåíèå â òî÷êå h∗ ∈ H. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ v(y, a, ξ) =
B(h∗ + yξ, a). Ïî ñëåäñòâèþ 1.1 ôóíêöèÿ v(y, a, ξ) äèôôåðåíöèðóåìà è
âûïóêëà ïî ïåðåìåííîé y. Èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè ξ ∈ Ξ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî v′y(0, a, ξ) = 0 èëè ïî ëåììå
1

T∫
0

ξ(t)P{Sex(t) − aK(x(t)− x̄)−Kh∗(t, a) ⩾ 0}dt = 0.

Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà κ ∈ (0, 1), äëÿ êîòîðîé
âûïîëíåíî òîæäåñòâî ïî ïåðåìåííîé t

P{Ser̃t+σz(t) − aK(x(t)− x̄)−Kh∗(t, a) ⩾ 0} ≡ κ. (3)
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè êàæäîì t ∈ [0, T ] çíà÷åíèå ôóíêöèè h∗(t, a) îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê κ-êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (Ser̃t+σz(t) −
aK(x(t) − x̄))/K. Ñ ó÷åòîì âûïóêëîñòè ôóíêöèîíàëà B(h, a) ïî h ∈ H
òåì ñàìûì äîêàçàíà

Òåîðåìà 3. Äëÿ âñÿêîãî a ∈ R ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà B(h, a) ïî h ∈ H
äîñòèãàåòñÿ íà ôóíêöèè h∗(t, a), îïðåäåëÿåìîé òîæäåñòâîì (3).

Ïðè a ̸= 0 íàéòè îïòèìàëüíóþ ôóíêöèþ h∗(t, a) èç òîæäåñòâà (3)
âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî. Ïîýòîìó çàéìåìñÿ ïîèñêîì êâàçèîïòèìàëüíîé
ôóíêöèè h̃. Èìååì: x(t) − x̄ = r̃(t − T/2) + σ(z(t) − z̄). Ïîñêîëüêó âå-
ëè÷èíà σ ìàëà, çàìåíèì â òîæäåñòâå (3) ýêñïîíåíòó eσz(t) íà 1 + bz(t),
ãäå b � ìàëûé ïàðàìåòð. Â ðåçóëüòàòå ôóíêöèþ h̃(t, a, b) îïðåäåëèì èç
òîæäåñòâà

P{Ser̃t(1 + bz(t))− aK(r̃(t− T/2) + σ(z(t)− z̄))−Kh̃(t, a, b) ⩾ 0} ≡ κ.

Ïîëîæèì ct = bSer̃t − aKσ, Nt = ctz(t) + aKσz̄. Òîãäà ïîñëåäíåå
òîæäåñòâî ïðèîáðåòàåò âèä

P{Ser̃t − aKr̃(t− T/2) +Nt ⩾ Kh̃(t, a, b)} ≡ κ. (4)

Äèñïåðñèè íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí z(t), z̄ è èõ êîâàðèàöèÿ
ðàâíû V ar z(t) = t, V ar z̄ = T/3 è Cov(z(t), z̄) = t(1−t/(2T )) [5]. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Nt ðàâíà vt = V ar Nt =
c2t t+a2σ2K2T/3+2ctaσKt(1− t/(2T )). Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà V = Nt/

√
vt

èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå N (0, 1). Òåïåðü òîæäåñòâî
(4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

P
{
V ⩾

Kh̃(t, a, b)− Ser̃t + aKr̃(t− T/2)
√
vt

}
≡ κ.

Ïîýòîìó âåëè÷èíà (Kh̃(t, a, b)−Ser̃t+aKr̃(t−T/2))/√vt íå çàâèñèò îò t è
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíñòàíòó. Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç γ. Îòñþäà h̃(t, a, b) =
Ser̃t/K − ar̃(t − T/2) + γ

√
vt/K. Èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè äëÿ h̃(t, a, b)

ïîëó÷èì êîíñòàíòó

γ =


( T∫

0

√
vtdt

)−1(
TK − S(er̃T − 1)/r̃

)
, r̃ ̸= 0,( T∫

0

√
vtdt

)−1

T (K − S), r̃ = 0.
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Íàéäåì èíòåãðàë

B(h̃(a, b), a) =

T∫
0

E[Ser̃t+σz(t) −Kh̃(t, a, b)− aK(x(t)− x̄)]+dt =

=

T∫
0

E
[
Ser̃t+σ

√
tX −Kh̃(t, a, b)− ar̃K

(
t− T

2

)
− aσK

(√
tX −

√
T

3
Y
)]+

dt,

ãäå äâóìåðíàÿ âåëè÷èíà (X, Y ) =
(
z(t)/

√
t,
√
3/T z̄

)
c êîâàðèàöèåé ρ(t) =

Cov(X, Y ) =
√
3t/T (1− t/(2T )) èìååò íîðìàëüíóþ ïëîòíîñòü

ψ(x, y, ρ(t)) =
1

2π
√
1− ρ2(t)

exp
(
− (y − ρ(t)x)2

2(1− ρ2(t))
− x2

2

)
.

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ

φ(x) =
1√
2π
e−x2/2, Φ(x) =

x∫
−∞

φ(y)dy,

ρ1(t) =
√
1− ρ2(t), a1(x, t) = Ser̃t+σ

√
tx −Kh̃(t, a, b)− ar̃K

(
t− T

2

)
,

a2(x, t) = a1(x, t)−Kaσ
√
tx+Kaσ

√
T

3
ρ(t)x, b2(t) = aσK

√
T

3
ρ1(t),

èíòåãðàë B(h̃(a, b), a) ïðè a ̸= 0 ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó (ñì. [5])

B(h̃(a, b), a) =

T∫
0

∞∫
−∞

φ(x)
[
a2(t, x)Φ

(a2(t, x)
|b2(t)|

)
+ b2(t)φ

(a2(t, x)
b2(t)

)]
dxdt.

(5)
Â [5] áûëà ïðåäëîæåíà âåðõíÿÿ îöåíêà U1 = e−rTB(h̃(1, σ), 1)/T. Åå
óëó÷øàåò îöåíêà

U2 =
e−rT

T
min

(a,b)∈R2
B(h̃(a, b), b) =

e−rT

T
B(h̃(a∗, b∗), a∗).

4 Âåðõíÿÿ îöåíêà ïðè w(t) = c(t)z(t) + d(t)

Â [6] âûñêàçàíà èäåÿ ñëåäóþùåé âåðõíåé îöåíêè. Åñëè â ôóíêöèîíà-
ëå B(h, a) ïîëîæèòü h(t) ≡ 1, a = 1 è w(t) = S(t)/K, òî îöåíêà
e−rTB(1, 1)/T ñòàíîâèòñÿ òî÷íîé, ò.å. ñîâïàäàåò ñî ñòîèìîñòüþ c(S, 0).
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Çàìåíèì ïðîöåññ S(t)/K íà c(t)z(t)+d(t), ãäå äåòåðìèíèðîâàííûå ôóíê-
öèè c(t) è d(t) îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé ðàâåíñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ
îæèäàíèé è äèñïåðñèé ïðîöåññîâ c(t)z(t) + d(t) è S(t)/K :

E[c(t)z(t) + d(t)] = E0

[S(t)
K

]
, V ar[c(t)z(t) + d(t)] = V ar0

[S(t)
K

]
èëè, ó÷èòûâàÿ, ÷òî Ez(t) = 0 è V ar z(t) = t,

d(t) = E
[ S
K
ex(t)

]
=
S

K
ert, c2(t)t =

S2

K2
e2rt(eσ

2t − 1).

Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà σ ìàëà, äëÿ ðàçíîñòè eσ
2t − 1 âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëî-

æåíèåì σ2t + σ4t2/2. Òîãäà c(t) = (S/K)ertσ
√
1 + pt, ãäå σ2/2 çàìåíÿåò

ìàëûé ïàðàìåòð p. Äàëåå âìåñòî B(1, 1) áóäåì ïèñàòü B(1, 1, p).
Ðàññìîòðèì ïðîöåññ w(t) = c(t)z(t) + d(t). Åãî ñðåäíåå çíà÷åíèå

w̄ = Y1+S(erT −1)/(rKT ), ãäå Y1 =
∫ T

0 c(t)z(t)dt/T � íîðìàëüíî ðàñïðå-
äåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è
äèñïåðñèåé

V ar Y1 = σ21 =
1

T 2

T∫
0

T∫
0

c(t)c(s)min(t, s)dsdt.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì t ∈ [0, T ] êîâàðèàöèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí z(t) è Y1
ðàâíà

a1(t)
def
= Cov(z(t), Y1) =

1

T

T∫
0

c(s)min(t, s)ds.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X = z(t)/
√
t, Y = Y1/σ1 èìåþò ñòàíäàðòíûå íîð-

ìàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ N (0, 1) ñ êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè ρ(t) =
Cov(X, Y ) = a1(t)/(σ1

√
t).

Ïîëàãàÿ b1(t) =
√

−r(1/p+ t), ôóíêöèþ a1(t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

a1(t) =
σS

KTrb1(0)

{
terT b1(T )−

t
√
π

2
e−r/p(erf(b1(T ))− erf(b1(t))+

+
3

2r
(b1(0)− ertb1(t)) +

√
π

2
e−r/p

( 3

2r
+

1

p

)
(erf(b1(t))− erf(b1(0))

}
,
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ãäå erf(x) = (2/
√
π)

x∫
0

e−t2dt � ôóíêöèÿ îøèáîê. Çàïèøåì çíà÷åíèå

ôóíêöèîíàëà

B(1, 1, p) =

T∫
0

E0[S(t)−K(1 + w(t)− w̄)]+dt =

=

T∫
0

E
[
Ser̃t+σ

√
tX −K

(
1 +

S

K

(
ert − 1

rT
(erT − 1)

)
+ c(t)

√
tX − σ1Y

)]+
dt.

Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì ïóñòü ρ1(t) =
√
1− ρ2(t), b2(t) = Kρ1(t)σ1,

a2(x, t) = Ser̃t+σ
√
tx −K − S

(
ert − 1

rT
(erT − 1)

)
−Kc(t)

√
tx+Kσ1ρ(t)x.

Òîãäà B(1, 1, p) íàõîäèì ïî ôîðìóëå (5) è ïîëó÷àåì âåðõíþþ îöåíêó

U3 =
e−rT

T
min
p∈R

B(1, 1, p) =
e−rT

T
B(1, 1, p∗).

5 Ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà B(h, a)
ïîêîîðäèíàòíûì ñïóñêîì

Âîçüìåì ïðîöåññ w(t) = x(t) è çàéìåìñÿ ìèíèìèçàöèåé ôóíêöèîíàëà
B(h, a). Ôóíêöèîíàë B(h, a) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (5), ãäå â âûðàæåíèè
äëÿ a1(x, t) ôóíêöèþ h̃(a, b) íóæíî çàìåíèòü íà h. Âîçüìåì íà÷àëüíóþ
ôóíêöèþ h = 1. Â [6] ïðåäëîæåíà âåðõíÿÿ îöåíêà ñòîèìîñòè àçèàòñêîãî
îïöèîíà

U4 =
e−rT

T
min
a∈R

B(1, a) =
e−rT

T
B(1, a∗).

Ýòî ïåðâàÿ èòåðàöèÿ ïî ìåòîäó ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà. Óëó÷øèì îöåí-
êó U4, èñïîëüçóÿ âàðèàöèþ ξ1 ∈ Ξ, ïðè êîòîðîé ôóíêöèÿ v(y, a∗, ξ1) =
B(1 + yξ1, a

∗) èìååò â íóëå ïðîèçâîäíóþ (ñì. ëåììó 1)

v′y(0, a
∗, ξ1) = −K

T∫
0

ξ1(t)P{Sex(t) − a∗K(x(t)− x̄)−K ⩾ 0}dt.

Ôóíêöèÿ P (t)
def
= P{Sex(t) − a∗K(x(t) − x̄) −K ⩾ 0} ïðåäñòàâèìà â âèäå

èíòåãðàëà (ñì. ôîðìóëó (5))

P (t) =

∞∫
−∞

Φ
(a2(x, t)
b2(t)

)
φ(x)dx,
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ãäå â âûðàæåíèÿõ äëÿ a2(x, t) è b2(t) ñëåäóåò ïîëîæèòü a = a∗ è âìå-
ñòî h̃ âçÿòü h = 1. Ïóñòü t1 è t2 òî÷êè ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ôóíêöèè
P (t) íà îòðåçêå [0, T ]. Îïðåäåëèì âàðèàöèþ ξ1(t) = φ((t − t1)/s1)/k1 −
φ((t − t2)/s1)/k2 êàê ðàçíîñòü ïëîòíîñòåé íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,
ãäå âåëè÷èíà s1 = |t1 − t2|/6 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó ¾òðåõ ñèãì¿, à
íîðìèðîâî÷íûå êîýôôèöèåíòû ki = Φ((T − ti)/s1)− Φ(−ti/s1), i = 1, 2,
îáåñïå÷èâàþò ðàâåíñòâî íóëþ èíòåãðàëà îò âàðèàöèè ξ1 íà îòðåçêå [0, T ].
Ïóñòü ìèíèìóì min

y∈R
v(y, a∗, ξ1) äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå y1. Ïîñëå âòîðîé èòå-

ðàöèè ïîëó÷àåì ïðîìåæóòî÷íóþ îöåíêó U ′
4 = e−rTB(1 + y1ξ1, a

∗)/T.
Äàëåå äåëàåì òðåòüþ èòåðàöèþ äàííîãî ìåòîäà, âû÷èñëÿÿ ìèíèìóì
min
a∈R

B(1+ y1ξ1, a) = B(1+ y1ξ1, a
∗∗) è ñîîòâåòñòâóþùóþ âåðõíþþ îöåíêó

U5 = e−rTB(1 + y1ξ1, a
∗∗)/T. Ñëåäóþùàÿ èòåðàöèÿ èñïîëüçóåò âàðèàöèþ

ξ2 è ò.ä.

6 ×èñëåííîå ñðàâíåíèå îöåíîê

Â òàáëèöàõ 1 è 2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ âåðõíèõ îöåíîê
ñòîèìîñòè àçèàòñêîãî îïöèîíà c(S, 0) ïðè T = 1, S = 100. Äëÿ ñðàâíå-
íèÿ óêàçàíà íèæíÿÿ îöåíêà L, ïðåäëîæåííàÿ â [4]. Îöåíêè âû÷èñëÿëèñü
ñ òî÷íîñòüþ äî øåñòîãî çíàêà ïîñëå òî÷êè. Ïðè ýòîì âåðõíèå îöåíêè
îêðóãëÿëèñü äî ïÿòîãî çíàêà â áîëüøóþ ñòîðîíó, à íèæíèå � â ìåíü-
øóþ. Ñðåäíåå âðåìÿ (â ñåêóíäàõ) ðàáîòû ïðîöåññîðà ñ ÷àñòîòîé 2.24 ÃÃö
äëÿ êàæäîé îöåíêè ñîñòàâèëî TL = 0.02, TU1

= 4.36, TU2
= 776, TU3

=
276, TU4

= 75, TU5
= 306.

Òàáëèöà 1: Îöåíêè ñòîèìîñòè àçèàòñêîãî îïöèîíà ïðè σ = 0.1.
r K L U1 U2 U3 U4 U5

90 11.95107 11.95223 11.95119 11.95139 11.95117 11.95114

0.05 100 3.64134 3.64157 3.64154 3.64218 3.64155 3.64154

110 0.33107 0.33225 0.33151 0.33185 0.33165 0.33152

90 13.38519 13.38603 13.38526 13.38538 13.38523 13.38522

0.09 100 4.91507 4.91541 4.91526 4.91588 4.91525 4.91525

110 0.63006 0.63102 0.63071 0.63097 0.63097 0.63076

90 15.39876 15.39916 15.39880 15.39883 15.39878 15.39878

0.15 100 7.02767 7.02846 7.02783 7.02838 7.02780 7.02780

110 1.41328 1.41431 1.41426 1.41436 1.41473 1.41438

Àíàëèçèðóÿ òàáëèöû, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû. Ïðè ìàëîé
âîëàòèëüíîñòè (σ = 0.1) âåðõíÿÿ îöåíêà U1 ñòîèìîñòè îïöèîíà áëèçêà
ê íèæíåé îöåíêè L è îòëè÷àåòñÿ îò íåå â òðåòüåì çíàêå ïîñëå òî÷êè.
Äðóãèå îöåíêè óëó÷øàþò U1, íî ñóùåñòâåííî óñòóïàþò åé ïî âðåìåíè
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Òàáëèöà 2: Îöåíêè ñòîèìîñòè àçèàòñêîãî îïöèîíà ïðè σ = 0.5.
r K L U1 U2 U3 U4 U5

90 17.42758 17.46884 17.45914 17.53149 17.45929 17.45738

0.05 100 12.31491 12.35268 12.34551 12.40992 12.34611 12.34468

110 8.50693 8.54958 8.53825 8.59501 8.53882 8.53699

90 18.18294 18.22077 18.21145 18.28822 18.21154 18.20987

0.09 100 13.02253 13.05680 13.05095 13.11965 13.05168 13.05033

110 9.11795 9.15601 9.14805 9.20762 9.14880 9.14710

90 19.30061 19.33469 19.32505 19.40758 19.32499 19.32363

0.15 100 14.09498 14.12495 14.12072 14.19534 14.12125 14.12002

110 10.06490 10.09794 10.09331 10.15770 10.09422 10.09272

âû÷èñëåíèÿ. Ïðè áîëüøîé âîëàòèëüíîñòè (σ = 0.5) îöåíêà U3 õóæå U1

è ïî òî÷íîñòè è ïî âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ, à îöåíêà U2 ïî àíàëîãè÷íîé
ïðè÷èíå ïðîèãðûâàåò U5.Ìåòîä ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà äàåò óäîâëåòâî-
ðèòåëüíûå âåðõíèå îöåíêè U4 (îäíà èòåðàöèÿ), U ′

4 (äâå èòåðàöèè) è U5

(òðè èòåðàöèè). Ïðîìåæóòî÷íàÿ îöåíêà U ′
4 â òàáëèöàõ íå óêàçàíà, íî åå

çíà÷åíèÿ áëèæå ê U5, ÷åì ê U4. Âûáîð îäíîé èç ïîñëåäíèõ òðåõ îöåíîê
ìîæåò áûòü ïðîäèêòîâàí îãðàíè÷åíèåì ïî âðåìåíè, çàòðà÷èâàåìûì íà
âû÷èñëåíèÿ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Black F. Scholes M. The pricing of options and corporate liabilities //
Journal of Political Economy. � 1973. � Vol. 81, no. 3. � Pp. 637�659.

[2] À.Í. Øèðÿåâ. Îñíîâû ñòîõàñòè÷åñêîé ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêè. � Ì.:
ÔÀÇÈÑ, 1999.

[3] Levy E. Turnbill S. Average intelligence // RISK. � 1992. � Vol. 5, no. 2.
� Pp. 5�9.

[4] Rogers L.C.G. Shi Z. The value of an Asian option // Journal of Applied
Probability. � 1995. � Vol. 32, no. 4. � Pp. 1077�1088.

[5] G. Thompson. Fast narrow bounds on the value of Asian options. �
Working paper: University of Cambridge, 1999.

[6] Íîâèêîâ À.À. Êîðäçàõèÿ Í.Å. Íèæíèå è âåðõíèå îöåíêè äëÿ öåí îï-
öèîíîâ àçèàòñêîãî òèïà // Òðóäû ÌÈÀÍ. � 2014. � Ò. 287. �
Ñ. 234�241.

66


	тело
	Введение
	Метод получения верхних оценок
	Верхняя оценка при w(t)=x(t)
	Верхняя оценка при w(t)=c(t)z(t)+d(t)
	Минимизация функционала B(h,a) покоординатным спуском
	Численное сравнение оценок


