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1 Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïëàçìîííûå íàíî÷àñòèöû íàõîäÿò ðàçíîîáðàçíûå
ïðèìåíåíèÿ â òåõíèêå, ìåäèöèíå, õèìèè, áèîëîãèè, è äðóãèõ îáëàñòÿõ.
Ïðè îïðåäåëåííîé äëèíå âîëíû ïàäàþùåãî íà ÷àñòèöó ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî èçëó÷åíèÿ íàáëþäàåòñÿ ïëàçìîííûé ðåçîíàíñ � ÿâëåíèå ðåçêîãî
âîçðàñòàíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïîëÿ âáëèçè ÷àñòèöû. Çàâèñèìîñòü ïîëî-
æåíèÿ ðåçîíàíñà îò ìàòåðèàëà ñðåäû, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ ÷àñòèöà,
â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëÿåò ñîçäàâàòü óëüòðà-÷óâñòâèòåëüíûå ñåíñîðû, ðà-
áîòàþùèå íà îñíîâå ïëàçìîííûõ ýôôåêòîâ è ñïîñîáíûå óëàâëèâàòü
åäèíè÷íûå ìîëåêóëû íåêîòîðûõ âåùåñòâ [1]. Ýíåðãèÿ, ïîãëîùåííàÿ ïëàç-
ìîííîé ÷àñòèöåé, âûäåëÿåòñÿ â îêðóæàþùåå ïðîñòðàíñòâî â âèäå òåïëà,
ïðèâîäÿ ê òàê íàçûâàåìîìó ôîòîòåðìè÷åñêîìó ýôôåêòó, ëåæàùåìó â
îñíîâå ôîòîòåðìè÷åñêîé òåðàïèè � íåèíâàçèâíîãî ìåòîäà ëå÷åíèÿ îïóõî-
ëåé ïîñðåäñòâîì ââåäåíèÿ â íèõ íàíî÷àñòèö ñ ïîñëåäóþùèì îáëó÷åíèåì
èõ ñâåòîì. Ïðè ýòîì êëåòêè îïóõîëè ðàçðóøàþòñÿ â ðåçóëüòàòå ëîêàëü-
íîãî òåïëîâîãî âîçäåéñòâèÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî ïðîâîäÿòñÿ
èññëåäîâàíèÿ ìåòîäà in vitro è in vivo äëÿ âíåäðåíèÿ åãî â êëèíè÷åñêóþ
ïðàêòèêó [2].

Íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ïîëó-
÷èëè íàíî÷àñòèöû ñôåðè÷åñêîé ôîðìû [3]-[4], òåîðåòè÷åñêîå îïèñàíèå
êîòîðûõ â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè äàåò òåîðèÿ Ìè � ôóí-
äàìåíòàëüíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ìåòîäèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è äèôðàêöèè íà
îäíîðîäíîé ñôåðå, ðàçðàáîòàííàÿ Ãóñòàâîì Ìè â íà÷àëå ïðîøëîãî âå-
êà. Äàííàÿ òåîðèÿ âìåñòå ñ å¼ îáîáùåíèÿìè äëÿ ñëó÷àåâ ìíîãîñëîéíîé
ñôåðû è êëàñòåðà ñôåð ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïîïóëÿðíûì ìåòîäîì ðåøå-
íèÿ ðÿäà çàäà÷ äèôðàêöèè è ïîäðîáíî îñâåùåíà â ëèòåðàòóðå, íàïðèìåð
â [5]. Ñóùåñòâóåò òàêæå ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïîäîáíûõ çàäà÷, èñïîëüçó-
þùèé ïîòåíöèàëû Äåáàÿ, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ óäîáíûìè íå òîëüêî â
ýëåêòðîäèíàìèêå [6], íî è â äðóãèõ îáëàñòÿõ [7]. Ýòîò ïîäõîä îñíîâàí íà
ïðåäñòàâëåíèè ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ ïîëåé ñ ïîìîùüþ ïàðû ñêà-
ëÿðíûõ ïîòåíöèàëîâ, äëÿ êîòîðûõ èç âåêòîðíûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà
ïîëó÷àþòñÿ ñêàëÿðíûå âîëíîâûå óðàâíåíèÿ, ðåøåíèÿ êîòîðûõ çàïèñû-
âàþòñÿ â âèäå ðÿäà ñ íåèçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ
êàñàòåëüíûõ êîìïîíåíò ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé ê ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
äëÿ ïîòåíöèàëîâ Äåáàÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñ ïîìîùüþ ïîòåíöèà-
ëîâ Äåáàÿ ìîæíî ðåøàòü çàäà÷è äèôðàêöèè íå òîëüêî íà ñôåðè÷åñêèõ
÷àñòèöàõ, íî è íà öèëèíäðè÷åñêèõ, ýëëèïòè÷åñêèõ è äð. [8].

Ïðè èçó÷åíèè ïëàçìîííûõ íàíî÷àñòèö ñâåðõìàëûõ ðàçìåðîâ êëàññè-
÷åñêîãî ðåøåíèÿ îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íî èç-çà âîçíèêàþùèõ â ìåòàëëå
êâàíòîâûõ ýôôåêòîâ [9], ñóùåñòâåííî âëèÿþùèõ íà õàðàêòåðèñòèêè
ïëàçìîííîãî ðåçîíàíñà. Â ñâÿçè ñ ýòèì â íàíîïëàçìîíèêå áûëî ïðåä-
ëîæåíî ðàñøèðåíèå êëàññè÷åñêîé òåîðèè Ìàêñâåëëà ñ ïðèìåíåíèåì
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ìåçîñêîïè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, îáîáùàþùèõ óñëîâèÿ íåïðåðûâ-
íîñòè òàíãåíöèàëüíûõ êîìïîíåíò ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ äëÿ ó÷åòà
ïîâåðõíîñòíûõ êâàíòîâûõ ýôôåêòîâ [10]-[11]. Äëÿ ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö
ïîñòðîåíî ìåçîñêîïè÷åñêîå ðàñøèðåíèå òåîðèè Ìè [12]. Â äàííîé ðàáîòå
ïîêàçàíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ìåçîñêîïè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìî-
ãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû äëÿ ïîòåíöèàëîâ Äåáàÿ. Òàêîé ïîäõîä äåëàåò
âîçìîæíûì ïåðåõîä îò âåêòîðíîé çàäà÷è ê ñêàëÿðíîé, ÷òî ñóùåñòâåííî
óïðîùàåò ïîëó÷åíèå àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé è ïðîâåäåíèå ðàñ÷åòîâ ïðè
èññëåäîâàíèè õàðàêòåðèñòèê ïëàçìîííûõ íàíîñôåð ñ ó÷åòîì êâàíòîâûõ
ýôôåêòîâ.

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû
Einc,Hinc íà ñôåðè÷åñêîé íàíî÷àñòèöå ðàäèóñà R. Ïóñòü D1 � îáëàñòü
âíóòðè ñôåðû, ∂D1 � ïîâåðõíîñòü ñôåðû, à âíåøíÿÿ ñðåäà � D0 =
R3/D1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ñðåäû íåìàãíèòíûå, ò.å. µ = 1. Òðåáóåòñÿ
íàéòè ïîëå ðàññåÿííîé âîëíû E0,H0 â îáëàñòèD0 è ïîëå E1,H1 â îáëàñòè
D1, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà â D0,1 (1), óñëîâèÿì èçëó-
÷åíèÿ Ñèëüâåðà-Ìþëëåðà [13] íà áåñêîíå÷íîñòè (2) è ìåçîñêîïè÷åñêèì
óñëîâèÿì íà ãðàíèöå ∂D1 (3)

rotH0,1 = −ikε0,1E0,1, rotE0,1 = ikH0,1, (1)

lim
r→∞

r
(√

ε0E
0 × r

r
+H0

)
= 0, (2)

n1 ×
[
H1(M)−Htot(M)

]
= jωd∥

{
n1 ×

[
D1(M)−Dtot(M)

]}
× n1,

n1 ×
[
E1(M)− Etot(M)

]
= −d⊥n1 ×∇

{
n1 ·

[
E1(M)− Etot(M)

]}
,

M ∈ ∂D1,

(3)

ãäå Etot = Einc+E0,Htot = Hinc+H0 � ïîëíîå ïîëå â îáëàñòè D0, d⊥, d∥ �
ïîïåðå÷íûé è ïðîäîëüíûé ïàðàìåòðû Ôåéáåëüìàíà äëÿ ãðàíèöû ∂D1, n1

� âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ∂D1, ε0,1 � äèýëåêòðè÷åñêèå ïðîíèöàåìîñòè ñðåä â
D0 è D1 ñîîòâåòñòâåííî, D � âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ, k = 2π/λ
� âîëíîâîå ÷èñëî â âàêóóìå. Ïàðàìåòðû Ôåéáåëüìàíà ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé ôóíêöèè ïîâåðõíîñòíîãî îòêëèêà, èìåþùèå êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ
è çàâèñÿùèå îò äëèíû âîëíû ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü
îïðåäåëåíû êàê ýêñïåðèìåíòàëüíî [11], òàê è ñ ïîìîùüþ òåîðåòè÷åñêèõ
ðàñ÷¼òîâ [14],[15]. Ïðè îòñóòñòâèè êâàíòîâûõ ýôôåêòîâ îáà ïàðàìåòðà
ïðèíèìàþò íóëåâûå çíà÷åíèÿ, ò.å. d⊥ = d∥ = 0, è âûðàæåíèÿ (3) ñâîäÿòñÿ
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ê êëàññè÷åñêèì óñëîâèÿì íåïðåðûâíîñòè êàñàòåëüíûõ êîìïîíåíò ïîëåé

n1 ×
[
H1(M)−Htot(M)

]
= 0,

n1 ×
[
E1(M)− Etot(M)

]
= 0,M ∈ ∂D1.

(4)

Çàäàäèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïàäàþ-
ùåé ïëîñêîé âîëíû âäîëü îñè Oz, êîãäà ïîëå Einc,Hinc èìååò âèä

Einc = ex exp(ik0z),

Hinc = ey
√
ε0 exp(ik0z), (5)

ãäå k0 = k
√
ε0 � âîëíîâîå ÷èñëî â D0, à çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè âûáðàíà

â âèäå exp(−iωt).

3 Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ïîòåíöèàëîâ Äåáàÿ

Ïîòåíöèàëàìè Äåáàÿ óäàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òîãäà, êîãäà ïîâåðõíîñòü
ðàññåèâàòåëÿ ñîâïàäàåò ñ ïîëíîé êîîðäèíàòíîé ïîâåðõíîñòüþ îäíîé èç
îðòîãîíàëüíûõ êðèâîëèíåéíûõ ñèñòåì êîîðäèíàò [16]. Â îáùåì ñëó-
÷àå ñâÿçü ìåæäó ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì è ñêàëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè
ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç êîýôôèöèåíòû Ëàìå ñîîòâåòñòâóþùåé ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò. Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å äèôðàêöèè ìû èñïîëüçóåì
ñôåðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (r, θ, φ).

Ïóñòü ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå E,H óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Er ̸= 0,
Hr = 0. Â òàêîì ñëó÷àå îíî íàçûâàåòñÿ ïîëåì ýëåêòðè÷åñêîãî òèïà è
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë u. Àíàëîãè÷íî, åñëè ýëåê-
òðîìàãíèòíîå ïîëå E′,H′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ E ′

r = 0, H ′
r ̸= 0, îíî

íàçûâàåòñÿ ïîëåì ìàãíèòíîãî òèïà è âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàãíèòíûé ïî-
òåíöèàë v. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðîèçâîëüíîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå
ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóïåðïîçèöèè ïîëåé ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî
òèïà, òî åãî ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç äâà ñêàëÿðíûõ ïîòåíöèàëà u è v
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Er =
∂2u

∂r2
+ k2i u, Hr =

∂2v

∂r2
+ k2i v,

Eθ =
1

r

∂u

∂θ
+

ik

r sin θ

∂v

∂φ
, Hθ =

1

r

∂v

∂θ
− ik

r sin θ

∂u

∂φ
,

Eφ =
1

r sin θ

∂u

∂φ
− ikr

r

∂v

∂θ
, Hφ =

1

r sin θ

∂v

∂φ
+
ikr

r

∂u

∂θ
,

ãäå u, v � ñêàëÿðíûå ôóíêöèè, òàêèå, ÷òî u = r · u è v = r · v, à u
è v óäîâëåòâîðÿþò âîëíîâîìó óðàâíåíèþ, çàïèñàííîìó â ñôåðè÷åñêèõ
êîîðäèíàòàõ

78



1

r2
∂

∂r

(
r2
∂u, v

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u, v

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2u, v

∂φ2
+k2i u, v = 0. (6)

Çäåñü ki = k
√
εi � âîëíîâîå ÷èñëî â ñðåäå Di, i = 0, 1.

Ïóñòü u0,1,inc, v0,1,inc � ïîòåíöèàëû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëåé è u0 +
uinc = utot, v0 + vinc = vtot. Èç êëàññè÷åñêèõ óñëîâèé íåïðåðûâ-
íîñòè êàñàòåëüíûõ êîìïîíåíò ïîëåé (4) íà ãðàíèöå ∂D1 ïîëó÷àþòñÿ
ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ Äåáàÿ [16]

k21u
1 = k20u

tot, v1 = vtot,

∂u1

∂r
=
∂utot

∂r
,

∂v1

∂r
=
∂vtot

∂r
. (7)

Ïîêàæåì, ÷òî âîçìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ
èç ìåçîñêîïè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3). Äëÿ ýòîãî çàïèøåì (3)
ïîêîìïîíåíòíî

H1
φ −H inc

φ = H0
φ = −jωd∥

(
ε1E

1
θ − ε0E

inc
θ − ε0E

0
θ

)
,

H1
θ −H inc

θ = H0
θ = jωd⊥

(
ε1E

1
φ − ε0E

inc
φ − ε0E

0
φ

)
,[

E1
φ +

d⊥
R sin θ

∂E1
φ

∂φ
− E0

φ − d⊥
R sin θ

∂E0
φ

∂φ

]
=

[
Einc

φ +
d⊥

R sin θ

∂Einc
φ

∂φ

]
, (8)

E1
θ +

d⊥
R

∂E1
θ

∂θ
− E0

θ −
d⊥
R

∂E0
θ

∂θ
=

[
Einc

θ +
d⊥
R

∂Einc
θ

∂θ

]
è ïîäñòàâèì â (8) ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëåé ÷åðåç ñêàëÿðíûå ïîòåíöèàëû. Èç
ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé ïîëó÷èì

iω
1

r

∂

∂θ

[
ε1u

1 − ε0u
tot + d∥

(
ε1
∂u1

∂r
− ε0

∂utot

∂r

)]
+

+
1

r sin θ

∂

∂φ

[
∂v1

∂r
− d∥

(
k21v

1 − k20v
tot
)]

= 0,

−iω 1

r sin θ

∂

∂φ

[
ε1u

1 − ε0u
tot + d∥

(
ε1
∂u1

∂r
− ε0

∂utot

∂r

)]
+

+
1

r

∂

∂θ

[
∂v1

∂r
− d∥

(
k21v

1 − k20v
tot
)]

= 0.

Èç îñòàâøèõñÿ äâóõ óðàâíåíèé (8) ñëåäóåò, ÷òî
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1

r sin θ

∂

∂φ

[
∂v1

∂r
− d∥

(
k21v

1 − k20v
tot
)]

− ik

r

∂

∂θ

[
v1 − vtot

]
= 0, è

1

r

∂

∂θ

[
∂u1

∂r
− d∥

(
∂2u1

∂r2
− ∂2utot

∂r2

)]
+

1

r sin θ

∂

∂φ

[
∂u1

∂r
− d∥

(
∂2u1

∂r2
− ∂2utot

∂r2

)]
= 0.

Èç ïðåäñòàâëåííûõ ñîîòíîøåíèé ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ìåçîñêîïè÷å-
ñêèå óñëîâèÿ (8) áóäóò âûïîëíåíû, åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû u è v
óäîâëåòâîðÿëè ñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:

k21

(
u1 + d∥

∂u1

∂r

)
= k20

(
utot + d∥

∂utot

∂r

)
,

v1 = vtot,

∂v1

∂r
− d∥k

2
1v

1 =
∂vtot

∂r
− d∥k

2
0v

tot,

∂u1

∂r
+ d⊥

(
∂2u1

∂r2
+ k21u

1

)
=
∂utot

∂r
+ d⊥

(
∂2utot

∂r2
+ k20u

tot

)
.

(9)

Êàê ñëåäóåò èç ïîëó÷åííûõ ìåçîñêîïè÷åñêèõ óñëîâèé (9), ïðè ñòðåìëå-
íèè ïàðàìåòðîâ Ôåéáåëüìàíà ê íóëþ îíè ñâîäÿòñÿ ê êëàññè÷åñêèì óñëî-
âèÿì (7). Îòìåòèì, ÷òî îñîáåííîñòüþ ñîîòíîøåíèé (9) ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå
íîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ ýëåêòðè÷åñêèõ
ïîòåíöèàëîâ u.

Äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (6) â
íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè D0 èñïîëüçóþòñÿ óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ Çîììåð-
ôåëüäà [13]

∂u0, v0

∂r
− ik0u

0, v0 = o

(
1

r

)
, r → ∞. (10)

Èíîãäà èõ äîïîëíÿþò ñîîòíîøåíèåì u0, v0 = O(r−1), r → ∞ [13],
êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì (10) . Êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, âû-
áðàííûå ñîãëàñíî óñëîâèÿì Çîììåðôåëüäà ðåøåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ
Äåáàÿ îáåñïå÷èâàþò âûïîëíåíèå óñëîâèé èçëó÷åíèÿ Ñèëüâåðà-Ìþëëåðà
äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé íà áåñêîíå÷íîñòè (2).

Â ðåçóëüòàòå èñõîäíàÿ âåêòîðíàÿ çàäà÷à äëÿ ïîëåé (1) - (3) ñâåäåíà
ê ñêàëÿðíûì êðàåâûì çàäà÷àì äëÿ ïîòåíöèàëîâ Äåáàÿ (6) , (9), (10).
Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ ñîâïàäàþò.
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4 Ðåøåíèå ìåçîñêîïè÷åñêîé çàäà÷è äëÿ
ïîòåíöèàëîâ Äåáàÿ

Âîëíîâîå óðàâíåíèå (6) ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ñ
ïðåäñòàâëåíèåì ðåøåíèÿ â âèäå ðÿäà ñ íåèçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè,
äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ âîñïîëüçóåìñÿ ìåçîñêîïè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè (9). C ó÷åòîì ðàçëîæåíèÿ

exp(ikz) = exp(ikr cos θ) =
∞∑
n=0

in(2n+ 1)jn(kr)Pn(cos θ), (11)

ãäå jn(x) =
√

π
2xJn+1/2(x) � ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè Áåññåëÿ, Jn+1/2(x)

� öèëèíäðè÷åñêèå ôóíêöèè Áåññåëÿ, à Pn(cos θ) � ïîëèíîìû Ëåæàíä-
ðà, ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå â ðÿä ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì ïîòåíöèàëîâ
Äåáàÿ äëÿ ïëîñêîé âîëíû [8]

uinc =
1

k20

∞∑
n=1

in−1 (2n+ 1)

n(n+ 1)
rjn(k0r)P

1
n(cos θ) cosφ,

vinc =
1

k20

∞∑
n=1

in−1 (2n+ 1)

n(n+ 1)
rjn(k0r)P

1
n(cos θ) sinφ. (12)

Çäåñü Pm
n (cos θ) � ïðèñîåäèí¼ííûå ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà. Ïîñêîëüêó â

ðàçëîæåíèè (12) ïðèñóòñòâóþò òîëüêî ÷ëåíû ñ m = 1, ðàçëîæåíèÿ äëÿ
ïîòåíöèàëîâ Äåáàÿ âíå è âíóòðè ÷àñòèöû ïðèìóò âèä

u0 =
∞∑
n=0

Cu
nrh

(1)
n (k0r)P

1
n(cos θ) cosφ,

v0 =
∞∑
n=0

Cv
nrh

(1)
n (k0r)P

1
n(cos θ) sinφ,

u1 =
∞∑
n=0

Du
nrjn(k1r)P

1
n(cos θ) cosφ,

v1 =
∞∑
n=0

Dv
nrjn(k1r)P

1
n(cos θ) sinφ.

(13)

ãäå h
(1)
n (x) =

√
π
2xH

(1)
n+1/2(x) � ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè Õàíêåëÿ ïåðâîãî

ðîäà, à Cu,v
n è Du,v

n - íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû, ïîäëåæàùèå îïðåäåëå-
íèþ. Ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè Õàíêåëÿ ïåðâîãî ðîäà âûáðàíû èç óñëîâèé
èçëó÷åíèÿ Çîììåðôåëüäà (10).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ â ðàçëîæåíèÿõ ïî-
òåíöèàëîâ u0,1, v0,1, ïîäñòàâèì ïðåäñòàâëåíèÿ (12) � (13) â ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ (9) è ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
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îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ Cu
n , C

v
n, D

u
n, D

v
n, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç äâóõ íåçà-

âèñèìûõ ñèñòåì äëÿ ýëåêòðè÷åñêèõ (14) è ìàãíèòíûõ (15) ïîòåíöèàëîâ

k21Φn

(
1,−d∥k1, k1

)
Du

n − k20Zn

(
1,−d∥k0, k0

)
Cu

n = k20Φn

(
1,−d∥k0, k0

)
an,

Φn

(
d̂⊥, k1, k1

)
Du

n − Zn

(
d̂⊥, k0, k0

)
Cu

n = Φn

(
d̂⊥, k0, k0

)
an, (14)

ψn(k1r)D
v
n − ζn(k0r)C

v
n = ψn(k1r)an,

Φn

(
d∥k

2
1, k1, k1

)
Dv

n − Zn

(
d∥k

2
0, k0, k0

)
Cv

n = Φn

(
d∥k

2
0, k0, k0

)
an,

(15)

ãäå èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ

ψn(x) = xjn(x), ζn(x) = xh(1)n (x), ψ′
n(x) =

dψn(x)

dx
, ζ ′n(x) =

dζn(x)

dx
,

Φn (b1, b2, ki) = b1ψn(kir) + b2ψ
′
n(kir), Zn (b1, b2, ki) = b1ζn(kir) + b2ζ

′
n(kir),

an =
in−1

k20

2n+ 1

n(n+ 1)
, d̂⊥ = d⊥

n(n+ 1)

r2
.

Ïðè âûâîäå âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (14) ó÷òåíî ñîîòíîøåíèå(
d2

dr2
+ k2

){
ψn(kr)
ζn(kr)

}
=
n(n+ 1)

r2

{
ψn(kr)
ζn(kr)

}
.

Êîýôôèöèåíòû Cu
n , C

v
n, D

u
n, D

v
n, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì ñèñòåì (14) - (15),

çàïèñûâàþòñÿ â ÿâíîì âèäå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Du
n =[

Zn

(
1,−d∥k0, k0

)
Φn

(
d̂⊥, k0, k0

)
− Zn

(
d̂⊥, k0, k0

)
Φn

(
1,−d∥k0, k0

)]
k20an

∆u
,

Cu
n =[

k21Φn

(
1,−d∥k1, k1

)
Φn

(
d̂⊥, k0, k0

)
− k20Φn

(
d̂⊥, k1, k1

)
Φn

(
1,−d∥k0, k0

)]
an

∆u
,

Dv
n =

[
Φn

(
d∥k0, 1, k0

)
ζn(k0r)− Zn

(
d∥k0, 1, k0

)]
k0an

∆v
, (16)

Cv
n =

[
k0Φn

(
d∥k0, 1, k0

)
ψn(k1r)− k1Φn

(
d∥k1, 1, k1

)
ψn(k0r)

]
an

∆v
,
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∆u =

k20Φn

(
d̂⊥, k1, k1

)
Zn

(
1,−d∥k0, k0

)
− k21Φn

(
1,−d∥k1, k1

)
Φn

(
d̂⊥, k0, k0

)
,

∆v = k1Φn

(
d∥k1, 1, k1

)
ζn(k0r)− k0Zn

(
d∥k0, 1, k0

)
ψn(k1r).

Òåì ñàìûì, ðåøåíà çàäà÷à (6), (9), (10) äëÿ ïîòåíöèàëîâ Äåáàÿ.
Ôîðìóëû (16) ïîëíîñòüþ ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïðåäñòàâëåííû-
ìè â ðàáîòå [12]. Ïðè îòñóòñòâèè êâàíòîâûõ ýôôåêòîâ, êîãäà d⊥ = 0 è
d∥ = 0, ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è äèôðàêöèè
íà ïðîíèöàåìîé ñôåðå ñ êëàññè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

5 ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Èñïîëüçóåì ðàññìîòðåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è äèôðàêöèè íà ïëàç-
ìîííîé ñôåðå äëÿ èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ êâàíòîâûõ ýôôåêòîâ â çîëîòîé
íàíî÷àñòèöå íà ïëàçìîííûé ðåçîíàíñ â ñå÷åíèè ðàññåÿíèÿ

σsca =

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

|F (θ, φ)|2 sin θdθ,

ãäå F (θ, φ) � äèàãðàììà íàïðàâëåííîñòè

F(θ, φ) = Fφ(θ, φ)eφ + Fθ(θ, φ)eθ.

Ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ (13) êîìïîíåíòû äèàãðàì-
ìû íàïðàâëåííîñòè ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëàì

Fθ(θ, φ) = k20

∞∑
n=1

(−i)n
[
Cv

n

P
(1)
n (cos θ)

sin θ
− Cu

n

dP
(1)
n (cos θ)

d(cos θ)
sin θ

]
cosφ,

Fφ(θ, φ) = k20

∞∑
n=1

(−i)n
[
Cv

n

dP
(1)
n (cos θ)

d(cos θ)
sin θ − Cu

n

P
(1)
n (cos θ)

sin θ

]
sinφ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çîëîòóþ ñôåðó, ðàñïîëîæåííóþ â äèýëåêòðè÷å-
ñêîé ñðåäå ñ âåùåñòâåííûì ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå íà
ãðàíèöå ìåòàëë-äèýëåêòðèê d∥ = 0 [15].

Íà Ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ çîëîòîé ñôåðû
ðàäèóñà 5 íì. Ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò ðàñ÷åòàì, âûïîëíåííûì
ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêîé òåîðèè Ìè [17]. Ñïëîøíûå êðèâûå ïîëó÷åíû
ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåííîãî â äàííîé ðàáîòå ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ
ìåçîñêîïè÷åñêèìè óñëîâèÿìè (9) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïîïåðå÷íîãî
ïàðàìåòðà Ôåéáåëüìàíà d⊥. Âèäíî, ÷òî ïðè d⊥ = 0, ò.å. â êëàññè÷åñêîì
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ñëó÷àå, ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòàìè òåîðèè Ìè. Âëèÿíèå êâàíòî-
âûõ ýôôåêòîâ äàæå ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ d⊥ = ±0.2 íì ïðèâîäèò ê
çàìåòíîìó èçìåíåíèþ àìïëèòóäû ðåçîíàíñíîãî ïèêà.

Ðèñ. 1: Ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ çîëîòîé

ñôåðû ðàäèóñà R = 5 íì, âíåøíÿÿ

ñðåäà � âîçäóõ.

Ðèñ. 2: Ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ çîëîòûõ

ñôåð ðàçëè÷íîãî ðàäèóñà. Âíåøíÿÿ

ñðåäà � îïòè÷åñêîå ñòåêëî SF5.

Íà Ðèñ. 2 èçîáðàæåíû ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ äëÿ çîëîòûõ ñôåð ðàç-
ëè÷íîãî ðàäèóñà, ïîìåùåííûõ â îïòè÷åñêîå ñòåêëî SF5 ñ ïîêàçàòåëåì
ïðåëîìëåíèÿ n0 = 1.67. Ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì, êîãäà ÷àñòèöà íà-
õîäèëàñü â âîçäóõå (Ðèñ. 1), ðåçîíàíñíûå ïèêè ñòàëè áîëåå ðåçêèìè è
ïðîèçîøåë èõ ñäâèã â ñòîðîíó äëèííûõ âîëí. Òàêæå ñòàëî çàìåòíî âëè-
ÿíèå êâàíòîâûõ ýôôåêòîâ íà ïîëîæåíèå ðåçîíàíñà � ðåçîíàíñíûå ïèêè
ñäâèãàþòñÿ â îáëàñòü áîëåå êîðîòêèõ âîëí (blue shift) ñ îäíîâðåìåííûì
ñíèæåíèåì ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Êðîìå òîãî, ÷åì áîëüøå ðàäèóñ
÷àñòèöû, òåì áîëüøå àìïëèòóäà ðåçîíàíñíîãî ïèêà.

6 Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ñôîðìóëèðîâàíà ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à äèôðàêöèè íà
ìåçîñêîïè÷åñêîé ñôåðå äëÿ ïîòåíöèàëîâ Äåáàÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî àíàëî-
ãè÷íî êëàññè÷åñêîìó ñëó÷àþ, âåêòîðíóþ ìåçîñêîïè÷åñêóþ çàäà÷ó äëÿ
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ìîæíî ñâåñòè ê ñêàëÿðíûì çàäà÷àì äëÿ ïî-
òåíöèàëîâ Äåáàÿ. Ðàçäåëåíèå çàäà÷ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî
ïîòåíöèàëîâ îêàçàëîñü âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ ïîëó÷åííûì â ðàáîòå ìå-
çîñêîïè÷åñêèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (9), â êîòîðûå âîøëè íîðìàëüíûå
ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà ïîòåíöèàëîâ. Òàêèì îáðàçîì,
ñîõðàíåíû âñå èçâåñòíûå èç êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè ïðåèìóùå-
ñòâà ïîòåíöèàëîâ Äåáàÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëåçíû, â ÷àñòíîñòè, ïðè
èññëåäîâàíèè âëèÿíèÿ êâàíòîâûõ ýôôåêòîâ â ïëàçìîííûõ ñôåðè÷åñêèõ
÷àñòèöàõ íà èõ îïòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè. Â ðàáîòå ïîëó÷åíî ðåøåíèå
ñôîðìóëèðîâàííîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïîòåíöèàëîâ è ïîêàçàíî, ÷òî îíî
ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì çàäà÷è äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ,
÷òî óêàçûâàåò íà ýêâèâàëåíòíîñòü ýòèõ çàäà÷. Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííîãî
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ðåøåíèÿ ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû, äåìîíñòðèðóþùèå âëèÿíèå êâàíòîâûõ ýô-
ôåêòîâ â çîëîòûõ ñôåðè÷åñêèõ íàíî÷àñòèöàõ íà âåëè÷èíó è ïîëîæåíèå
ïëàçìîííîãî ðåçîíàíñà â îïòè÷åñêîì äèàïàçîíå äëèí âîëí.

Àâòîðñêèå äåêëàðàöèè

Ôèíàíñèðîâàíèå

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ôèíàíñèðîâàíèÿ ïî ãîñóäàðñòâåííîìó çàäà-
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