
Раздел II. Обратные задачи

А.М. Денисов1

ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ В СЛУЧАЕ МАЛОГО

КОЭФФИЦИЕНТА ТЕПЛОЕМКОСТИ

Введение

Теория обратных задач и ее приложения представляют собой одно
из интенсивно развивающихся направлений современной прикладной
математики. Важным разделом этой теории является исследование
обратных задач для уравнения теплопроводности, имеющих большое
теоретическое и практическое значение. К настоящему времени обратные
задачи для уравнения теплопроводности изучены во многих работах
(см,например, [1]-[8] и имеющуюся там библиографию ). Одним из
направлений теории обратных задач для уравнения теплопроводности
являются обратные задачи для сингулярно возмущенных уравнений. Его
развитие началось с метода квазиобращения, который был предложен в
монографии [9] и получил далее развитие в целом ряде других работ
[10]-[13] . Другим аспектам исследования обратных задач для сингулярно
возмущенных уравнений математической физики посвящены в работы
[14]-[17]. Как правило, в постановках обратных задач для уравнения
теплопроводности предполагается, что неизвестной является одна
функция. Однако в ряде случаев возникают обратные задачи, в которых
неизвестны две или более функций. Такого типа обратные задачи для
уравнения теплопроводности изучались в работах [18]-[23]. Данная
работа посвящена обратной задаче для уравнения теплопроводности с
сингулярным возмущением, соответствующим малому коэффициенту
теплоемкости. Неизвестными являются две функции, одна из них
определяет краевое условие, а другая временное изменение источника.
Предложены методы построения приближенного решения обратной
задачи и даны оценки его близости к точному решению при малых
значениях коэффициента теплоемкости.

Постановка задачи

Рассмотрим начально-краевую задачу для уравнения
теплопроводности в случае малого коэффициента теплоемкости ε2

ε2ut(x, t) = uxx(x, t)+F(x)p(t), (x, t) ∈ QT , (1)
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u(0, t) = μ(t), 0 � t � T, (2)
ux(π, t) = 0, 0 � t � T, (3)
u(x,0) = 0, 0 � x � π, (4)

где ε ∈ (0,1) , QT = {(x, t) : 0 < x < π,0 < t � T}.
Далее, чтобы подчеркнуть зависимость решения задачи (1)-(4) от ε ,

будем обозначать его u(x, t;ε).
Предположим, что функции μ(t) , F(x) и p(t) удовлетворяют

следующим условиям: μ ∈ C1[0,T ], μ(0) = 0; F ∈ C1[0,π],
F(0) = F ′(π) = 0; p ∈ C1[0,T ], p(0) = 0. Из метода разделения
переменных следует формула для решения задачи (1)-(4)

u(x, t;ε) = μ(t)−
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Сформулируем обратную задачу. Пусть функция F(x) и число ε заданы, а
функции μ(t) и p(t) неизвестны. Требуется определить μ(t) и p(t) , если
задана дополнительная информация о решении задачи (1)-(4)

u(x1, t;ε) = g(t;ε), u(x2, t;ε) = h(t;ε), 0 � t � T, (6)
где g(t;ε),h(t;ε) - известные функции, а x1,x2 -заданные точки,
x1,x2 ∈ (0,π].

Дадим определение решения обратной задачи. Так как при
неизвестных μ(t) и p(t) функция u(x, t;ε) также неизвестна, то решением
обратной задачи будем считать функции μ(t), p(t),u(x, t;ε)

Определение. Функции {μ(t), p(t),u(x, t;ε)} называются решением
обратной задачи (1)-(4),(6), если:
μ ∈ C1[0,T ], μ(0) = 0; p ∈ C1[0,T ], p(0) = 0;
u ∈C(Q̄T ), u ∈C2,1(QT ) и μ(t), p(t),u(x, t;ε) удовлетворяют (1)-(4),(6).

Цель этой работы состоит в построении приближенных решений
обратной задачи на основе использования разложения u(x, t;ε) по малому
параметру ε . Подобный подход к приближенному решению обратных
задач, в случае одной неизвестной функции, применялся в работах
[24],[25].
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Приближенные решения обратной задачи

Пусть функции {μ(t), p(t),u(x, t;ε)} являются решением обратной
задачи (1)-(4),(6).Предположим, что кроме того функции μ(t) и p(t)
удовлетворяют следующим условиям:

μ ∈Cm+1[0,T ], μ(k)(0) = 0,k = 0,1, ...m; (7)

p ∈Cm+1[0,T ], p(k)(0) = 0,k = 0,1, ...m, (8)
где m целое число , m ≥ 0. Рассмотрим последовательности функций fk(x)
и Fk(x) , являющихся решениями краевых задач:

f ′′k (x) = fk−1(x), 0 � x � π,
fk(0) = f ′k(π) = 0, k = 1,2, ...,m, f0(x) = 1,

F ′′
k (x) = Fk−1(x), 0 � x � π,

Fk(0) = F ′
k(π) = 0, k = 0,1, ...,m, F−1(x) =−F(x),

Интегрируя по частям интегралы, входящие в формулу (5), получим
следующее разложение функции u(x, t;ε) по малому параметру
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∑
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а
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π

π∫
0

F(x)sin
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2
xdx.

Используем разложение (9) для построения приближенного решения
обратной задачи, опустив в нем остаточные члены ε2(m+1)vm+1(x, t;ε) и
ε2(m+1)wm+1(x, t;ε).

Начнем с простого случая m = 0. Тогда μ ∈ C1[0,T ], μ(0) = 0 и
p ∈ C1[0,T ], p(0) = 0. Учитывая формулу (9) и условия (6) определим
приближенное решение обратной задачи μ̃0(t;ε) , p̃0(t;ε) как решение
системы уравнений

μ̃0(t;ε)+F0(x1)p̃0(t;ε) = g(t;ε), 0 � t � T, (12)
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μ̃0(t;ε)+F0(x2)p̃0(t;ε) = h(t;ε), 0 � t � T. (13)
Если F0(x1) �= F0(x2), то решение системы (12),(13) существует,
единственно и определяется следующими формулами

μ̃0(t;ε) = g(t;ε)−F0(x1)
g(t;ε)−h(t;ε)
F0(x1)−F0(x2)

, p̃0(t;ε) =
g(t;ε)−h(t;ε)
F0(x1)−F0(x2)

Оценим погрешность между функциями μ(t), p(t) и μ̃0(t;ε), p̃0(t;ε).
Записывая разложение (9) при m = 0 , x = x1 , x = x2 и используя условия
(6), имеем

μ(t)+F0(x1)p(t)+ ε2v1(x1, t;ε)+ ε2w1(x1, t;ε) = g(t;ε), (14)
μ(t)+F0(x2)p(t)+ ε2v1(x2, t;ε)+ ε2w1(x2, t;ε) = h(t;ε). (15)

Из формул (10) и (11) следует, что

max
Q̄T

|v1(x, t;ε)|� c1, max
Q̄T

|w1(x, t;ε)|� c2, (16)

где постоянные c1,c2 не зависят от (x, t)∈ Q̄T . Далее через ci обозначаются
постоянные независящие от x и t.

Так как функции μ̃0(t;ε), p̃0(t;ε) являются решением системы
уравнений (12),(13), а μ(t), p(t) удовлетворяют (14),(15), то учитывая
оценки (16) получим, что

max
[0,T ]

|μ̃0(t;ε)−μ(t)|� c3ε2, max
[0,T ]

| p̃0(t;ε)− p(t)|� c4ε2. (17)

Из этих оценок следует, что при малых ε функции μ̃0(t;ε), p̃0(t;ε) можно
рассматривать в качестве приближенных решений обратной задачи.

Рассмотрим вопрос о построении приближенных решений с более
высоким порядком аппроксимации чем оценки (17).

Пусть функции μ(t), p(t) удовлетворяют условиям (7), (8) при
m = 1. Учитывая разложение (9) и условия (6) , определим приближенное
решение обратной задачи μ̃1(t;ε), p̃1(t;ε) как функции, удовлетворяющие
системе уравнений

μ̃1(t;ε)+ ε2 f1(x1)μ̃ ′
1(t;ε)+F0(x1) p̃1(t;ε)+ ε2F1(x1)p̃′1(t;ε) = g(t;ε),

0 � t � T, (18)
μ̃1(t;ε)+ ε2 f1(x2)μ̃ ′

1(t;ε)+F0(x2) p̃1(t;ε)+ ε2F1(x2)p̃′1(t;ε) = h(t;ε),
0 � t � T. (19)

Это система дифференциальных уравнений относительно неизвестных
функций μ̃1(t;ε), p̃1(t;ε) с малым параметром при старших производных.
Поведение ее решений существенно зависит от коэффициентов системы,
а также дополнительных условий, обеспечивающих единственность
решения.

Рассмотрим в начале пример построения приближенных решений
μ̃1(t;ε), p̃1(t;ε) для достаточно простого случая.

Пусть функция F(x) = 9/4sin(3x/2) , а x1 = 2π/3, x2 = π . Тогда
F0(x) = sin(3x/2), F1(x) = −4/9sin(3x/2) и F0(x1) = F1(x1) = 0,
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F0(x2) = −1, F1(x2) = 4/9. Так как f1(x) = x2/2−πx, то f1(x1) = −4π2/9,
f1(x2) =−π2/2.

В этом случае уравнение (18) не содержит функцию p̃1(t;ε) и
записывается следующим образом

μ̃ ′
1(t;ε)+(ε2 f1(x1))

−1μ̃1(t;ε) = (ε2 f1(x1))
−1g(t,ε), 0 � t � T. (20)

Так как f1(x1) < 0, то решения этого уравнения с начальным условием в
нуле будут стремиться к бесконечности при ε → 0. Следовательно для
получения приближенного решения обратной задачи нужно привлекать
дополнительную информацию об искомой функции, а именно
предполагать известным значение μ(T ) = μT . Определив функцию μ̃1(t;ε)
как решение уравнения (20) с условием μ̃1(T ;ε) = μT , получим, что

μ̃1(t;ε) = μT exp
{−(ε2 f1(x1))

−1(t −T )
}−

−(ε2 f1(x1))
−1

T∫
t

exp
{−(ε2 f1(x1))

−1(t − τ)
}

g(τ;ε)dτ, 0 � t � T. (21)

Из этой формулы и уравнения (19) следует, что функция p̃1(t;ε) является
решением дифференциального уравнения

ε2F1(x2) p̃′1(t;ε)+F0(x2) p̃1(t;ε) = r1(t;ε), 0 � t � T, (22)
где

r1(t;ε) = h(t;ε)− f1(x2)( f1(x1))
−1g(t;ε)−

−μT
[
1− f1(x2)( f1(x1))

−1]exp
{−(ε2 f1(x1))

−1(t −T )
}
+

+(ε2 f1(x1))
−1 [1− f1(x2)( f1(x1))

−1]×
×

T∫
t

exp
{−(ε2 f1(x1))

−1(t − τ)
}

g(τ;ε)dτ. (23)

Так как F1(x2)F0(x2) < 0, то будем предполагать, что известно значение
искомой функции p(T ) = pT . Определив приближенное решение обратной
задачи как решение уравнения (22) с условием p̃1(T ;ε) = pT , имеем

p̃1(t;ε) = pT exp
{−(ε2F1(x2))

−1F0(x2)(t −T
}−

−(ε2F1(x2))
−1

T∫
t

exp
{−(ε2F1(x2))

−1F0(x2)(t − τ)
}

r1(τ;ε)dτ, 0 � t � T.

(24)
Формулы (21) и (24) определяют приближенное решение обратной задачи
μ̃1(t;ε), p̃1(t;ε). Покажем, что эти функции аппроксимируют точное
решение обратной задачи μ(t), p(t) с порядком O(ε4).

Из разложения (9), формул (10),(11) и условий (6) следует, что

μ(t)+ ε2 f1(x1)μ ′(t)+F0(x1)p(t)+ ε2F1(x1)p′(t) = g(t;ε)−
−ε4(v2(x1, t;ε)+w2(x1, t;ε)), 0 � t � T, (25)
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μ(t)+ ε2 f1(x2)μ ′
1(t)+F0(x2)p(t)+ ε2F1(x2)p′(t) = h(t;ε)−

−ε4(v2(x2, t;ε)+w2(x2, t;ε)), 0 � t � T, (26)
где

max
[0,T ]

|v2(x1, t;ε)+w2(x1, t;ε)|� c5, max
[0,T ]

|v2(x2, t;ε)+w2(x2, t;ε)|� c6. (27)

Рассмотрим функции

y(t;ε) = μ̃1(t;ε)−μ(t), z(t;ε) = p̃1(t;ε)− p(t).
Из уравнений (18),(19), (25),(26) и условий μ̃1(T ;ε) = μ(T ) = μT ,
p̃1(T ;ε) = p(T ) = pT следует, что функции y(t;ε),z(t;ε) являются при
t ∈ [0,T ] решениями системы дифференциальных уравнений

y(t;ε)+ ε2 f1(x1)y′(t;ε)+F0(x1)z(t;ε)+ ε2F1(x1)z′(t;ε) =
= ε4(v2(x1, t;ε)+w2(x1, t;ε)),

y(t;ε)+ ε2 f1(x2)y′(t;ε)+F0(x2)z(t;ε)+ ε2F1(x2)z(t;ε) =
= ε4(v2(x2, t;ε)+w2(x2, t;ε)),

удовлетворяющими условиям y(T ;ε) = z(T ;ε) = 0. Используя для
решения этой задачи формулы аналогичные (21),(24) и учитывая оценки
(27), получим

max
[0,T ]

|μ̃1(t;ε)−μ(t)|� c7ε4, max
[0,T ]

| p̃1(t;ε)− p(t)|� c8ε4. (28)

Таким образом, формулы формулы (21),(24) определяют приближенное
решение обратной задачи μ̃1(t;ε), p̃1(t;ε), аппроксимирующее точное
решение обратной задачи с порядком O(ε4).

Вернемся к общему случаю системы обыкновенных
дифференциальных уравнений (18),(19) для приближенных решений
μ̃1(t;ε), p̃1(t;ε). Так как f1(x1) �= f1(x1) для любых x1,x2 ∈ (0,π], то эту
систему можно разрешить относительно μ̃1(t;ε), а именно

μ̃1(t;ε) = Ap̃1(t;ε)+ ε2Bp̃′1(t;ε)+ r2(t;ε), (29)
где

A = (F0(x1) f1(x2)−F0(x2) f1(x1))D, D = ( f1(x1)− f1(x2))
−1,

B = (F1(x1) f1(x2)−F1(x2) f1(x1))D,

r2(t;ε) = (h(t;ε) f1(x1)−g(t;ε) f1(x2))D.

Подставив представление (29) для функции μ̃1(t;ε) в уравнение (18),
получим дифференциальное уравнение для функции p̃1(t;ε)

ε4ap̃′′1(t;ε)+ ε2bp̃′1(t;ε)+ cp̃1(t;ε) = r3(t;ε), 0 � t � T, (30)
где a = f1(x1)B, b = f1(x1)A+B+F1(x1), c = A+F0(x1),

r3(t;ε) = g(t;ε)− r2(t;ε)− ε2 f1(x1)r′2(t;ε).
Уравнение (30) является дифференциальным уравнением второго порядка
с малым параметром при старшей производной. Для регулярного
поведения решения этого уравнения при ε → 0 нужно согласовывать
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выбор начальных или краевых условий с значениями корней уравнения
характеристического для уравнения (30). Ограничимся рассмотрением
случая, когда корни λ1 и λ2 характеристического уравнения
aλ 2 + bλ + c = 0 действительны, различны и положительны. Он
реализуется , например, при F(x) = 9/4sin(3/2x), x1 = π/3, x2 = π . В этом
случае будем предполагать, что известны значения искомой функции p(t)
и ее производной при t = T : p(T ) = p0T , p′(T ) = p1T . Определим
приближенное решение обратной задачи p̃1(t;ε) как решение уравнения
(30), удовлетворяющее условиям

p̃1(T ;ε) = p0T , p̃′1(T ;ε) = p1T . (31)
Решение задачи (30),(31) определяется формулой

p̃1(t;ε) =
p0T λ2 − ε2 p1T

λ2 −λ1
exp

(
λ1(t −T )

ε2

)
+

+
p0T λ1 − ε2 p1T

λ1 −λ2
exp

(
λ2(t −T )

ε2

)
+

+
1

aε2(λ2 −λ1)

T∫
t

[
exp

(
λ1(t − τ)

ε2

)
− exp

(
λ2(t − τ)

ε2

)]
r3(τ;ε)dτ,

0 � t � T.
Подставив это представление для функции p̃1(t;ε) в формулу (29),
определим однознчно функцию μ̃1(t;ε) и в итоге получим приближенное
решение обратной задачи μ̃1(t;ε), p̃1(t;ε). Доказательство того, что эти
функции аппроксимируют точное решение обратной задачи с порядком
O(ε4) проводится аналогично предыдущему.

Заключение

В статье предложены методы построения приближенных решений
обратной задачи для уравнения теплопроводности в случае малого
коэффициента теплоемкости. Методы основаны на использовании
разложения решения начально-краевой задачи по малому параметру.
Получены явные представления для приближенных решений и даны
оценки их близости к точному решению обратной задачи в равномерной
метрике. Возможность получения равномерных оценок связана с
использованием дополнительной информации о значении точного
решения обратной задачи на конце отрезка. Формулы для приближенных
решений обратной задачи существенно усложняются при увеличении
порядка аппроксимации, поскольку возрастает сложность определяющих
их решений системы обыкновенных дифференциальных уравнений с
малым параметром при старшей производной.
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