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1 Ââåäåíèå

Ìîäåëÿì îïòèìàëüíîãî ïîòðåáëåíèÿ ïðè óïðàâëåíèè ôèíàíñîâûì ïîðòôå-
ëåì ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà. Îòìåòèì ðàáîòû [1�3]. Îñîáåííîñòü
èõ ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè âîçðàñòàþùèõ ñòðîãî âîãíóòûõ ôóíêöèé ïî-
ëåçíîñòè ïîòðåáëåíèÿ, ÷òî îçíà÷àåò îñòîðîæíîñòü èíâåñòîðà, ò. å. åãî
îòðèöàòåëüíîå îòíîøåíèå ê ðèñêó. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäïîëàãàåòñÿ íåé-
òðàëüíîå îòíîøåíèå èíâåñòîðà ê ðèñêó. Â ñëó÷àå ðàçîðåíèÿ îí ïîëó÷àåò
ôèêñèðîâàííóþ ñóììó â êà÷åñòâå êîìïåíñàöèè. C ìîäåëÿìè îïòèìàëüíî-
ãî ïîòðåáëåíèÿ, ó÷èòûâàþùèìè ðàçîðåíèå îñòðîæíîãî èíâåñòîðà, ìîæíî
îçíàêîìèòüñÿ ïî ìîíîãðàôèè [4].
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2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü ïðîöåññ ñòîèìîñòè ðèñêîâîãî àêòèâà S(t), t ⩾ 0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ ãåîìåòðè÷åñêîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ dS(t) = S(t)(αdt+σz(t)),
ãäå α � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äîõîäíîñòè àêòèâà, σ > 0 � âîëàòèëü-
íîñòü (σ2 � äèñïåðñèÿ äîõîäíîñòè), à z(t)� âèíåðîâñêèé ïðîöåññ, z(0) = 0.
Íà ðûíêå òàêæå èìååòñÿ áåçðèñêîâûé àêòèâ ñ äîõîäíîñòüþ r > 0.

Îáîçíà÷èì w(t) � ñòîèìîñòü ïîðòôåëÿ, ñîñòîÿùåãî èç ðèñêîâîãî è áåç-
ðèñêîâîãî àêòèâîâ, π(t) � äîëþ ðèñêîâîãî àêòèâà â ñòîèìîñòè ïîðòôåëÿ,
à c(t) � èíòåíñèâíîñòü ïîòðåáëåíèÿ â ìîìåíò t. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî
ïîòðåáëåíèå çà îòðåçîê âðåìåíè [t, t+dt] ðàâíî âåëè÷èíå c(t)dt. Ñëåäóÿ [1],
ñîñòàâèì óðàâíåíèå äëÿ ïðîöåññà w(t). Ïðèðàùåíèå ñòîèìîñòè ïîðòôåëÿ

dw(t) = r(1− π(t))w(t)dt− c(t)dt+ π(t)w(t)(αdt+ σdz(t))

ïåðåïèøåì â âèäå

dw(t) = w(t)((α− r)π(t) + r)dt− c(t)dt+ π(t)w(t)σdz(t), w(0) = w. (1)

Åñëè ïðîöåññ (π(t), c(t)) çàäàí, òî (1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòîõàñòè÷åñêîå
óðàâíåíèå äëÿ w(t). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ïîíèìàåòñÿ êàê ïðîöåññ w(t),
óäîâëåòâîðÿþùèé èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

w(t) = w +

t∫
0

w(s)((α− r)π(s) + r)ds−
t∫

0

c(s)ds+ σ

t∫
0

π(s)w(s)dz(s).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîöåññ (π(t), c(t)) ñîãëàñîâàí ñ ôèëüòðàöèåé, ïîðîæ-
äåííîé ïðîöåññîì z(t), è óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì

t∫
0

π2(s)ds < +∞, 0 ⩽ c(t) ⩽ c̄, ∀t ⩾ 0, (2)

ãäå c̄ � ìàêñèìàëüíàÿ èíòåíñèâíîñòü ïîòðåáëåíèÿ. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ
èíòåãðàëû Èòî â ïðàâîé ÷àñòè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóþò.

Ñòðàòåãèÿ èíâåñòîðà îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ôóíêöèÿìè ïîòðåáëåíèÿ
C(w) è èíâåñòèðîâàíèÿ Π(w). Ñòðàòåãèè òàêîãî âèäà íàçûâàþòñÿ ìàðêîâ-
ñêèìè. Ôóíêöèÿ Π(w) ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîé, ÷òî îçíà÷àåò ïëàâ-
íîå èçìåíåíèå ñòðóêòóðû ïîðòôåëÿ. Ñòðàòåãèÿ (Π(w), C(w)) ïîðîæäàåò
ïðîöåññ (π(t), c(t)) = (Π(w(t), C(w(t))). Ïîñëå ïîäñòàíîâêè åãî â óðàâíå-
íèå (1) ïîëó÷àåì ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå, äëÿ êîòîðîãî ïðåäïîëàãàåòñÿ
ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ w(t). Ïðîöåññû (π(t), c(t)), ïîðîæäåííûå ñòðàòå-
ãèÿìè èíâåñòîðà è óäîâëåòâîðÿþùèìè (2), áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûìè.
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Äëÿ äîïóñòèìîãî ïðîöåññà (π(t), c(t)) îïðåäåëèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó
ìîìåíòà ðàçîðåíèÿ τ = min{t | w(t) = ŵ}, ãäå w(t) � ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (1), à ŵ > 0 � ñòîèìîñòü ïîðòôåëÿ, ïðè äîñòèæåíèè êîòîðîé èíâåñòîð
ïîëó÷àåò ñóììó P > 0 â âèäå êîìïåíñàöèè. Â [4] ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî
ŵ = 0. Îïðåäåëèì öåëåâóþ ôóíêöèþ èíâåñòîðà

J(π(·),c(·))(w) = Ew

[ τ∫
0

e−βtc(t)dt+ Pe−βτ
]
,

ãäå Ew � ñèìâîë ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïðè óñëîâèè w(0) = w, à
âåëè÷èíà β > 0� ñòàâêà äèñêîíòèðîâàíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ îñòîðîæíîãî
èíâåñòîðà â ïîñëåäíåé ôîðìóëå âìåñòî c(t) ôèãóðèðóåò U(c(t)), ãäå U(c) �
âîçðàñòàþùàÿ ñòðîãî âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè ïîòðåáëåíèÿ (ñì. [4]).

Ôóíêöèÿ J(w) = sup
(π(·),c(·))

J(π(·),c(·)), ãäå âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì

äîïóñòèìûì ïðîöåññàì (π(·), c(·)), íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé âûèãðûøà [5].
Ñòðàòåãèþ èíâåñòîðà áóäåì íàçûâàòü ε-îïòèìàëüíîé, åñëè îíà ðåàëèçóåò
çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè, áëèçêîå ê çíà÷åíèþ ôóíêöèè âûèãðûøà, äëÿ
âñåõ w > ŵ.

3 Îïòèìèçàöèÿ ïîòðåáëåíèÿ èíâåñòîðà

3.1 ×àñòíûå ñëó÷àè

Óêàæåì äâà ñëó÷àÿ, êîãäà íåòðóäíî óêàçàòü ε-îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè.
Ïóñòü P ⩾ c̄/β. Òîãäà äëÿ ñòðàòåãèè C(w) ≡ 0, Π(w) ≡ π ñ

áîëüøèì ïîëîæèòåëüíûì π ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (1) èìååò ðåøåíèå
w(t) = w exp(((α− r)π + r − σ2π2/2)t+ σπz(t)), êîòîðîå ñ âåðîÿòíîñòüþ,
áëèçêîé ê 1, çà ìàëîå âðåìÿ äîñòèãíåò óðîâíÿ ŵ. Ïðè ýòîì èíâåñòîð ïî-
ëó÷èò âûèãðûø, áëèçêèé ê P. Äëÿ ëþáîãî äðóãîãî äîïóñòèìîãî ïðîöåññà
(π(t), c(t)) èìååì

J(π(·),c(·)) ⩽ Ew

[ τ∫
0

e−βtc̄dt+ Pe−βτ
]
= Ew

[ c̄
β
+ e−βτ

(
P − c̄

β

)]
⩽ P.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî P < c̄/β. Òîãäà èç ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî
J(π(·),c(·))(w) ⩽ c̄/β äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî ïðîöåññà (π(t), c(t)). Îòñþäà
J(w) ⩽ c̄/β äëÿ âñåõ w > ŵ.

Ïîêàæåì, ÷òî J(w) = c̄/β, åñëè w ⩾ c̄/r. Ïóñòü èíâåñòîð èñïîëüçóåò
ñòðàòåãèþ C(w) ≡ c̄, Π(w) ≡ 0. Ïðè ýòîì (1) ïðåâðàùàåòñÿ â îáûêíî-
âåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå dw(t) = (rw(t) − c̄)dt, w(0) = w
ñ íåîòðèöàòåëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Ïîýòîìó èíâåñòîð ìîæåò îñóùåñòâèòü
ïîòðåáëåíèå ñ ìàêñèìàëüíîé èíòåíñèâíîñòüþ íåîãðàíè÷åííî äîëãî è, òåì
ñàìûì, ïîëó÷èòü âûèãðûø, ñêîëü óãîäíî áëèçêèé ê c̄/β.
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Èñõîäÿ èç ñêàçàííîãî, ε-îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ è ôóíêöèþ âûèãðûøà
èíâåñòîðà äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü òîëüêî ïðè w ∈ (ŵ, c̄/r).

3.2 Ñåìåéñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ J(w) ïðèíàäëåæèò êëàññó C2 (äâàæäû
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà). Òîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà [3]

βJ(w) = max
0⩽c⩽c, π

[
(α−r)πwJ ′(w)+(rw−c)J ′(w)+c+

1

2
π2σ2w2J ′′(w)

]
, (3)

ãäå J(ŵ) = P, J(c̄/r) = c̄/β, w = w(t) ∈ [ŵ, c̄/r] � ñòîèìîñòü ïîðòôåëÿ,
c = c(t) ⩾ 0 � èíòåíñèâíîñòü ïîòðåáëåíèÿ, à π = π(t) � äîëÿ ðèñêîâîãî
àêòèâà â ïîðòôåëå â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè t. Íà äîëþ ðèñêîâîãî àêòèâà
π íåò îãðàíè÷åíèé è ïî íåìó âîçìîæíà êîðîòêàÿ ïîçèöèÿ, êîãäà π < 0.

Íàéäåì ñåìåéñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3) â âèäå âîçðàñòàþùèõ ñòðîãî
âîãíóòûõ ôóíêöèé J(w), w ∈ (ŵ, c̄/r) êëàññà C2. Èç óðàâíåíèÿ (3), ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî J ′′(w) < 0, ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ôóíêöèÿì ñòðàòåãèè
èíâåñòîðà (ñì. [1])

Π(w) = −(α− r)J ′(w)

σ2wJ ′′(w)
, C(w) = c̄ 1{J ′(w)<1}, ŵ ⩽ w ⩽ c̄/r, (4)

ãäå 1M � èíäèêàòîð ìíîæåñòâà M. Ôóíêöèþ ïîòðåáëåíèÿ C(w) ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç w̄ êîðåíü óðàâíåíèÿ
J ′(w) = 1. Òîãäà èç óáûâàíèÿ ôóíêöèè J ′(w) ñëåäóåò, ÷òî C(w) = c̄ 1{w>w}.
Òàêèì îáðàçîì, ïîòðåáëåíèå ìàêñèìàëüíî, åñëè ñòîèìîñòü ïîðòôåëÿ ïðå-
âûøàåò óðîâåíü w̄. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîòðåáëåíèå îòñóòñòâóåò.

Îáîçíà÷èì γ = 1
2
(α−r)2

σ2 . Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåâûðîæäåííûé
ñëó÷àé, êîãäà γ > 0. Ïîäñòàâèì íàéäåííûå ôîðìóëû äëÿ Π(w) è C(w) â
óðàâíåíèå (3). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äâà óðàâíåíèÿ

βJ(w) = −γ
(J ′(w))2

J ′′(w)
+ rwJ ′(w), ŵ < w ⩽ w̄, J(ŵ) = P. (5)

βJ(w) = −γ
(J ′(w))2

J ′′(w)
+ (rw − c̄)J ′(w) + c̄, w̄ < w < β/r. (6)

Ïîñòðîèì ñåìåéñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5), à ïîòîì èõ ïðîäîëæèì
êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6) ñ ñîõðàíåíèåì äèôôåðåíöèðóåìîñòè â òî÷êå
w̄. Îäíèì èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ [1]

J(w) = P
(w
ŵ

)θ2
, ŵ ⩽ w ⩽ w̄, w̄ =

(Pθ2
ŵθ2

)1/(1−θ2)

,

90



ãäå

θ1 =
d+

√
D

2r
, θ2 =

d−
√
D

2r
, d = r + γ + β, D = d2 − 4rβ

� êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ rθ2 − (r + γ + β)θ + β = 0. Ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà θ1 > 1, 0 < θ2 < 1, θ2 < β/r < θ1.

Ïîñòðîèì äðóãèå ðåøåíèÿ. Ñäåëàåì â óðàâíåíèè (5) çàìåíó (ñì. [6])
η(ξ) = wJ ′(w)/J(w), ξ = lnw. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

η′(ξ) =
rη(ξ)(η(ξ)− θ1)(η(ξ)− θ2)

β − rη(ξ)
, (7)

èìåþùåå èíòåãðàë ηr(ξ)|η(ξ)−θ1|A|η(ξ)−θ2|B = C1e
rξ = C1w

r, C1 > 0, ãäå

A =
γ + β − rθ1

θ1 − θ2
< 0, B =

rθ2 − γ − β

θ1 − θ2
< 0.

Îòìåòèì, ÷òî η(ξ) ≡ θ2 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (7). Íàéäåì äðóãèå
åãî ðåøåíèÿ. Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå {η ∈ R+ | η ̸= θ1,2} ñëåäóþùóþ
ôóíêöèþ: g(η) = ηr|η − θ1|A|η − θ2|B. Åå ãðàôèê èçîáðàæåí íà Ðèñ. 1.

Ðèñ. 1: Ãðàôèê ôóíêöèè g(η).

Ìèíèìóì ôóíêöèè g(η) íà èíòåðâàëå (θ2, θ1) äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå β/r.
Ïóñòü c̄/β > P > ŵr/β. Ââåäåì ïàðàìåòð η̂, óäîâëåòâîðÿþùèé íåðà-
âåíñòâàì ŵ/P < η̂ < β/r, η̂ ̸= θ2. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) η1(ξ) =
η1(lnw) < β/r ñ óñëîâèåì η1(ln ŵ) = η̂ ïîñòðîèì êàê ôóíêöèþ, îáðàò-
íóþ ê g(η1) = g(η̂)(w/ŵ)r, ŵ ⩽ w ⩽ w̄. Ïðè ýòîì, åñëè η̂ < θ2 (η̂ > θ2),
òî èñïîëüçóåòñÿ ëåâàÿ (ñðåäíÿÿ äî òî÷êè β/r) âåòâü ãðàôèêà ôóíêöèè g.
Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5) èìååò âèä

J(w) = P exp
( w∫

ŵ

η1(ln x)

x
dx

)
, ŵ ⩽ w ⩽ w̄. (8)

91



Ïàðàìåòð η̂ çàäàåò ïðîèçâîäíóþ J ′(ŵ) = P η̂/ŵ > 1. Âåëè÷èíà w̄ íàõîäèòñÿ
èç óðàâíåíèÿ J ′(w̄) = J(w̄)η1(ln w̄)/w̄ = 1. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêèå
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà η̂, ïðè êîòîðûõ ŵ < w̄ < c̄/r.

Çàéìåìñÿ ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè J(w) íà èíòåðâàë (w̄, c̄/r). Íàéäåì
ðåøåíèå J0(w) ñîîòâåòñòâóþùåãî (6) îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

βJ0(w) = −γ
(J ′

0(w))
2

J ′′
0 (w)

+ (rw − c̄)J ′
0(w). (9)

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (6) áóäåò J(w) = J0(w) + c̄/β, ãäå J0(w) < 0.
Ñäåëàåì â (9) çàìåíó η(ξ) = (w − c̄/r)J ′

0(w)/J0(w), ξ = ln(c̄/r − w).
Ôóíêöèÿ η(ξ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (7).

Èç (9) ñëåäóåò, ÷òî

J ′′(w) = J ′′
0 (w) = − γη2(ξ)J0(w)

(β − rη(ξ))(w − c̄/r)2
, w̄ < w < c̄/r. (10)

Ïîñêîëüêó J ′′
0 (w) < 0, J0(w) < 0, äîëæíî áûòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

η(ξ) > β/r. Îáîçíà÷èì ξ̄ = ln(c̄/r − w̄), η̄ = (w̄ − c̄/r)J ′
0(w̄)/J0(w̄), η̄1 =

η1(ln w̄). Èç ðàâåíñòâ J0(w̄) = J(w̄)− c̄/β è J ′
0(w̄) = J ′(w̄) = J(w̄)η̄1/w̄ = 1

ñëåäóåò, ÷òî

η̄ =
w̄ − c̄/r

J0(w̄)
=

w̄ − c̄/r

J(w̄)− c̄/β
=

w̄ − c̄/r

w̄/η̄1 − c̄/β
> β/r.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) η2(ξ) > β/r ñ óñëîâèåì η2(ξ̄) = η̄ ïîñòðîèì êàê
ôóíêöèþ, îáðàòíóþ ê g(η2) = g(η̄)((c̄/r − w)/(c̄/r − w̄))r, w̄ < w < c̄/r.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

J0(w) = (J(w̄)− c̄/β) exp
(
−

c/r−w∫
c/r−w

η2(ln x)

x
dx

)
, w̄ < w < c̄/r. (11)

Çàìåòèì, ÷òî lim
w→c/r

J0(w) = 0, ïîñêîëüêó ïðè w = c̄/r èíòåãðàë â ôîðìóëå

äëÿ J0(w) ðàñõîäèòñÿ. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ J(w) = J0(w) + c̄/β íåïðåðûâíà
â òî÷êå c̄/r.

Ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèÿ J(w) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷-
êå w̄. Ïîêàæåì, ÷òî âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ J ′′(w) òàêæå íåïðåðûâíà â ýòîé
òî÷êå. Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì ðàâåíñòâî ëåâîé ïðîèçâîäíîé J ′′

−(w̄) è J ′′
0 (w̄).

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (10) äëÿ J ′′
0 (w) è àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó äëÿ J ′′(w)

ôóíêöèè J(w) èç (8), èìååì

J ′′
−(w̄) = − γη̄21J(w̄)

(β − rη̄1)w̄2
, J ′′

0 (w̄) = − γη̄2(J(w̄)− c̄/β)

(β − rη̄)(w̄ − c̄/r)2
.
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Èñêëþ÷àÿ èç ýòèõ ôîðìóë η̄1 = w̄/J(w̄) è η̄ = (w̄ − c̄/r)/(J(w̄) − c̄/β),
ïîëó÷èì, ÷òî îáå ïðîèçâîäíûå ðàâíû −γ/(βJ(w̄)−rw̄). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ïîñòðîåííîé ôóíêöèè J(w) ñòðàòåãèÿ èìååò âèä

C(w) = 1{w>w}, Π(w) =
2(β − rη1(ξ))

(α− r)η1(ξ)
, ξ = lnw, ŵ ⩽ w ⩽ w̄, (12)

Π(w) =
2(w − c̄/r)(β − rη2(ξ))

(α− r)wη2(ξ)
, ξ = ln(c̄/r − w), w̄ < w < c̄/r. (13)

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Π(w) íåïðåðûâíà â òî÷êå w̄.

3.3 Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ èíâåñòîðà

Óêàæåì âûáîð η̂ < β/r, îïðåäåëÿþùèé ðåøåíèå J(w) óðàâíåíèÿ (3).
Ïóñòü íàéäåòñÿ çíà÷åíèå η̂ ∈ (ŵ/P, β/r), ïðè êîòîðîì w̄ ⩾ c̄/r. Ó÷è-

òûâàÿ íåðàâåíñòâî η̄1 < β/r, èìååì J(w̄) = w̄/η̄1 > c̄/β, ÷òî îçíà÷àåò
íåäîïóñòèìîñòü ôóíêöèè J(w). Óìåíüøèì çíà÷åíèå η̂ íà ñòîëüêî, ÷òîáû
J(w̄) < c̄/β è ðàçíîñòü c̄/β − J(w̄) áûëà ìàëà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ η̂ ∈ (ŵ/P, β/r) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
w̄ < c̄/β. Òîãäà η̂ ñëåäóåò âûáðàòü áëèçêèì ê β/r.

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà β/r ⩽ ŵ/P. Çäåñü òàêæå íóæíî
âçÿòü η̂ < β/r áëèçêèì ê β/r, à ôóíêöèþ J(w) ðàâíîé J0(w) + c̄/β, ãäå
J0(w) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (11) ñ çàìåíîé w̄ íà ŵ.

Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ ñòðàòåãèÿ èíâåñòîðà (12), (13) ε-îïòèìàëüíà, à
ôóíêöèÿ J(w) íà èíòåðâàëå (ŵ, c̄/r) ïîòî÷å÷íî áîëüøå äðóãèõ ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ (3), îïðåäåëÿåìûõ ìåíüøèìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà η̂.

Ôóíêöèÿ ïîòðåáëåíèÿ C(w) ðàçðûâíà â òî÷êå w̄. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè
ïðîöåññà (π(t), c(t)) = (Π(w(t)), C(w(t))) â (1) ïîëó÷èì ñòîõàñòè÷åñêîå
óðàâíåíèå äèôôóçèîííîãî òèïà ñ ðàçðûâíûì êîýôôèöèåíòîì ïðè dt

dw(t) = w(t)((α− r)Π(w(t)) + r)dt− c̄1{w(t)>w}dt+

+Π(w(t))w(t)σdz(t)), w(t) ⩾ ŵ, w(0) = w.

Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ åãî ðåøåíèÿ ñì. â [7].

4 Çàêëþ÷åíèå

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïòèìèçàöèè ïîòðåáëåíèÿ ïðè óïðàâëåíèè ôèíàíñî-
âûì ïîðòôåëåì, ñîñòîÿùåì èç ðèñêîâîãî è áåçðèñêîâîãî àêòèâîâ. Â îò-
ëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé ïîëåçíîñòü çàäàåòñÿ ëèíåéíîé, à íå
ñòðîãî âîãíóòîé ôóíêöèåé. Èíâåñòîð îïòèìèçèðóåò ñóììàðíîå äèñêîí-
òèðîâàííîå ïîòðåáëåíèå âïëîòü äî ìîìåíòà ðàçîðåíèÿ. Îí èñïîëüçóåò
ôóíêöèè èíâåñòèðîâàíèÿ è ïîòðåáëåíèÿ, çàâèñÿùèå îò òåêóùåé ñòîèìî-
ñòè ïîðòôåëÿ. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè èíâåñòèðîâàíèÿ
íåïðåðûâíû, à èíòåíñèâíîñòü ïîòðåáëåíèÿ îãðàíè÷åíà ñâåðõó êîíñòàíòîé.
Îïòèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïîòðåáëåíèÿ èìååò ðàçðûâ â åäèíñòâåííîé òî÷êå
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� âåëè÷èíå ñòîèìîñòè ïîðòôåëÿ w̄, âûøå êîòîðîé èíâåñòîð ïîòðåáëÿåò ñ
ìàêñèìàëüíîé èíòåíñèâíîñòüþ. Â ðàáîòå íàéäåíî âîçðàñòàþùåå ñòðîãî âî-
ãíóòîå äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå ðåøåíèå J(w) óðàâíåíèÿ
Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà, ïî êîòîðîìó îïðåäåëÿåòñÿ ε-îïòèìàëüíàÿ
ñòðàòåãèÿ èíâåñòîðà.
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