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А.Ю. Щеглов1, С.В. Нетесов2  
О ВОССТАНОВЛЕНИИ ДВУХ ПАРАМЕТРОВ  

В КВАЗИЛИНЕЙНОЙ МОДЕЛИ ПОПУЛЯЦИОННОЙ  
ДИНАМИКИ С ВОЗРАСТНЫМ СТРУКТУРИРОВАНИЕМ* 

Введение 
Рассмотрим для функции  задачу, предложенную в качестве 

модели развития популяции однотипных биологических организмов с учё-
том их возрастной структуры [1]. Пусть уравнение имеет правую часть со 
степенной зависимостью от решения [2, 3], что позволяет учесть в модели 
нелинейную зависимость роста популяции от её размера: 

 

 

 
где ;  – возраст особей;  – время; 

 – количество или плотность особей возраста  в популяции в мо-
мент ;  – коэффициент смертности;  – интенсивность рождаемо-
сти особей нулевого возраста, зависящая от возраста  родителя; число  
постоянно и таково, что .  

Пусть задача определения функции  по заданным параметру  
и функциям , ,  рассматривается в качестве прямой задачи.  

В рамках обратной задачи требуется восстановить постоянное значе-
ние  и функции , , , , удовлетворяю-
щие задаче (1) – (3). Функции ,  полагаются заданными. Рассмат-
риваются два варианта дополнительных условий, обеспечивающих един-
ственность решения обратной задачи. В постановке обратной задачи I из-
вестными полагаются функции  и , такие, что при известном фик-
сированном значении  выполняются равенства 
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В обратной задаче II дополнительными условиями являются задан-
ная функция  

 
 и известное значение  функции  при аргументе : 

 
Модели динамики однородных популяций, учитывающие возраст-

ную структуру особей, составляют активно развивающуюся область [2-11] 
математической биологии. Часть моделей базируется на использовании 
квазилинейных и нелинейных уравнений. Обратные задачи, позволяющие 
восстанавливать параметры моделей динамики популяций, исследовались 
в работах [12-18]. Разноплановое изучение обратных задач и методов их 
решения проводится в настоящее время для самого широкого круга разно-
образных моделей, задач и уравнений [19-29]. 

Прямая задача 
Условия разрешимости прямой задачи (1) – (3) представляют интерес 

в связи с нелинейностью уравнения (1) и интегральным видом нелокаль-
ного граничного условия (2). 
Теорема 1. Пусть заданы значения ,  и , и функции 

, , , такие, что 
 
 

 

Тогда задача (1) – (3) имеет единственное решение . 
Доказательство. Для точек области ;  ре-
шение  задачи (1) – (3) определяется формулой  

 

 

получаемой интегрированием уравнения (1) на его характеристиках. Из 
условий (7) следует, что . Из условий (8), (9) следует, что 

 .  
Для точек  области ;  , инте-

грируя уравнение (1) на его характеристиках, имеем 
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Из условий (8), (9) следует выполнение для решения  нера-
венств  , при неотрицательной функ-
ции  . 

Пусть   , и . Тогда из условия 
(2) с учётом представлений (10) и (11) в областях  и  получаем  

 

 

Последний интеграл в равенстве (12) известен, так как функция  
задаётся при постановке задачи, а решение  определяется формулой 
(10). Замена в первом интеграле (12): , даёт  

 

 

─ нелинейное интегральное уравнение Вольтерра II рода относительно 
функции , . Если рассматривать при  правую часть 
уравнения (13) как отображение  с аргументом , то 
оператор  

 

 

непрерывен, положительно определён на положительно определённых, не-
прерывных функциях  в силу непрерывности и неотрицательности 
всех известных при решении задачи (1) – (3) функций , ,  при 
заданном числовом значении  При этом, с учётом получаемого из 
условий (2), (9) положительного начального числового значения  

 

от противного устанавливается положительная определённость значений 
оператора  . Таким образом,  оператор  дей-
ствует из множества  

  

в это же множество .  
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Для использования формулы Лагранжа при установлении сжимаемо-
сти оператора  получим и оценим из условий (8) и  производную:  

 

 

 

С учётом этой оценки оператор  является сжимающим при некотором зна-
чении , для которого найдётся число , такое, что  

  

 

 

 

 

 

где значение , выбирается из формулы Лагранжа и располагается 
между числами  и  . Сжимаемость оператора  реа-
лизуется при  

 

Следовательно, уравнение (13) имеет единственное решение  
[30] из множества . Из однозначности непрерывного решения уравнения 
(13) последовательно на отрезках , , …, , , 
где , следует существование у уравнения (13) единственного 

решения . 
Дифференцируя уравнение (12) и производя замену аргумента в пер-

вом интеграле получаемого равенства: , с учётом равенства 
 имеем  
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─ линейное относительно функции  интегральное уравнение Воль-
терра II рода с решением . И таким образом получаем 

. 
Подставляя полученную функцию , в фор-

мулу (11), имеем решение задачи (1) – (3) в области : 

 

Если , то с использованием решения  уравнения (13) на от-
резке  решение задачи (1) – (3) завершается получением функции 

 в области  по формуле (14). 
Если же , то начальное условие с отрезка , на котором из-

меняется аргумент  при , переносим на отрезок  при  с опре-
делением начальной функции в виде , . 
Затем решаем задачу (1), (2) уже для аргументов  в области  
и , , с новым начальным условием , 

, и с выписыванием решения по формуле (11), и решаем уравнение 
(13) для . Так можем увеличивать временной отрезок пошагово на 
величину  несколько раз до исчерпания всего отрезка  

Итак, решение задачи (1) – (3) на всей области определения  пред-
ставимо сначала в области  формулой (10). Затем в  решение задачи 
(1) – (3) задаётся для областей  

;  0   

формулой (14) для , при , и , с под-

становкой в формулу (14) решений  уравнения (13) на отрезках , 
, …, , последовательно при . При этом каж-

дый раз при очередном решении уравнения (13) относительно функции 
 на отрезке  в последний интеграл уравнения 

(13) подставляется найденное ранее по формуле (14) решение  за-
дачи (1) – (3) в области  

;  
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Существование и единственность непрерывно дифференцируемого 
решения задачи (1) – (3) в области  при выполнении условий (7) – (9) 
теоремы на функцию  следует из формулы (10), так как правая часть 
формулы (10) непрерывно дифференцируема в области . Значение реше-
ния  в точке  удовлетворяет условию (2) и условию (9). Тогда 

 

Решение  в области , в том числе и в точках , 
непрерывно дифференцируемо в силу непрерывной дифференцируемости 
и правой части формулы (14) и неоднородности уравнения (13) с решением 

. При этом  

 

на множестве , и также из области : 

Аналогично и при предельном переходе справа к точкам множества 
 из области  получаем 

 

В силу равенства  в цепочке (15) значения  и 
 совпадают. Следовательно, функция  является непрерыв-

ной на множестве . 
Из формулы (10) следует, что 

 

 

Из формулы (14) следует, что 

 



82 

 

Для производных  и   с учётом пре-
дельного перехода при    от уравнения (1) и равенства (15) к 
равенству 

 
из формул (16) и (17) следует, что  , и 
тем самым . Аналогично 

 

 

Из формул (18), (19), как и выше, следует, что  
, и тем самым . 

В итоге решение  задачи (1) – (3) имеет область определения, 
состоящую из двух подобластей:  и . Так как в каждой из двух 
областей  и  решение  непрерывно дифференцируемо, а на 
общей границе подобластей: множестве , имеет непрерывные частные 
производные первого порядка, то . Теорема 1 доказана.  

Обратная задача I  
Пусть известны значения  и , такие, что , а также за-

даны функции , ,  , 
удовлетворяющие условию (9), и заданы значение , и функции 

, , удовлетворяющие условиям (4). 
Определение 1. Параметр  и функции ,  называются реше-
нием обратной задачи I, если при известных значениях , , 

 и заданных функциях  , , , , 
, , определяемые число  и функции ,  таковы, 

что , , , при  , а 
также  и функции , ,  удовлетворяют уравнению (1) и 
условиям (2) – (4). 
Теорема 2. Пусть заданные значения , , , и 
пусть известные функции , , , 

 таковы, что 
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Тогда, если существуют , ,  и , ,  ─ два ре-
шения обратной задачи I с одинаковыми исходными данными, то , 

  , и  . 
Доказательство. Рассмотрим , ,  ─ решение обратной 

задачи I. Из формулы (10) при  следует, что 

 

Разрешая это равенство относительно функции , с учётом усло-
вий (20), (21) имеем 

 

Из формулы (11) при  следует, что 

 

Дифференцируя полученное равенство по  для значений , 
при которых по условию (20) теоремы выполняется неравенство  
и соответственно неравенство , а затем разрешая получаемое 
относительно числового значения  , имеем  

 

Формула (23) однозначно определяет число  по зна-
чениям известных функций , . Исходя из однозначности  фор-
мула (22) однозначно определяет значения функции  

. Переходя к пределу при  в формуле (22), имеем про-
должающее функцию  значение 

 

которое доопределяет функцию  на отрезке . Для 
задачи (1) – (3) при определённом значении  с коэффици-
ентами  ,  по теореме 1 решение задачи (1) 
– (3) единственно, что даёт и доказываемое равенство   

. Теорема 2 доказана.  
Обратная задача II 

Пусть заданы значения  и , такие, что , и функции 
, ,  , удовлетворяю-

щие условию (9), а также дополнительно заданы значение , 
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удовлетворяющее условию (6), и функция , удовлетворяю-
щая условию (5).
Определение 2.Число  и функции , называются решением об-
ратной задачи II, если при заданных значениях , , и 
функциях , , , , число и функции ,

таковы, что , , ,
, и значение и функции , , удовлетворяют урав-

нению (1) и условиям (2), (3), (5), (6).
Теорема 3. Пусть заданные числа , , , и заданные 
функции , , таковы, что

Тогда, если существуют , , и , , ─ два ре-
шения обратной задачи II при одинаковых исходных данных, то ,

, .
Доказательство. Рассмотрим , , ─ решение обратной задачи 
II. Тогда, как и при доказательстве предыдущей теоремы, для решения об-
ратной задачи II выполняется равенство (22). При из (22) имеем

и параметр  однозначно определяется формулой (25). По-
сле этого при  по формуле (22) однозначно определяется функция 

при . Далее по теореме 1 и решение задачи
(1) – (3) определяется однозначно: . Тео-
рема 3 доказана.
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