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1 Ââåäåíèå

Íà÷àëî ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ïîïóëÿöèé ñ ó÷åòîì ðîñòà îð-
ãàíèçìîâ ìîæíî ñâÿçàòü ñ ðàáîòîé Ë.Ýéëåðà [1]. Àíàëèç ïîïóëÿöèé
ñ âîçðàñòíûì ñòðóêòóðèðîâàíèåì ïîëó÷èë ðàçâèòèå â áîëüøîì öèê-
ëå ïóáëèêàöèé À.Ëîòêè è A.ÌàêÊåíäðèêà (ñì., íàïðèìåð, [2], [3]). Â
íàñòîÿùåå âðåìÿ ìîäåëè áèîëîãè÷åñêèõ ñîîáùåñòâ ñ âîçðàñòíûì è ìè-
ãðàöèîííûì ñòðóêòóðèðîâàíèåì ïðèâëåêàþò ê ñåáå âíèìàíèå [4], [5], [6],
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è èñïîëüçóþòñÿ ïðè èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ ìèêðîîðãàíèçìîâ. Îáðàòíûå
çàäà÷è äëÿ ïîïóëÿöèîííûõ ìîäåëåé èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ [7], [8], [9].
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ïîïóëÿöèè ñ âîçðàñòíîé ñòðóêòóðîé è
ó÷åòîì ìèãðàöèè, âûáèðàåìàÿ çäåñü äëÿ ôîðìàëèçàöèè îáðàòíîé çàäà÷è,
áûëà ïðåäñòàâëåíà â ðàáîòàõ [5] ( còð. 2 ) è [6] ( ñòð. 73 ):

ux(x, t)+ut(x, t)+µ(x)u(x, t) = m(x)η(t)−e(x)u(x, t), (x, t) ∈ QT , (1)

u(0, t) =

∫ l

0

β(ξ)u(ξ, t) dξ, t ∈ [0, T ], (2)

u(x, 0) = φ(x), x ∈ [0, l], (3)

ãäå QT = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t ⩽ T}, è QT � çàìûêàíèå îáëàñòè QT .
Ôóíêöèÿ u(x, t) îïðåäåëÿåò ÷èñëî îñîáåé âîçðàñòà x (èëè èõ ïëîòíîñòü)
â ïîïóëÿöèè â ìîìåíò âðåìåíè t; ôóíêöèè µ(x), m(x)η(t), e(x) � èí-
òåíñèâíîñòè ñìåðòíîñòè, âúåçäíîé ìèãðàöèè (èììèãðàöèè) è âûåçäíîé
ìèãðàöèè (ýìèãðàöèè), ñîîòâåòñòâåííî; ôóíêöèÿ β(x) � ïëîòíîñòü ðåïðî-
äóêòèâíîñòè (ïîÿâëåíèÿ íîâîðîæäåííûõ ó ðîäèòåëÿ âîçðàñòà x); ôóíê-
öèÿ φ(x) � íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå â ïîïóëÿöèè. Íåîòðèöàòåëüíîñòü
âñåõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì â ìîäåëè.

Â ïðÿìîé çàäà÷å òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ôóíêöèþ u(x, t) ïî çàäàííûì
çíà÷åíèÿì l, T è çàäàííûì ôóíêöèÿì µ(x), m(x), η(t), e(x), β(x), φ(x),
x ∈ [0, l] è t ∈ [0, T ].

Â ðàìêàõ îáðàòíîé çàäà÷è ïðè èçâåñòíûõ çíà÷åíèÿõ l > 0 è T ⩾ l
è ôóíêöèÿõ µ(x), e(x), β(x), φ(x), η(t), x ∈ [0, l], t ∈ [0, T ], òðåáóåòñÿ
âîññòàíîâèòü äâå ôóíêöèè m(x) è u(x, t) ïðè çàäàííûõ äîïîëíèòåëüíî
çíà÷åíèÿõ

g(t) = u(l, t), t ∈ [0, T ]. (4)

2 Ïðÿìàÿ çàäà÷à è óñëîâèÿ åå ðàçðåøèìîñòè

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

µ(x),m(x), e(x) ∈ C[0, l], β(x), φ(x) ∈ C1[0, l], η(t) ∈ C1[0, T ], (5)

µ(x),m(x), e(x), β(x), φ(x), η(t) ⩾ 0 ∀x∈ [0, l], t∈ [0, T ], (6)

φ(0)=

∫ l

0

β(s)φ(s) ds, (7)

àíàëîãè÷íî [9], ãäå èñïîëüçîâàëèñü óñëîâèÿm(x) ∈ C1[0, l], η(t) ∈ C[0, T ],
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x, t) ∈ C1

(
QT

)
ïðÿìîé çàäà÷è (1)�

(3), ÷òî ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëÿåìûõ äàëåå ïîñòðîåíèé.
Èíòåãðèðîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) ñ èñïîëüçîâàíèåì

ðåøåíèé åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû è ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (3) äàåò
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[10] ôîðìóëó äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è (1)�(3) íà ÷àñòè îáëàñòè QT

îïðåäåëåíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè u(x, t):

u(x, t) = û(x, t) = φ(x− t) e−
∫ x

x−t(µ(s)+e(s)) ds+

+

∫ x

x−t

m(θ)η(θ+t−x) e−
∫ x

θ (µ(s)+e(s)) dsdθ, 0 < t < x ⩽ l, 0 ⩽ t ⩽ T. (8)

Ïðè ââåäåíèè ôóíêöèè ψ(t) = u(0, t), t ∈ [0, T ], è èíòåãðèðîâàíèè óðàâ-
íåíèÿ (1) íà åãî õàðàêòåðèñòèêàõ äëÿ îñòàëüíûõ òî÷åê (x, t) èç îáëàñòè
QT , äëÿ ðåøåíèÿ u(x, t) èìååì [10] ôîðìóëó

u(x, t) = ψ(t− x) e−
∫ x

0 (µ(s)+e(s)) ds+

+

∫ x

0

m(θ)η(θ+t−x) e−
∫ x

θ (µ(s)+e(s)) ds dθ, 0 < x ⩽ min{l, t}, 0 ⩽ t ⩽ T, (9)

â êîòîðîé ôóíêöèÿ ψ(t), t ∈ [0, T ], ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïîñòðîåííûõ íà
îñíîâå óñëîâèÿ (2) è ôîðìóë (8), (9) èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà
II ðîäà, îäíî èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ t ∈ [0, T1], ãäå T1 = min{l, T},
à äðóãîå, èñïîëüçóåìîå â ñëó÷àå èñõîäíûõ çíà÷åíèé l è T òàêèõ, ÷òî
T > l, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ôóíêöèþ ψ(t) ïðè t ∈ (l, T ]:

ψ(t) =

∫ t

0

K(t, s)ψ(s) ds+H1(t), 0 ⩽ t ⩽ T1 = min {l, T} , (10)

ãäå

K(t, s) = β(t− s) e−
∫ t−s

0 (µ(ξ)+e(ξ)) dξ, 0 ⩽ s ⩽ t ⩽ T1, (11)

H1(t) =

∫ t

0

β(s)

∫ t

t−s

m(τ−t+s)η(τ) e−
∫ s

τ−t+s(µ(ξ)+e(ξ)) dξ dτ ds+

+

∫ l

t

β(s)û(s, t) ds, 0 ⩽ t ⩽ T1, (12)

ñî çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè û(s, t), ïîëó÷åííûìè ïî ôîðìóëå (8), è

ψ(t) =

∫ t

t−l

K(t, s)ψ(s) ds+

+

∫ t

t−l

β(t−τ)
∫ t−τ

0

m(ξ)η(ξ+τ) e−
∫ t−τ

ξ (µ(s)+e(s)) ds dξ dτ, l < t ⩽ T. (13)

Ïîëó÷àåì, ÷òî çàäà÷à (1)�(3) ðåäóöèðóåòñÿ (ñì. òåîðåìó 4.2.2 [10]) äëÿ
t ∈ [0, T ] ê ëèíåéíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì Âîëüòåððà II ðîäà (10) è
(13) îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè ψ(t) ñ ïîñëåäóþùèì âû÷èñëåíèåì çíà÷åíèé
ðåøåíèÿ u(x, t) ïî ôîðìóëàì (8), (9). Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (5)�(7)
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åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ψ(t) ∈ C[0, T ] óðàâíåíèé (10), (13) ñóùåñòâóåò [11].
Èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ (10) ïðè t = 0, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

ψ(0) = φ(0) =

∫ l

0

β(s)φ(s) ds. (14)

Ñðàâíèâàÿ ïðè t = x ∈ [0, T1] çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u(x, t), âû÷èñëÿåìûå ïî
ôîðìóëàì (8) è (9), ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (14) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî çíà÷åíèé
u(x, t)

∣∣
x=t−0

=u(x, t)
∣∣
x=t+0

ïðè t ∈ (0, T1). Çàòåì, äèôôåðåíöèðóÿ ôîðìó-

ëû (8), (9) è ñðàâíèâàÿ ïîëó÷àåìûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïðè x = t±0,
ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (5)�(7) âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëàì
(8) è (9) äàþò u(x, t) ∈ C1

(
QT1

)
àíàëîãè÷íî [9].

Ïðè T > l îäíîçíà÷íîå ðåøåíèå u(x, t) ñ çíà÷åíèåì t= T1 = l ìîæåò
òàêæå èñïîëüçîâàòüñÿ êàê íà÷àëüíîå óñëîâèå â íà÷àëüíî-êðàåâîé ïîñòà-
íîâêå çàäà÷è ñ àðãóìåíòîì t ∈ [l, T2], ãäå T2 = min {2l, T}, àíàëîãè÷íîé
çàäà÷å (1)�(3). Ýòî ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ðàçðåøèìîñòü òàêîé çàäà÷è
(1)�(3) äëÿ àðãóìåíòîâ (x, t) ∈ QT2

. Çàòåì, ïðîäëåâàÿ îáëàñòü èçìåíåíèÿ
ïåðåìåííîé t ïîñëåäîâàòåëüíî íà îòðåçêè [(j − 1)l, jl], ãäå j = 3, 4, . . . , N
äëÿ N = argmaxj∈N ((j − 1)l < T ⩽ jl), è ïðè ýòîì TN = T , è óñòà-
íàâëèâàÿ îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1)�(3) ïîñëåäîâàòåëüíî íà
îáëàñòÿõ QTj

, j = 2, 3, . . . , N , ïîëó÷àåì çà N îäíîòèïíûõ øàãîâ åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå u(x, t) ∈ C1
(
QT

)
çàäà÷è (1)�(3) íà âñåé îáëàñòè åãî

îïðåäåëåíèÿ QTN
= QT .

3 Îáðàòíàÿ çàäà÷à

Îïðåäåëåíèå 1. Ðåøåíèåì îáðàòíîé çàäà÷è (1)�(4) ïóñòü íàçûâàþòñÿ
äâå ôóíêöèè m(x) è u(x, t) òàêèå, ÷òî

m(x) ∈ C[0, l], m(x) ⩾ 0 ∀x ∈ [0, l], u(x, t) ∈ C1
(
QT

)
,

ïðè çàäàííûõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ l, T è ïðè çàäàííûõ ôóíêöèÿõ
µ(x), e(x), β(x), φ(x), η(t), g(t), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

g(t)∈C[0, l], µ(x), e(x)∈C[0, l], β(x), φ(x)∈C1[0, l], η(t)∈C1[0, T ], (15)

µ(x), e(x), β(x), φ(x), η(t), g(τ) ⩾ 0 ∀x, τ ∈ [0, l], t ∈ [0, T ], (16)

φ(0) =

∫ l

0

β(s)φ(s) ds, g(0) = φ(l), 0 < l ⩽ T, (17)

âûïîëíÿþòñÿ óðàâíåíèÿ (1)�(3) è äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå (4).
Òåîðåìà 1. Ïðè èçâåñòíûõ çíà÷åíèÿõ l > 0, T > 0 è çàäàííûõ ôóíêöèÿõ
µ(x), e(x), β(x), φ(x), η(t), g(τ), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (15)�(17) è

g(τ) ∈ C1[0, l], η(0) > 0, (18)

îáðàòíàÿ çàäà÷à (1)�(4) íå ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (15)�(18) ïàðà ôóíê-
öèém1(x), u1(x, t) è äðóãàÿ ïàðà ôóíêöèém2(x), u2(x, t) ÿâëÿþòñÿ äâóìÿ
ðåøåíèÿìè îáðàòíîé çàäà÷è (1)�(4). Èç ôîðìóëû (8) ïðè x = l è óñëî-
âèÿ (4) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ m(x) èç ëþáîãî ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è
óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Âîëüòåððà I ðîäà∫ l

l−t

e−
∫ l

θ (µ(s)+e(s)) dsη(θ + t− l)m(θ) dθ = g(t)−

−φ(l − t)e−
∫ l

l−t(µ(s)+e(s)) ds, 0 ⩽ t ⩽ l. (19)

Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî (19) ïî t è ïðîèçâîäÿ çàìåíó t = l − τ ,
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

m(τ) =

∫ l

τ

G(τ, θ)m(θ) dθ +H2(τ), 0 ⩽ τ ⩽ l, (20)

ãäå ÿäðî G(τ, θ) è íåîäíîðîäíîñòü H2(θ) óðàâíåíèÿ (20) èìåþò âèä

G(τ, θ) =
1

η(0)
η′(θ − τ) e

∫ θ

τ (µ(s)+e(s)) ds, 0 ⩽ τ ⩽ θ ⩽ l, (21)

H2(τ) =
φ′(τ)+φ(τ)(µ(τ)+e(τ))

η(0)
+
g′(l−τ)
η(0)

e
∫ l

τ (µ(s)+e(s)) ds, 0⩽τ⩽ l. (22)

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (15)�(18) òåîðåìû îïðåäåëÿåìûå ôîðìó-
ëàìè (21), (22) ôóíêöèè G(τ, θ) è H2(τ) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè íà
îáëàñòÿõ èõ îïðåäåëåíèÿ. Â ñèëó ýòîãî ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
Âîëüòåððà II ðîäà (20) èìååò [11] åäèíñòâåííîå ðåøåíèå m(x) ∈ C[0, l].
Ñîîòâåòñòâåííî, ôóíêöèèm1(x) èm2(x) èç ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé îáðàòíîé
çàäà÷è (1)�(4) ñîâïàäàþò: m1(x) ≡ m2(x) ≡ m(x) ïðè x∈ [0, l]. Îòñþäà â
ñèëó âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (5)�(7) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðÿ-
ìîé çàäà÷è (1)�(3) u(x, t) ∈ C1

(
QT

)
. Òîãäà è ðåøåíèÿ u1(x, t), u2(x, t)

çàäà÷è (1)�(3) ñîâïàäàþò: u1(x, t) ≡ u2(x, t) ≡ u(x, t) íà ìíîæåñòâå QT .
Ýòî îïðîâåðãàåò ñäåëàííîå â íà÷àëå äîêàçàòåëüñòâà ïðåäïîëîæåíèå î
ñóùåñòâîâàíèè äâóõ ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé îáðàòíîé çàäà÷è (1)�(4).

4 Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è (1)�(4) âîññòàíîâëåíèÿ
ôóíêöèé m(s), u(x, t), ïðè çàäàííûõ èñõîäíûõ çíà÷åíèÿõ l, T , ïðè
èçâåñòíûõ ôóíêöèÿõ µ(x), e(x), β(x), φ(x), η(t), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèÿì îïðåäåëåíèÿ, è ïðè èçâåñòíûõ âìåñòî ôóíêöèè g(t) çíà÷åíèÿõ
óðîâíÿ ïîãðåøíîñòè δ > 0 è ôóíêöèè gδ(t) ∈ C[0, l], òàêîé, ÷òî∥∥gδ(t)− g(t)

∥∥
C[0,l]

⩽ δ,
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ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû îáùèå ðåãóëÿðèçèðóþùèå àëãîðèòìû [12].
Ïîìèìî îáùèõ ìåòîäîâ ðåãóëÿðèçàöèè ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ïîëó÷å-

íèå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è (1)�(4) ýêâèâàëåíòíî ïî ñóùåñòâó ðåøåíèþ
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà II ðîäà (20) èëè èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà I ðîäà (19), ðåäóöèðóåìûõ èç óñëîâèé îáðàòíîé
çàäà÷è, äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ìîæíî èñïîëüçîâàòü äâà ñëåäó-
þùèõ àëãîðèòìà, ñîõðàíÿþùèõ ýâîëþöèîííóþ îñîáåííîñòü óðàâíåíèé
(19), (20).

Âî-ïåðâûõ, äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè m(x) ìîæåò áûòü èñïîëü-
çîâàí èòåðàöèîííûé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ðåøåíèè ëèíåéíîãî èíòå-
ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà II ðîäà (20) ñ ïîëó÷åíèåì ýëåìåíòîâ ðàâ-
íîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ [11] ê ôóíêöèè m(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{
m(n)(x)

}
ïî ôîðìèðóåìîé íà îñíîâå óðàâíåíèÿ (20) ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå

m(n+1)(x) =

∫ l

x

G(x, θ)m(n)(θ) dθ +Hδ
2(x), 0 ⩽ x ⩽ l, ∀n ∈ N, (23)

ñ íà÷àëüíûì ýëåìåíòîì

m(1)(x) = Hδ
2(x), 0 ⩽ x ⩽ l. (24)

Ôóíêöèÿ G(x, θ) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (21), à ôóíêöèÿ Hδ
2(x), èñõî-

äÿ èç ôîðìóëû (22) äëÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè H2(x), âêëþ÷àþùåé òåïåðü
èñïîëüçîâàíèå äàííûõ ñ ïîãðåøíîñòüþ, èìååò âèä

Hδ
2(x) =

φ′(x)+φ(x)(µ(x)+e(x))

η(0)
+
g′δ(l−x)
η(0)

e
∫ l

x(µ(s)+e(s)) ds, 0⩽x⩽ l.

Íåêîððåêòíîñòü çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè m(x) ïðè èñïîëüçîâà-
íèè èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà (23), (24) ñâÿçàíà ëèøü ñ íåîáõîäèìîñòüþ
ïðåäâàðèòåëüíîãî ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ [12] ïðèáëèæåííî çà-
äàííîé íà îòðåçêå [0, T ] íåïðåðûâíîé ôóíêöèè gδ(t) äëÿ ïîëó÷åíèÿ
çíà÷åíèé g′δ(t). ×èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè
gδ(t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå ïðîñòîé, ïîäðîáíî èññëåäîâàííîé â
ëèòåðàòóðå è äåòàëüíî àëãîðèòìèçèðîâàííîé íåêîððåêòíîé çàäà÷è [10],
[12], [13].

Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ mδ(x) óðàâíåíèÿ (20) ïðè
ïîìîùè àëãîðèòìà (23), (24), çàâåðøàþùèì øàãîì â ðåøåíèè îáðàò-
íîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ âîññòàíîâëåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèè u(x, t) � ðåøåíèÿ
ïðÿìîé çàäà÷è (1)�(3) ñ ïðèáëèæåííî èçâåñòíûìè, ïîëó÷åííûìè èç óðàâ-
íåíèÿ (20) çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè mδ(x). Ïðè ýòîì, èñõîäÿ èç ôîðìóëû
(8), ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u(x, t) äëÿ àðãóìåíòîâ (x, t) èç
îáëàñòè, â êîòîðîé 0 < t < x ⩽ l, ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ôîðìóëå

uδ(x, t) = û δ(x, t) = φ(x− t) e−
∫ x

x−t(µ(s)+e(s)) ds+
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+

∫ x

x−t

mδ(θ)η(θ + t− x) e−
∫ x

θ (µ(s)+e(s)) dsdθ, 0 < t < x ⩽ l. (25)

Çàòåì ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u(x, t) äëÿ îñòàëüíûõ òî÷åê
îáëàñòè (x, t) ∈ QT ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû îïÿòü ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííî-
ãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà
II ðîäà (10), (13) îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè ψ(t), íà îñíîâå ðåêóððåíòíûõ
ôîðìóë, ïîëó÷àåìûõ èç óðàâíåíèé (10), (13):

ψ(n+1)(t) =

∫ t

0

K(t, s)ψ(n)(s) ds+

+

∫ t

0

β(s)

∫ s

0

mδ(σ) η(σ − s+ t) e−
∫ s

σ (µ(ξ)+e(ξ))dξ dσ ds+

+

∫ l

t

β(s) û δ(s, t) ds, 0 ⩽ t ⩽ l, n∈N, (26)

ψ(n+1)(t) =

∫ t

0

K(t, s)ψ(n)(s) ds+

+

∫ t

0

β(s)

∫ s

0

mδ(σ) η(σ−s+t) e−
∫ s

σ (µ(ξ)+e(ξ))dξ dσ ds, l<t⩽T, n∈N, (27)

ñ íà÷àëüíûì ýëåìåíòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{
ψ(n)(t)

}
, îïðåäåëÿåìûì

ôîðìóëàìè

ψ(1)(t) = φ(0)

∫ t

0

K(t, s) ds+

+

∫ t

0

β(s)

∫ s

0

mδ(σ) η(σ − s+ t) e−
∫ s

σ (µ(ξ)+e(ξ))dξdσ ds+

+

∫ l

t

β(s) ûδ(s, t) ds, 0 ⩽ t ⩽ l, (28)

ψ(1)(t) = φ(0)

∫ t

0

K(t, s) ds+

+

∫ t

0

β(s)

∫ s

0

mδ(σ) η(σ − s+ t) e−
∫ s

σ (µ(ξ)+e(ξ))dξ dσ ds, l<t⩽T, (29)

ãäå ôóíêöèÿ K(t, s) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (11). Ïîëó÷àåìàÿ ïî ðåêóð-
ðåíòíûì ôîðìóëàì (26), (27) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
ψ(n)(t)

}
ðàâíîìåðíî

ñõîäÿòñÿ [11] íà îòðåçêå [0, T ], ê åäèíñòâåííîìó ðåøåíèþ ψδ(t) ëèíåéíûõ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà II ðîäà (10), (13), â ïðàâûå ÷àñòè
êîòîðûõ ïîäñòàâëåíà ôóíêöèÿ mδ(x) íà ìåñòî çíà÷åíèé m(x).

Ñ îïðåäåëåííûìè ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû (26)�(29) çíà-
÷åíèÿìè ψδ(t), ïîñëå âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé uδ(x, t) = û δ(x, t) ïî ôîðìóëå
(25), âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè uδ(x, t) â îñòàâøèõñÿ òî÷êàõ îáëàñòè QT

ïðîèçâîäèòñÿ íà îñíîâå óðàâíåíèÿ (9) ïî ôîðìóëå

u(δ)(x, t) = ψδ(t− x) e−
∫ x

0 (µ(s)+e(s)) ds+
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+

∫ x

0

η(θ+ t−x) e−
∫ x

θ (µ(s)+e(s))dsmδ(θ) dθ, 0<x⩽min{l, T}, 0⩽ t⩽T. (30)

Ââîäèìàÿ â çàäà÷ó (1)�(4), â ñèñòåìó óðàâíåíèé (10), (13) è â èòå-
ðàöèîííûé àëãîðèòì (26)�(29) ôóíêöèÿ ψ(t) è åå ïðèáëèæåíèÿ íîñÿò
âñïîìîãàòåëüíûé, òåõíè÷åñêèé õàðàêòåð ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è.

Âòîðîé âàðèàíò ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè m(x)
ìîæåò áûòü ñâÿçàí ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìîâ èç ðàáîò [14], [15],
[16], [17], îðèåíòèðîâàííûõ íà ðåøåíèå èìåííî ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé Âîëüòåððà I ðîäà òàêèõ, êàêèì â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ
óðàâíåíèå (19). Ïðåäëàãàåìûå â ýòèõ ðàáîòàõ àëãîðèòìû îñíîâàíû íà
ðàçëè÷íûõ ïîäõîäàõ ê ïîëó÷åíèþ óñòîé÷èâûõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà I ðîäà çà ñ÷åò ââåäåíèÿ ðåãóëÿðè-
çèðóþùèõ ïàðàìåòðîâ, ñîãëàñóåìûõ ñ óðîâíåì ïîãðåøíîñòè δ èñõîäíûõ
äàííûõ.

Òàê, íàïðèìåð, â ðàáîòå [16] äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà I ðîäà∫ x

0

B(x, ξ) f(ξ) dξ = y(x), x ∈ [0, l], (31)

ó êîòîðîãî ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî íåèçâåñòíîãî
ðåøåíèÿ f(x) ∈ C1[0, l], c ïîâòîðÿþùèì ñòðóêòóðó óðàâíåíèÿ (19) ÿäðîì

B(x, ξ) ∈ C2,0 (∆l) , B(x, x) = 1 ∀x ∈ [0, l], (32)

ãäå ∆l = {(x, ξ) : 0 ⩽ ξ ⩽ x ⩽ l}, è ñ çàäàííûìè âìåñòî íåèçâåñòíîé â
ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (31) ôóíêöèè y(x) èçâåñòíîãî çíà÷åíèÿ óðîâíÿ
ïîãðåøíîñòè δ > 0 è èçâåñòíîé ôóíêöèè yδ(x), ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí,
êàê íàèáîëåå ïîêàçàòåëüíûé è ïðîñòîé ïî ñòðóêòóðå, ïðåäëîæåííûé â
ðàáîòå [16] ïåðåõîä îò óðàâíåíèÿ (31) ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ Âîëüòåððà II ðîäà ñ ïàðàìåòðîì α > 0 ïðè èñêîìîé ôóíêöèè fα(x) â
äîïîëíèòåëüíî ââîäèìîì â óðàâíåíèå (31) âíåèíòåãðàëüíîì ñëàãàåìîì:

αfα(x) +

∫ x

0

B(x, ξ) fα(ξ) dξ = yδ(x), x ∈ [0, l], (33)

ãäå ∥∥yδ(x)− y(x)
∥∥
C[0,l]

⩽ δ.

Â ýòîì ñëó÷àå ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ fα(δ)(x) óðàâíåíèÿ (33) ê òî÷íîìó
ðåøåíèþ f(x) óðàâíåíèÿ (31) îáóñëàâëèâàåòñÿ [16] îöåíêîé∥∥fα(δ)(x)− f(x)

∥∥
C[0,l]

< k ·
(
α(δ) +

δ

α(δ)

)
,

ïðè k = const > 0, c ñîãëàñîâàíèåì óðîâíÿ ïîãðåøíîñòè δ > 0 çàäàíèÿ
èñõîäíûõ äàííûõ ñî çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà α(δ) > 0 â óðàâíåíèè (33) â
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ôîðìå âûïîëíåíèÿ ïðè δ → 0 óñëîâèé

α(δ) → 0,
δ

α(δ)
→ 0.

Â äðóãîé ðàáîòå [15] äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííîãî ïðèáëèæåíèÿ
ê òî÷íîìó ðåøåíèþ f(x) óðàâíåíèÿ (31) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

B(x, ξ)∈C1,0(∆l) ,

∣∣∣∣ min
(x,ξ)∈∆l

B(x, ξ)

∣∣∣∣=b>0,

∣∣∣∣ max
(x,t)∈∆l

Bx(x, ξ)

∣∣∣∣=B>0, (34)

ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ ôóíêöèè f(x)
íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå íà îòðåçêå [0, l] ñ ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî âåêòîðà çíà÷åíèé fh

(
xi−1/2

)
:

h

i∑
j=1

B
(
xi, xj−1/2

)
fh
(
xj−1/2

)
=yδ(xi) , xi= ih, xi−1/2= ih−

h

2
, h=

l

n
, (35)

ïðè i = 1, 2, . . . , n. Ðåøåíèå fh(δ)
(
xj−1/2

)
ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòå-

ìû óðàâíåíèé (35) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ [15] â âèäå àïïðîêñèìàöèè
çíà÷åíèé òî÷íîãî ðåøåíèÿ f(x) óðàâíåíèÿ (31) â òî÷êàõ ñåòêè x = xi−1/2.
Ïðè ýòîì ∥∥fh(δ) (xi−1/2

)
− f

(
xi−1/2

)∥∥
Rn → 0,

ïðè δ → 0 c ñîãëàñîâàíèåì óðîâíÿ ïîãðåøíîñòè δ > 0 çàäàíèÿ ôóíêöèè
yδ(x) ñî çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà h(δ) > 0 â ñèñòåìå (33) ñ âûïîëíåíèåì [15]
ïðè δ → 0 óñëîâèé

h(δ) → 0,
δ

(h(δ))3
= A = const.

Äîñòàòî÷íî ïðîñòûå ïî ñòðóêòóðå óðàâíåíèå (33) è ñèñòåìà (35) ïðè
âûïîëíåíèè íà ÿäðî B(x, ξ) óñëîâèé (32) èëè (34) ñîîòâåòñòâåííî, óäîáíû
äëÿ ðåãóëÿðèçîâàííîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (31).

Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ mδ(x), x ∈ [0, l] óðàâíåíèÿ
(19) ïóòåì åãî ñâåäåíèÿ ê óðàâíåíèþ âèäà (33) èëè ê ñèñòåìå óðàâíå-
íèé âèäà (35) íåîáõîäèìîå äëÿ çàâåðøåíèÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è
(1)�(4) âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèè uδ(x, t) ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî
èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðîé (26)�(29) ñ ôîðìóëàìè (25), (30).

Ïîäâîäÿ èòîã, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïåðâûé ïîäõîä ñ âîññòàíîâëåíè-
åì ôóíêöèè m(x) â îáðàòíîé çàäà÷å (1)�(4) èòåðàöèîííûì ìåòîäîì (23),
(24) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ II ðîäà (20) ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ïðîñòûì ïî
ñðàâíåíèþ ñ ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ I ðîäà (19) ââåäåíèåì
ðåãóëÿðèçèðóþùåãî ïàðàìåòðà â ðàìêàõ âòîðîãî ïîäõîäà ñ ïåðåõîäîì îò
óðàâíåíèÿ (19) ê óðàâíåíèþ âèäà (33) èç [16] èëè ê ñèñòåìå âèäà (35)
èç [15]. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (20) â
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ðàìêàõ ïåðâîãî ïîäõîäà òðåáóåòñÿ ëèøü ÷èñëåííî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü
ôóíêöèþ gδ(t). Â ëèòåðàòóðå ïðåäñòàâëåíû è ïîäðîáíî äåòàëèçèðîâàíû
ðàçëè÷íûå âèäû âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:
ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåãóëÿðèçàöèè ôóíêöèîíàëà Òèõîíîâà [10], èëè ðàç-
íîñòíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì [12], èëè ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèåé [18],
[19], [20], èëè îäíèì èç ñåðèè ñïåöèàëüíûõ àëãîðèòìîâ [13], èëè ìåòîäàìè
èç ðàáîò [15], [16] ïðè B(x, ξ) ≡ 1 â óðàâíåíèè (31). Çà÷àñòóþ ïîäðîáíîå
èññëåäîâàíèå ïðåäëàãàåìûõ ìåòîäîâ â ïåðå÷èñëåííûõ èñòî÷íèêàõ ñîïðî-
âîæäàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì êà÷åñòâåííûõ ïðîãðàìì äëÿ êîìïüþòåðíûõ
âû÷èñëåíèé è ïðèìåðàìè ðåøåíèé. Â òî âðåìÿ êàê ïðè ðåøåíèè óðàâíå-
íèÿ I ðîäà (19) ñ ÿäðîì áîëåå ñëîæíîãî âèäà, ÷åì B(x, ξ) ≡ 1, ïî âòîðîé
ñõåìå ïîòðåáóåòñÿ ðåàëèçàöèÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî èç ðåãóëÿðèçèðó-
þùèõ, îðèåíòèðîâàííûõ íà êîíêðåòíîå ÿäðî B(x, ξ) ̸≡ 1, àëãîðèòìîâ èç
÷èñëà ïðåäëîæåííûõ â ðàáîòàõ [16], [15] èëè ñõîæèõ ñ íèìè èç ñòàòåé [14],
[17] ñ ñîãëàñîâàíèåì ðåãóëÿðèçèðóþùåãî ïàðàìåòðà â ýòèõ àëãîðèòìàõ
ñ óðîâíåì ïîãðåøíîñòè δ çàäàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ â îáðàòíîé çàäà÷å
(1)�(4).

5 Àâòîðñêèå äåêëàðàöèè

5.1 Ôèíàíñèðîâàíèå

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå National Natural Science
Foundation of China (No. 12171036) è Beijing Natural Science Foundation
(Key Project No. Z210001).

5.2 Êîíôëèêò èíòåðåñîâ

Îòñóòñòâóåò.

5.3 Âêëàä àâòîðîâ

À.Þ. Ùåãëîâ � ïîñòàíîâêà çàäà÷, èññëåäîâàíèå ðåøåíèé, íàïèñàíèå
òåêñòà ñòàòüè.
Øýíü Öèí � ïîñòàíîâêà çàäà÷, èññëåäîâàíèå ðåøåíèé, íàïèñàíèå òåêñòà
ñòàòüè.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Euler L. Recherches generales sur la mortalite et la multiplication du
genre humaine // Histoire de l'Academie Royale des Sciences et Belles
Lettres. � 1760. � Vol. 16. � Pp. 144�164.

[2] Lotka A. Elements of mathematical biology. � N.-Y.: Dover Publ., 1924.

99



[3] McKendrick A. G. Application of mathematics to medical problems //
Proc. Edinb. Math. Soc. � 1926. � Vol. 44. � Pp. 98�130.

[4] Espenshade T. J., Bouvier L. F., Arthur W. B. Immigration and the
stable population model // Demography. � 1982. � Vol. 19, no. 1. �
Pp. 125�133.

[5] N. Bacaer. The asymptotic behavior of the McKendrick equation with
immigration // Math. Popul. Stud. � 2003. � Vol. 10. � Pp. 1�20.

[6] Iannelli M., Milner F. The basic approach to age-structured population
dynamics. Models, methods and numerics. � Cham: Springer, 2017.

[7] Denisov A. M., Makeev A. S. Iterative methods for solving an inverse
problem for a population model // J. Computational Mathematics and
Mathematical Physics. � 2004. � Vol. 44, no. 8. � Pp. 1404�1413.

[8] Perthame B., Zubelli J. On the inverse problem for a size-structured
population model // Inverse Problems. � 2007. � Vol. 23, no. 3. �
Pp. 1037�1052.

[9] Shcheglov A. Yu., Netessov S. V. An inverse problem for an age-
structured population dynamics model with migration �ows // Numer.
Analys. Appl. � 2024. � Vol. 17, no. 1. � Pp. 93�98.

[10] Äåíèñîâ À. Ì., Ðàçãóëèí À. Â. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ. � Ì.: ÌÀÊÑ Ïðåññ, ÌÃÓ, 2009.

[11] Polyanin A. D., Manzhirov A. V. Handbook of integral equations. �
New York, Washington, Boca Raton, London: CRC Press, 1998.

[12] Äåíèñîâ À. Ì. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. � Ì.:
Èçä. Ìîñê. óí-òà, 1994.

[13] Äåìèäîâè÷ Â. Á. Âîññòàíîâëåíèå ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ ïî
ýêñïåðèìåíòàëüíîé èíôîðìàöèè // Âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû è ïðî-
ãðàììèðîâàíèå. � 1967. � Ò. 8, � 4. � Ñ. 96�102.

[14] Sergeev V. O. Regularization of the Volterra equation of the �rst kind //
Dokl. Akad. Nauk SSSR. � 1971. � Vol. 197, no. 3. � Pp. 531�534.

[15] Àïàðöèí À. Ñ., Áàêóøèíñêèé À. Á. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà I ðîäà ìåòîäîì êâàäðàòóðíûõ
ñóìì // Äèôôåðåíöèàëüíûå è èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ. � 1972. �
� 1. � Ñ. 120�128.

100



[16] Denisov A. M. On approximate solution of Volterra equation of the �rst
kind // Comp. Math. and Math. Physics. � 1975. � Vol. 15, no. 4. �
Pp. 237�239.

[17] Magnitskii N. A. A method of regularizing Volterra equations of the �rst
kind // Comp. Math. and Math. Physics. � 1975. � Vol. 15, no. 5. �
Pp. 221�228.

[18] Ãðåáåííèêîâ À. È. Ìåòîä ñïëàéíîâ è ðåøåíèå íåêîððåêòíûõ çàäà÷
òåîðèè ïðèáëèæåíèé. � Ì.: Èçä. Ìîñê. óí-òà, 1983.

[19] Dmitriev V. I., Ingtem J. G. Numerical di�erentiation using spline
functions // Comput. Math. Model. � 2012. � Vol. 23, no. 3. �
Pp. 312�318.

[20] Dmitriev V. I., Ingtem J. G. Using spline approximation to di�erentiate
a function de�ned with errors // Comput. Math. Model. � 2013. �
Vol. 24, no. 1. � Pp. 65�72.

101


