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СПОНТАННАЯ ЭМИССИЯ ФОТОНА ТЕМНЫМ
СОСТОЯНИЕМ ПРИ ДЕФОРМАЦИИ ГАМИЛЬТОНИАНА

ТАВИСА-КАММИНГСА-ХАББАРДА�

1. Введение

Модель Джейнса-Каммингса [1] и ее обобщение - модель Тависа-
Каммингса [2] описывает динамику группы n двух-уровневых атомов в
оптической полости, взаимодействующих с одномодовым полем внутри
нее.

Гамильтониан модели TCH имеет вид
HRWA

TCH = ∑
i

HTC, i + ∑
i< j

μi j(a+j ai +a+i a j),

HTC, i = h̄ωa+i ai + h̄ω ∑
k

σ+
ik σik +∑

k
gi

k(a
+
i σik +aiσ+

ik ),
(1)

где индексы i, j относятся к полости, k - к атому внутри нее, операторы
атомных релаксаций и возбуждений σik,s+ik и полевые операторы ai,a+i
имеют стандартный вид. Мы также будем рассматривать модификацию
этой модели, в которой допускается туннелирование атомов между
полостями по специальным мостикам; в этом случае в гамильтониан (1)
добавляется слагаемое ∑

i< j
μat

i j (S
+
ikS jk + SikS+jk), где S jk - оператор

уничтожения атома k в полости j, μat
i j - интенсивность туннелирования

атома k между полостями i, j. Такую модификацию мы будем называть
моделью TCHtun.

Собственные состояния гамильтониана Тависа-Каммингса (TC)
имеют очень сложное описание [2], однако практическую ценность
имеют те, в которых атомная система не может взаимодействовать с
полем, так как именно это взаимодействие является главным источником
декогерентности - главного врага квантовых вычислений.

В частности, важными являются так называемые темные состояния
атомных ансамблей, находясь в которых атомы не могут испустить
энергию в виде фотонов. Темные состояния имеют многочисленные
приложения, например, как аккумуляторы энергии для
нано-устройств [3]. Роль темных состояний в междуатомных
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взаимодействиях рассматривалась в работе [4], в управлении
твердотельными спинами - в [5], в управлении макроскопическими
квантовыми системами - в [6]; их роль в биологии, в светособирательных
комплексах, исследовалась в [7]. Некоторые методы получения темных
состояний можно найти в работе [8] и в [9]. В недавней работе [10]
рассматривались темные состояния трехуровневых систем. В работе [11]
установлена размерность темного подпространства в модели
Тависа-Каммингса.

Темное подпространство в модели с неподвижными атомами в
модели TC+RWA есть ядро оператора рождения фотона: Ker(a+). Однако
для модели TCHtun с движущимися атомами это уже не так: атом может
сначала переместиться, а уже потом испустить фотон. Поэтому в модели
с движущимися атомами темное подпространство (мы называем его
черным), будет иметь вид Ker(a+Ut), где Ut = exp(− i

h̄Ht) для малого t > 0.
Важным вопросом является степень устойчивости темных

состояний к плавной деформации гамильтониана, например, к
перемещению атомов внутри одной полости оптическими пинцетами, что
выражается в изменении энергии взаимодействия атомов с полем gi

k, что
и является предметом данной работы.

2. Деформация гамильтониана для одной полости

Энергия взаимодействия атома с координатой x внутри полости
длины L и поля этой полости с длиной волны L/2 задается выражением
g =

√
h̄ω/V dE(x), где V - эффективный объем полости, E(x) = sin(πx/L).

Перемещение атома внутри полости сводится к изменению x. Мы будем
рассматривать случай такого перемещения, что g1 = const, g2 → 0. Задача
становится нестационарной, и описывается переменным гамильтонианом
HTC(t).

Спектр гамильтониана TC для двухатомной системы не имеет
вырожденных уровней, так что для этого случая применима
адиабатическая теорема. Численное моделирование показывает, что
эволюция решения нестационарного уравнения Шредингера для такого
гамильтониана при достаточно плавном изменении энергии
взаимодействия g2 переводит синглет |s12〉 = 1√

2
(|01〉 − |10〉) в

аналогичный по форме синглет |s12(t)〉 = 1√
g2

1+g2
2
(g1|01〉− g2|10〉), причем

если в первоначальном состоянии полости в ней не было фотонов, то и в
течение всей эволюции они не появятся, что говорит об устойчивости
одного синглета к плавной деформации гамильтониана.

Однако для двух синглетов в одной полости ситуация будет
совершенно иной. Для 4-атомного квартета спектр деформируемого
гамильтониана TC имеет вид, показанный на рисунке 1; вырожденность
уровней, соответствующих темным состояниям, не дает возможности
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применить адиабатическую теорему. Четвертым уровнем будет начальное
темное состояние |s12,34〉, а вырожденные пятый и шестой уровни
содержат ненулевую амплитуду базисного состояния с явными 2
фотонами (|2〉ph|0000〉at).

Рис. 1. Спектральные линии деформируемого гамильтониана TC.
Собственные состояния пронумерованы от нуля до десяти по увеличению
энергии.

3. Устойчивость темных состояний для модели с перемещением
атомов

Рассмотрим возможность туннелирования атомов между полостями
- модель TCHtun. Мы предполагаем, что граф G полостей с ребрами в
виде туннельных мостиков для атомов между ними является связным.
Для двухатомной системы темные состояниями ее гамильтониана будут
существовать тогда и только тогда, когда граф G будет четным, то есть
любой цикл в нем содержит четное число вершин. В этом случае темное
состояние 2 атомов - единственное, и имеет вид |sG 〉 = ∑

i
(−1)d(i)|si〉, где

d(i) - длина пути, соединяющего полость i с полостью 0, а |si〉 = |si
12〉 -

синглет в полости i.

Пусть граф G состоит всего из 2 полостей, так что |sG 〉= |s1〉− |s2〉.
Мы будем предполагать, что этот процесс осуществляется так, что
энергия взаимодействия с полем для перемещенного атома сохраняется;
это можно обеспечить, располагая каналы туннелирования отдельно для
каждого атома. Пусть g1

1 = g2
1 = const, g2

1 = g2
2 → 0 - медленная

деформация гамильтониана.
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4. Вероятность свободного фотона в резонаторе как функция
времени

Чтобы заставить g2(t)(и g4(t)) изменяться достаточно медленно,
воспользуемся следующей функцией:

Рис. 2. G(t)

G(t) =

{
e−(5 t

T )
2
, 0 � t � 0.5T,

e−(5 T−t
T )2

, 0.5T � t � T,
(2)

где

t ∈ [0,T ], Δt = 0.001, T = 103,

f ′(0.5T −0) = f ′(0.5T +0)≈ 0,
g2(t) = g1G(t).

Уравнение Шрёдингера:

{
ih̄|ψ̇(t)〉= H(t)|ψ(t)〉, 0 � t � T
|ψ(0) = |s12〉. (3)

Итеративный расчет: |ψ(t +Δt)〉= e−iH(t)Δt |ψ(t)〉.

1. Предположим, что в полости находятся два атома. Мы
устанавливаем начальное состояние как |s12〉 = 1√

2
(|01〉 − |10〉). (Если в

полости находятся 4 атома, то начальное состояние: |ψ(0)〉= |s12〉|s34〉.)
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Рис. 3. 2 атома, 1 полость; вероятности внутрирезонаторных состояний во
времени, t ∈ [0,T ′], T ′ = 0.1T.

В случае двух атомов состояние в резонаторе возвращается к
исходному по мере того, как g2(t) возвращается к исходному значению.
Однако по мере увеличения числа атомов, когда функция G(t) меняется
быстро (на рис.4 G(t) изменяется в 10 раз быстрее исходной), состояние в
резонаторе не возвращается в исходное состояние (рис.4).

Рис. 4. 4 атома, 1 полость; исходное состояние: |s12,34〉 = |s12〉|s34〉,
t ∈ [0,T ′], T ′ = 0.1T.

Поэтому мы проводим имитационные эксперименты с медленно
меняющейся функцией G(t)(рис.2).

2. Рассмотрим вероятность появления хотя бы одного свободного
фотона. При наличии всего двух атомов в резонаторе вероятность
появления свободного фотона следующая:
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Рис. 5. 2 атома, 1 полость; вероятность появления свободных фотонов при
наличии в полости двух атомов (|1〉|00〉).

В случае 4 атомов в резонаторе мы предполагаем, что начальное
состояние равно |s12,34〉= |s12〉|s34〉.

Рис. 6. 4 атома, 1 полость; вероятность |1〉|0001〉,|1〉|0010〉,|1〉|0100〉 и
|1〉|1000〉 при наличии в полости 4 атомов (g2(t) = g4(t) = G(t)).

Эти два графика представляют собой кривые вероятности
появления в резонаторе только одного фотона. Мы видим, что независимо
от того, находятся ли в резонаторе только 2 атома или 4 атома, их кривые
вероятности показывают два горба.

Рис. 7. 4 атома, 1 полость; вероятность того, что в полости в момент t
будет хотя бы один явный фотон (g2(t) = g4(t) = g1G(t)).
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P(t) - это вероятность того, что в полости в момент t будет хотя бы
один явный фотон.

P(t) = 〈2ph|ρph(t)|2ph〉+ 〈1ph|ρph(t)|1ph〉,
где

ρph = trph(ρ(t)) - матрица плотности относительного поля;
ρ(t) = |Ψ〉〈Ψ| - матрица плотности всего состояния поля и атомов

при медленной эволюции.
На рис. 7 показан случай, когда 4 атома находятся в одной полости.

Поскольку вероятность появления 2 фотонов (максимальное значение
около 0,004) намного больше, чем вероятность появления только одного
фотона (максимальное значение около 3×10−6), изображение в основном
представляет вероятность появления двух фотонов, а кривая представляет
собой одиночный горб.

Сравнение рисунка 5 с рисунком 7 показывает, что наличие
дополнительной пары атомов в синглетном состоянии увеличивает
эффект спонтанной эмиссии фотона.

При использовании другой функции g2(t) = g1
2 (1 + cos(2πt

T )) для
плавной деформации максимальные амплитуды свободных фотонов(при
t = 0.5T , g2(t) = g4(t) = 0) почти не меняются.

Два графика имеют почти одинаковые максимумы. У нас есть
основания полагать, что это не совпадение и что свободные фотоны
существуют.

3. Обсудим метод оценки того, остается ли состояние в оптическом
резонаторе темным при изменении gi(t).

Поскольку вероятность появления фотонов в оптическом резонаторе
мала, необходимо проверить, является ли это итеративной ошибкой или
следствием разрушения темного состояния при изменении g2(t) и g4(t) .
Мы используем следующий метод, чтобы проверить, остается ли
состояние внутри оптического резонатора постоянно темным.

σ(t) = g1σ1 +g2(t)σ2 +g3σ3 +g4(t)σ4

После упрощения матрицы σ(t) получаем rank(σ(t)) = 6. Поэтому
пространство решений σ(t)|s〉= 0 имеет 6 базисов:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

|s1(t)〉= g1g3|0101〉+g2(t)g4(t)|1010〉−g1g4(t)|0110〉−g2(t)g3|1001〉
|s2(t)〉=−g1g3|0101〉−g2(t)g4(t)|1010〉−g1g2(t)|0011〉+g3g4(t)|1001〉
|s3(t)〉=−g1|0100〉−g2(t)|1000〉
|s4(t)〉=−g1|0001〉−g4(t)|1000〉
|s5(t)〉=−g1|0010〉−g3(t)|1000〉
|s6(t)〉= |0000〉

(4)
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Так как начальное состояние |s12,34〉, то если |ψ(t)〉 останется в
темном состоянии и в резонаторе не появятся свободные фотоны, то
состояние в резонаторе может быть представлено как:
|ψ(t)〉 = α|s1(t)〉 + β |s2(t)〉. Это означает, что отношение амплитуды
|0101〉 и амплитуды |1010〉 равно: g1g3

g2(t)g4(t)
.

Зададим функцию λ (x) - амплитуду x. Тогда мы должны иметь
g2(t)g4(t)λ (|0101〉)− g1g3λ (|1010〉) = 0, если состояние в резонаторе все
время остается темным.

Рис. 8. 4 атома,1 полость; g2(t)g4(t)λ (|0101〉)−g1g3λ (|1010〉).

Отсюда мы видим, что выражение
g2(t)g4(t)λ (|0101〉)− g1g3λ (|1010〉) не всегда остается равным 0. Даже
при t = 0,5T его значение намного больше 0. Это означает, что |ψ(t)〉 не
может быть представлено темным состоянием. Поэтому мы уверены, что
в оптическом резонаторе есть свободные фотоны.

5. Вероятность свободного фотона в резонаторе
модифицированной модели TCHtun

Ранее мы представили модель TCHtun, в которой допускается
туннелирование атомов между полостями по специальным мостикам.

Таким образом, базисное состояние будет иметь вид:

|n1,n2, ...,nk〉ph |at1state, at1 position〉|at2state, at2 positon〉...|atnstate, atn position〉,
где

� |n1,n2, ...,nk〉ph - как обычно, числа фотонов в полостях 1,2, ...,k.

� |atistate,ati position〉 характеризует атом i.

� atistate ∈ {0,1, ...,d}.
� ati position ∈ {1,2, ...,k} - полость, в которой он находится.

Далее мы решаем уравнение Шредингера для изучения изменения
начального состояния и вероятности испускания фотона при изменении
силы атома и поля.
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5.1 Два атома, две полости

Две полости, два атома в синглетном состоянии. Один атом стоит на
месте, у другого мостик перехода мы двигаем медленно к зеркалу так, что
g1

2 = g2
2 → 0, то есть и в первой, и во второй полости сила взаимодействия

с полем медленно стремится к нулю. Пусть атомы изначально имеют
одинаковое g в обеих полостях:

g1
1 = g2

1 = g1
2 = g2

2 = g = const.

Используем ту же функцию G(t)(рис.2), что и в предыдущей главе.
В этом случае сила, действующая на атом j в полости i, имеет вид
gi

j(t) = g×G(t).
Начальное состояние - темное состояние |s1〉− |s2〉.

Рис. 9. 2 атома, 2 полости, фотоны и атомы могут перемещаться между
полостями; g1

2 = g2
2 → 0 медленно адиабатически; два атома в синглетном

состоянии: Ψ(0) = |s1〉− |s2〉.

На рис.9 мы видим, что при уменьшении второго атома g2 два атома
могут находиться в разных полостях.

На рис.10 представлена функция вероятности излучения хотя бы
одного фотона — величина: prob(t) = 〈01ph|ρ(t)|01ph〉+ 〈10ph|ρ(t)|10ph〉,
где ρ(t) = |Ψ〉〈Ψ|.

5.2 Меняется амплитуда перехода атома между полостями

Рассмотрим случай, когда gi
1,2 = const, но меняется амплитуда перехода

атома между полостями. Используем ту же функцию G(t)(рис.2). Тогда
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изменение интенсивности движения атомов между полостями описывается
функцией R(t) = r×G(t).

Полученный результат близок к прямой — начальное состояние
|s1〉− |s2〉 было почти устойчивым с течением времени t.

Но вероятность излучения фотона все еще существует, хотя она
очень мала, примерно 10−14, как показано на рис. 11.

Рис. 10. 2 атома, 2 полости, фотоны и атомы могут перемещаться между
полостями; g1

2 = g2
2 → 0 медленно адиабатически; вероятность вылета

фотона.

Рис. 11. Изменение интенсивности движения атомов между полостями.
Вероятность вылета фотона.
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5.3 Четыре атома, две полости

Две полости, четыре атома в синглетном состоянии.
g1

2 = g2
2 = g1

4 = g2
4 → 0, то есть и в первой и во второй полости сила

взаимодействия второго и четвертого атомов с полем медленно стремится
к нулю. Пусть атомы изначально имеют одинаковое g в обеих полостях.

Мы используем функцию G(t)(рис.2) как изменение g второго и
четвертого атома в полости.

Начальное состояние:

|Ψ(0)〉= (|s12
1 〉− |s12

2 〉)⊗ (|s34
1 〉− |s34

2 〉).

Рис. 12. 4 атома, 2 полости, фотоны и атомы могут перемещаться между
полостями; g1

2,g
2
2,g

1
4,g

2
4 → 0 медленно адиабатически; yачальное состояние

: Ψ(0) = (|s12
1 〉− |s12

2 〉)⊗ (|s34
1 〉− |s34

2 〉).

При увеличении части рисунка видно, что с уменьшением второго и
четвертого атома gi

2,g
i
4 появляются различные комбинации четырех атомов

в полости (рис.13).
Функция вероятности излучения хотя бы одного фотона (рис.14)

имеет вид:

prob(t) = 〈01ph|ρ(t)|01ph〉+ 〈10ph|ρ(t)|10ph〉+
〈11ph|ρ(t)|11ph〉+ 〈02ph|ρ(t)|02ph〉+ 〈20ph|ρ(t)|20ph〉,

где
ρ(t) = |Ψ〉〈Ψ|.
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Рис. 13. 4 атома, 2 полости, фотоны и атомы могут перемещаться между
полостями; g1

2,g
2
2,g

1
4,g

2
4 → 0 медленно адиабатически; начальное состояние

: Ψ(0) = (|s12
1 〉− |s12

2 〉)⊗ (|s34
1 〉− |s34

2 〉).

Рис. 14. Вероятность вылета хотя бы одного фотона.

5.4 Параметры, используемые для расчета

h̄ = 1.054571817∗10−27 Δt = 0.01

μ12 = 9∗107 μat
12 = 8∗107

g = 2∗108 ω = 107

(5)

35



6. Выводы

1. Установлен парадоксальный эффект спонтанной эмиссии фотонов
темным состоянием двухатомной системы в оптической полости при
сколь угодно плавной деформации гамильтониана Тависа-Каммингса,
имеющий место несмотря на неприменимость к этому случаю
адиабатической теоремы. Деформация гамильтогниана физически
означает медленное перемещение атомов в полости с помощью
оптических пинцетов. Этот эффект имеет некоторое сходство со сдвигом
волнового фронта эоектрона в окресности соленоида (эффект
Ааронова-Бома).

2. Показано, что этот эффект многократно усиливается для 4 атомов,
находящихся в темном состоянии. Этот чисто квантовый эффект влияния
синглетов друг на друга в то время как порознь они не взаимодействуют с
полем.

3. Аналогичный эффект имеет место и при условии перемещения
атомов между полостями, однако с этом случае добавление атомов не
усиливает эффект, а наоборот, ослабевает его. Эффект спонтанной
эмиссии при деформации гамильтониана сильнее в случае единого поля в
одной полости, чем для разделенного поля в двух полостях. Механизм
эффекта связан с обменом виртуальными фотонами между синглетными
состояниями пар атомов, которые при деформации гамильтониана
становятся реальными. При изменении амплитуды перехода атомов
между полостями с сохранением силы взаимодействия с полем для
каждого атома эффект спонтанной эмиссии пренебрежимо мал.

Эффект спонтанной эмиссии фотонов темными состояниями
необходимо учитывать при манипуляции атомами при практических
применениях темных состояний, однако очень небольшая вероятность
эмиссии фотона при плавной деформации гамильтониана говорит о
большой устойчивости таких состояний и перспективах использования
этих состояний для хранения инфрмации или в качестве аккумуляторов
энергии для нано-систем.
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