
ÂÅÑÒÍ. ÌÎÑÊ. ÓÍ-ÒÀ. ÑÅ�. 15. ÂÛ×ÈÑË. ÌÀÒÅÌ. È ÊÈÁÅ�Í. 2019. �N

ÓÄÊ 517.967.23

È.È. Èâàíîâ

1
, Ï.Ï. Ïåòðîâ

2

ÏÎËÍÎÅ ÍÀÇÂÀÍÈÅ ÑÒÀÒÜÈ, ÊÎÒÎ�ÎÅ ÌÎÆÅÒ

È ÍÅ ÂÏÈÑÛÂÀÒÜÑß Â ÎÄÍÓ ÑÒ�Î×ÊÓ*

Ïóñòü îñòàâøèåñÿ âåðøèíû, êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü ïðîìåæóòî÷íûìè âåðøèíàìè, îáðàçó-

þò ìíîæåñòâî B = {pi, i = n+1, . . . , η−m}. Ïóñòü êàæäîé âåðøèíå pi ∈ A ïîñòàâëåíà â ñîîòâåò-

ñòâèå íåêîòîðàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿ φi(x) > 0, x ∈ X , ãäå X � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ

ðàñïðåäåëåíèé ðåñóðñîâ. Êðîìå òîãî, èçâåñòíû íåîòðèöàòåëüíûå �óíêöèè φj(x) > 0, çàäàþùèå
ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè äóã ñåòè â çàâèñèìîñòè îò âûáðàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: øàáëîíû, îáðàçöû

1. Ââåäåíèå. �àáîòà îñíîâàíà íà ïîëó÷åííûõ â [1℄ ðåçóëüòàòàõ è ÿâëÿåòñÿ äàëüíåéøèì ðàçâè-

òèåì ïðåäñòàâëåííîãî òàì ìåòîäà îáîáùåííûõ ïîòåíöèàëîâ. �àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà ñåòè

äëÿ ìîäåëè �åéëà î ñïðîñå è ïðåäëîæåíèè [2℄. Ïóñòü çàäàí îðèåíòèðîâàííûé ãðà� ñ âåðøèíàìè

èç ìíîæåñòâà P = {pi, i = 1, . . . , η} è äóãàìè j èç ìíîæåñòâà Γ. �àññìîòðèì íåêîòîðóþ ñîâîêóï-

íîñòü âåðøèí A (ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà P ), êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü èñòî÷íèêàìè (èëè ïóíêòà-

ìè ïðîèçâîäñòâà), è íåêîòîðîå ìíîæåñòâî âåðøèí C = {pi, i = η −m+ 1, . . . , η}, êîòîðûå íàçîâåì
ñòîêàìè (èëè ïóíêòàìè ïîòðåáëåíèÿ). Ïóñòü îñòàâøèåñÿ âåðøèíû, êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü ïðîìå-

æóòî÷íûìè âåðøèíàìè, îáðàçóþò ìíîæåñòâî B = {pi, i = n+1, . . . , η−m}. Ïóñòü êàæäîé âåðøèíå
pi ∈ A ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿ φi(x) > 0, x ∈ X, ãäå X �

ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðàñïðåäåëåíèé ðåñóðñîâ. Êðîìå òîãî, èçâåñòíû íåîòðèöàòåëüíûå �óíêöèè

φj(x) > 0, çàäàþùèå ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè äóã ñåòè â çàâèñèìîñòè îò âûáðàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ðåñóðñîâ. Òàêèì îáðàçîì, ðåñóðñû ðàñïðåäåëÿþòñÿ êàê ìåæäó âåðøèíàìè-èñòî÷íèêàìè, îïðåäåëÿÿ

òåì ñàìûì ìîùíîñòè èñòî÷íèêîâ, òàê è ìåæäó äóãàìè ñåòè, îïðåäåëÿÿ èõ ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè.

Äëÿ âåðøèí-ñòîêîâ èçâåñòíû âåëè÷èíû ïîòðåáíîñòåé â ïðîäóêòå � dj . Â äàëüíåéøåì äëÿ óïðîùå-

íèÿ çàïèñåé áóäåì ïèñàòü i ∈ A, i ∈ B, i ∈ C âìåñòî pi ∈ A, pi ∈ B, pi ∈ C.

Ò å î ð åì à 1. Òàêèì îáðàçîì, ðåñóðñû ðàñïðåäåëÿþòñÿ êàê ìåæäó âåðøèíàìè-èñòî÷íèêàìè,

îïðåäåëÿÿ òåì ñàìûì ìîùíîñòè èñòî÷íèêîâ, òàê è ìåæäó äóãàìè ñåòè, îïðåäåëÿÿ èõ ïðîïóñê-

íûå ñïîñîáíîñòè. Äëÿ âåðøèí-ñòîêîâ èçâåñòíû âåëè÷èíû ïîòðåáíîñòåé â ïðîäóêòå � dj . Â äàëü-

íåéøåì äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñåé áóäåì ïèñàòü i ∈ A, i ∈ B, i ∈ C âìåñòî pi ∈ A, pi ∈ B, pi ∈ C.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì îäíó èç çàäà÷ ýòîãî íàïðàâëåíèÿ �

îïðåäåëåíèå ÷èñëà n-ìåñòíûõ �óíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, êîòîðûå èìåþò ýíäîìîð�èçì, îòëè÷íûé

îò êîíñòàíòû è ïåðåñòàíîâêè. Ïðåäëàãàåòñÿ èòåðàòèâíàÿ ïðîöåäóðà, êîòîðàÿ â ñëó÷àå �óíêöèé

k-çíà÷íîé ëîãèêè ñîñòîèò ìåíåå ÷åì èç k ýòàïîâ. Íà êàæäîì ýòàïå ïðîèñõîäèò óïðîùåíèå ýíäîìîð-

�èçìà � êàê ïî ÷èñëó ïðèíèìàåìûõ çíà÷åíèé, òàê è ïî âíóòðåííåé ñòðóêòóðå, � ïîêà íå îáðàçóåòñÿ

ýíäîìîð�èçì, ïðåäñòàâëÿùèé ñîáîé êîíñòàíòó ëèáî ïåðåñòàíîâêó. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñ÷èòàåòñÿ,

÷òî ïîäñ÷åò ÷èñëà n-ìåñòíûõ �óíêöèé, èìåþùèõ äàííûé ýíäîìîð�èçì, � ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî ðå-

øàåìàÿ çàäà÷à. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â òðåõçíà÷íîé ëîãèêå äëÿ âñåõ ýíäîìîð�èçìîâ

ïðèâîäÿòñÿ ÿâíûå �îðìóëû, äàþùèå ÷èñëî n-ìåñòíûõ �óíêöèé ñ çàäàííûì ýíäîìîð�èçìîì.

Îïð å ä å ë å í è å 1. Ýíäîìîð�èçì, ÿâëÿþùèéñÿ ïåðåñòàíîâêîé íà Ek, íàçûâàåòñÿ àâòîìîð�èç-

ìîì. Ìíîæåñòâî âñåõ �óíêöèé èç Pk, èìåþùèõ ýíäîìîð�èçì g, îáîçíà÷èì ÷åðåç F (g).
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2 È.È. Èâàíîâ, Ï.Ï. Ïåòðîâ

1.1. Äîïîëíèòåëüíûå �àêòû. Îäíîé èç òðàäèöèîííûõ çàäà÷ òåîðèè �óíêöèé ìíîãîçíà÷íîé

ëîãèêè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î ïîäñ÷åòå ÷èñëà �óíêöèé â ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâàõ �óíêöèé. Ïðè ýòîì

ñàìè ìíîæåñòâà îïðåäåëÿþñÿ, êàê ïðàâèëî, ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâ àëãåáðàè÷åñêîãî ëèáî ìåòðè-

÷åñêîãî õàðàêòåðà. ×àñòî â êà÷åñòâå òàêîãî ñâîéñòâà âûñòóïàåò ãðóïïà èëè ïîëóãðóïïà íåêîòîðûõ

ïðåîáðàçîâàíèé. Íàèáîëåå èçâåñòíûìè çäåñü ÿâëÿþòñÿ ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ è ïîëóãðóïïû ýí-

äîìîð�èçìîâ. Äëÿ ãðóïï àâòîìîð�èçìîâ ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðå÷èñëèòåëüíûå çàäà÷è ïîçâîëÿåò

ðåøàòü òåîðèÿ Ïîéà [1℄ (ñì. òàêæå [2℄). Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîëóãðóïï ýíäîìîð�èçìîâ ïîäîáíîãî

èíñòðóìåíòà ïîêà íå èçâåñòíî.

Êàê èçâåñòíî [3℄, ëþáîé ïîçèòèâíî çàìêíóòûé êëàññ �óíêöèé ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé ïî-

ëóãðóïïîé ýíäîìîð�èçìîâ, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëóãðóïïó ñïåöèàëüíîãî âèäà, ñîäåðæà-

ùóþ åäèíèöó. Âî âòîðîé ÷àñòè ðàáîòû ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïüþòåðà íàõîäÿòñÿ âñå 192 ïîëóãðóïïû

ñ åäèíèöåé, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ïîçèòèâíî çàìêíóòûå êëàññû â P3. Ïîñêîëüêó îïðåäåëåíèå ïîëó-

ãðóïï ïðîèñõîäèò ïîñðåäñòâîì ïåðå÷èñëåíèÿ âñåõ òðåõìåñòíûõ �óíêöèé èç P3, ìû ïîëó÷àåì íîâûé

ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ âñåõ ïîçèòèâíî çàìêíóòûõ êëàññîâ èç P3, îòëè÷íûé îò ñïîñîáà èç ðàáîòû [4℄.

Êðîìå òîãî, íàõîäÿòñÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâ òðåõìåñòíûõ �óíêöèé èç âñåõ óêàçàííûõ ïîçèòèâíî

çàìêíóòûõ êëàññîâ.

Äàäèì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü k > 3, Ek = {0, 1, . . . , k − 1} è Pk � ìíîæåñòâî âñåõ

�óíêöèé íà Ek (ìíîæåñòâî �óíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè). Ïîñðåäñòâîì P
(n)
k áóäåì îáîçíà÷àòü ìíî-

æåñòâî âñåõ n-ìåñòíûõ �óíêöèé èç Pk. Åñëè F � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî �óíêöèé, òî ïîñðåäñòâîì

|F | îáîçíà÷àåì ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà F . Ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ g èç ìíîæåñòâà P
(1)
k áóäåì

çàïèñûâàòü â âèäå âåêòîðà (g(0)g(1) . . . g(k − 1)).

Ïóñòü f(x1, . . . , xn) è g(x)��óíêöèè èç Pk. �îâîðèì, ÷òî �óíêöèÿ g åñòü ýíäîìîð�èçì �óíêöèè

f , åñëè âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

g(f(x1, . . . , xn)) = f(g(x1), . . . , g(xn)). (1)

Ýíäîìîð�èçì, ÿâëÿþùèéñÿ ïåðåñòàíîâêîé íà Ek, íàçûâàåòñÿ àâòîìîð�èçìîì. Ìíîæåñòâî âñåõ

�óíêöèé èç Pk, èìåþùèõ ýíäîìîð�èçì g, îáîçíà÷èì ÷åðåç F (g).

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè g(x) ìíîæåñòâî F (g) ñîäåðæèò âñå ñåëåêòîðíûå

�óíêöèè è îíî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè, ò. å. ÿâëÿåòñÿ êëîíîì. Áîëåå òîãî,

F (g) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîçèòèâíî çàìêíóòûé êëàññ [3℄.

Åñëè g(x) � êîíñòàíòà a, òî F (g) ñîñòîèò èç âñåõ �óíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ a. Õîðîøî èçâåñòíî,
÷òî |F (g)(n)| = kk

n
−1
. Òàêæå ëåãêî îïðåäåëÿþòñÿ ñòðîåíèå �óíêöèé èç F (g) è ÷èñëî �óíêöèé

â ìíîæåñòâå F (g)(n) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà g � ïåðåñòàíîâêà. Èìåííî ìíîæåñòâî En
k ñ ïîìîùüþ �óíêöèè

g ðàçáèâàåòñÿ íà ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà � n-îðáèòû. Êàæäàÿ n-îðáèòà ñîñòîèò
èç âñåõ íàáîðîâ, ëþáûå äâà èç êîòîðûõ ìîæíî ïåðåâåñòè äðóã â äðóãà ïîñðåäñòâîì ïîäõîäÿùåé

ñòåïåíè ïåðåñòàíîâêè g. Ïîýòîìó äëÿ ïîëíîãî çàäàíèÿ �óíêöèè f èç F (g)(n) (è ïîäñ÷åòà òàêèõ

�óíêöèé) äîñòàòî÷íî âûáðàòü â êàæäîé n-îðáèòå ïî îäíîìó íàáîðó è îïðåäåëèòü �óíêöèþ f
íà âûáðàííûõ íàáîðàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äâà òèïà ïåðåñòàíîâîê, êîòîðûå èãðàþò âàæíóþ ðîëü â âîïðî-

ñàõ îïðåäåëåíèÿ ïîçèòèâíî ïðåäïîëíûõ êëàññîâ.

Ïóñòü ñíà÷àëà öèêëîâîå ðàçëîæåíèå ïåðåñòàíîâêè g ñîñòîèò èç p öèêëîâ îäíîé è òîé æå äëèíû

l > 2 (ò. å. k = pl). Òîãäà êàæäàÿ n-îðáèòà òàêæå ñîñòîèò èç l íàáîðîâ. Ïîýòîìó ÷èñëî n-ìåñòíûõ
�óíêöèé, èìåþùèõ àâòîìîð�èçì g, ðàâíî kp

nln−1

. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïðîñòîãî ÷èñëà l êëàññ
F (g) ÿâëÿåòñÿ ïîçèòèâíî ïðåäïîëíûì â Pk [3℄.

Ïóñòü òåïåðü öèêëîâîå ðàçëîæåíèå ïåðåñòàíîâêè g ñîñòîèò èç p îäíîýëåìåíòíûõ öèêëîâ è q
öèêëîâ îäíîé è òîé æå äëèíû l, ãäå p > 1 è l > 2 (ò. å. k = p + ql). Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî n-îðáèò
äëèíû l ðàâíî (kn − pn)/l, à ÷èñëî îäíîýëåìåíòíûõ n-îðáèò ðàâíî pn. Ïîýòîìó ÷èñëî n-ìåñòíûõ
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�óíêöèé, èìåþùèõ àâòîìîð�èçì g, ðàâíî

pp
n

· k
kn−pn

l .

È çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè p > 2 è ïðîñòîì l êëàññ F (g) ÿâëÿåòñÿ ïîçèòèâíî ïðåäïîëíûì

â Pk [3℄.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ g îòëè÷íà îò êîíñòàíòû è ïåðåñòàíîâêè. Îïèøåì èòåðàòèâíóþ

ïðîöåäóðó, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò â ïðèíöèïå ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî �óíêöèé â ìíîæåñòâàõ F (g)(n).
Ïóñòü îáëàñòü çíà÷åíèé �óíêöèè g åñòü D = {d1, . . . , dm} è Di = g−1(di) ïðè 1 6 i 6 m. Èç òîæ-

äåñòâà (1) ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ f ñîõðàíÿåò ìíîæåñòâî D. Ïîýòîìó îãðàíè÷åíèå f1 �óíêöèè f
íà ìíîæåñòâî D ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé íà D. Îáîçíà÷èì ÷åðåç g1 îãðàíè÷åíèå �óíêöèè g íà ìíîæå-
ñòâî D. Èç (1) ñëåäóåò òàêæå, ÷òî g1 åñòü ýíäîìîð�èçì �óíêöèè f1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì èçâåñòíà �óíêöèÿ f1. Ïîêàæåì, êàê è ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî

îïðåäåëèòü �óíêöèþ f íà ìíîæåñòâå En
k \Dn

.

�àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî Di1 × . . .×Din , ãäå i1, . . . , in ∈ {1, . . . ,m}. Ôóíêöèÿ

f(g(x1), . . . , g(xn))

ïðèíèìàåò íà ýòîì ìíîæåñòâå îäíî è òî æå çíà÷åíèå. Îáîçíà÷èì åãî dj . Òîãäà, ñîãëàñíî (1), �óíê-
öèÿ f íà ìíîæåñòâå Di1 × . . .×Din îáÿçàíà ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ òîëüêî èç ìíîæåñòâà Dj = g−1(dj).
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà ìíîæåñòâå Dn

çíà÷åíèÿ �óíêöèè f èçâåñòíû, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî �óíê-

öèþ f íà ìíîæåñòâå (Di1 × . . . ×Din) \D
n
ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîèçâîëüíî, ëèøü áû åå çíà÷åíèÿ

ïðèíàäëåæàëè ìíîæåñòâó Dj .

Ïðèâåäåííûå ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò (ïðè èçâåñòíîé �óíêöèè f1) âûÿâèòü ñòðóêòóðó äîîïðå-
äåëåíèé �óíêöèè f1 íà âñå ìíîæåñòâî En

k , à òàêæå íàéòè ÷èñëî òàêèõ äîîïðåäåëåíèé.

Åñëè �óíêöèÿ g1 ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé ëèáî ïåðåñòàíîâêîé, òî, êàê óêàçàíî âûøå, ìîæíî íàé-

òè âèä âñåõ �óíêöèé f1 è îïðåäåëèòü èõ ÷èñëî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ê �óíêöèÿì f1 è g1 ñëåäóåò
ïðèìåíèòü òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è äëÿ �óíêöèé f , g. Îäíàêî �óíêöèè f2, g2, êîòîðûå ïîÿâÿò-
ñÿ íà ýòîì ýòàïå, áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé óæå �óíêöèè m′

-çíà÷íîé ëîãèêè, ãäå m′ < m. Ýòîò

èòåðàòèâíûé ïðîöåññ ñîñòîèò èç s < k ýòàïîâ è çàâåðøàåòñÿ �óíêöèåé gs, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëèáî

êîíñòàíòîé, ëèáî ïåðåñòàíîâêîé.
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