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1. Ââåäåíèå

Âðåìåííûå ðÿäû äîõîäíîñòåé öåííûõ áóìàã ñ ôèêñèðîâàííûì äî-
õîäîì, ôîíäîâûõ èíäåêñîâ è àêöèé õàðàêòåðèçóþòñÿ àâòîêîððåëèðî-
âàííîñòüþ êâàäðàòîâ ñâîèõ çíà÷åíèé [1, 2]. Â ýêîíîìåòðèêå äàííàÿ îñî-
áåííîñòü îïèñûâàåòñÿ ãåòåðîñêåäàñòè÷íîé ìîäåëüþ ARCH (autoregressive
conditional heteroscedasticity model, àâòîðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü óñëîâíîé
ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè). Âîçìîæíîñòü âàðüèðîâàòü ðàñïðåäåëåíèå îøè-
áîê, ìîäåëü óñëîâíîãî ñðåäíåãî è âèä ARCH-êîìïîíåíòû ïîçâîëÿåò äî-
ñòàòî÷íî òî÷íî îïèñûâàòü ðåàëüíóþ ðûíî÷íóþ äèíàìèêó öåíû [3, 4].

ARIMA-GARCH [5] � îäíà èç ìîäåëåé ïðåäñòàâëåííîãî ñåìåéñòâà
ñ íåôèêñèðîâàííûì ðàñïðåäåëåíèåì îøèáîê, â êîòîðîé ðÿä óñëîâíîé
äèñïåðñèè ïðåäñòàâëåí îáîáùåííîé GARCH (generalized ARCH), ðÿä
óñëîâíîãî ñðåäíåãî � ARIMA (autoregressive integrated moving average,
èíòåãðèðîâàííàÿ ìîäåëü àâòîðåãðåññèè è ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî). Ïî
ñóòè ìîäåëü GARCH ðÿäà ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ ARMA (áàçîâîé ôîðìîé
ARIMA) êâàäðàòîâ åãî îøèáîê. Íà îñíîâå âûáðàííîé ìîäåëè ñòîèìî-
ñòè áàçîâîãî àêòèâà ìîæíî ðàññ÷èòàòü ñòîèìîñòü ëþáîãî äåðèâàòèâà,
â ÷àñòíîñòè åâðîïåéñêèõ îïöèîíîâ [6].

Ôóíäàìåíòàëüíûìè â îáëàñòè öåíîîáðàçîâàíèÿ îïöèîíîâ ÿâëÿ-
þòñÿ ðàáîòû Áëýêà (Black), Øîóëñà (Scholes) [7] è Ìåðòîíà (Merton)
[8]. Îäíàêî, ñóùåñòâåííàÿ ïðåäïîñûëêà ìîäåëè Áëýêà-Øîóëñà ñîñòîèò
â òîì, ÷òî öåíà áàçîâîãî àêòèâà ñëåäóåò ãåîìåòðè÷åñêîìó áðîóíîâñêî-
ìó äâèæåíèþ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïåðåìåííîé âîëàòèëüíîñòè ðåàëüíîé
ðûíî÷íîé äèíàìèêè, êëàñòåðèçîâàííîñòüþ äèñïåðñèè äîõîäíîñòè àê-
òèâà, íåñèììåòðè÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì îøèáîê, ýôôåêòîì ëåâåðèäæà
(leverage e�ect). Âñå óïîìÿíóòûå ñòèëèçîâàííûå ôàêòû õîðîøî îïèñû-
âàþòñÿ àñèììåòðè÷íûìè ãåòåðîñêåäàñòè÷íûìè GARCH.

Íà ïðàêòèêå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñïðàâåäëèâîé öåíû ôèíàíñîâîãî
èíñòðóìåíòà èñïîëüçóåòñÿ áåçàðáèòðàæíûé (no-arbitrage, no free lunch)
ïîäõîä [9], ïîëàãàþùèé îòñóòñòâèå áåçðèñêîâîé ïðèáûëè ïðè îòñóò-
ñòâèè âëîæåíèé. Òî÷íàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà îïèñàííîãî
ïðèíöèïà îïèðàåòñÿ íà ïîíÿòèå ðèñê-íåéòðàëüíîé ìåðû (risk-neutral,
ýêâèâàëåíòíîé ìàðòèíãàëüíîé, equivalent martingale, EMM). Òàê êàê
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ARCH-ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé ïî âðåìåíè è ìîùíîñòü ìíîæåñòâà
åå ñîñòîÿíèé êîíòèíóàëüíà, òî ðûíîê íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, ñëåäîâà-
òåëüíî, ðèñê-íåéòðàëüíàÿ ìåðà íàõîäèòñÿ íåîäíîçíà÷íî [10]. Ïðèìåðà-
ìè ñëóæàò ëîêàëüíàÿ ðèñê-íåéòðàëüíàÿ ìåðà Äóàíà (Duan, local RNM)
è ìåðû, ïîñòðîåííûå ïî ïðåîáðàçîâàíèþ Ýøåðà (Esscher transform, ET,
Esscher principle) è ïî ðàñøèðåííîìó ïðèíöèïó Ãèðñàíîâà (extended
Girsanov principle, EGP). Ïåðåõîä îò ôèçè÷åñêîé ê ðèñê-íåéòðàëüíûì
ìåðàì ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü öåíó îïöèîíà êàê ñðåäíåå äèñêîíòèðîâàí-
íîå çíà÷åíèå åãî âûïëàò.

Ðàáîòà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ñåêöèè 2 ïîñëåäîâàòåëü-
íî ôîðìàëèçîâàíû ARIMA- è GARCH-êîìïîíåíòû, óñëîâèå ñòàöèîíàð-
íîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðÿäîâ, âèäû ARIMA- è GARCH- ìîäåëåé. Â
ñåêöèè 3 îïèñàíû êëþ÷åâûå ðåçóëüòàòû ïî îáðàçîâàíèþ öåí îïöèîíîâ,
äîõîäíîñòü áàçîâîãî àêòèâà êîòîðîãî ïðåäñòàâëåíà ARIMA-GARCH- è
GARCH-ìîäåëÿìè.

2. ARIMA-GARCH ìîäåëü áàçîâîãî àêòèâà
Ïóñòü (Ω,F , P ) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ôèëüòðàöèåé

(Ft)
T
t=0 , ãäå F0 = {∅, Ω}, FT = F . Äàëåå ïóñòü íà ýòîì âåðîÿòíîñòíîì

ïðîñòðàíñòâå çàäàí ðÿä öåí áàçîâîãî àêòèâà îïöèîíà s = (st)
T
t=0 òàêîé,

÷òî

st = s0e
yt, y0 = 0, t = 0, ..., T.

Ïðîöåññ yt� íåïðåðûâíàÿ ñòàâêà ïðîöåíòà (compound return, äàëåå
äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ � äîõîäíîñòü) áàçîâîãî àêòèâà. Íàïîìíèì,
÷òî ðÿä yt ñòàöèîíàðåí (â øèðîêîì ñìûñëå), åñëè Eyt = const è
Cov(yt, yt−k) = f(k) çàâèñèò òîëüêî îò ðàçíèöû k = 0, ..., t , ïðè t =
0, ..., T .

Ïóñòü (εt)
T
t=1 � áåëûé øóì, ò. å. εt ∼ i.i.d.F (0, σ2), t = 1, ..., T, �

íåïðîãíîçèðóåìàÿ ñëó÷àéíàÿ êîìïîíåíòà äèíàìèêè yt â ìîìåíò âðåìå-
íè t . Òîãäà ìîäåëè àâòîðåãðåññèè AR(p ), ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî MA( q )
è èõ êîìáèíàöèÿ ARMA(p , q ) äëÿ yt èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

AR(p) : yt = φ0 + φ1yt−1 + φ2yt−2 + · · ·+ φpyt−p + εt (1)
MA(q) : yt = φ0 + εt + θ1εt−1 + θ2εt−2 + · · ·+ θqεt−q, (2)

ARMA(p, q) : yt = φ0 + φ1yt−1 + φ2yt−2 + · · ·+ φpyt−p+ (3)
εt + θ1εt−1 + θ2εt−2 + · · ·+ θqεt−q.

Äåéñòâèòåëüíûå ïàðàìåòðû ìîäåëè φk, k = 0, ..., p, è θl, l = 1, ..., q,
õàðàêòåðèçóþò âêëàä â ôîðìèðîâàíèå íîâîãî çíà÷åíèÿ yt åãî ïðåä-
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øåñòâóþùèõ çíà÷åíèé è ïðåäøåñòâóþùèõ çíà÷åíèé ðÿäà îøèáîê ñî-
îòâåòñòâåííî; p, q � ïîðÿäîê ìîäåëè, îòâå÷àþùèé çà ìàêñèìàëüíûé
ëàã AR- è MA-÷àñòè; äëÿ óïðîùåíèÿ ñõåìû ïðîöåññà è ïðåäîòâðàùå-
íèÿ ïåðåîáó÷åíèÿ ðàññìàòðèâàþò íåáîëüøèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
p, q ≤ 2 .

Òàê êàê AR, MA è ARMA ìîäåëè ïðèìåíÿþòñÿ òîëüêî äëÿ ñòà-
öèîíàðíûõ ðÿäîâ, òî (áåçóñëîâíîå) ñðåäíåå çíà÷åíèå yt íå çàâèñèò îò
t :

m = Eyt =





óð.(1): φ0 + φ1m + φ2m + · · ·+ φpm,

óð.(2): φ0,

óð.(3): φ0 + φ1m + φ2m + · · ·+ φpm.

(4)

Òàêèì îáðàçîì, âû÷èòàíèå (4) èç (1)�(3) ïðèâåäåò ê öåíòðèðîâàíèþ
yt : ïàðàìåòðû φ0 óíè÷òîæàòñÿ, ðÿä yt çàìåíèòñÿ íà ðÿä yt − m , à
êîýôôèöèåíòû ñîõðàíÿòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ φ0 =
0 íå íàðóøàåò îáùíîñòè ðàññóæäåíèé. Ïåðåïèøåì ôîðìóëó (3) áîëåå
ëàêîíè÷íî, èñïîëüçóÿ ìíîãî÷ëåíû ëàãîâîãî îïåðàòîðà Lyt = yt−1 :

φ(L)y(t) = θ(L)εt, y(t) =
θ(L)

φ(L)
εt = ψ(L)εt, (5)

ãäå φ(L) = (1 − φ1L − φ2L
2 − · · · − φpL

p) è θ(L) = (1 + θ1L + θ2L
2 +

· · ·+ θqL
q) .

Äàííûå ïîëèíîìû ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèé ñòàöèî-
íàðíîñòè ïðîöåññà ARMA(p , q ), îïðåäåëåííîãî óðàâíåíèÿìè (5): ðÿä yt

ñòàöèîíàðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà φ(x) = 0
ëåæàò çà ïðåäåëàìè åäèíè÷íîãî êðóãà [23].

Òàêèì îáðàçîì, êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà φ(x) , ìî-
äóëü êîòîðûõ ìåíüøå åäèíèöû, ñâèäåòåëüñòâóþò î âçðûâíîì õàðàêòåðå
ïðîöåññà; åäèíè÷íûå � î íåñòàöèîíàðíîì. Íà ïðàêòèêå, åñëè ñòàòè-
ñòè÷åñêèå òåñòû íå îòêëîíÿþò ãèïîòåçó î íàëè÷èè åäèíè÷íîãî êîðíÿ,
òî àíàëèçèðóþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðâûõ, âòîðûõ è ò. ä. ðàçíî-
ñòåé èñõîäíîãî âðåìåííîãî ðÿäà, è ïåðâûé ïîëó÷åííûé ñòàöèîíàðíûé
ðÿä ðàçíîñòåé (îáû÷íî ïåðâîãî èëè âòîðîãî ïîðÿäêà) ïðåäñòàâëÿåòñÿ
ARMA-ìîäåëüþ. Óêàçàííûé àëãîðèòì ïîäðîáíî îïèñûâàåò èíòåãðèðî-
âàííóþ àâòîðåãðåññèîííóþ ìîäåëüþ ARIMA.

Ââåäåì ðàçíîñòíûé îïåðàòîð ∆ : ∆yt = yt − yt−1, òîãäà
ARIMA(p, d, q)

[
yt

]
= ARMA(p, q)

[
∆dyt

]
, (6)

ãäå d � ïîðÿäîê ðàçíîñòíîãî ðÿäà. Èñõîäÿ èç (3) è (6), ïîëó÷èì èòî-
ãîâóþ ôîðìóëó ARIMA(p ,d , q ):
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∆dyt = φ0 + φ1∆
dyt−1 + φ2∆

dyt−2 + · · ·+ φp∆
dyt−p+

εt + θ1εt−1 + θ2εt−2 + · · ·+ θqεt−q,

Ìîäåëü ARIMA ïîïóëÿðíà â àíàëèçå ôèíàíñîâûõ âðåìåííûõ ðÿ-
äîâ áëàãîäàðÿ ïðîñòîòå èíòåðïðåòàöèè è áîãàòñòâó ñåìåéñòâà îïèñûâà-
åìûõ ïðîöåññîâ [11]. Óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ ARIMA-ìîäåëè îòíîñèòåëüíî
ïðåäûäóùåãî ìîìåíòà âðåìåíè êîíñòàíòà è ðàâíà áåçóñëîâíîé äèñïåð-
ñèè εt . ×òîáû ó÷èòûâàòü îñîáåííîñòè ôèíàíñîâûõ ðÿäîâ Ýíãë (Engle)
[12] ïðåäëîæèë àâòîðåãðåññèîííóþ ìîäåëü óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷-
íîñòè ARCH( q̌ ). Ðàññìîòðèì åå îáîáùåíèå GARCH( p̌ , q̌ ), ïðåäëîæåí-
íîå Áîëëåðñëåâûì (Bollerslev) [13]:

yt = σtεt, εt ∼ F (0, 1)

σ2
t = α0 + α1y

2
t−1 + α2y

2
t−2 + · · ·+ αp̌y

2
t−p̌+ (7)

+ β1σ
2
t−1 + β2σ

2
t−2 + · · ·+ βq̌σ

2
t−q̌,

ãäå αk, k = 0, ..., p̌, è βl, l = 1, ..., q̌, � íåîòðèöàòåëüíûå ïàðàìåòðû ìî-
äåëè, õàðàêòåðèçóþùèå âêëàä ïðåäøåñòâóþùåãî ìîìåíòà âðåìåíè èñ-
ñëåäóåìîãî ðÿäà è ðÿäà îøèáîê ñîîòâåòñòâåííî â ôîðìèðîâàíèå íîâîãî
çíà÷åíèÿ; p̌, q̌ � ïîðÿäîê ìîäåëè, îòâå÷àþùèé çà êîëè÷åñòâî çíà÷èìûõ
ëàãîâ ðÿäà è åãî äèñïåðñèè ñîîòâåòñòâåííî; ïî àíàëîãèè ñ ARMA çíà-
÷åíèÿ p̌ è q̌ áåðóòñÿ íåáîëüøèìè. Äëÿ ñòàöèîíàðíîñòè ïðåäñòàâëåííîé
ìîäåëè äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà [13]:

p̌∑

k=1

αk +

q̌∑

l=1

βl < 1.

Ìîäåëü GARCH [4, 14] ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü êëàñòåðèçîâàííîñòü, âû-
òÿíóòîñòü è òÿæåëûå õâîñòû ðàñïðåäåëåíèÿ äîõîäíîñòè àêòèâà yt =
ln

(
st+1/st

)
, ãäå (st)

T
t=0 � äèíàìèêà öåíû àêòèâà. Ìåíÿÿ êàíîíè÷åñêóþ

ôîðìó (7), ìîæíî ïîëó÷èòü ìíîæåñòâî àñèììåòðè÷íûõ ìîäåëåé, ó÷è-
òûâàþùèõ ýôôåêò ëåâåðèäæà. Äàííîå ñâîéñòâî ôèíàíñîâûõ ðÿäîâ [11]
çàêëþ÷àåòñÿ â îòðèöàòåëüíîé êîððåëèðîâàííîñòè âåëè÷èí yt−1 è σt ,
ò.å. Cov(yt−1, σt) < 0 . Ýòîò ôåíîìåí íåëüçÿ îáúÿñíèòü ñòàíäàðòíîé
GARCH -ìîäåëüþ, ò.ê. äèñïåðñèÿ σ2

t çàâèñèò îò êâàäðàòîâ çíà÷åíèé
ðÿäà y2

t−i è íå÷óâñòâèòåëüíà ê çíàêó yt−i . Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû ïðè-
ìåðû ìîäåëåé ïåðâîãî ïîðÿäêà, îáëàäàþùèõ ýôôåêòîì ëåâåðèäæà [3,
16]. Äàííûå ïðèìåðû ÿâëÿþòñÿ ëèøü íåáîëüøîé ÷àñòüþ ñïèñêà àááðå-
âèàòóð ðàçðàñòàþùèõñÿ GARCH-ìåòîäîâ. Íàïðèìåð, Áîëëåðñëåâ [17]
â
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Òàáëèöà 1. Ïðèìåðû ðàñøèðåíèé GARCH-ìîäåëè, îáëàäàþùèõ
ýôôåêòîì ëåâåðèäæà

Àááðåâèàòóðà Ðàñøèôðîâêà Ôîðìóëà
APARCH asymmetric power ARCH σγ

t = ω + βσγ
t−1+

+αγ(|yt−1| − δyt−1)
γ

SQR-GARCH square-root GARCH σ2
t = ω + βσ2

t−1 + α|yt−1|
GJR-GARCH Glosten-Jagannathan-Runkle σ2

t = ω + βσ2
t−1 + αy2

t−1+
GARCH +δy2

t−1 · I{yt−1 < 0}
EGARCH exponential GARCH ln σ2

t = ω + β ln σ2
t−1+

+α
∣∣∣ yt−1

σt−1

∣∣∣ + γ yt−1

σt−1

ARCH-M ARCH in mean yt = φ0 + φ1yt−1 + γσ2
t + εt

yt = φ0 + φ1yt−1 + γσt + εt

yt = φ0 + φ1yt−1 + γ ln σt+
+εt

êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ê îáçîðó ïðèâîäèò ñïðàâî÷íèê ñ äëèííûì ñïèñ-
êîì ñâÿçàííûõ ñ ARCH-ìîäåëÿìè ñîêðàùåíèé.

Êðîìå ôîðìû GARCH, ìîæíî ìåíÿòü íîðìèðîâàííîå ðàñïðåäå-
ëåíèå F (·, ·) äëÿ εt . Â ëèòåðàòóðå îïèñàíû ìîäåëè ñî ñëåäóþùèìè çà-
êîíàìè ðàñïðåäåëåíèÿ: íîðìàëüíîå [18], Ñòüþäåíòà (Student, t-innovation)
[19], îáîáùåííîå ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (generalized exponenti-
al) [20], ñëîæíîå ïóàññîíîâñêîå (compound Poisson) è negative binomial
case [21], ïîïóëÿðíîå â ïîñëåäíåå âðåìÿ variance-gamma ðàñïðåäåëåíèå
[22] è äð. Áîëåå òîãî, ìîæíî ìåíÿòü è ìîäåëü ñðåäíåãî. Âêëþ÷àÿ ñòàí-
äàðòíóþ ôîðìó (7), íàèáîëåå ïîïóëÿðíûìè ÿâëÿþòñÿ ARIMA-GARCH
è GARCH-â-ñðåäíåì (GARCH-in-mean, GARCH-M). Ñðàâíåíèå äàííûõ
ìîäåëåé ïðåäñòàâëåíî â [23].

Íåñìîòðÿ íà ïîïóëÿðíîñòü ìîäåëè, â ñòàòüÿõ êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà
ARIMA(p ,d , q )-GARCH( p̌ , q̌ ) â ÿâíîì âèäå íå óêàçàíà:

∆dyt = mt + σtεt, εt ∼ F (0, 1)

mt = φ0 + φ1∆
dyt−1 + φ2∆

dyt−2 + · · ·+ φp∆
dyt−p+

+ θ1σt−1εt−1 + θ2σt−2εt−2 + · · ·+ θqσt−qεt−q,

σ2
t = α0 + α1σ

2
t−1 + α2σ

2
t−2 + · · ·+ αp̌σ

2
t−p̌+

+ β1σ
2
t−1ε

2
t−1 + β2σ

2
t−2ε

2
t−2 + · · ·+ βq̌σ

2
t−q̌ε

2
t−q̌.

Â îñíîâíîì àâòîðû ïðèâîäÿò îòäåëüíî ôîðìóëû ARIMA-êîìïîíåíòû,
îòäåëüíî � GARCH-êîìïîíåíòû, ïðè ýòîì ñàìà ìîäåëü ÷àñòî îïèñû-
âàåòñÿ â êíèãàõ [5, 11, 16] è ðåæå â ñòàòüÿõ [23, 24]. Êëþ÷åâîé ìîäåëüþ

98



â ñòàòüÿõ âûñòóïàåò GARCH è åå ðàçíîîáðàçíûå ìîäèôèêàöèè ñ ðàç-
ëè÷íûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè îøèáîê. Íåêîòîðûå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
íå çàâèñÿò îò ìîäåëè ñðåäíåãî, íàïðèìåð, ïåðåõîä ê ðèñê-íåéòðàëüíîé
ìåðå ìåòîäîì Äóàíà, ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ýøåðà è Ãèðñàíîâà [25], òàêèì
îáðàçîì, îíè îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè äëÿ ARIMA-GARCH-ìîäåëè â
÷àñòíîñòè.

3. Ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ïðåìèé îïöèîíîâ íà îñíîâå ARIMA-GARCH-
ìîäåëè äîõîäíîñòè áàçîâîãî àêòèâà

GARCH-ìîäåëè íå ïîçâîëÿþò âûâåñòè ôîðìóëó ñòîèìîñòè îïöè-
îíà â àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Ðåäêèì èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà Õå-
ñòîíà (Heston) è Íýíäè (Nandi) [2] ñî ñïåöèôè÷íûì GARCH-ïðîöåññîì
äîõîäíîñòè c øàãîì δ :

log st = log st−δ + r + λσ2
t + σtεt,

σ2
t = α0 +

p̌∑

j=1

αjσ
2
t−jδ +

q̌∑

j=1

βj(εt−jδ − γjσt−jδ)
2.

Àâòîðû ïåðâûìè âûâåëè ôîðìóëó ñòîèìîñòè îïöèîíà â ïðåäïîëîæå-
íèè ëîãíîðìàëüíîñòè ìîäåëè áàçîâîãî àêòèâà è âûïîëíåíèÿ ôîðìóëû
Áëýêà-Øîóëñà äëÿ êîëë-îïöèîíà çà îäèí ïåðèîä äî åãî ýêñïèðàöèè:

ct = e−(T−t)rEQ[max(sT −K, 0)|Ft] =

=
1

2
st +

e−(T−t)r

π

∞∫

0

Re
[K−iφf(iφ + 1)

iφf(1)

]
dφ−

−Ke−(T−t)r
(1

2
+

1

π

∞∫

0

Re
[K−iφf(iφ)

iφ

]
dφ

)
,

ãäå f(iφ) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðèñê-íåéòðàëüíîé äèíàìèêè
äîõîäíîñòè yt áàçîâîãî àêòèâà. Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ñëåä-
ñòâèåì íåïðåðûâíîãî ðåøåíèÿ Õåñòîíà [1] äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ àíàëîãîâ
è âåðíà, êàê óòâåðæäàþò àâòîðû, äëÿ ARMA-GARCH-ìîäåëåé. ×èñ-
ëåííûå ðåçóëüòàòû (ðèñ. 1) äëÿ áåçàðáèòðàæíîé ìîäåëè GARCH(1 ,1 )
ñîîòâåòñòâîâàëè ïîëó÷åííûì äëÿ íåïðåðûâíîé ìîäåëè ïðè ñðàâíèòåëü-
íîé ïðîñòîòå ðåàëèçàöèè è ïîêàçûâàëè ìåíüøóþ ñóììàðíóþ ïîãðåø-
íîñòü RMSE (root mean square error, ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà), MAE
(mean absolute error, % error, ñðåäíÿÿ àáñîëþòíàÿ îøèáêà), MOE (mean
outside error, ñðåäíÿÿ âíåøíÿÿ îøèáêà) îòíîñèòåëüíî ìîäåëè Áëýêà-
Øîóëñà è åå ìîäèôèêàöèè Ìåðòîíîì.

99



Ðèñ. 1. Òàáëèöà êðèòåðèåâ êà÷åñòâà äëÿ åâðîïåéñêèõ êîëë-îïöèîíîâ
â ðàáîòå [2]

Âî âñåõ îñòàëüíûõ ðàáîòàõ öåíà îïöèîíà ðàññ÷èòûâàåòñÿ ÷èñ-
ëåííî êàê ñðåäíåå äèñêîíòèðîâàííîå çíà÷åíèå x̃t åãî âûïëàò ïî ðèñê-
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íåéòðàëüíîé ìåðå Q :
EQ[x̃t|Fp] = x̃p, p < t ⇒ EQ[eyt|Ft−1] = er,

ñâîéñòâî ìàðòèíãàëüíîñòè Q ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé çàïèñüþ áåç-
àðáèòðàæíîãî (ñïðàâåäëèâîãî) öåíîîáðàçîâàíèÿ, ò. ê. îòñóòñòâóåò ðèñ-
êîâàÿ ïðèáûëü [9]. Ðàññìîòðèì ÷àñòî èñïîëüçóåìûå ðèñê-íåéòðàëüíûå
ìåðû.

Èçâåñòíî, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèè ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè ðûíêè ÿâ-
ëÿþòñÿ íåïîëíûìè [25], ò. å. ñóùåñòâóþò íåðåïëèöèðóåìûå óñëîâíûå
îáÿçàòåëüñòâà. Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî ðèñê-íåéòðàëüíûõ ìåð, ïîçâîëÿþ-
ùèõ âû÷èñëÿòü ñòîèìîñòè äåðèâàòèâîâ, áåñêîíå÷íî. Â îáùåì ñëó÷àå
âûáîð îäíîé èç íèõ îïðåäåëÿåòñÿ ýêîíîìè÷åñêèìè îñíîâàíèÿìè, â ÷àñò-
íîñòè, îïòèìàëüíîñòüþ íåêîòîðîãî êðèòåðèÿ.

Ðóáèíøòåéí (Rubinstein) è Áðåííàí (Brennan) [26] îïðåäåëèëè
ýêîíîìèêó ðåïðåçåíòàòèâíûõ àãåíòîâ (representative agents), ìàêñèìè-
çèðóþùèõ ñâîå áëàãîñîñòîÿíèå, ââåëè ôóíêöèþ ñîâîêóïíîãî áëàãîñî-
ñòîÿíèÿ (aggregate wealth) è óñòàíîâèëè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ðèñê-
íåéòðàëüíîé îöåíêè (risk-neutral valuation relationship, RNVR) åâðîïåé-
ñêîãî îïöèîíà: ôóíêöèè áëàãîñîñòîÿíèÿ è ñòîèìîñòè áàçîâîãî àêòèâà
äîëæíû èìåòü ïðåîáðàçîâàííîå äâóìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
(transformed bivariate normal distribution) ñ ìîíîòîííîé äèôôåðåíöè-
ðóåìîé ôóíêöèåé ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïî àíàëîãèè Äóàí [18] ðàññ÷èòàë
RNVR äëÿ GARCH-ïðîöåññà ñ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûìè îøèáêàìè,
êîòîðàÿ ïîëó÷èëà íàçâàíèå ëîêàëüíîé ðèñê-íåéòðàëüíîé îöåíêè (local
RNVR), ò. ê. òðåáîâàëà ïîñòîÿíñòâà óñëîâíîé äèñïåðñèè íà îäíîì ïåðè-
îäå îòíîñèòåëüíî èçìåíåíèÿ ðèñê-íåéòðàëüíîé ìåðû. Ïðè ôèçè÷åñêîé
ìåðå P äîêàçàííûé ïåðåõîä ê ýêâèâàëåíòíîé ìàðòèíãàëüíîé ìåðå Q
ïåðåâîäèò ïðîöåññ èçìåíåíèå äîõîäíîñòè àêöèè çà îäèí ïåðèîä ñîãëàñíî
ôîðìóëàì:

yt = r + λσt − 1

2
σ2

t + εt, εt

∣∣Ft−1 ∼ i.i.d. N (0, σ2
t ), (8)

σ2
t = α0 +

p∑

i=1

αiε
2
t−i +

q∑

j=1

βjσ
2
t−j

â ðèñê-íåéòðàëüíóþ äèíàìèêó:

yt = r − 1

2
σ2

t + ξt, ξt

∣∣Ft−1 ∼ i.i.d. N (0, σ2
t ),

σ2
t = α0 +

p∑

i=1

αi

(
ξt−i − λσt−i

)2
+

q∑

j=1

βjσ
2
t−j
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ãäå r � ïîñòîÿííàÿ áåçðèñêîâàÿ ñòàâêà çà îäèí ïåðèîä, λ � êîýôôè-
öèåíò ðèñêîâîé ïðåìèè. Òîãäà öåíà àêòèâà è ñòîèìîñòü îïöèîíà âûðà-
æàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè:

sT = st exp

(
(T − t)r − 1

2

T∑

i=t+1

σ2
i +

T∑

i=t+1

ξi

)
,

ct = e−(T−t)rEQ[max(sT −K, 0)|Ft];

ãäå T � âðåìÿ ýêñïèðàöèè îïöèîíà,K � åãî öåíà èñïîëíåíèÿ.
Çàìåòèì, ÷òî ïîäñòàíîâêà p = q = 0 ïåðåâîäèò ôîðìóëó (8) â

ñòàíäàðòíûé ãîìîñêåäàñòè÷íûé ëîãíîðìàëüíûé ïðîöåññ, êàê â ðàáî-
òå Áëýêà�Øîóëñà. Áîëåå òîãî, ïðåîáðàçîâàíèå ðàáîòàåò è äëÿ ëþáîé
GARCH-ìîäèôèêàöèè.

Ïðîâåäåííûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ñ èíäåêñîì S&P 100 ïîç-
âîëèëè èçó÷èòü âëèÿíèå èñõîäíîé óñëîâíîé äèñïåðñèè áàçîâîãî àêòèâà
íà ñòîèìîñòü îïöèîíà, áîëåå òîãî, â ñîîòâåòñòâèè ñ èññëåäîâàíèÿìè Ðó-
áèíøòåéíà è Øåéêà(Sheikh) áûëà ïîñòðîåíà �óëûáêà� âîëàòèëüíîñòè
äëÿ GARCH-ìîäåëè (ðèñ. 2�3), âîçðàñòàþùàÿ ïî âðåìåíè äî ýêñïèðà-
öèè êîëëà "îêîëî äåíåã"(at the money, ò. å. öåíà áàçîâîãî àêòèâà ðàâíà
öåíå èñïîëíåíèÿ ).

Ðèñ. 2. Íèçêàÿ óñëîâíàÿ âîëàòèëüíîñòü è åå âëèÿíèå íà
ïîäðàçóìåâàåìóþ âîëàòèëüíîñòü GARCH ìîäåëè [18]
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Ðèñ. 3. Âûñîêàÿ óñëîâíàÿ âîëàòèëüíîñòü è åå âëèÿíèå íà
ïîäðàçóìåâàåìóþ âîëàòèëüíîñòü GARCH ìîäåëè [18]

Ïîäõîä Äóàíà èñïîëüçóåò íåàôôèííóþ ìîäåëü GARCH-M è ïðî-
ãðàììíûé ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ Ìîíòå-Êàðëî äëÿ öåíîîáðàçîâàíèÿ îï-
öèîíîâ íà èñòîðè÷åñêèõ äàííûõ â îòëè÷èå îò Õåñòîíà è Íýíäè [2], êî-
òîðûå ïðèìåíÿþò àíàëèòè÷åñêóþ ôîðìóëó ê èñòîðè÷åñêèì äàííûì è
íàáëþäàåìûì ðûíî÷íûì êîòèðîâêàì. Íî íåñìîòðÿ íà ðàçëè÷íûå ïîä-
õîäû, îáå îïèñàííûõ ìîäåëè ïðåâîñõîäÿò ãîìîñêåäàñòè÷íûå àíàëîãè
äëÿ ïîñòðîåíèÿ öåí äåðèâàòèâîâ.

Â ïðîäîëæåíèå ðàáîòû Äóàíà àíàëèòè÷åñêèé âûâîä äëÿ ARMA-
ìîäåëè ðåàëèçîâàí â ðàáîòå Õóàíãà (Huang) è Âó (Wu) [24], â êîòîðîé
ñòîèìîñòè êîëë- è ïóò-îïöèîíîâ îïðåäåëÿëèñü ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþ-
ùèìè ôîðìóëàìè:

ln
st

st−1
= φ0 +

p∑

j=1

φj ln
st−j

st−j−1
+ σ

q∑

j=0

θjεt−j

ct = stΦ(d1(t, T − t))−Ke−r(T−t)Φ(d2(t, T − t)),

pt = Ke−r(T−t)Φ(−d2(t, T − t))− stΦ(−d1(t, T − t)),

ãäå d1(t, n) =
ln

(
st

K

)
+

(
r + 1

2σ
2
n

)
n

σn
√

n
,
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d2(t, n) = d1(t, n)− σn
√

n, σ2
n =

1

n
DP

(
ln

(sT

st

)
|Ft

)
,

Φ(·) � ôóíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ðàññìàòðèâàåìûå ôîðìóëû öåëèêîì ïîâòîðÿþò ðåçóëüòàò Áëýêà-

Øîóëñà, çà èñêëþ÷åíèåì âîëàòèëüíîñòè σt , ðàñøèðåííîé äî ôóíêöèè
îò âðåìåíè äî ýêñïèðàöèè îïöèîíà (T − t) , ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðàáîòàìè
Äóàíà, Õåñòîíà è Íýíäè. Ðàáîòà òàêæå èíòåðåñíà ìîäåëüíûì ïðèìå-
ðîì, ïðåäñòàâëÿþùèì öåíó îïöèîíà âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé ïî óðîâ-
íþ AR- è MA-ïàðàìåòðîâ, â êîòîðîé âëèÿíèå àâòîðåãðåññèîííîé ÷àñòè
ñóùåñòâåííî ñèëüíåå ýôôåêòà ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî.

Ïðåäëîæåííûå ïðèìåðû èñïîëüçóþò êëàññè÷åñêóþ îöåíêó LRNVR
äëÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ îøèáîê, îäíàêî, â ïîñëåäñòâèè îíà áû-
ëà ðàññ÷èòàíà äëÿ äðóãèõ ðàñïðåäåëåíèé (íàïðèìåð, Ñòüþäåíòà [19],
GED [30], GH [25]).

Ñðåäè îñòàâøèõñÿ ðèñê-íåéòðàëüíûõ ìåð ïîïóëÿðíûìè [25] ÿâëÿ-
þòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ýøåðà è ðàñøèðåííûé ïðèíöèï Ãèðñàíîâà, êîòî-
ðûå òàêæå ïîäõîäÿò äëÿ íåãàóññîâûõ îñòàòêîâ êàê â äèñêðåòíîì, òàê è
â íåïðåðûâíîì âðåìåíè.

Ïóñòü MP
yt|Ft−1

(c) = EP
[
ecyt|Ft−1

]
< ∞ � óñëîâíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ

ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ, ââåäåì δt � ïðîèçâîëüíûé ïðåäñêàçóåìûé ïðîöåññ,
òîãäà Q íàçûâàåòñÿ óñëîâíîé ïðåîáðàçîâàííîé ïî Ýøåðó ìåðîé P ,
åñëè ñóùåñòâóåò óñëîâíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ:

dQ

dP

∣∣∣∣∣Ft

=
t∏

k=1

eδkyk

Myk|Fk−1
(δk)

.

Äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì áåçóñëîâíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ýøåðà, ââåäåííîãî â ôèíàíñîâóþ ëèòåðàòóðó Ãåðáåðîì
(Gerber) è Øèó (Shiu) [27]. Â èñõîäíîé ñòàòüå ET ïðèìåíÿåòñÿ ê öå-
íàì ïðîèçâîäíûõ ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ, åñëè ëîãàðèôì äîõîäíî-
ñòè ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì Ëåâè (Levy), ò. å. ñòàöèîíàðíûì ñ íåçàâèñèìû-
ìè ïðèðàùåíèÿìè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîñûëêàì GARCH-ìîäåëè.
Óñëîâíûé ãåòåðîñêåäàñòè÷íûé ñëó÷àé òàêæå îñâåùåí â [28].

Áàäåñêó (Badescu) [29] óñòàíîâèë âçàèìîñâÿçü ìåæäó ñòîõàñòè÷å-
ñêèì êîýôôèöèåíòîì äèñêîíòèðîâàíèÿ (stochastic discount factor, SDF),
îïòèìàëüíîé ìàðòèíãàëüíîé ìåðîé è ïðåîáðàçîâàíèåì Ýøåðà, âûäåëÿÿ
ïîñëåäíèé äëÿ öåíîîáðàçîâàíèÿ îïöèîíîâ. Áîëåå òîãî, îí äîêàçàë, ÷òî
äëÿ ðèñê-íåéòðàëüíîé ìåðû Ýøåðà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïðîöåññ Zt îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ïðîèç-
âåäåíèåì:

Zt =
t∏

k=1

eδ∗kyk

MP
yk|Fk−1

(δ∗k)
, Z0 = 1, (9)

ãäå ïðîãíîçèðóåìûé ïðîöåññ δ∗k ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâ-
íåíèÿ:

MP
yk|Fk−1

(1 + δk) = erMP
yk|Fk−1

(δk), ∀k = 1, ..., T. (10)

Òîãäà ìåðà Qess (ìåðà Ýøåðà) íàõîäèòñÿ èç ðàâåíñòâà:
dQess

dP
= ZT . (11)

Ïî àíàëîãèè ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ýøåðà (9)�(11) âûêëàäêè ïðèâî-
äÿò ê òåîðåìå, ñôîðìóëèðîâàííîé Ýëëèîòîì (Elliott) è Ìàäàíîì (Madan)
[23].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ïðîöåññ Zt îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ïðîèç-
âåäåíèåì:

Zt =
T∏

t=1

gP
t

(
s̃t

s̃t−1

)
evt

gP
t

(
e−vt

s̃t

s̃t−1

) ,

ãäå gP
t (·) � óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè yt íà Ft−1, òîãäà

ðèñê-íåéòðàëüíàÿ ìåðà Qegp (ìåðà EGP) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì:
dQegp

dP
= ZT .

Òåõíè÷åñêè ïðèíöèï Ãèðñàíîâà ñîõðàíÿåò íåòðîíóòîé äèñïåðñèþ
ïðîöåññà, ñäâèãàÿ ñðåäíåå çíà÷åíèå ôèçè÷åñêîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëå-
íèÿ îøèáîê.

Òðè ïðåäñòàâëåííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåð áûëè ðàññìîòðåíû Áà-
äåñêó, Ýëëèîòîì, Êóëïåðãåðîì (Kulperger), Ìèåòòèíåíîì (Miettinen),
Ñüþ (Siu) â ñòàòüå [25] êàê ñòîõàñòè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû äèñêîíòèðî-
âàíèÿ, ýêâèâàëåíòíûå îáîáùåííîé ëîêàëüíîé RNVR (GLRNVR), ïðå-
îáðàçîâàíèþ Ýøåðà (conditional ET, CTE), ðàñøèðåííîìó ïðèíöèïó
Ãèðñàíîâà (mean correcting martingale measure, MCMM) äëÿ GARCH-
ìîäåëè ñ îøèáêàìè, ðàñïðåäåëåííûìè ïî îáîáùåííîìó ãèïåðáîëè÷å-
ñêîìó çàêîíó è ïî åãî ïîäêëàññàì. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî òîëüêî â ñëó-
÷àå ñ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûìè îøèáêàìè ïîëó÷åííûå òðè ðèñê-
íåéòðàëüíûå äèíàìèêè èäåíòè÷íû.
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Ýìïèðè÷åñêèé àíàëèç (ðèñ.4�7) ïðîâîäèëñÿ íà îñíîâå èñòîðè÷å-
ñêèõ äàííûõ èíäåêñà S&P 500 ñ ïîñëåäóþùèì èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà
Ìîíòå-Êàðëî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñòîèìîñòè îïöèîíà. Ðåçóëüòàòû ïîä-
òâåðäèëè, ÷òî äëÿ êàæäîãî òèïà SDF ñ óñëîâíî àñèììåòðè÷íûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì îøèáîê ìîäåëèðóþò ðåàëüíûé ðÿä ëó÷øå, ÷åì ñ íîðìàëü-
íûì. Èñïîëüçóÿ èíôîðìàöèîííûå êðèòåðèè êà÷åñòâà, àâòîðû âûäåëè-
ëè NIG-ðàñïðåäåëåíèå (Normal Inverse Gaussian) îøèáîê, êàê íàèáîëåå
òî÷íîå. Ñðåäè ïðåîáðàçîâàíèé CTE ïîêàçàëî ëó÷øèå ðåçóëüòàòû íà
äîëãîñðî÷íîé ïåðñïåêòèâå è äëÿ îïöèîíîâ �âíå äåíåã� (out of money,
ò. å., íàïðèìåð, äëÿ êîëë-îïöèîíà öåíà áàçîâîãî àêòèâà íèæå öåíû èñ-
ïîëíåíèÿ), GLRNR (êðîìå NIG-ðàñïðåäåëåíèÿ) è MCMM áîëåå àäåê-
âàòíî îòîáðàçèëè ñòîèìîñòè êðàòêîñðî÷íûõ äåðèâàòèâîâ.

Äàííûå ìåðû óäîáíû ñðàâíèòåëüíîé ïðîñòîòîé è óíèâåðñàëüíî-
ñòüþ, íî íå èñêëþ÷àþò îáîáùåíèÿ è ÷àñòíûå ñëó÷àè. Êðèñòîôôåðñîí
(Christo�ersen), ßêîáñ (Jacobs) è Îðíñàíàëàé (Ornthanalai) [14] ïðåä-
ëîæèëè ñëåäóþùåå óñëîâíîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäå-
ëåííûõ îøèáîê:

dQ

dP

∣∣∣Ft = exp

(
−

t∑

i=1

(
µi − ri

σ2
i

εi +
1

2

(µi − ri

σ2
i

)2
σ2

i

))
.

Îòëè÷àþùååñÿ ïîäõîäîì, îíî äàåò òîò æå ðåçóëüòàò, ÷òî è ëîêàëüíàÿ
ðèñê-íåéòðàëüíàÿ îöåíêà Äóàíà (8) ïðè rt = r , µt = r + λσt .

Ðèñ. 4. Òàáëèöà êðèòåðèåâ êà÷åñòâà äëÿ åâðîïåéñêèõ êîëë-îïöèîíîâ
â ðàáîòå [18]
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Ðèñ. 5. Ïîäðàçóìåâàåìàÿ âîëàòèëüíîñòü TGARCH ìîäåëè ñ
GH-ðàñïðåäåëåíèåì îøèáîê [15]

Ðèñ. 6. Ïîäðàçóìåâàåìàÿ âîëàòèëüíîñòü TGARCH ìîäåëè ñ
NIG-ðàñïðåäåëåíèåì îøèáîê [15]
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Ðèñ. 7. Ïîäðàçóìåâàåìàÿ âîëàòèëüíîñòü TGARCH ìîäåëè ñ
VG-ðàñïðåäåëåíèåì îøèáîê [25]

Â ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ìîäåëè ñ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûìè îøèá-
êàìè íå ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåàëüíûìè äàííûìè [11], àâòîðû îïèñàëè îá-
ùèé ñëó÷àé ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáîê εt|Ft−1 ∼ F (0, σ2

t ) , íåñêîëüêî èíà-
÷å ôîðìàëèçóþùèé óñëîâíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ýøåðà. Äëÿ çàäàííîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {νt} êàíäèäàò�ïðîèçâîäíàÿ Ðàäîíà-Íèêîäèìà îïðå-
äåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dQ

dP

∣∣∣FT = exp
(
−

T∑

t=1

(νtεt + Ψt(νt))
)
,

ãäå Ψt(·) � íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ìîìåíòîâ,
ïàðàìåòðû νt çàäàþòñÿ óñëîâèåì ìàðòèíãàëüíîñòè:

Ψt(νt − 1)−Ψt(νt) + µt − rt −Ψt(−1) = 0.

Ôîðìóëà ñòîèìîñòè ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà (îïöèîíà) íå çàâè-
ñèò îò ïðåîáðàçîâàíèÿ ôèçè÷åñêîé ìåðû è ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê
èíòåãðàë ïî ôèêñèðîâàííîé ðèñê-íåéòðàëüíîé ìåðå Q :

ΠQ
t c(sT ) = EQ

[
e−(T−t)rc(sT )|Ft

]
= EQ

[
e−(T−t)r max(sT −K, 0)|Ft

]
.
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Ôàêòè÷åñêè äàííûé ïóíêò ðåàëèçóåòñÿ ëèáî âû÷èñëåíèåì ñóùåñòâóþ-
ùåé àíàëèòè÷åñêîé ôîðìû [2], ëèáî ñòîõàñòè÷åñêèì ÷èñëåííûì ìåòî-
äîì (Ìîíòå-Êàðëî, áèíàðíûå äåðåâüÿ).

4. Çàêëþ÷åíèå

Äàííàÿ ðàáîòà ðàññìàòðèâàåò ARIMA-GARCH äëÿ ìîäåëèðîâà-
íèÿ äîõîäíîñòè áàçîâîãî àêòèâà. Ïðåäñòàâëåííàÿ ìîäåëü ñî÷åòàåò ïðî-
ñòîòó èíòåðïðåòàöèè ñ âîçìîæíîñòüþ îïèñûâàòü øèðîêèé êëàññ ïðî-
öåññîâ çà ñ÷åò âàðèàöèè ïîðÿäêà ìîäåëåé, òèïîâ ãåòåðîñêåäàñòè÷íîé
êîìïîíåíòû, âèäîâ ðàñïðåäåëåíèé îøèáîê. Îäíàêî, ëó÷øåé ìîäåëüþ
îñòàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ GARCH ñ àñèììåòðè÷íûì è òÿæåëîõâîñòûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì îøèáîê.

Â ñâÿçè ñ îáøèðíîñòüþ ARCH-ñåìåéñòâà èìåííî ìîäåëè ARIMA-
GARCH ïîñâÿùåíî íåáîëüøîå ÷èñëî ñòàòåé, ïðè ýòîì ARIMA-êîìïîíåí-
òà è îòäåëüíî GARCH-êîìïîíåíòà ÷àñòî îïèñûâàåòñÿ â êíèãàõ. Êëþ-
÷åâîé â ñòàòüÿõ âûñòóïàåò GARCH è åå ðàçíîîáðàçíûå ìîäèôèêàöèè
ñ ðàçëè÷íûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè îøèáîê. Íî ìíîãèå âûêëàäêè, íàïðè-
ìåð, ðèñê-íåéòðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïî Ýøåðó è Ãèðñàíîâó, âåðíû
äëÿ âñåãî ñåìåéñòâà, ïîòîìó äëÿ ARIMA-GARCH ìîäåëè â ÷àñòíîñòè.
GARCH-ìîäåëè íå ïîçâîëÿþò â ÿâíîì âèäå âûâåñòè ôîðìóëó ñòîèìî-
ñòè îïöèîíà â àíàëèòè÷åñêîì âèäå çà ðåäêèì ñïåöèôè÷íûì èñêëþ÷å-
íèåì, ïîòîìó öåíà îïöèîíà ðàññ÷èòûâàåòñÿ ÷èñëåííî êàê ñðåäíåå äèñ-
êîíòèðîâàííîå çíà÷åíèå åãî âûïëàò ïî ðèñê-íåéòðàëüíîé ìåðå. Ðèñê-
íåéòðàëüíóþ ìåðó ìîæíî ïîñòðîèòü èç äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé Áðåííàíà-
Ðóáèíøòåéíà. Â ñòàòüÿõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ëîêàëüíàÿ RNM Äóàíà è
ìåðû, ïðåîáðàçîâàííûå ïî Ýøåðó è ïðèíöèïó Ãèðñàíîâà. Ñðåäè ðèñê-
íåéòðàëüíûõ ìåð ïðåîáðàçîâàíèå Ýøåðà ïîêàçàëî ëó÷øèå ðåçóëüòàòû
íà äîëãîñðî÷íîé ïåðñïåêòèâå è äëÿ îïöèîíîâ �âíå äåíåã�, îñòàëüíûå
òî÷íåå îòîáðàçèëè ñòîèìîñòè êðàòêîñðî÷íûõ äåðèâàòèâîâ.
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