
А. М. Денисов, Е. В. Захаров, А. В. Калинин
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1. Введение

В традиционной постановке обратная задача электрокардиографии
представляет собой задачу определения потенциала на внешней поверх-
ности сердца по измерениям потенциала на поверхности грудной клетки
(см., например, [1], [2]). Одним из наиболее важных применений методов
решения этой обратной задачи является диагностика очагов аритмии
сердца.

Рис. 1. Области торса и сердца.

В работе [3] были предложены алгоритмы решения обратной зада-
чи электрокардиографии для модельной геометрии торса и сердца, в
[4] рассматривалась реальная геометрия торса и сердца, но предпола-
галось, что грудная клетка однородна, в [5, 6, 7] рассмотрена обрат-
ная задача электрокардиографии с учетом внутренней неоднородности
грудной клетки, а в [8] был предложен алгоритм определения проек-
ции очага аритмии на внешнюю поверхность сердца. Следует отметить,
что во всех указанных выше работах решалась обратная задача опреде-
ления потенциала электрического поля и локализации очага армитмии
только на внешней поверхности сердца.

Цель данной работы состоит в том, чтобы показать возможность
локализации очага аритмии в результате определения потенциала не на
внешней поверхности сердца, а на поверхности одной из выделенных
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частей сердца, в которой предположительно находится источник арит-
мии.

2. Математическая постановка задачи и численный метод ее
решения

Рассмотрим в трехмерном пространстве область ΩH , ограниченную
снаружи замкнутой поверхностью ΓB, а изнутри замкнутой поверхно-
стью ΓH . Поверхность ΓB представляет собой объединение двух поверх-
ностей ΓT и ΓE. Интерпретация, введенных выше поверхностей, такова.
ΓH – это внешняя поверхность сердца, ΓE – часть поверхности торса
человека, на которой производятся измерения потенциала электриче-
ского поля сердца, ΓT – объединение верхнего и нижнего срезов торса
(см. рис. 1).

Рис. 2. Декомпозиции сердца на подобласти.

Электрическое поле сердца определяется источниками, находящи-
мися в сердечной мышце. Будем предполагать, что источник только
один. Введем три поверхности ΓLV , ΓSP и ΓRV , ограничивающие три
области сердца (см. рис. 2). Источник возбуждения электрического по-
ля находится внутри одной из поверхностей ΓLV , ΓSP , ΓRV . Обозначим
через ΩLV , ΩSP и ΩRV области, ограниченные снаружи поверхностью
ΓB, а изнутри поверхностями ΓLV , ΓSP и ΓRV соответственно.

В каждой из областей ΩLV , ΩSP и ΩRV рассмотрим следующую за-
дачу. Требуется найти в области Ω c границами Γ1 и Γ2 функцию u(x)
такую, что

∆u(x) = 0, x ∈ Ω, (1)

u(x) = ϕ(x), x ∈ Γ1, (2)

∂u(x)

∂n
= 0, x ∈ Γ1, (3)

где ϕ(x) – известная функция, а Ω, Γ1 и Γ2 для каждой из задач выби-
рались следующим образом:
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Ω Γ1 Γ2

задача 1 ΩLV ΓE ΓT ∪ ΓLV

задача 2 ΩSP ΓE ΓT ∪ ΓSP

задача 3 ΩRV ΓE ΓT ∪ ΓRV

Задача (1)–(3) представляет собой задачу Коши для уравнения Ла-
пласа и является некорректно поставленной. Одним из наиболее суще-
ственных проявлений ее некорректности является неустойчивость по-
тенциала u(x) в Ω по отношению к небольшим изменениям в исходных
данных ϕ(x). Исследованию единственности, условной устойчивости за-
дачи Коши для уравнения Лапласа и разработке численных методов ее
решения посвящено большое число работ (см., например, [9] – [13] и
цитированную там литературу).

Решение задачи (1)–(3) в разных областях ΩLV , ΩSP , ΩLV позво-
лит проверить гипотезу об определении области, содержащей источник
электрического поля сердца, на основе информации об электрическом
поле на поверхности Γ1.

Задача Коши (1)–(3) может быть переформулирована как задача по-
иска значений функции u(x) на поверхности Γ2 при условии, что u(x)
удовлетворяет (1)–(3). Обозначим неизвестные значения u(x) на Γ2 че-
рез v(x) и рассмотрим краевую задачу

∆u(x) = 0, x ∈ Ω, (4)

u(x) = v(x), x ∈ Γ2, (5)

∂u(x)

∂n
= 0, x ∈ Γ1. (6)

Краевая задача (4)–(6) определяет оператор A, отображающий зна-
чения потенциала v(x) на поверхности Γ2 в его значения ϕ(x) на поверх-
ности Γ1. Рассматриваемая обратная задача представляет собой задачу
решения операторного уравнения первого рода

Av = ϕ, (7)

где v неизвестна, а ϕ задана.
Для построения дискретного аналога уравнения (7) воспользуемся

методом граничных интегральных уравнений. Поверхность Γ1∪Γ2, при-
близим полигональной поверхностью Σ = Γ̂1∪ Γ̂2, состоящей из объеди-
нения N плоских треугольников, которые будем называть граничными
элементами, Σ = ζ1 ∪ ζ2 ∪ . . . ∪ ζN . Совокупность граничных элементов
составляет гранично-элементную сетку. Узлами гранично-элементной
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сетки будем называть точки xi ∈ Σ, i = 1, 2, . . . , N , находящиеся в
центре тяжести соответствующих граничных элементов ζi.

На поверхности Σ введем систему линейно независимых финитных
базисных функций φj(x), x ∈ Σ, j = 1, 2, . . . , N , определенных следую-
щим образом

{

φj(x) = 1, x ∈ ζj,
φj(x) = 0, x /∈ ζj.

(8)

Рассмотрим приближенное представление функций u(x) и q(x) ≡ ∂u(x)
∂n

в виде разложения по системе базисных функций φj(x)

ũ(x) =

N
∑

j=1

αj · φj(x), (9)

q̃(x) =
N
∑

j=1

βj · φj(x), (10)

где коэффициенты разложения αj и βj — значения функций ũ(x) и q̃(x)
в узлах гранично-элементной сетки.

Для каждой узловой точки xi можно записать дискретный аналог
третьей формулы Грина

2πũ(xi) =

∫

Σ

q̃(y)
1

|xi − y|
dΣ−

∫

Σ

ũ(y)
∂

∂ny

1

|xi − y|
dΣ, (11)

где i = 1, 2, . . . , N , xi ∈ ζi, y ∈ Σ, |xi − y| — расстояние между точками
xi и y. Подставляя (9) и (10) в (11), получим

2παi =

∫

Σ

(

N
∑

j=1

βj · φj(y)

)

1

|xi − y|
dΣ−

−

∫

Σ

(

N
∑

j=1

αj · φj(y)

)

∂

∂ny

1

|xi − y|
dΣ. (12)

Поменяв порядок интегрирования и суммирования, имеем

2παi =

N
∑

j=1

βj

∫

Σ

φj(y)
1

|xi − y|
dΣ−

N
∑

j=1

αj

∫

Σ

φj(y)
∂

∂ny

1

|xi − y|
dΣ. (13)
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Учитывая (8), получим систему уравнений относительно αj и βj (i =
1, 2, . . . , N , j = 1, 2, . . . , N)

2παi +
N
∑

j=1

αj

∫

ζj

∂

∂ny

1

|xi − y|
dζj =

N
∑

j=1

βj

∫

ζj

1

|xi − y|
dζj. (14)

Эту систему можно переписать в матричном виде

Hu = Gq, (15)

где матрицы H и G вычисляются следующим образом:

H ≡ [hij] =



























∫

ζj

∂

∂ny

1

|xi − y|
dζj, i 6= j,

∫

ζj

∂

∂ny

1

|xi − y|
dζj + 2π, i = j,

(16)

G ≡ [gij] =

∫

ζj

1

|xi − y|
dζj, (17)

а u = [α1, α2, . . . , αN ]
T и q = [β1, β2, . . . , βN ]

T .
Перегруппировав элементы hij и gij матриц H и G, систему (15)

можно переписать в виде

[

H11 H12

H21 H22

] [

u1

u2

]

=

[

G11 G12

G21 G22

] [

q1

q2

]

(18)

или
H11u1 + H12u2 = G11q1 +G12q2

H21u1 + H22u2 = G21q1 +G22q2,
(19)

где матрицы Hkl и Gkl составлены из таких элементов hij и gij, что

xi ∈ Γ̂k, ζj ∈ Γ̂l, где k = 1, 2, l = 1, 2; а векторы ul и ql составлены из

таких значений αj и βj в узловых точках xj, что xj ∈ Γ̂l.
Векторы u1, u2, q1, q2 являются дискретными приближениями функ-

ции u(x) и ее нормальной производной ∂u(x)
∂n

на поверхностях Γ̂1 и Γ̂2. С
учетом условия (3) вектор q1 = 0 и система принимает вид

H11u1 + H12u2 = G12q2,

H21u1 + H22u2 = G22q2,
(20)

51



Разрешив (20) относительно u2, получим систему линейных алгеб-
раических уравнений

Âu2 = u1 (21)

и выражение, связывающие дискретные приближения функции и ее
нормальной производной

q2 = R̂u2, (22)

где

Â =
(

H11 −G12G
−1
22 H21

)−1 (
G12G

−1
22 H22 − H12

)

, (23)

R̂ =
(

G22 −H21H
−1
11 G12

)−1 (
H22 − H21H

−1
11 H12

)

. (24)

Система (21) является дискретным аналогом операторного уравнения
(7). Ее решение будет искать при помощи метода регуляризации Тихо-
нова [14].

Пусть для точных значений вектора ū1 существует точное решение
уравнения (21) ū2, но ū1 неизвестен, а задано его приближение u1δ и
величина погрешности δ такие что, ‖u1δ − ū1‖ ≤ δ. Требуется, зная u1δ

и величину погрешности δ построить приближенное решение u2δ .
Рассмотрим функционал

Mλ[u2] = ‖Âu2 − u1δ‖
2 + λ‖R̂u2‖

2, (25)

где λ — положительный параметр. Приближенное решение u2δ опре-
деляется как элемент, реализующий минимум функционала Mλ[u2], в
котором параметр регуляризации λ должным образом зависит от вели-
чины погрешности δ, т.е. λ = λ(δ) и может быть найден из принципа
невязки

‖Âu2δ − u1δ‖
2 = δ (26)

Из необходимого условия минимума регуляризирующего функцио-
нала (25) следует, что приближенное решение u2δ является решением
операторного уравнения

(ÂT Â + λR̂T R̂)u2δ = ÂT
u1δ. (27)

3. Результаты численных экспериментов

Рассмотрим результаты численных экспериментов для реальной гео-
метрии торса и сердца. Поверхность торса ΓB и внешняя поверхность
сердца ΓH были реконструированы по данным компьютерной томогра-
фии. Число граничных элементов на поверхности ΓB составило 2784, на
поверхности ΓH – 3082. Далее поверхность сердца разбивалась на три
части, соответствующие анатомическим частям сердца:
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• ΓLV представляла собой поверхность левого желудочка (Left Vent-
ricle), число граничных элементов составило 3120;

• ΓSP представляла собой поверхность межжелудочковой перего-
родки (Septum), число граничных элементов составило 3056;

• ΓRV представлял собой поверхность правого желудочка (Right Vent-
ricle), число граничных элементов составило 3014.

С использование программного обеспечения Oxford Cardiac Chaste
[15] выполнялась процедура т.н. виртуального пейсинга из левого и
правого желудочков, заключающаяся в численном моделировании элек-
трического поля сердца, создаваемого в результате электрической сти-
муляции участка миокарда в левом и правом желудочках. В результа-
те численного моделирования реконструировались значения потенциала
электрического поля сердца на поверхности торса. В эти данные вноси-
лась погрешность δ = 3%.

Далее с этими данными при помощи изложенного выше алгоритма
решались задачи для каждой из поверхностей ΓLV , ΓSP ,ΓRV и анали-
зировались невязки решения на поверхности торса. Значения невязок
составили:

Источник в ΩLV Источник в ΩRV

Решение для ΓLV (часть 1) 7.03 · 10−2 3.45 · 10−1

Решение для ΓSP (часть 2) 1.21 · 10−1 1.83 · 10−1

Решение для ΓRV (часть 3) 2.46 · 10−1 5.69 · 10−2

Для источника в области ΩLV минимальная невязка соответство-
вала решению для ΓLV , а для источника в области ΩRV минимальная
невязка соответствовала решению для ΓRV . Таким образом, изложен-
ный в работе численный алгоритм позволяет при достаточно хорошей
точности измерений достоверно определить поверхность одной из выде-
ленных частей сердца, содержащую источник электрического поля.
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