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ОБОБЩЕНИЕ ОПТИЧЕСКОЙ ТЕОРЕМЫ НА СЛУЧАЙ  
ВОЗБУЖДЕНИЯ ЛОКАЛЬНОГО ПРЕПЯТСТВИЯ 

МУЛЬТИПОЛЬНЫМ ИСТОЧНИКОМ  

Введение. 

Оптическая теорема (ОТ) представляет собой фундаментальный ре-

зультат теории дифракции волн, который состоит в том, что сумма сече-

ния рассеяния плоской волны на локальном теле и сечения поглощения 

оказывается равной сечению экстинкции. Сечение экстинкции, в свою 

очередь, представляет собой функционал диаграммы рассеяния поля в од-

ной единственной точке, в направлении распространения плоской волны. 

В российской науке, относящейся к теории дифракции волн, термин 

ОТ впервые появляется в монографии [1]. Существенную роль ОТ играет 

при вычислении сечения поглощения, которое представляется в виде раз-

ности сечений экстинкции и сечения рассеяния [2]. Подобный подход 

представляется естественным, так как ближние поля в вычислительной 

дифракции, как правило, вычисляются с меньшей точностью, чем поля в 

дальней зоне [3]. 

ОТ используется в многочисленных приложениях не только теории 

дифракции световых волн, но и в акустике, сейсмике и даже квантовой 

механике [4-7]. В вычислительной дифракции она применяется также и 

для оценки правильности работы компьютерного модуля, в случае рас-

сеивателя без поглощения, посредством сравнения сечений рассеяния и 

экстинкции [8-9]. Известны обобщения ОТ на случай дифракции поля 

плоской волны на локальном теле при наличии полупространства [10-12]. 

В работах [13-14] ОТ обобщена на случай возбуждения рассеивателя то-

чечным источником, расположенным в свободном пространстве. В работе 

[15] впервые проведено обобщение ОТ на случай возбуждения локально-

го тела осесимметричными мультиполями. В данной работе производится 

обобщение результатов работы [15] на случай произвольного мультиполя. 

Как известно, диаграмма направленности точечного источника не-

достаточна для проведения направленного сканирования области распо-

ложения препятствия. Все это с большим успехом может быть осуществ-
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лено посредством использования мультиполей, которые позволяют сфор-

мировать более направленную индикатрису рассеяния. В данной работе 

проведено обобщение ОТ на случай возбуждения локального тела неосе-

симметричным мультипольным источником любого порядка. Полученное 

соотношение позволяет тестировать программные модули для случая рас-

смотрения дифракции волн на прозрачных телах. 

Возбуждение локального препятствия мультипольным 

источником в свободном пространстве. 

Рассмотрим математическую постановку задачи дифракции поля 

мультипольного источника, расположенного в свободном пространстве 
3ℜ  в точке 0M , на локальном проницаемом теле iD  с гладкой поверхно-

стью (2, )
iD C

α∂ ∈ . Тогда математическая постановка задачи принимает 

вид 
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где 0( , )J M M  определяется видом и порядком мультиполя, [.] - скачок 

полей при переходе через iD∂ , n - нормаль к поверхности iD∂ , 2Im 0ik < , 

что соответствует временной зависимости { }exp j tω .  

Выберем произвольно начало декартовой системы координат и на-

правим ось Oz так, чтобы она проходила через точку расположения муль-

типоля ( )0 00,0,M z= . Для мультиполей справедливо следующее фунда-

ментальное представление [16]  
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здесь (2) ( )nh x  - сферическая функция Ханкеля, 
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Лежандра. Зафиксируем теперь произвольные целые значения , ,  n m m n≤ . 



28 

 

Учитывая, что фундаментальное решение уравнения Гельмгольца имеет 

вид 0 0
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здесь δ - дельта функция Дирака. В силу определения мультиполей (2), 

получаем, что 
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Сравнивая (1) и (4) легко видеть, что 0 0
0

4
( , ) ( )m

nJ M M j D M M
k

π
δ= − . От-

метим, что краевая задача (1) в подобной постановке имеет единственное 

решение [17].  

Перейдем к использованию энергетических соотношений примени-

тельно к решению граничной задачи (1). Окружим локальный рассеива-

тель сферой RΣ  радиуса R, содержащей 0M  и iD  внутри себя. Будем обо-

значать RD  область пространства, ограниченную сферой RΣ . Применяя в 

/R iD D  вторую формулу Грина к решению задачи (1) 0U  и *
0U , имеем  
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здесь 
n

∂

∂
 - нормальная производная к соответствующей поверхности, на-

правленная во вне области /R iD D , а звездочка означает комплексное со-

пряжение. Левую часть (5) преобразуем следующим образом 
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Тогда соотношение (5) может быть представлено как  
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где 
n

+

∂

∂
 нормальная производная по внешней нормали к области iD . Ис-

пользуя свойства δ - функции [18], интеграл в левой части (7) можно пе-

реписать, в виде  
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Рассмотрим первый интеграл в правой части (7). В силу условий излуче-

ния имеем 
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Используя определение диаграммы направленности ( , )F θ ϕ  [17] поля 0U , 
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здесь { }0 ;  0 2θ π ϕ πΩ = ≤ ≤ ≤ ≤  - единичная сфера.  

Применим теперь 2ю формулу Грина к iU  и iU
∗  внутри iD  

( )

i i

i i
i i i i i i

D D

U U
U U U U d U U d

n n
τ σ

∗
∗ ∗ ∗

+ +
∂

 ∂ ∂ 
∆ ⋅ −∆ ⋅ = − 

∂ ∂  
∫ ∫  



30 

 

Преобразуя последнее соотношение, используя условия сопряжения для 

полей на iD∂ , имеем 
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Учитывая (8)-(10), соотношение (7) приобретает следующий вид 
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Представим полное поле в 0 / iD D  в виде суммы 
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nU M U M w M M= + . Здесь 0
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U  - рассеянное поле, а m
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источника внешнего возбуждения. Тогда (11) можно переписать следую-

щим образом 
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Заметим, что выражение в фигурных скобках существует при любых 

, ,  n m m n≤ , так как 0 ( )s
U M  является аналитической функцией всюду вне 

области, занятой препятствием iD  [17].  

Вместо того, чтобы вычислять оставшийся интеграл по объему за-

метим, что он равен полному сечению излучения мультиполя 0( , )m
nw M M . 

В этом легко убедиться, "убрав" рассеиватель. Тогда в правой части оста-

нется лишь слагаемое 
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излучения мультиполя. Учитывая определение мультиполей (2), для диа-

граммы имеет место представление [20] 
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Таким образом, получаем что 
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Собирая вместе (12)-(13), будем иметь 
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Или, вводя в рассмотрение обозначения для полного сечения рассеяния 
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В правой части (15) стоят соответственно сечение рассеяния scσ , вклю-

чающее в себя энергию излучения мультиполя, и сечение поглощения 

absσ . В силу определения [2], левая часть представляет собой сечение 

экстинкции extσ , то есть 
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Полученное соотношение (16) и представляет собой формулировку 

обобщенной оптической теоремы для возбуждения локального рассеива-

теля мультипольным источником единичной амплитуды. 

Заключение. 

В настоящей работе впервые получено обобщение оптической тео-

ремы на случай возбуждения локального препятствия неосесимметрич-

ным мультипольным источником ( )0m ≠ . Полученное соотношение по-

зволяет тестировать программные модули для случая рассмотрения ди-

фракции волн на прозрачных телах. 
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