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C.Г. Головина, А.Г. Разборов 

 

ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ ГРАНИЦЫ ДВУМЕРНОЙ ОБЛАСТИ 

ПО РЕШЕНИЮ ВНЕШНЕЙ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ 

ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ* 

Постановка обратной задачи  

Рассмотрим следующую задачу для уравнения теплопроводности:  
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где D  — односвязная область с ляпуновской границей Γ , n  — единич-

ный вектор нормали к Γ , направленный внутрь D , Dyx kk \),(
2

R∈  — 

фиксированные точки, 0P  — фиксированное число. 

Рассмотрим конечный набор точек Dyx ll \),(
2

R∈ , nl ,1=  и обо-

значим через ),,,,( kkll yxyxtP  решение задачи (1) в этих точках.  

 

Обратная задача заключается в определении контура Γ  по извест-

ным при 0>t  функциям )(tfk  и ),,,,( kkll yxyxtP , где  n},...,2,1{⊆∈ Kk , 

klnl ≠=   , ,1 . 

 

Обратная задача такого типа возникает, например, при поиске зон 

малой проницаемости в нефтяном пласте (т.е. зон, где бурение новых 

скважин нецелесообразно) по измерениям давления в имеющихся сква-

жинах. Предполагается, что давление в нефтяном пласте не изменяется 

поперек пласта, а проницаемость в нем постоянна, за исключением облас-

ти D  полной непроницаемости, размеры которой малы по сравнению с 

размерами пласта. В точках, имеющих координаты ),(,...,),( 11 nn yxyx , рас-

положены n  скважин, при этом в скважине ,1  ,),( nkyx kk ≤≤  создается 

давление, изменяющееся по закону )(tfk . До начала работы скважины 

),( kk yx , а также при всех 0>t  на большом расстоянии от исследуемой 

                                                 
*
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области давление в пласте равно некоторому постоянному пластовому 

давлению 0P . В этом случае давление ),,,,( kk yxyxtP  в точке ),( yx  в мо-

мент времени t  вне зоны непроницаемости является решением задачи (1). 

В работах [1], [2] была рассмотрена задача определения границы 

зоны непроницаемости в нефтяном пласте по измерениям установившего-

ся давления в скважинах. В данной работе в качестве входной информа-

ции для восстановления границы используются нестационарные данные о 

давлении в скважинах, что позволяет уменьшить количество измерений 

для решения обратной задачи. 

Численное решение обратной задачи  

Рассмотрим задачу (1) при произвольном фиксированном Kk ∈ . 

Пусть M  и 0M  — точки с координатами ),( yx  и ),( kk yx , соответствен-

но. В работе [3] показано, что задача (1) после преобразований 
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сводится к задаче 
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решение которой при 0>=
2

sp  единственно и задается формулами 
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где )(0 zK  — функция Макдональда нулевого порядка. 

Перейдем в уравнениях (5) и (6) к полярным координатам. Будем 

считать, что начало координат находится в области D , а полярные коор-

динаты точек Γ  имеют вид )),(( ϕϕh , ][0;2πϕ ∈ , ][0;2)(
1 πϕ Ch ∈ . 

Обратная задача сводится, таким образом, к восстановлению 

функции )(ϕh  по известным функциям ),,( 0MMsv  и )(
2

sF  из системы 

уравнений (5), (6). 

Обозначим полярные координаты точек M , 0M , N  и Q  через 

),( αr , ),( 00 αr , )),(( ϕϕh  и )),(( ψψh , соответственно. Тогда 

 

 

.)(cos)(2)(||

,)(cos)()(2)()(||

,)(cos)(2)(||

00

22

00

22

22

ϕαϕϕ

ϕψϕψϕψ

ϕαϕϕ

−−+=

−−+=

−−+=

hrhrNM

hhhhNQ

rhhrMN

 

 

Будем предполагать, что область D  имеет такую форму, что выпол-

няется следующее условие:  

 ).(min |)(|max
][0;2][0;2

ϕϕ
ππ

hh <<′  (8) 

  

Указанное условие позволяет несколько упростить подынтеграль-

ные выражения в уравнениях (5) и (6) относительно неизвестной функции 

)(ϕh , так как в этом случае длина элемента границы Γ   
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а единичный вектор внутренней нормали к Γ   
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Уравнение (5) примет в этом случае вид  
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Уравнение (6) преобразуется к следующему виду:  
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Решение обратной задачи будем искать из уравнения (9) с помощью 

некоторой итерационной процедуры, причем на каждом очередном шаге 

вместо исходного уравнения будет решаться его линеаризация в окрест-

ности функции h , полученной на предыдущем шаге:  

 

 ],,,,[=],[),,,,( 1111100 jjjjhjj hAhArrsv ωµµµαα −−−−− ′′−  (14) 

 

где 1= −− jjj hhω , 
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 (15) 

Функция 1−′jµ  при выполнении условия (8) приближенно задает в 

точке 1−jh  дифференциал отображения µ→h , определяемого уравнени-

ем (11), и удовлетворяет уравнению  
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Для вычисления )(ϕh  предлагается следующая итерационная про-

цедура: задавшись некоторым начальным приближением )(0 ϕh , на шагах 

1,2,...=j  из уравнения (11) при 1= −jhh  вычисляем 1−jµ , потом из урав-

нения (16) при 1= −jhh  и 1= −jµµ  вычисляем 1−′jµ , и, наконец, из уравне-

ния (14) находим )(ϕω j  и )()(=)( 1 ϕωϕϕ jjj hh +− . 

Результаты вычислительного эксперимента  

На Рисунке 1 приведен результат решения обратной задачи для слу-

чая, когда контур Γ  задается функцией ϕϕϕ 3sin4,03cos0,46=)( ++h  

(изображен сплошной линией). Точками изображен восстановленный 

контур. Точки 1,12= ),,( lyx ll  были расположены с шагом /6π , начиная с 

точки (8,0) , на окружности радиуса 8  с центром в начале координат, 

множество K  равнялось }8,1{ , 1)(=)( 81 =tftf , 0,1==
2
11 sp , 0,2==

2
22 sp . 

В качестве значений ),,,,( kkll yxyxsv  были взяты результаты численного 
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решения соответствующей прямой задачи (численное решение прямой за-

дачи обсуждалось в работе [3]). Начальным приближением 0h  была вы-

брана окружность с центром в начале координат радиуса 4 . 

 

 

 
      

Рис. 1. 
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