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ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД  РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ 

ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

ГРАНИЦ ЛОКАЛЬНЫХ НЕОДНОРОДНОСТЕЙ.
*
 

Введение 

В  настоящее время большой интерес представляют обратные зада-

чи для уравнения Гельмгольца в трехмерной среде, решение которых сво-

дится   к построению численных методов [1-3].  

В работах [4-5] авторами были рассмотрены задачи определения 

границы неоднородности в однородной среде. В работе [6] был рассмот-

рен  метод акустического частотного зондирования для  решения обрат-

ной задачи определения границ локальных неоднородностей в однород-

ной среде  по измерениям в ограниченной области расположения прием-

ников отраженного от неоднородностей волнового поля, возбуждаемого 

точечным источником в многочастотном случае. Для уравнения Гельм-

гольца в трехмерной однородной среде, содержащей несколько локаль-

ных неоднородностей с гладкой поверхностью разной формы, была по-

ставлена и  решена обратная задача методом  интегральных уравнений. 

В данной работе рассмотрено построение численного метода реше-

ния системы интегральных уравнений для решения  обратной краевой за-

дачи для уравнения Гельмгольца.  Метод основан на использовании инте-

гральных уравнений Фредгольма  первого и второго рода и применим к 

определению границ неоднородностей произвольной формы. Построен 

итерационный метод решения обратной  задачи, приводятся результаты 

вычислительного эксперимента. 

 

1. Постановка задачи 

В области  
f

Ω  расположены источники первичного поля, которое  

задается формулой: dPMPfPMGMv
f

f

)()(),(), ,(
0

−= ∫
Ω

δωωω , где  )(⋅δ - 

дельта-функция Дирака, )(ωf - амплитуда поля.  
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Задача определения границ неоднородностей произвольной формы 

может быть сведена к системе интегральных уравнений [4-7]: 
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),,( zyxM  и ),,(
000

zyxP , ),( ωMv - поле в среде, зависящее от простран-

ственной переменной 3),,( RzyxM ∈  и частоты ω .   Полное поле  можно 

представить как сумму первичного и вторичных полей 
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В однородной среде 
0

Ω , в которой скорость распространения волн   

0
с ,  содержатся односвязные области 

3
R

i
∈Ω , ,,,1 Ni …=  с границами 

Ni
i

...,,1, =Ω∂ , которые не имеют общих  точек. В областях 
i

Ω  опреде-

лена кусочно-гладкая функция  )(Mс
i

, где  
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zyxM Ω∈),,( , 
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−− −= ,  В области 
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Ω расположены приемники для изме-

рения рассеянного неоднородностями поля. 

         Запишем уравнение (1) отдельно  для случаев, когда  ),,( zyxM при-

надлежит локальным  неоднородностям Ni
i

,...,1, =Ω  и области располо-

жения приемников 
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ласти расположения  приемников 
p

Ω .   

   Данная система является нелинейной  относительно функций  )(M
i

c и 
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),( ωM
i

v , когда  NiM
i

,...,1, =Ω∈ .   

2. Численное решение обратной задачи 

Обратная задача состоит  в нахождении неизвестных функций     

),( ωM
i

v   и )(M
i

c , когда NiM
i

,...,1, =Ω∈ . Введем  следующие обозна-

чения интегральных операторов: 
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операторы, устанавливающие связь между первичным полем, вторичным 

полем и полем измерений. 

Запишем систему (2) в матричном виде для каждой неоднородности: 
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Через 
i

w  обозначим  матрицу, на диагонали которой расположены эле-
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При решении прямой задачи, когда дано: 

- первичное поле 
0

v , которое облучает область 
0

Ω , содержащую  неод-

нородности Ni
i

,...,1, =Ω , 

- известны границы неоднородностей 
i

Ω  и  функции )(M
i

c , 
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NiM
i

,...,1, =Ω∈ , необходимо решить интегральные уравнения Фред-

гольма второго рода и найти вторичные поля ),( ωM
i

v , NiM
i

,...,1, =Ω∈ , 

затем вычислить значения функции ),( ωMV в области расположения 

приемников 
p

M Ω∈  для частоты ω . 

При  решении обратной задачи, когда нам известно первичное поле 

и поле в области расположения приемников, необходимо определить гра-

ницы и  расположение локальных неоднородностей в ограниченной  об-

ласти 
0

Ω . В  работе [8] предложен  метод Ньютона-Гаусса для решения 

обратной задачи:  
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
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где  z - неизвестно.  

      Так как входные данные вычисляются  с погрешностью, то необходи-

мо использовать регуляризирующий метод. Для решения операторного 

уравнения 0=zA , применим  итеративно-регуляризованный метод Нью-

тона-Гаусса [9], на каждом шаге которого минимизируется по z  функ-

ционал:    
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AA - операторы, которые 

определены в (4) и (5), 
T
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вектор неизвестных, 
n

α  - параметр регуляризации, 
n

ξ - некоторый эле-

мент. Так как оператор
1

''*
−


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
 AA  может быть необратим, запишем  итера-

ционный  метод в модифицированном виде: 
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женное решение на n - ой итерации.  

Заменяя интегралы в (3) конечными суммами: 



17 

),,
2

()
2

(),
2

,(

),()(),,(

1

0
ωω

ωω

h

j
Pv

h
Pc

h

j
PMGh

dPPvPcPMG

iji

m

j

ii
i

+++=

=∫

∑
−

=

Ω
 

где h  - шаг интегрирования, m - количество точек, получим  линейную 

систему алгебраических уравнений.  

На первом шаге задается начальное приближение для функций 

Nic
i

,...,1,00 == , верхний индекс обозначает номер итерации, далее най-

дем 0
i

v - вторичное поле, решив уравнение ( ) Nicv
ii

,...,1,0, 00
1

==Κ .  

Модельные  расчеты проводились для случая, когда в качестве 

входных данных использовалось решение прямой задачи с внесенной по-

грешностью 4%. Источники  имели координаты (-170, 15,-10) и (170, 10, -

10),  25 приемников располагались в одной плоскости OXY . Измерения 

проводились на сетке приемников 25х25, расположенных в области 

{ }.120120,120120,0 <<−<<−==Ω yxz
p

 

Исследуемая область  
0

Ω , в которой располагались три тела, имела 

форму куба { }400100,150150,150150
0

≤≤≤≤−≤≤−=Ω zyx , размером 

300х300х300,  неоднородности имели следующие размеры: 

 

 
  

Рис.1 
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{ }180120,5010,655
1

≤≤≤≤≤≤=Ω zyx , размером 60х40х60, 

{ }290250,2020,3010
2

≤≤≤≤−≤≤−=Ω zyx , размером 40х40х40, 

{ }350310,400,6060
3

≤≤≤≤≤≤−=Ω zyx , размером 120х40х40, параметр 

регуляризации 01.0=α 5,  вычисления проводились для одной частоты 

400.  На Рис. 1  изображено точное решение обратной задачи и результаты 

вычислительного эксперимента предложенным итерационным методом. 

Для получения искомого решения было выполнено девять итераций.  
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