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Обратная задача электрокардиографии в форме потенциалов – это 

задача реконструкции потенциала на внешней поверхности сердца по из-

мерениям потенциала на поверхности грудной клетки [1], [2]. Актуаль-

ность данной обратной задачи связана с внедрением в клиническую прак-

тику новых методов лечения аритмий сердца. 

В работе [3] был рассмотрен алгоритм решения обратной задачи 

электрокардиографии для модельной геометрии торса и сердца, в работе 

[4] учитывалась реалистичная геометрия, но предполагалось, что грудная 

клетка однородна, а в работах [5], [6] был разработан алгоритм для кусоч-

но-однородной модели грудной клетки. В данной работе предлагается 

модификация алгоритма, изложенного в [6], направленная на повышение 

точности расчётов и на ускорение вычислительного процесса. 

 

Рис. 1 

Рассмотрим область Ω (см. рис. 1) в пространстве ��, ограниченную 

снаружи замкнутой поверхностью Γ�, а изнутри замкнутой поверхностью 

Γ� . Поверхность Γ� представляет собой объединение двух поверхно-

стей Γ� 	 и Γ	 . Заданы непересекающиеся области 	Ω
 ⊂ Ω  с границами 

Γ
 ,  = 1,2 . Интерпретация данной геометрической конфигурации сле-
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дующая: Γ� –поверхность сердца, Γ	 – часть поверхности торса, на кото-

рой производятся измерения потенциала электрического поля, Γ� – верх-

ний и нижний срезы торса, Ω
 ,  = 1,2, – области неоднородности грудной 

клетки человека (левое и правое легкие). 

Определим Ω� = Ω\(Ω�� ∪ Ω��) , Γ� = Γ	 , Γ� = Γ� ∪ Γ� . Рассмотрим 

следующую краевую задачу. Требуется найти функцию �(�), � ∈ Ω� , та-

кую, что �(�) = �
(�), � ∈ Ω�
 ,  = 0,1,2, 
 

∆�
(�) = 	0, � ∈ Ω
 ,  = 0,1,2, (1) 

��(�) = �(�), � ∈ Γ�	, (2) 

���(�)

� 
= 0, � ∈ Γ�, (3) 

��(�) = �
(�), � ∈ Γ
 ,  = 1,2, (4) 

!�
���(�)

� 
= !


��
(�)

� 
, � ∈ Γ
 ,  = 1,2. (5) 

  

Здесь �(�) – заданная функция, !
 ,  = 1,2, – заданные положительные по-

стоянные. Функция �(�) представляет собой значение потенциала на по-

верхности Γ� , а !
  – величина, определяющая  коэффициент электриче-

ской проводимости ткани, занимающей область Ω
. Вопросы однозначной 

разрешимости  задачи (1)–(5) и ее численного решения  рассматривались 

в [5]. 

Обратную задачу электрокардиографии сформулируем так. Требу-

ется найти �(�), � ∈ Ω�, такую, что �(�) = �
(�), � ∈ Ω�
 ,  = 0,1,2, 
 

 

∆�
(�) = 	0, � ∈ Ω
 ,  = 0,1,2, (6) 

��(�) = ψ(�), � ∈ Γ�	, (7) 

���(�)

� 
= 0, � ∈ Γ�, (8) 

��(�) = �
(�), � ∈ Γ
 ,  = 1,2, (9) 

!�
���(�)

� 
= !


��
(�)

� 
, � ∈ Γ
 ,  = 1,2, (10) 

  

где $(�) – известная функция, полученная в результате измерений на по-

верхности торса. 
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Задача (6)–(10) представляет собой обобщение задачи Коши для 

уравнения Лапласа и является некорректно поставленной. Одним из наи-

более существенных проявлений ее некорректности является неустойчи-

вость потенциала �(�) по отношению к небольшим изменениям в исход-

ных данных $(�). Задача (6)–(10) может быть переформулирована как за-

дача поиска значений функции  �(�) на поверхности Γ� при условии, что 

�(�) удовлетворяет (6)–(10). 

Для численного решения задачи воспользуемся методом граничных 

интегральных уравнений. Основная идея метода заключается в следую-

щем. Каждая поверхность Γ% приближается полигональной поверхностью 

Γ&% , ' = 0,1,2,3, состоящей из плоских треугольников. В каждом треуголь-

нике определяется узловая точка, находящаяся в его центре тяжести. Для 

каждой поверхности записывается дискретный аналог третьей формулы 

Грина, что дает систему соотношений между значениями функций ��(�)  

и 
)*+(,)

)-
, определенными в узловых точках. 

В результате, аналогично [6], приходим к следующей системе мат-

рично-векторных уравнений: 

 

.��qqqq� − ���vvvv� − ���vvvv� −2��vvvv� = 2��$ 

.��qqqq� − ���vvvv� − ���vvvv� − 2��vvvv� = 2��$ 

.��qqqq� − ���vvvv� − ���vvvv� − 2��vvvv� = 2��$ 

.��qqqq� − ���vvvv� − ���vvvv� − 2��vvvv� = 2��$. 

(11) 

 

Здесь используются следующие обозначения: векторы vvvv
  – значения 

функции ��(�) в узловых точках на поверхностях Γ&
, вектор qqqq� – значения 
)*+(,)

)-  в узловых точках на поверхности Γ&�; 2
3 , �
3 , .
3 – известные матри-

цы, обладающие тем свойством, что они хорошо обусловлены при  = 4; 

$ – известный вектор. 

В работе [6] был предложен следующий алгоритм решения системы 

матрично-векторных уравнений (11). Последовательно выражая vvvv� из вто-

рого уравнения системы, vvvv� из третьего, qqqq� из четвертого и, подставляя в 

первое, приходим к следующей системе линейных алгебраических урав-

нений 

56zzzz = ffff, (12) 

где zzzz = vvvv� – неизвестный вектор, а ffff = 9&&&&$ – заданный вектор, 56 и 9& – из-

вестные матрицы. Для решения системы (12) использовался метод регу-

ляризации Тихонова [7]. 

Рассмотрим другой метод решения системы (11). Воспользуемся 

следующим итерационным процессом 
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qqqq�
(:;�) = .��

(:) <���vvvv�
(:) + ���vvvv�

(:) + 2��vvvv�
(:) + 2��$> 

vvvv�
(:;�) = ���

?� <.��qqqq�
(:;�) − ���vvvv�

(:) − 2��vvvv�
(:) − 2��$> 

vvvv�
(:;�) = ���

?� <.��qqqq�
(:;�) − ���vvvv�

(:;�) − 2��vvvv�
(:) − 2��$> 

vvvv�
(:;�) = 2��

?�(.��qqqq�
(:;�) − ���vvvv�

(:;�) − ���vvvv�
(:;�) − 2��$) 

                                                                                           @ = 0,1, … 

(13) 

Матрица .��
(:)

 вычисляется по формуле 

 

.��
(:) = (.��

� .�� + B(:)C)?�.��
� , (14) 

  

где C – единичная матрица, коэффициент B(:) → 0. Признаком окончания 

итерационного процесса на k-ом шаге будет условие 

 

E2��
?� <.��qqqq�

(:;�) − ���vvvv�
(:;�) − ���vvvv�

(:;�)−2��vvvv�
(:;�)> − $E ≤ G, (15) 

  

где G – заданный уровень погрешности. 

В результате алгоритм решения задачи выглядит следующим обра-

зом: 

1. Даются некоторые начальные приближения векторам vvvv�,	vvvv�, vvvv�, qqqq�. 

2. Задается некоторое начальное значение коэффициента B�. 

3. На k-ом шаге вычисляется коэффициент B(:). 

4. Вычисляется матрица .��
(:)

 по формуле (14). 

5. Вычисляются (k+1) приближения векторов qqqq�, vvvv�,	vvvv�, vvvv�по формуле 

(13). 

6. Проверяется признак окончания итерационного процесса (15). 

Рассмотрим некоторые результаты использования изложенного ал-

горитма для численного решения обратной задачи электрокардиографии 

на реалистичной геометрии торса, сердца и легких. В качестве тестового 

примера была выбрана та же самая задача, что и в работе [6]. Геометрия 

получена по результатам компьютерной томографии. Общее количество 

граничных элементов было 2800, при этом число граничных элементов на 

поверхности сердца было равно 600, на поверхности торса 800, на по-

верхностях легких по 700. Коэффициент !� принимался равным единице, 

коэффициенты !�  и !�  были равны 5. Схема вычислительного экспери-

мента была следующей: 
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1. На поверхности Γ�  задавался потенциал электрического поля �(�) 

соответствующий потенциалу, создаваемому квадруполем, распо-

ложенным внутри сердца в его геометрическом центре. 

2. С этим значением потенциала на поверхности Γ� решалась краевая 

задача (1)–(5) и вычислялся потенциал $(�) на поверхности Γ�. 

3. В потенциал $(�) на поверхности Γ� вносилась погрешность, в ре-

зультате чего получалась функция $H(�) и с ней решалась обратная 

задача изложенным выше методом. 

4. Полученное на поверхности Γ�  приближенное решение сравнива-

лось с точным. 
 

На рис. 2 изображены значения точного потенциала �I(�) и значения най-

денного потенциала �(�), взятые на контуре, являющимся сечением по-

верхности сердца, проходящим через его геометрический центр под углом 

30 градусов к вертикальной оси сердца. На рис. 3 приведен график сходи-

мости итерационного процесса. 

 

 

Рис. 2 

 

Рис. 3 

 

Вычислительный эксперимент показывает, что для достижения точ-

ности решения задачи, сравнимой с результатами, приведенными в работе 

[6], потребовалось 9 итераций. При этом итерационный алгоритм позво-

ляет сократить количество операций обращения и умножения матриц, что 

существенно ускоряет вычислительный процесс решения обратной задачи 

электрокардиографии. 
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