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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Всегда считался непростым тот этап жизни, когда заканчивается 

школа (а с нею, видимо, и детство) и надо определять свой дальнейший 

путь. Нынешние времена вовсе не исключение. Помимо проблем, испо

кон веков сопровождавших эти жизненные шаги, сейчас доба.вились и 

новые. Мы не станем обсуждать социальные, экономические, психоло

гические (и многие другие) аспекты. Мы скажем только о все растущей 
пропасти между уровнем IШЮЛЬНОГО образования и экзаменационными 

требованиями. 

Школьные выпускные экзамены и общегосударственное тестиро

вание, которое сейчас внедряется, несомненно являются серьезными 

испытаниями. Не секрет, что во многих школах весь последний год 

обучения, по существу, уходит на подготовку к выпускным экзаменам. 

более трудное испытание - вступительные экзамены в вуз. 

:Зачисление в вуз производится, как правило, на конкурсной основе. 

Сейчас налицо всплеск конкурса в вузах. Для эт@го существует сразу 

несколько причин. Это, конечно, и вновь возродивший:ся общественный 
интерес к высшему образованию, и сложившаяся де~юграфическая си

туация (в середине 80-х годов прошлого века. отмечi\лся значительный 

рост рождаемости) и другие ПРИ'iины. Возросший' конкурс позволя
ет вузам поддерживать высокий уровень требований, преД'ЫIвляемых 

к абитуриентам. 

В этих условиях определяющую роль в успехе на экзаменах по 

математике играет серьезная самостоятельная подготовка. Ее не могут 

заменить никакие учителя, репетиторы, видеокурсы (и даже гипноз!). 
Мы приветствуем тех, кто готов к этой работе, и предлагаем им 

поработать с этой книгой. В ней содержатся теоретические сведения, 

соответствующие программе средней общеобразовательной школы, а 

также программе для поступающих в вузы. Мы хотели, чтобы сразу 

весь курс элементарной математики можно было прочесть в одной, 

небольшой по объему книжке, а не исследовать в поисках нужной тео

ремы многочисленные тома учебников. Сжатое изложение материала, 

по мнению авторов, служит хорошим подспорьем в самостояте.IIЬНОЙ 
работе, позволяет быстро находить необходимые сведения. Книга со

держит определения, формулировки теорем, свойств, признаков. На 

все вопросы даны (насколько это возможно в рамках школьного кур
строгие ответы, отражающие уровень требований, преДЪЯВJlяемых 

на экзаменах. Она не является учебником и предназна'iена для само
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стоятельной теоретической подготовки к экзаменам по математике: 

выпускному за курс средней школы и вступительному в университеты, 

академии и институты. 

В процессе Р1fботы над этой книгой авторы постарались учесть 

МНШ'ОЧИСJJенные и суровые замечания и пожелания, высказанные доц. 

П. И. I1асиченко, доц. А. Б. Будаком, доц. В. А. Прошкиным, СТ. Н. С. 

О. Ю. qepKacoBbIM, СТ. Н. с. В. И. Лебедевым, проф. И. Н. Сергеевым, 

ДОЦ. А. А. qасовских, Н. с. В. И. Куриловым, н. с. Д. И. Бугровым, доц. 

И. С. Григорьевым. Всем им авторы признательны за внимание, про

явленное к книге. 

Подчеркнем в~жность базового, школьного учебника. твердые зна
I . .,. 

ния И уверенное ~ладение материалом учебника совершенно необхо

димы для Эффективной подготовки к экзаменам и, собственно, для 

выполнения экзаменационной работы. Обратим внимание, что задачи 
I 

вынусных и вступительных экзаменов зачастую составляются так, 'ITO 

даже небольшой чробел в знаниях ведет к фатальным последствиям. 

При нанисании этой книги не ставилась задача заменить ею пре

красные, IlpOBepeltHbIe многолетней практикой издания, по которым, в 
дополнение к привычному школьному учебнику, следует заниматься, 

чтобы освоить OCfoBHble методы решения экзаменационных задач. Не
большой список тrких пособий, отражающий, прежде всего, симпатии 

авторов, предлагается в конце книги. Это не означает, что нужно не

пременно собрать все Э'ГИ книги. Даже две-три из них могут ока.:,ать 

неоценимую помощь. 

Советуем также познакомиться с вариантами задач вступительных 

экзаменов, предлагавшихся в российских вузах, которые 

в журналах «Квант» и «Математика в школе». 

Конечно, при сдаче экзамена не последнюю роль сыграют везение 

и удача. Но помните: удача сопутствует упорным! 

Желаем вам удачи! 

Авторы просят ЧИ'l'ателей все отклики, пожеJlания и сообщения, 

связанные с этой книгой, направлять по адресу: 

119991, г. Москва, Ленинские горы, МГУ, мехмат факультет, 

Якушевой Е. В., Попову А. В., Якушеву А. r. 
или по ЭJlектронному адресу: 

moidslOyande:x.ru 

http:moidslOyande:x.ru
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1. 	 НАТУРАЛЬНЫЕ, РАЦИОНАЛЬНЫЕ 


И ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ ЧИСЛА 


Числа 1,2,3, ... называются натуральны,ми. 

Опрсделсние. Числа вида (-т), где т натуральное число, называ

ются отрицательны,ми. целыми числами. 

Определение. состоящее из всех натуральных, отрица

тельных целых 'lисел и НУДЯ, называется МНОЖСС1i~во,м це,лы.х чисел, 

а сами числа называ.ются целы,ми числа,ми. 

цедых чисе.rr определены операции сложения и вычитания, 

а та.кже умножения; результатом этих операций является целое число. 

Результа.том де.rrения уже не обязательно является целое число, поэтому 

дают определение де.rrения цсдых чисел с остатком. 

Определение. Разделить целое число а на натуральное число q 
с остатко,м, значит найти такие целые числа р и r, называемые 
чаС1nНЫ,м и остаmх:о,м соответственно, что справедливо равенство 

а. = р. q + 1', причем остаток r удовлетворяет УС.iIовию О ~ r < q. Если 
остаток r = О, то говорят, что число а делится на число q нацело. 

Теорема. Пусть а любое целое число и q любое натуральное число, 

Тогда существует единственная пара целых чисел р и 1', удовлетворяющая 

условиям а =р . q + r и О ~ r < q. 

Следствие 1. Любое четное число а может быть представлено в виде 

а 2q, где q некоторое целое число. 


Следствие 2. Любое нечетное число а может быть представлено в виде 


а = 2q + 1, где q некоторое целое число. 


Следствие 3. Любое целое чис.rrо а, де.rrящееся нацело на некоторое 

натуральное чис.iIо q, может быть записано в виде а = kq, где k 
неКО'l'орое целое число. 

Следствие 4. Любое целое число а, не делящееся нацело на. некоторое 

натуральное 'lИСЛО q, может быть записано в Rиде d = kq + r, где r ~ 
одно из чисел 1, 2, ... , (q -1), а k некоторое целое число. 

Определение. Ра.циона.льны,ми называются числа, которые можно 

представить в виде дроби ~, г де р ~ целое, а q ~ натуральное 
числа.. 
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Р m )Две равные дТ)оби q и n (они равны, если m . Ч =Р .11, являются 

записями одного ~ того же рационального числа. Чтобы обеспечить 

единственность з<iписи рационального числа, дополнительно требуют, 

чтобы дробь ~ бь~ла несократимоЙ. 
В десятичной системе счисления рациональные числа записываются 

в виде конечной или бесконечной периодической десятичной дроби. 

Правила дейссгвия с рациональными числами: 

. m р ~+~ m р ~ ~ 
1. + -. r

2. -
n q nq n q nч 

m р т· m р 'IП'rz
3. 4. 

n q 11,·Ч n q 'п'р 

Определение. Иррац'Uональными называют числа, нредставимые в ви

де бесконечной непериодической десятичной дроби, 

Определение. Множество всех бесконечных десятичных· дробей (Д.JIЯ 

которых определены понятия равенства, СУММЫ и произведения этих 

чисел) наэывается множеством действительн,ых ч'Uсел, а каждая бес

конечная десятичная дробь, не оканчивающаяся бесконечной последо

вательностыо девяток, называется действительны"'.! ч'Uс.лом. 

в ЦJеДJ::Iеи школе ограничиваются рассмотрением действительных 

чисел только в "РiЧfСIЧХ'П,.nТХ системе счисления. 

Для положительного действительного числа 

ао, а1 (12 ... ak ... 

можно определить его nриближен,н,ое значение с недостшщrом 

=аО,(ll а :г ... аk 

и приближенное Зн,ачен'Uе с избыmк:ом 

at = ао,(l1 а2·· ·(lk + 
где k натуральное число. 

Суммой двух действительных чисел называется число, которое 

больше (ИЛИ равно) суммы двух любых приближенных их эначений с 

недостатком, но меньше (или равно) суммы двух любых приближенных 
их значений с избытком. 

Ilроuзведением двух действительных положительных чисел назы

вается число, которое больше (или равно) произведения двух любых 

приближенных значений с недостатком, но меньше (или равно) произ

ведения двух любых приближенных их значений с избытком. 
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отрицательных чисел аналогичным образом вводятся соответ

ствующие определения приближенных значений с избытком и недо

статком, суммы и произведения. 

Основные законы сложения и умножения действительных чисел: 

1. а + Ь Ь + а (коммутативность сложения); 

2. (а + Ь) + с а + (Ь + с) (ассоциативность сложеIiИЯ), 

3. а· Ь Ь· а (коммутативность 

4. (а. Ь)с а(Ь· с) (ассоциативность умножения); 

5. (а + а . с + Ь . с (дистрибутивность сложени 

сложения и умножения деikтвительньrх 'IИсел вводятся обрат

ные деиствия вычитание и деление. 

Вычесть из деиствительного числа а действительное число Ь 

;значит найти действительное число с такое, что а Ь + с. 

Ра:зделuть действительное число а на отличное от нуля действи

'ге.lIыюе число Ь - значит наити действительное число d, называемое 
'!астным, 'IТО а Ь . d. 

Па множестве действительных чисел действия вычитания и деле

ния, кроме деления на нуль, всегда могут быть выполнены. 

Определение. Два положительных числа 

аО,аl а2··· а ", ... и IJO,lJJp2 ... lJk'" 
I 

равны, если Ь", = а", для всех k, k = О, 1, .1 ••• 

Определение. Из двух положительных действитеЛЬfЫХ чисел 

(1,n,(!1(12 ... a", ... и ьo'ы1:!. .. b,,,. ... 
I 

первое число больше второго в одном из трех G.!Тучаев: если либо 
ао > Ьо ; либо если ао = Ь о , но аl > Ь 1 ; либо если Н~'ЙАется некоторое 
натуральное n, что (10 (1,1 = 1>1, , .. 1 аn = 6тн но аn +l > 1>n+l' 

действительных числа 

0.0, al а:! ... 0,,,, .. и - ЬО ... Ь", ...1 

на.,ьшаются протtlвОПОЛОЖ1-lЫМ.U, если 

Ь", = а", Д.IIЯ всех k, k = О, 1, 

отрицате.IIЫIЫХ деikтви'ге.rrьных чис.rrа. равны, ес.IIИ равны про

тивоположные им числа. Из двух отрицательных чисел больше то, 

у которого противоположное ЧИС.IIО меньше. 
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2. 	 ДЕЛИМОСТЬ НАТУРАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ. 


ПРИЗНАКИ ДЕЛИМОСТИ 


НА 2, 3, 4, 5, 9, 10 И 11 


Сначала дадим определение деления натуральных чисел. 

Определение. РаздеJ1:umь нацело натуральное число n на натуральное 

число 'т - это значит найти такое натуральное число q, "IТО 12 = q . m. 
Если такое число tуществует, то 'Iисла т и q называются оелumеллмu 
числа n. В этом случае пишут 

q = 12 : т или т = n : q. 

Число q также называют часmNЫМ от деления числа n на 'т. 

Заметим, что результат деления определен однозначно. Пусть при 
I

делении числа n !ia число т сущес'гвовали бы два частных ql и q2· 
Тогда вьшолнялись бы одновременно два равенства 

n = ql . т и 12 q2 . 'т. 

Вычитая первое равенство из второго, получим 

ql . т - q2 . т = О w (ql = О. 
ПОСКОJIЬКУ m отлично от нуля, это означает, что qI = q2. 

Различают простые и составные натуральные числа. 

Определение. Натуральное число называется простым, если оно не 

имеет де.лителеЙ, кроме единицы и самого себя. Натуральное ЧИСJlO на

зывается составным, если оно имеет хотя бы один делитсль, отличный 

от единицы и самого себя. 

НаТУРЫIЫIOС число 1 формально удовлетворяст опре.цслению про
стого числа, однако единицу принято не относить ни к простым, ни 

к составным числам. 

Определение. Числа, не имеющие никаких других общих 

кроме 1, называются взаllМНО nросmы,м:и. 

Теорема. Простых чисел бесконечно много. 

Доказательство. Пусть множество простых чисм KOHe'IНO. Тогда их 

можно носледовательно выписать Рl, Р2, Рз, ... , Рп' Всякое другое 
число, не вхо.цящее в это множество и не равное 1, .цОЛЖllО быть 

составным. 

Запишем число N Рl' Р2 . Рз ..... Рп' Это число является состав
ным и обязательно делится на каждое из простых чисел. 
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обнаружим, 'lTO чисдо N + 1 :::: Рl . Р2 . РЗ ..... р" + 1 lIрИ делении 
на любое из указа.нных выше простых чисел дает остаток 1, т. е. не 
делится на.цело ни на одно из них. Следовательно, 'Iисло N +1 ямяется 
простым, 'ITO противоре'IИТ предположению о том, 'ITO МЫ смогли 
выписать все простые 'Iисла. 

Теорема доказана. 

Справедлива теорема, которую в школе дают бев доказательства. 

Теорема (основнав: теорема арифметики). Любое натуральное число, 

начиная с 2, можно разложить в произведение простых множителей, при
чем зто разложение единственно. 

Эта теорема означает, что справедливо равенство 

N = 1)'(1 . . •... pfk , 

где Рl, Р2, рз,···, Pk -- некоторые простые 'Iисла, а 0:1,0:2, ... , O:k ~ 

однозначно определенные пеотрица:гелъные показатели степени. 

Перейдем к рассмотрению признаков делимости чисел. Признаки 

делимости это необходимые и достаточные условия возможности 

выполнения операции деления натуральных 'Iисел нацело. Поэтому 

иногда., более строго, эти условия называют х:рumерu,я,м.u делимости 

HaTypa.iIbJlblX 'Iисел. 
Для доказательства признаков дедимости будут ИСПОЛhзованы сле

дующие две теоремы. 

Теорема 1. Если натуральное число m является деЛI1'телем натуральных 
чисел nl и n2, то оно также является и делителем суммы 7),1 + 7),2. 

Доказательство. По определению, есди чисдо m. является деюггедем 
чисел nl и 7),2, то сущеСТВУIОТ на.туральные 'Iисда Чl и Ч2 такие, что 

n] = Чl . m и 1<2 Ч2' т. 

d.ДЬШdJi эти равенства ПО9Jlенно, получим 

rll+rq=ql·m+q2·m (Ql+ a?l·m. 

Сдедоватедьно, существует 'Iисло Q Ч1 + Ч2 такое, 'ITO 

nl + n2 =Q • т" 

что по определению и оэна'Iает делимость суммы nl + 7),2 на число 1n. 

Теорема доказана.. 
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Теорема 2. Если в проиэведении хотя бы один сомножитель делится на 
натуральное число тп, то и произведение делится на т. 

Доказательство. ПУС'IЪ дано произведение двух чисе.п а . Ь, и число Ь 
деJlИ"ГСН на т, то есть ь = q . т, где m и q Е N. 'IЬгла можно записать 

а· Ь = а· q . т = (а· q) . т. 

Следовательно, по определению деJIения натуральных чисел число т 

нвляе'I'СН деЛИ"l'елем произведения а· Ь. 

Теорема доказана. 

Признак делимости на 2 

ральные числа, деJIнщиеся на 2, а также число О называются 
'fетными, а HaTypa.llbHbIe числа, не деЛЯ1Циеся на 2, - нечеТНhIМИ. 

Теорема. Натура,льное число делится на 2 тогда и только тогда, когда его 
последняя цифра четная. 

Это значит, что число N делится на 2 в том и только в том случае, 
когда el'O десятичная запись оканчивается одной из цифр о, 2, 4, 6, 8. 
Доказательство. Любое натуральное число N в деся'I'ИЧНОЙ СИС'I'еме 

счислсния можно :записа'IЪ в виде разJlожения по степеням ЧИСJlа 10 
I 

N = ап . lpn + an-l . 10n-l + ... + az .102 + al ·10 + ао, 
где ао - цифра единиц 'П!сла N, al цифра Десятков, а2 

сотен и т. д. В этоИ: записи каждое ЧИСJlО ао, al, ... , an-l, ап принимает 
одно из значений о, 1,2, ... ,9, конечно при УСJIОВИИ а" t= О. 

Перепишем число N следующим образом: 

N = 10· ·10,,-1 + an-l . lOn-2 + ... + а2 . + al) + ао, 
т. е. представим ri виде 

N lOA + 
nгде обозна'fСНО А = аn ·10п - 1 +а,,_1·10 - 2 + . .. +а2 ·101 +al, В =ао. 

Так как число 10, очевидно, делится на 2, то (по теореме 2) и ПРОИ3-
ведение lOA деJIИ'I'СЯ на 2. Поэтому, если число В = ао делится на 2, 
то по теореме 1 получаем, что ЧИС,'Ю N = 10A +В 'I'акже деJIИТСЯ на 2. 

С другой стороны, если ЧИС.'10 N делится на 2, то его можно 
записать в виде N = 2· М. IIредставим число В как В N - 10А. 
Тогда получим, Ч~l'О В = 2М lOA = 2· (М - 5А) тоже дслится на 2. 
Теорема 
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Признак делимости на 3 

Теорема. Натуральное число делится на 3 тогда и только тогда, когда 
сумма его цифр делится на 3. 


Дока.lательство. Начнем рассуждения с того, что заметим, что любая 


С'гепень числа 10 с Ila'гура ..тrьным пока:зателем может быть представлена 


следующим образом: 


9 + 1, 102 = 100=99+1, 103 = 1000::: 999 + 1, ... , 

10" l~= ~+1. 
n раз n раз 

в результате любое натуральное 'IИсло N можно представить в виде 

N = а" . 10'" + 0.,,-1 ·10"'- + ... + а2 ·102 + 0.1 • +ао ::: 

а" . (~ + 1) + а11. -l . (~ + 1) + ... + 
11. раз 1'1,-1 раз 

+ 0.2' (99 + 1) + 0.1 . (9 + 1) + ао 

(~ . а" + ~ . а 11. -l + ... + 99· а2 + 9· а 1 ) + 
1'1, раз 11.-1 раз 

+ (а" + а,,-1 + ... + а2 + 0.1 + 
т. е. записать как 

N 9А + В, 
где 

А ~ 'а11. +~ '0.11.-1 + ... + 11· а2 t 1'0.1, 

n раз 11. 1 раз 

в = 0.1'1, + 0.11-1 + ... + а2 + 0.1 + ао· 
Произведение 9А, очевидно, делится на 3. Поз'гаму, если число В, 

равное сумме цифр исходного qисла, делится на 3, то по теореме 1 
и ЧИСЛО N делится на 3. 

С другои стороны, если число N делится на 3, то и число В = N 9А 
делится на :{, поскольку в :этом случае N ::: 3· М и число В можно 
представить в виде 

в =3М - 9А = 3 . (М 

Но число В и есть сумма цифр исходного 'iисла. 

доказана. 
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Признак ДСJШМОСТИ на 4 

Теорема. Натуральное число делится на 4 тогда и только тогда, когда 
на 4 делится двузн~чное число, составленное из цифр, стоящих в разрядах 
десятков и единиц данного числа. 

Доказательство. Как и при доказатеЛЬСТRе признака делимости на 2, 
натуральное число N представим в виде 

N = (a~ . 10n + аn -1 . lOn-1 + ... + а2 . 102) + (а] ·10] + 
. 10n

-
2+ аn -1 . 10n - З + ... + а2) ·100 + (al . 101 + 

Таким обра:зом, число N представлено в виде 

N = 100А. + В, 
где В = а] ·1О" + ао. 

Число 100 делится на 4, тогда по теореме 2 и произведение 100A. 
делится на 4. Поэтому, если число В делится на 4, то по теореме 1 
получаем, что число N = 100А. + В также делится на 4. 

С другой стороны, если число N делится на 4, то его можно 
записать в виде N = 4 . М. Представим число В как В = N 100А.. 

ПОJIУЧИМ, что В 4М - 100A. 4· (М 25А.) тоже деJIИТСЯ на 4. 
Теорема доказана. 

Признак ДСJШМОСТИ на 5 

Теорема. Натуральное число делится на 5 тогда и только тогда, когда его 
последняя цифра либо О, либо 5. 

Доказательство. Произвольное натуральное ЧИСJIО N запишем в виде 

N=lOA.+B, 

где А. аn ·lOn-l + аn -1 . + .. .+а2· + аl и В = ао. 
ЧИСJIО 10А. делится на 5, следоватеJlЬНО, по теореме 2 и произведе

ние lOA. делится на 5. Поэтому, если число В ао делится на 5, то по 
'геореме 1 ПОJIучаем, ЧТО число N = lOA. + В также делится на 5. 

С другой стороны, еСJIИ число N дедится на 5, то его можно 
записать в виде N 5 . М. Представим число В как В = N - 10А.. 

Получим, ЧТО В == 5М - 10A. = 5 . (kI - 2А.) тоже делится на 5. 
Теорема дока:зана. 
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Признак делимости на 9 

Теорема. Натуральное число делится на 9 тогда и только тогда, когда 
сумма его цифр делится на 9. 

Доказательство. Как было показано при доказательстве признака 

делимости на 3, Jlюбое натуральное число N можно представить в виде 

N 9А+В, 

где 

А ~. аn + ~. 0,,-1 + ... + 11 . а2 + 1 . а1, 

" раз " - 1 раз 

в а"+а,,,-I+ ... +а2+а1+ао. 
Число 9А делится на. 9. Поэтому, если число В, равное сумме цифр 

числа N, делится на 9, то и сумма 9А + В д'i'дится па. 9, т. е. число N 
делится на 9. 

С другой стороны, ес.IIИ число N делится на 9, то N 9М и на 9 
де.ГfИТСЯ и число 

в N - 9А 9М - 9А :;:;: 9(М 

Таким оьразом, сумма числа N делится на 9. 
Теорема доказана. 

Прианак делимости на 10 

Теорема. Натуральное число делится на 10 тогда и только тогда, когда 

его последняя цифра - нуль. 

Доказат(>..JIЬСТВО. Произвольное натура.дыюе число N запишем в виде 

N 10А+В, 

где 

А = О" ·10,,-1 + аn.- ·10,,-2 + ... + 02 . +а.l, В = 00. 

Число 10A, очевидно, делится на 10. СJlедовательно, остаток от 
де.Т(ения исходного числа N на 10 равен В. llоэтому, если чис.1fO В 

равно нулю, то число N делится на 10. 
С другой стороны, если число N делится нацело на 10, то его 

можно записать в виде N = 1011.1 Таким образом. имеем 

N 10А + В = 10М. 

в силу единственности деления получаем, что В = О. 

Теорема. доказана. 
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Признак деЛ:\fМОСТИ на 11 

Теорема. Нату~льное число делится на 11 тогда и только тогда, когда 

разность суммы егф цифр, стоящих на четных местах, и суммы его цифр, 
стоящих на нечетныIx местах, делится на 11. 

Доказательство. что для всякого натурального зна'iения k 
можно записать разложение 

+ 1 = (10 + 1) . - 102k
-

1 + ' .. + 1) = 11 . A 2k+l, 

поэтому всякая нечетная степень 'iисла 10 записывается в виде 

102k+1 = 11 . A?k .... 1 - 1, 

где A2k+1 некоторое натуральное 'iисло. Аналоги'iНО, 

1= - 1) . 1) _ 10 2(k-2) + ... + 1) = 99. 

поэтому всякая четная степень числа 10 записывается в виде 

10 2k 99· A?k + 1. 

Рассмотрим ПРОИЗВОJlьное натуральное ЧИСJIO N. его 

в виде раз'Jlожения по С'l'епеням 'iисла 10 

N аn . 10n + аn _1 . 10n - 1 + ... + а2 . + а 1 ' 1О 1 + ао . 

для определенности, старшая степень n - четная. Тогда раз

ложение числа N можно переписать в виде 

N = аn . (99 . Аn + 1) + аn _ 1 ' (11 ' Аn -1 - . (99· + 1) + ... 
.,. + а2' + 1) + (! 1 . (ll 1) + ао 

11 . (9 . . аn + AТI - } aТl-l + 9· . аn-2 + ... + 9· (!2 + +• 

+ (аl1 + а,,-2 + ... + а2 + ао) 

- (аn-l + а,,-з + ... + аз + а] 

в полученном выражении первое слагаемое делится на 11, следователь
но, делимость 'iисла N на 11 совпадает с делимостью на 11 разности 
двух сумм, стоящих в последних скобках. 

Теорема доказана. 
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3. СВОЙСТВА ЧИСЛОDЫХ НЕРАВЕНСТВ 

Координатной называется прямая, на которой отмечена 

точка нуль, указаны положительное направление и отрезок единичной 

длины. Считается, что ВСЯI<ому действительному числу на координат

ной прямой соответствует точка. Мы будем считать" что положитель

ное направление задано сдева направо. Перемещеникj по координатной 
прямой вправо от точки Ь соответствует прибавление к числу Ь поло
жительного '{исла.. 

любых двух действительных '[исел а и Ь определена операция 

сра.внения, резу.rtьтатом КОТОРОЙ является одно из трех утверждений: 

1) число а больше числа Ь, пишут а > Ь; 
2) число а равно ЧИСJlУ Ь, пишут а = Ь; 

3) число а меньше ЧИОlа Ь, пишут а < Ь. 

Определение. Из двух чисел а и Ь б6льw.u,м, считается то, которому со

ответствует на координатной прямой то'п<а, лежащая правее. Говорят, 

что число а равно числу Ь, если им соответствует одна точка. 

Отметим важные свойства арифметических тесно свя

:занные с операцией сравнения: 

1) сумма двух положительных чисел положительна; 

2) произведение двух ПOJюжительных чисел положительно. 

Теорема. Число а больше числа Ь тогда и только тогда, когда число (а Ь) 
больше нуля, и наоборот, число а меньше числа Ь тогда и только тогда, когда 

число (а - Ь) меньше нуля. 

Доказательство. Воэьмем произвольные числа а и Ь, ДJlЯ определен

ности предположим а. > Ь, т. е. число а находится правее числа. Ь. 
IIеремещению по координатной прямой вправо от точки Ь соответ

ствует приба.вление к числу Ь положитеЛЫI~ГО числа.. Значит, 

а. = Ь + С, 

где с - положительное число. Следовательно, 

о.-Ь=с, Т.е. а. {I>О. 

Верно и обра.тное. Если а - Ь > О, то а Ь + с, где с = а Ь > О. 
Ита.к, чтобы получить иэ числа 1) ЧИСJЮ а, требуеtся сместиться о 
ТО'IКИ Ь вправо по координатной прямоИ. Это И ОЗНfLчает, что а> Ь. 

Аналогично дока.:зьша.ется вторая ча.сть утверж~ения теоремы. 
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Замечание 1. Утверждение этой теоремы можно было бы принять за 

определение операции сравнения двух чисел. Мы же дали определение, 

основанное па геометрической интерпретации чисел с помощью чис

ловои прямой, кщ{ это делается в школьном 

теоремы очень важно, оно используется при сравнении чисел. 

Замечание 2. Здесь и ниже при дока:зательстве числовых нера.венстп 

используются «очевидные» свойства арифметических операций, обо

снование которых требует построения строгой теории действительно

го числа. К таким свой.СТ13ам относится, например, коммутативность 

операции сложения. Коммутативность сложения в начальных клас

сах школы формулируется с помощью всем известной фразы: «От 
перемены мест слагаемых сумма не меняется». 

Далее мы будем приводить две формулировки каждого свойства. 
Одну на строгом математическом языке, а вторую - словами, 
к которым каждый привыкает еще в средних классах школы. 

1. а> Ь тогда и только тогда, когда Ь < а. 


Если одно число больше второго, то (пnорое меньше первого. 


Доказательство. Это свойство следует из определения операции срав

нения двух чисел. 

2. Если а > Ь и Ь > е, то а > с. 


ЕеЛll одно число больше второго, а второе больше третьего, то пер


вое больше третьего. 


Доказательство. Из условий а > Ь и Ь > с по доказанной теореме 
следует, что а - Ь > О и Ь с > О. Тогда, складывая неравенства, 
получим 

(а-Ь)+ (Ь с) >0. 

что а-с = -Ь)+(Ь-е), получаем а-с> О. По 
теореме это означает, что а > с. 

3. Для любого числа е если а > Ь, то а + с > Ь + е. 


[{ обеим частJlМ Nеравенеrnва можн,о nрuбавлюпь одно и то же чнсло, 


энак: неравснсmва при этом еоз:ран,леmе.я. 

Доказательство. По утверждению теоремы для сравнения двух чисел 

(а + е) и (Ь + с), нужно сра1311ИТЬ с нулем их разность (а + с) (Ь + с) 
Раскрыв скобки, получим 

(а+е)-(Ь+с) а Ь>О. 

СЛСIIНСС неравенство следует из условия а > Ь. 
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4. Для любого положительного числа с если а, > Ь, то f:! . с > Ь . с. 
При у,м,ноженuи неравенства на nОJ!О'JICитеJ!ь'Ное чt!СJ!О 31·тх: неравен

ства сохран,яетс,я. 

Доказательство. Так как а· с Ь· с = (а - ь)с И по условию выполнено 

а Ь> О, то знак разности чисел ас и Ьс определяет!:я знаком ЧИС.,Jlа с. 

5. Для любого отрицательного числа с если а > Ь, то d . с < Ь . с. 
у.множении неравенства на оmршщтеJ!ьное 'Щ~J!О сдедусm uз.м.е

нить знах: неравенства на nроml1вОnОJ!ОЖНЫЙ. 

Доказательство. Дословно совпадает с f\оказательством свойства 4. 

6. Если а > Ь и с > d, то а + с > Ь + d. 

Неравснства одного знака .м,о.жно nОЧJ!енно ск:лаdывать, знах: полу


ченного неравенства совпадает со зuак:а.м.и исходных неравенств. 


Доказательство. Так как (а - Ь) > о И (с - d) > О, то 

(а + с) - (Ь + d) (а - Ь) + (с d) > О. 

7. Если а > Ь и с < d, то а с> Ь - d. 
разного знах:а .м,о:жно nочленно вычитать, знак 1),ОЛУ

ченного неравенства совпадает со знак,о.М первого нсравенства. 

Доказательство. Ана.,rюгично, - с) (Ь - d) -Ь)+(d-е)>О. 

8. Если а > Ь > О и с > d > О, то а . с > Ь . d. 
одиого знах:о. с nОЛОJICителы/,ы.м.u, числа.м.и .м.ожно nо

члеUIЮ у.м.uожаrnь, при это,м, знак полученного неравенства совпада

ет со знака.м.u исходиых неравснств. 

Доказательство. Так как все числа а, Ь, с и d ПО условию положительны, 
а таюке СIlравеД.lrивы неравенства (а Ь) > о и (с d) > О, то можно 
:записа'IЪ 

a'c-iJ·d а·с b·c+1J·c-Ь,d=(а + (с - d)lJ > О. 

9. Если а > Ь > О, то 1 < _/1.
а ) 

обратные х: nоложuтель ны.м. Чl1сла.А~, Сf),яэаны uсравеuство,м, 

nроm.tiвоположного З1-lака. 


Дока.1зтельство. Запишем разность рассматриваемых чисел 


1 а-Ь 
--;:;::ь > О.

Ь а 

Последнее неравенство справедливо, т. к. ПО условию и числитель, 

и знаменатель дроби IlOJIOжительны. 
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10. Если а > Ь > О, то а" > ЬТ1 , где n Е N. 

Если обе части положительны, тnо при возведении его 


в любую натуральную стеnе1tl.. знаll: неравенсmва сохраняется. 


Доказательство. По свойству 8 из неравенства а > Ь, умноженного 
само на себя, что а2 > Ь2 • Применив ещс раз это свойство уже 
к неравенствам а > Ь и а 2 > Ь'2, получим, что а:1 > Ь3 и т. д. Таким 
образом, для любdго конечного n можно докаэать, что из условия а > Ь 
следует llеравенство а" > ЬN • 

Следствие. любого положительного числа а и натурального чис

ла n llеравенство а > 1 выполнсно тогда и только 'тогда, когда выпол
нено неравенство а" > ]. 

4. ФОРМУЛЫ СО~РАЩЕННОГО УМНОЖЕНИЯ 

Теорема. Для люрых чисел а и Ь справедливы тождества 

- 2аЬ + Ь2 , 
(а+ь)2 а2 +2аЬ+Ь2 , 

а 3(а - Ь)З = - 3а2 ь + 3аЬ2 - Ь:1, 

(а + Ь)З = а3 + 3а2 ь + 3аь2 + ЬЗ , 
ь 2а 2 = (а + Ь)(а - Ь), 

аЗ + Ь:О = (а + Ь) (а 2 - аЬ + Ь2 ), 

- ь3 = (а - Ь)(а2 + аЬ + Ь 2 ). 

Доказательство. Формулы сокращенного умножения доказываются 

непосредственным раскрытием скобок и привсдением подобных сла

гаемых. Привелем пример выкладок для первой формулы: 

-Ь) = - Ь) - Ь) 

а2 - аЬ - Ьа + ь2 = 2аЬ + ь2 . 
Остальные формулы доказываются аналогично. 

Существуют аналогичные форму лы сокращенного умножения и для 

болсс высоких степеней 

ь2na'2тt (а" + Ьn)(а" _ ьn ), 

a2nа'2n+l ± (а ± Ь)(а 2n =F - 1b + а2n - 2ь2 + 

+ ... + а 2 ь 2n - 2 =F + ь2n ). 
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Кроме того, для степеней суммы двух слагаемых существуют 

соотношения 

(а + Ь)n = C~an + C~an-lь + C~an-2ь2 + ... + c~~1aьn-l + c~ьn, 
называемые биномом Ньютона.. 

Коэффициенты C~., C~, С;, ... , С:;', назы
ваемые биномиальными коэффициентами, мо

гут быть вычислены с помощью треугольника2 

3 3 Паскаля. Числа, состаВЛЯК1щие треугольник 
4 6 4 Паскаля, записываются следующим образом: 

. коэффициентам C~, участвующим в формуле 
для степени 11" соответствует 11, + 1 строка треугqльника, содержа
щая 11, + 1 число. Первое и последнее число каждой строки - единицы. 

Остальные числа строки равны сумме двух чисел, стоящих строкой 

выше левее и правее данного числа. 

5. 	 СВОЙСТВА ЛИНЕЙНОЙ ФУНКЦИИ 

ИЕЕ ГРАФИК 


Определение. Функция вида у = ах + Ь, где а и Ь некоторые числа, 
называется лu.неЙноЙ фунхцu.еЙ. 

При а = О линейная функция тождественно совпадает с постоянной 
функцией у = Ь. 
1. Область определения функции. Выражение ах + Ь однозначно опре
делено для любого действительного числа, поэтому D(ax + Ь) = ~. 
2. Область значений функции. При а ::f. о множество значений - все 

действительные 	числа, т. к. для любого числа у существует число 
!J Ь 

,1: = ~ такое, что у = ах + Ь. Если а = О, то множество значений 
а 

состоит из одного числа Ь, т. к. значение выражения ах + Ь в этом 
случае тождественно равно Ь. 

З. Периодичность. Если а ::f. О, то функцirя непериодическая. Если 
а = О, то функция периодическая с любым :периодом. 
Доказательство. Пусть а ::f. о и линейная функция имеет период Т ::f. О. 
Это означает, что а( х +Т) + Ь = ах + Ь для любого х; После элементар

ных преобразований получим равенство аТ = О, которое противоречит 
тому, что оба сомножителя отличны от нуля. Следовательно, предпо

ложение о существовании периода ложно. 
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а О утверждение очевидно, т. к. функция при любом х 

принимает одно значение, равное Ь. 

4. Четность или HE['ieTHOCTb. Функция является четной тогда и только 
тогда, когда а ;:::: О; нечетная тогда и только тогда, когда Ь ;:::: О. 
Дока.lательство. Функция является четной тогда и TOJIbKO тогда, 

когда равенство у(х) у(-х) выполнено для любого х из ее области 
I 

определения, т. е. hx+b а( -х) +Ь. После приведения подобных членов 

получаем ах О. Это равенство выполнено для любых х тогда и только 

тогда, когда а О. 

Аналогично, функция называется нечетной тогда и только тогда, 

когда для любого х из области определения выполнено равенство 

-у(х), т. е. а(-х) +Ь = +Ь). После приведения подобных 
членов получаем равенство 2Ь = о. равенство выполнено для любых 

значений х тогда и только тогда, когда Ь = О. 
5. ТО'iКИ пересе'iения графика с осями координат. График пересекает 

ось Оу в точке с координатами (О; Ь). 

Если а f. О, то график функции пересекает ось Ох в точке с коорди

натами (-~; о). 
Если а;:::: О, то график совпадает с осью Ох (при Ь = О) или не имеет 
с нею общих точек (при Ь ::f- О). 

б. Промежутки знакопостоянства функции. а) Если а> о, то значения 

функции отрицательны при х < - ~ и положительны при х > (l 

ь
Если а < О, то Значения функции положительны при х < 

(l 

и отрицательны при х > Q
(l 

В) Если а ;:::: о, то функция принимает постоянное значение и не 

меняет своего знака на всей области определения. 

Доказательство. а) Если а > О, то, по свойствам числовых перавенств, 
неравенство ах + Ь > О равносильно неравенству х > ~. Аналоги'lНО 
доказывается и вторая часть утверждения этого пункта. 

б) Доказательство аналогично предыдущему, с той лишь !JGtJl1Нцс:а, 

что при делении н:а отрицательное число знак неравенства изменяется 

на противоположный. 

7. Наибольшее и наименьшее зна'iения. Если а ::f- О, то не существует 

наибольшего и наименьшего значений, т. к. область значений 

в этом случае есть множество всех действительных чисел. Если а О, 
то наибольшее и наименьшее значения совпадают и равны Ь. 



24 6. Уравнения и неравенства, их совокупности и системы 

8. Интервалы возрастания и убывания. Если а > О, то функция строго 


возрастает. Если а < О, то функция строго убывает. Если а = О, ТО 


функция является постоянной. 


Доказательство. Пусть Х2 > Х1. 


У(Х2) - У(Х1) = а:С2 + Ь + Ь) = 

следовательно, У(Х2) > 1), если а> О, 


< ), если а < О, 


если а = О. 


9. Асимптоты. График имеет асимптотуу= ах + Ь. 

а < О .у а=О у 

х 	 о х 

Рис. 5.1. 
'рафиком линейной фУНКЦИИ является ПРЯМaF[, образующая с осью 

абсцисс угол <р, где t,g rp а.. Примеры графиков при Рl1ЗJIИ'ШЫХ знаках 
коэффициента а изображены на рис. 5.1. 

6. 	 УРАВНЕНИЯ И ПЕРАВЕПСТВА, 


ИХ СОВОКУПНОСТИ И СИСТЕМЫ 


Определение. Об,l!асmью IЭrmycrn Н,М.ЫХ эн.аченщl tu До) уравнения на
зывается множество всех значений х, при каждом из 

которых имеют смысл левая и правая части уравнения. 

Любое число значение Х, принадлежащее ОДЗ уравне

ния, наэыва.ется доnусmи,м,ы.м ;mач.енuе,м, ДJIЯ данного уравнения. 

Определение. Число 0', принадлежащее уравнения 

называется решенuе,м, уравнения, еСJIИ при подстановке 

этого числа вместо х уравнение обращаетс.JI в верное 
числовое равенство 
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Требование <<I~ешить уравнение f(x) означает «найти все 

его корни или доказать, что дarшое уравнение не имеет КОDнеи». 

Определение. даны два уравнения 

f1 (1) ;:::: g2(X),и 

Если каждый корень уравнения (1) является корнем уравнения (2), то 
уравнение (2) называется следствием уравнения (1). 

в частности, если некоторое уравнение не имеет корней, то любое 

другое уравнение будет его следствием. 

примеры преобразований уравнений, при КОТОРЫХ полу

чается уравнение-:следствие. 

1. f(x):::: g(x) => f 2"(x);:::: (х), n Е М. 

2. ЛХ) ;:::: loga 9 f(x:) а> О, а i- 1. 

f(х)
3. => f(x) g(x)· h(x).

g(x) 

4. ;:::: g(x) + '~(x) + => g( х). 

3аме'{8ние. Если при решении уравнения использошмся хотя бы один 

переход к уравнению-следствию, то, возможно, были приобретены по

сторонние корпи. Потеря при переходе к следствию невозможна. 

Определение. Пусть даны два уравнения (1) и (2). Если каждый 
корень уравнения является корнем уравнения (2), и наоборот, 

каждый корень уравнения (2) является корнем уравнения (1), то эти 
уравнения называются равносильными. 

в частности, равносильны любые уравнения, не имеющие корней. 

Приведем равносильных преобразований уравнений. 

1. ЛХ) ;:::: а(х) {:} 

2. f(x) = g(x) {:} 

3. f(x) ;:::: g(x) {:} 

4. =g(x) {:} :::: g2"+1 n Е М. 

5. g(x) {:} af(x) а> О, а i- 1. 

6. лх) {:} если h(x). 
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Замечание. Если при решении уравнения применялись только рав

носильные преобразования, то не происходило ни приобретения, ни 

потери корней, и позтому дополните.lIьные проверки не требуются. 

Определение. Пусть даны уравнения (1) и (2) и дано множество 

принадлежащее пересечению ОД3 этих уравнений. Еurи каждый ко

рень уравнения (1), прина.длежашиЙ множеСТlIУ А1, является корнем 
уравнения (2), и наоборот, каждый корень уравнения (2), принадлежа

множеству М, является корнем уравнения (1), то эти уравнения 
называются ра6носи.лы-tЫ"~ИJ на ,м,ножесmве М. 

Приведем примеры равносильных на множестве. 

1. := g(x) {::} ,nЕ f(x) ~ О, ~ О. 

2. f(x) = {::} loga.f (х) logag(x), а > О, а # 1, f(x), Q(x) > О. 

3. Г( х) g(x) {::} f(x)· J,(.T) = g(x) h(x), J, # о. 

4. I(·т) g(x) {::} f(x) J,(x), g(x) = 

Пусть даны функции у = f(x) и у = g(x). Если требуется найти 
все числа а, для которых сущеСТlIУЮТ обе эти функции, для: каждого 

из которых выполняется: неравенстпо .f(a) > g(a), то говорят, что 
1'ребуется: решить неравенсmво 

f(x) > g(x). 

Понятия: 06,ластu. доnустu..иых зн,а1-1СНu.U, рсшенu.я, с.ледствuJt и 

pa61-iOсu.,льностu для неравенств вводятся так же, как для уравнений. 
что переход к СJlеДСТlIИЮ в неравенствах считается неже

ла1'ельным, поскольку при ЗТОМ может быть приобре1'ено бесконечно 

много ПОС1'оронних решений, отброси1'Ь которые может быть недегко. 

примеры ра.вносильных неравеНСТБ. 

1. f(x) > g(x) {::} f(x) ц(х) > О. 

2. ((х) >g(x) {::} I(х) + С> g(x) + С Е JR. 

з. f(x) > g(x) {::} С· I(х) > С· g(з:), С> О. 

4. Нх) > g(.T) {::} С· I(х) < С . g(x), С < О. 

f(x) >q(x) a.f(x) > ag\x),5. а> 1. 

6. f(x) > g(x) {::} < ag(x) , О < а < 1. 
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7. ('(х) > а(х) w ЛХ) > ',(х), '!(х) = 9 (х ) . 

8. f(x) > g(X) w (f(х ) ) n > (g (х )) n, n Е W, f(x) ~ О, g(x) ~ О. 

9. f(x) > g(X) w logaf(x) > logag(x), а> 1, лх) > О, а(х) > О. 

10. f(x) > g(x) w loga f (х) < loga 9 (х ), о < а < 1, ((:1:), а(х) > О. 

11. j'(x) > g(x) w f(x)· '!(х) > g(x) ,МХ), Мх»О. 

12. f(x) > g(x) w f(x)· '!(х) < а(х)' h(x), Il(х) < О. 

Пусть даны n уравнений 

fl(X) = gl(X), f2(X) = g2(X), ... ) Jn(x) = g11 

Через Q обозначим пересечение областей допустимых этих 

уравнений. Область Q называют областью OOr!UCffiU.AtbIX значе'tШ'Й со

найти все числа Q' из области Q, каждое из которых 
является корнем хотя бы одного из этих уравнений, или доказать, 

что таких чисел не существует, то говорят, что решить 

сов ох;уnность равнений и пишут 

f1(X) = g1(2'), 

f2(X) = g2(X), 

fn(x) = gп(х). 

Число ()' называют решением СО60х;упности уравнений, если оно 

является решением хотя бы одного уравнения совокупности и при 

этом все остальные уравнения этой совокупности имеют смысл, то 

есть число ()' ПРИlj"адлежит ОД3 совокупности. 
Например, ур(~внение 

л(х)· f2(X) ' ... ' fn(x) = О, 
левая часть которого представляет собой произведение n сомножите
лей, равносильно совокупности n уравнеНИIl 

fl (х) = О, f2 (х) = О, fn(x) = О. 
Не '-1'1'0 если Q' - решение совокупности 'го все 

зна'iения fi (а) должны БЫ'гь определены! 
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Пусть да,ны n уравнений 

л 91 9n 

Q обозначим пересечение областей допустимых значений CJтих 
Область Q называют облаеrnью доnуеmи,мых значений сие

mе.М.Ы 

Если найти все числа а, принадлежа,щие области допу

стимых значений Q, каждое из I<ОТОРЫХ является корнем ка,ждого из 
этих уравнений, или доказать, что таких 'шсел не существует, то го

ворят I что требуется решить сисm,е.му ",,~,",пмттz;-', Г'ТЖ~~М'" 

обознача.ют фигурной скобкой 

ft ~ Х ) 91 \ '" l' 

f2(X) 92 

{ 
fn(x) 9n(Х). 

Число а называется решение.м сисmе.мы уравнений, если это число 

принадлежит обла.сти допустимых значений Q этой системы ""'''':>Т,тt'i.ТТHK 
и если оно одновременно является решением каждого из 

этан системы. 

Теорема (утверждсн:и.я о равНОСИJIЪности систем уравнений). 1. Если 
изменить порядок уравнений системы, то полученная система будет равно

сильна исходной системе. 

2. Если какое-либо из уравненийсистемы заменить 1fa равносильное ему 
уравнение, то полученная система уравнений будет раf!носильна исходной 

системе. 

3. Если одно из уравнений системы заменить уравнением, равным сум

ме этого уравнения, умноженного на некоторое отличное от нуля число, и 

другого уравнения, умноженного на некоторое отличн~ от нуля число, то 
полученная система уравнений будет равносильна исходной системе. 

4. Пусть одно из уравнений в системе записано в таком виде, что одна из 

неизвестных выражена как функция относительно других неизвестных. Тог
да, подставив это выражение в другие уравнения системы, получим систему, 

равносильную исходной системе. 

5. Если одно из уравнений системы равносильно совокупности k урав
нений, то исходная система равносильна совокупности k систем уравнений, 
в каждой из которых это уравнение заменено на соответствующее уравнение 

из упомянутой совокупности. 
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Линейной системой двух уравнений (или системой двух уравнений 
первой степени) с двумя неизвестными будем называть систему вида 

а13: + tl1У = (:1, 

{ а2Х + Ь2 У = (:2, 

в которой коэффициенты а1, а2, b1 и Ь2 удовлетворяют условиям 

+ bi f о и + b~ f о. 

системы двух линейных возможны три ситуации: 

система имеег единст~еllное решение; 

система имеет бесконечно много решений; 

система не имеет решений. 

Рассмотрим геометрическую интерпретацию системы линейнЫХ 

с двумя неизвестными, которал зачастую може'l' ПОМО'IЬ 

при решении более сложных систем, в частности, при анаJIизе систем 

нескольких линейных уравнений с параметрами. 

Каждое из JIинейных уравнений системы с двумя неизвестными 

задает на плоскости переменных (х;; у) некоторую прямую линию. 

Заметим, '-1'1'0 привычное, «ШКОJIьное» уравнение прямой имеет вид 

у =kx + Ь, 
однако в таком виде может быть задана не всякая прямая на плоскости, 

а именно, так не может быть задана вертикадьная прямая х = а. 
Напротив, динейное уравнение 

ах + Ьу + с =О 

задает любую прямую, лежащую на плоскости. Исключение составляют 

следующие вырожденные случаи: 

а±:: Ь = о, с f о .~ пустое множество 

или 

а = ь с 0- вся плоскость. 

На плоскости возможны три случая взаимного расположения двух 

прямых. 3'1'и прямые могут: 

а) пересекаться, в этом случае система имеет единственное решение; 

б) совпадать, тогда система имеет бесконе'lНО много решений; 

В) идти парадлельно друг другу, тогда система не имеет решений. 
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Пере'lисленные СЛУ'lаи проиллюстрированы на рис. 6.1. 

а) у б) у В) у 

х 

Рис. 6.1. 

Остается выяснить, каким условиям удовлетворяют коэффициен

ты а1, а2, Ь 1 и Ь2 линейной системы в каждом из ::этих трех СЛУ'lаев. 
СЛУ'lай а), когда две прямые пересекаются, имеет место, когда 

ко::эффициенты системы Удовлстворяют условию 

(Х1 f. ~. 
0,2 Ь 2 

СЛУ'lай б), КОГ1\а две прямые совпадают, имеет место, когда их 

уравнения совпадают, то есть 

0,1 Ь 1 С1 

а2 С2 

В), когда прямые пара.ллельны, но не совпадают, имеет 

место, когда выполнены условия 

а1 = 1;1 f. 2. 
0,2 С2 

Замечание. ПОД'lеркнсм, 'lTO в последних трех соотношениях записа
ны не дроби, а пропорции ОнИ имеют смысл и в том СЛУ'lае, когда 

некоторые из знаменателей ра,вны нулю! 

7. ФОРМУЛА КОРНЕЙ КВАДРАТНОГО УРАВНЕНИЯ 

Определение. f{6acJpo,ffil~blM yp0,6HCH1J,e,M называется уравнение вида 

0,.1:2 + Ьх + с = О, 
в котором ко::эффициент а отличен от нуля. Здесь х - неизвестная 

всли'lина., а коэффициенты уравнения а, Ь и с-- произвольные 

вительные 'lисла. 

Если а 1, то уравнение на;зывается llриведенным. Квадратное 
уравнение называют неполным, если хотя бы один из его ко::эффици

ентов 1; ИЛИ С равен нулю. 
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Определение. Число (Х, принадлежащее области допустимых значений 
уравненин лх) =g(x), называется его решением, или 'II:OpHe.'d, если при 
ПОДС'l'ановке этогЬ числа вместо переменной в уравнение получается 

верное ЧИСЛОDое равенство j'(0;) 9 ((Х). 

Выведем формулу для корней квадратного уравнения в общем 

случае. Сначала разделим обе части уравнения 

ах 2 + Ьх + с О 

на отличное от нуля число а от этого его корни не изменятся. Для 

решения получившегосн уравнения 

Ь с+ -х + -:::: О 
а а 

преобразуем его левую часть - выделим полный квадрат 

2 Ь с (2 Ь ( Ь ) 2) (Ь) 2 с:Х + -х + - а: + 2· -х + - - + 

ь

а а 2а 2а 2а а 

2 ь2Ь ) 2 С ь 2 - 4ас 
(х+- - + 

2а а + 2а 4а2 

Выражение Ь2 - 4ас: называют дискриминантом и обо:шачают бук
вой D. Используя это обозначение, уравнение (2) можно переписать 
в виде 

2 Ь с: ( Ь 2 D
х + -х + - х + - -'о :::: О. (3) 

а а 2а 

Возможны три случая: 1) D> О, 2) D :::: О, 3) D < О. 
Случай 1. Если D > О, то можно извлечь из D !Jа'ПiЫИ корень 

и представить D в виде полного квадрата D 

D :::: (Гn~2 (Гn)2, 
(2а)2 2а 

и потому равенство (3) принимает вид 

х•2 + Ь с ( Ь ) 2 (Гn)2Х + = х + - -- О. 
а а 2а 2а 

I 

По формуле раэности квадратов получаем отсюда 

ь с 
+-х+ + ~ _ ГD) (х + Ь + ГD) 

а а 2а 2а 2а 2а 

-Ь + (-Ь- ГD=(х - х 2 :::: О. 
2а а 
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Так как нроизведение равно нулю тогда и только тогда, когда хотя бы 

один из множителей равен нулю (при условии, что множители сущест

то, следова.тельно, это уравнение имеет два действительных 
[,орпя 

Хl 
-Ь+Гп 

2а 
И Х2 

-Ь-Гп 
2а 

Обычно эти корни записывают одной 

Хl,2 = -Ь± (4) 
2а 

Ь2или, учитывая, что D = - в виде 

-Ь ± Vb2 
Хl,2 

2а 

Случай 2. Если дискриминант D О, тб равенство (3) принимает 
вид 

х 2 + ~ х + ~ = (х + Ь 2 = О. 
а а 2а 

Поскольку квадрат какого-либо чисда равен нулю, только еС.llИ само 

это число равно нулю, мы должны заК,1ЮЧИТЬ, что в случае D = О 
уравнение (1) имеет единственный корень 

Ь 
Хl = 2а' 

:Этот корень можно нолучить с помощью формулы , положив 
В ней D = О. 
Замечание. 13 случае, когда дискриминант квадра.тного уравнения 

равен нулю, можно та,кже говорить, что в этом случае квадра:гное 

уравнение имеет два совпадающих корня. 

Случай 3. Если D < О, то -D > О, и потому выражение 

ь )2
+ 2а + 

стоящее в левой части уравнения (3), ЯВ.lIяется суммой двух слагаемых, 
первое из которых неотрицатсльно, а второе ПО.!lOжитедьно. Эта сум

ма положительна, следовательно, не может равняться нулю, поэтому 

уравнение (3) не имеет действительных корней, а поэтому не имеет 
их и уравнение 
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8. РАЗЛОЖЕНИЕ КВАДРАТНОГО ТРЕХЧЛЕНА 

НА ЛИНЕЙНЫЕ МНОЖИТЕЛИ 

Определение. Мliогочлеll второй степени ах2 + Ьх + с, где х пере
менная, а, Ь и с произвольные действительные числа, причем а =F О, 
на.;зывается 'К:вадратны,м трехчлено.м. 

I • 

Определение. I<JpHJt.«u квадратного трехчлена называются корни со
ответствующего KBaдpaTH~ГO уравнения. 

Теорема. Если квадратный трехчлен + Ьх + с имеет корни Xl и Х2, то 

справедливо тождество 

ах 2 +ьх+с а(х- Х2), 

в случае, когда тре:({член имеет лишь один корень х 1, спраж;.цливо тождество 

ах2 + Ьх + с а(х 

Если же квадратный трехчлен не имеет корней, то его нельзя разложить на 

линейные множители. 

Доказатрльство. В вопросе 7 для случая D > О получено тождество 
ь с -ь+ _ -ь - ~)+ -х + - = 
а а 2а 2а 

и показано, что корни квадратного уравнения имеют вид 

-ь+ -Ь ~ 
:;rl = и Х2 = 

2а 2а 

Поэтому это тождество можно записать в виде 

Ь с )+ -х + - (х - Xl (х - Х2). 
а а 

Умножая обе части получившегося тождества на а, получаем 

+ Ьх + с (х Х2). 


Таким же образом устанавливается, что при D О 


2+ Ьх + с = Xl) , 

где Xl - единственный корень уравнения ах2 + Ьх + с = О. 
Если же D < О, то квадратный трехчлен пелыя разложить на 

линейные множители, так как в противном случае он имел бы корни 

(поскольку каждый линейный сомножитель обязательно имеет один 

Теорема доказана. 
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9. ТЕОРЕМА ВИЕТА 

Теорема (Виета). Если числа Хl и Х2 являются корнями квадратного 

уравнения 

+ Ьх + с О, 

то имеют место следующие соотношения; 

Ь 
xl + Х2 

а 

{ Xl'X2=~' 

ДОКfI.1ателъетво. Пусть числа хl и Х2 корни уравнения. Тогда иэ 

(<1) вопроса 7 для корней квадратного уравнения непосред
ственным вычислением получим 

-ь JlJ2 - 4~~ -Ь + JIJ 2 4о,с 
ХI + Х2 20, + 20, 

-ь- IJ+JfJ2 -4о,с ь ,
20, а 

-ь - JIJ2 - 4ас -Ь + JlJ2 - 4ас 
Хl • Х2 

2а 20, 

62 (JlJ2 4о,с)2 ь 2 + 4ас _ с 
40,2 а 

Теорема доказана.. 


Замечание. для суммы и произведения корнеи квадратного 


уравнения остаются верными и в случае, когда уравнение имеет един


ственныи корень Х], если положить в укюанных формулах хз = xl' 

Теорема (обратная теореме Виета). Если данные числа Хl и Х2 таковы, 

что 

Хl + Х2 = -р И Хl' хз = q, 

то числа х] и 'Т2 ЯВЛЯЮТСЯ корнями приведенного квадратного уравнения 

+ рх +q О. 

Докмателъетво. Воспользуемся данными в условии теоремы ра.вен

ствами х] + Хз =-р и ;1.:1 . Х2 = q 11 выразим ко;)ффициенты уравнения 

"fерез Х] и Х2 

+ р;!; + q = Х· (Хl + ХЗ) + Х] . Хз. 
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что полученное выражение можно разложить на множители 

х 2 
- Х· + Х2) + Xl . 3:2 (Х - Xl) . 

поэтому 

+ рх + q (х - х1) . 

равпение (Х - Х1)' (Х = О, очеви,цно, имеет корни Х 1 И ;1:2 и никаких 
,цругих. Следовательно, и равносильное ему уравнение х 2 +рх +q = о 
имеет также корни Xl и Х2. 

Теорема доказана. 

Замечание. Прямая теорема Виета может быть сформулирована как 

,цля 	 приведенного квадратного уравнения, так и для квадратного 

уравнения общего ви,ца. Обратную теорему формулируют обычно 

только для приведенного уравнения. Это объясняется тем, ч'го, зная 

два корня, невозможно однозна<ню определить все три коэффициен' 

уравнения, поэтому для определенности полагают а =1. 

10. 	 СВОЙСТВА КВАДРАТИ1СffiОЙ функции 

ИЕЕ ГРАФИК 


Определение. '4-'ункция вида У = + Ь:г + с, где а -# О, называется 
х;вадраmuч'Ноu функцией. 

1. Область определения функции. 3на'lение функции ах:? + Ьх + с одно
значно определено для любого действительного числа, т. е. п(у) = JR. 

2. Область зна'"lений функции. Преобразуем выражение, З(tдающее ква
дратичную выделив полный квадрат, получим 

У ах2 + Ьх + с а(х 2 + ~x + .: 
а 	 а 

Ь)2 Ь 2 -4ас)
= а ((х + 2а 4а2 а (Х - + Ув, 

Ь2Ь - 4ас 
l'де использованы обозначения хв и Ув 

2а 4а 
Выражение (х - ~ожет принимать любое неотрицательное 

значение в зависимости 0'11 Х. Поэтому областью значений выражения 
2 	 ' 

а (а: ХВ ) + Ув всех возможных значениях Х является: 

а) если а> О, промежуток 

б) если а < О, промежуток 
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3. Периодичность. Квадратичная функция неперио,цическм, так как, 

например, значение У Ув она принимает только в точке Х = Х в ' 

4. Четность или нечетность. Квадратичная функция ЯВ.1!яется четной 
тогда и только тогда, когда Ь О. 

Доказательство. Необходимость. Если функция четная, то для любого 

значения переменой х должно выполняться равенство У(Х) = у(-х). 
квадратичной функции это означает, что 

x 2 +bx+c=(-х)2+Ь(-х)+с {:} bx=b(-х) {:} 2Ьх=0. 

Пыра.жение 2Ьх может быть равным НУ,'Iю при любом Х только при 

условии, что Ь = О. Тем самым необходимость условия доказана. 
Достаточность. Четность функции при!Ь =О сдедует из равенства 

=а(-х)2 + с =ах 2 +с = у(х). 

Квадратичная функция не является нечетнои, т. к. ее об.1!а.сть зна
чении несимметрична относительно НУJIЯ. 

5. Точки пересечения графика с осями координат, При х = О функция 
принимает значение, равное с, т. е. точка пересечения графика квад

ратичной функции с осью ординат имеет координаты (О; с). 

Абсциссы точек пересеченин графика функции с осью абсцисс 

являются корнями уравнения 

ах2 + Ьх + с = О. 

Ь2Если n = - 4ас < О, то точек пересечения с осью абсцисс нет. 
Если n О, то имеется единственная точка пересечения (Х В ; О). 

Если D > О, то [(вадра,тное имеет два корня, которые 

вычисляются по формулам Х1 и Х2 = -ЬtаVD ПО:JТОМУ 
график функции имеет две точки пересечения с о(;ью абсцисс и они 

имеют координаты (Х1; О) и (Х2; 

б, Промежутки знакопостоянства функции, Если а > О и n < О,то 
квадратичнан функция Bcel'iIa. принимает положи'rе.lJъные значения. 
Если а > О и n) О, то при х Е (-00; X1)U(X2; +(0) :значения функции 
положительны, а при Х Е (хl; Х:2) отрицательны. 

ЕС.lrи а, < О и n < О, то квадра.тичная функция Iтринимает только 
отрицательные значения при всех значениях х. Ес.rrи же а. < О и D ) О, 
'Го при Х Е (-сх); х 1) U (хз; +00) значения квадратичной функции 
отрица.тельны, а при х Е (Х1; х,,) положительны. 
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I 

Доказательство. Пусть а > О. если D < О, то область значе
составляют только положительные числа. 

утверждения для случал а > О очевидна. Если 

У(3:} а(х - Х1)(Х -	 Х2),
I 

При Х (-00; 3:1) U (Х2; ~oo) значения выражений, стоящих в скоб
ках, будут иметь одинаковые знаки, что и означает положительность 

величины у(х), если а> О. Наоборот, при х Е знаI(И выраже

ний в скобках будет Р~1НЫМИ, и, следовательно, < О, если а> О. 
для случал а < О проводится аналогично. 

7. Наибольшее и наименьшее зна'iения. Из анализа области значений 
-_..,.,-_.~ функции следует, что: 

а) если а > О J то функция не имеет наибольшего значения, а наименьшее 

зна'Iение принимает при Х ХВ И оно равно ув; 

б) если а < О, ТО функция не имеет наименьшего значения, а наибольшее 

значение принимает при Х Хв И оно равно Ув' 

8. 	Интервалы возрастания и убывания. Если а > О, то функция является 

Х ) Хв И убывающей при Х ~ Хв ; если а < О, то 
является; возрастающей при Х :::; ХВ И убывающей при Х ) Х в · 

Дока.1ательство. 'Рассмотрим разность значений квадратичной функ

ции в точках Х2 и Х1 

У(Х2) (а(Х2 - + УВ) - + 

а 	 - Xl) + (Х] 

а> о и ХВ :::; Х1 < Х2. Тогда все три сомножителя в получен
ном вьrражении пЬложительны. Это означает, что 

У(Х2) - У(Х1) > О {:} Y(;Z:l) < У(Х2), 

т. е. при а > О квадратичнал является на 

промежутке +(0). 
Если а > О и Х1 < Х2 :::; Хв , тогда последнии сомножитель отрица

телен, а первые два положительны. Таким образом, 

) - У(Х1) < о {:} 	 у(а:1) > У(Х2), 

что означает убывание при а > О функции на промежутке (-00; 
Случай а < О рассматривается аналогично. 

9. Асимптоты. График асимптот не имеет. 
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Графиком квадратич:ной функции ЯВЛЯ

ется кривая, называемая параболой, см. 

рис. 10.1. TO<IKa с координатами (Хв , 
называется вершиной параболы. Парабола 

у а (Х - Х В) 2. + Ув полуЧ:ается из графика 
х х 2функции У В результате следующих 

последовательных преоqразованиЙ.
у= ах2+ Ьх +с ": 21) Параллельныи перенос графика у Х 

Рис. 10.1. вдоль оси абсцисс на расстояние Ixal впра
во, если Хв > О, и влево, если Ха < О. Получ:им график у (Х х в )2. 
2) Растяжение графика у == х в )2 вдоль оси ординат в lal раэ с по
следующим его симметричным отражением относительно оси абсцисс, 

если а < О. в результате ПОЛУ<Iается графlШфУНКЦИИ у == а (Х - Хв ) 
2 

. 

3) Па.раллельпыЙ перепос графика у == а (Х - х в )2 вдоль оси ординат 
на IUn 1 вверх, если Ув > О, И вниз, если у" < О. 

11. СВОЙСТВА Функции У = k/x и ЕЕ ГРАФИК 

Будем рассматривать только значения k =f- О. Задаваемую соотно
k

шением у х функцию называют обратной nРОnОРЦUО1-l0ЛЬ1-l0стью. 

Замечание. Если k == О, то формула У == ~ зада,ет функцию, прини
мающую знач:ение нуль при всех ненулевых знач:ениях переменной Х. 
В нуле она не определена. 

1. Область определения функции. Выражение у == k однознач:но опре
х 

делено для любого деЙствите.rrьного числа Х =f- О и не имеет смысла 

при Х == О, по;)тому область определения функции есть множество всех 
деiiствительных '·IИсел, кроме нуля, Т.е. n(k) (-00; О) u (О; +(0)

,'1,; , 

2. Область значений функции. Областью знач:ений функции ЯВ.lIяется: 

множество всех деиствительных ч:исел, кроме нуля. 

Доказательство. Выражение ~ не может равняться нулю ни нри 
каком значении х, так как k =f- О. ДЛЯ любого <Iис.па у =f- о существует 

единственное '!ис.r!о ;r; == k, при котором зна"lение функции ра.вно у. 
у 

По:эсгому областью значений является множество (-00; О) U (О; +(0), 
и каждое зна.чение функция принима.ет ровно один ра.э. 

3. Периодичность. Функция не является пеРIЮДИ'-Iеской, т. к. она. ка

ждое свое знач:ение принимает ровно один раз. 
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4. Четность или нечетность. Функция у ~ нечетна, т. к. при любом 

значении х f. о выполнено равенство у( -х) -х - ~ 
k5. Точки пересечения графика с осями координат. 	 о не 
х 

имеет корней, поэтому 	функция у ~ не имеет точек IIересе"Iения 
с осью абсцисс. Точка нуль не принадлежит области определения 

функции, поэтому точек пересе'iения с осью ординат нет. 

6. Промежутки зн~копостоянства функции. Если k > О, то значения 

функции положи~ельны 	при х > О и отрицательны при 2.' < О. 
k < О значения положительны при х < О и отрицательны при х > О. 
7. Наибольшее и наименьшее значения. mнтт",ттпп не имеет ни наиБОJlЬ

шего, ни наименьшего т. К. ее область значений есть МНО

жество всех ельных чисел, кроме нуля. 

8. 	 возрастания и убывания. ПРИ k > О функция убывает на 
, а при k < О возрастает на тех же лучах. 
О < Хl < Х2 И k > О. 

k k 
--- <О. 
Х2 Хl Х1 Х 2 

ЭТО доказывает убывание на интервале (О; +00) при k > О. Аналогич
но доказывается убывание на интервале (-00; О) и рассматривается 

отрицательного k. 

Замечание. Функция у = k не монотонна на всей области определения! 
х 

9. Асимптоты. ГРi:1фИК фУНКЦИИ имеет две асимптоты: вертикальную 

х = О и горизонтальную у = О. 

)11 k>O У! k<O 

k 	 k 

1 х -1 О

\ 	 ("

Рис. 11.1. 

График функции у = ~ ноказан на рис. 11.1 и называется гtmсрбо
лоЙ. При k> О график расположен в и координатных 

четвертях; при k < О - во второй и U"""DЩ~""А''Х 
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12. НЕРАВЕНСТВО, СВЯЗЫВАЮЩЕЕ 

СРЕДНЕЕ АРИФМЕТИЧЕСКОЕ И 1 

СРЕДНЕЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ДВУХ чрсЕЛ 

Определение. Число а i ь на:зыва,ется средним, арuф,м, сmлчесх;v"м двух 
чисе.1I а и Ь. 

Определение. Число V;;;; на:зывается средни,м, гео.меmричесr.:u.м двух 
неотрица:гелыlхx чисел а и Ь. 

Теорема. Для любых двух неотрицательных чисел а и Ь среднее арифме

тическое больше (или равно) среднего геометрического, причем равенство 
имеет место только в случае а:::: Ь. 

Дока:зателъство. Значения Ja и VТ; определены, T.IC числа а и Ь 
неотрицательны. Поэтому 

а+Ь 

2 = ~ (а 2vГab + = ~ (Ja 
2 
~ О. 

Следовательно, 
а+Ь г"7 -- ~ уаЬ.

2 ' 
часть утверждения теоремы из того, что равен

ство В приведенных выше выкладках во:змОжно только в случае, если 

выполнено условие Ja = VТ;, откуда следует, что а±: Ь. 
'~~~~"n докаэана. 

Определение. Обрапшы.м J{ числу а =f. о на:зывают число ~. 

Следствие. Имеет место неравенство для суммы двух взаимно обратных 

чисел: 

1 
при а > О а + ~ 2; 

а 

1 
при а < О а + - ::;; -,2. 

а 

Равенство имеет место только в случаях а 1 и а = -1. 
Дока:зателъство. Следует paccMo'tpeTb числа 

а (1. и ь 
а 

и :записать для них утверждение теоремы о неравенсгвс между средним 

арифметическим и средним геометрическим двух чисел. 
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13. АРИФМЕТИЧЕСКАЯ ПРОГРЕССИЯ 

И ЕЕ СВОЙСТВ;'\. 

Определение. АРUфvlf.еmuческоЙ l1рогресС'ией называется такая число

вая последовательность, в которой каждое число, начиная со второго, 

равно предыдущему, сложенному с одним и тем же числом, постоян

ным для этой последовательности. Это число называется разностью 
прогрессии. 

Арифметическая прогрессия задается своим первым 'iленом и раз

ностью. 

Любой член арифметической прогрессии можно вычислить по формуле 

аn = а1 + - l)d, 

где аn - член прогрессии с номером n, аl - первый член и d - разность 

прогрессии. 

Эта формула называется формулой общего ЧJtена арифметической 

прогрессии. 

Доказательство. Возьмем произвольное натуральное n. Из определе
ния арифмеТИ'iеской прогрессии следует 

аn = l+ d an -2+ 2d = ... =al+ - l)d. 

Эта цепочка состоит из 'n равенств, поэтому для любого конечного n 

она может быть выписана. Следовательно, любой член арифметической 

прогрессии можно вычислить, зная его номер, первыIй член прогрессии 

и ее ра.1НОС'lЪ. 

Замечание. Эта формула может быть также доказана методом мате

маТИ'iеской индукции. 

Определение. Если каждый 'iлен 'iисловой последователт,ности больше 

предыдущего, то последовательность называется аозрасrnающей; если 

меньше предыдущего, то убывающей. 

АРИфметическая прогрессия, разность которой больше нуля, является 

возрастающей, Арифметическая прогрессия, разность которой меньше нуля, 

является убывающей. 

Это следует непосредственно из определения. 
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Признак арифметической прогрессии. Числовая последовательность 

является арифметической прогрессией тогда и только тогда, когда каждый 

ее член, начиная со второго, является средним арифметическим предше

ствующего и последующего членов. 

Доказательство. Необходимость. Из определения арифметической 

прогрессии получаем, что 

о.п +1 - А'" = 0.11. - А'" - 1 . 

Выразив из зтого равенства о.n, получим 

0.",+1 + 0.",-1 
А'" 2 

Это равенство и требовалось доказать. Все преобразования можно 

проделать и в обратную сторону, поэтому достаточность ус.IIОВИЯ 

тоже доказана. 

Если на плоскости изобразить то'fки с координатами (11,; о.п), где 
11, - номер, а а'" - n-й 'fлен неI<ОТОРОЙ арифмеТИ'fеской прогрессии, 

то все точки будут лежать на графике линейной функции, задаваемой 

формулой 

у = d( х - 1) + 0.1 = d . х + (0.1 - d), 

где d - это разность арифметической прогрессии, а 0.1 - ее первый 

'fлен. Это позволяет сделать следующий вывод. 

Арифметическая прогрессия является линейной функцией, заданной на 

множестве натуральных чисел. 

Теорема (формула суммы n первых членов арифме-tической прогрес
сии). Сумма 11, первых членов арифметической прогре<сии равна 

Sn = (0.1 + 0.",)11, 

2 

Доказательство. Запишем сумму 11, первых 'fленов арифмеТИ'fеской 

прогрессии 

511. = 0.1 + 0.2 + ... + о.п-1 + ап · 

Y'fTeM, что от перемены мест слагаемых сумма не меняется, поэтому 
запишем ЭТУ же сумму в обратном порядке 

5 n = о.п + 0.",-1 + ... + 0.2 + 0.1· 

Сложим ПО'fленно эти два равенства 

25", = (0.1 + 0.11.) + (0.2 + ап -1) + ... + (аn -1 + 0.2) + (0.11. + 0.1)' 
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В каждой скобке стоит сумма (an-k + al+k), где k О, ... , n 1. 
Преобразуем ее, используя формулу n-го члепа арифметической про

грессии, 

(аn-ю + аню) = - kd + al + + аn ). 

Таких скобок в сумме ровно n, следовательно, 

al + аn25n = (al + аn <=:> ---n. 
2 

Теорема доказана. 

2al + 
Следствие. 5n 2 n. 

доказательства выразите а", по формуле общего члена ариф

метической прогрессии и подставьте в полученную формулу для S",. 

14. 	 ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ПРОГРЕССИЯ 


И ЕЕ СВОЙСТВА 


Определеиие. Гео,м,еmрuчесх;ой nрогрессuей называется такая число

вая последовательность, в которой первый член отличен 0'1' нуля, а 

каждый из носледУюп.\их равен предыдущему, умноженному на некото

рое постоянное для данной последовательности число, не равное нулю. 

Это 'Число называется зна,м,енаmеле,м, геометрической прогрессии. 

Замечаиие. В некоторых J.<.нигах условия b1 f:. О и q f:. о отсутствуют. 
Геометрическая прогрессия задается своим первым членом и зна

менателем. 

Формула общего iчлена ге~метрической прогрессии. Любой член гео
метрической прогрессии можно вычислить по формуле 

Ьn = b1 . q"'-l, 

где tJ n - ЧJlен прогрессии с номером n, b1 первый член и q ее знаме

натель. 

Доказательство. Возьмем произвольное натуральное n. Из определе
ния геометрич~ской прогрессии следует 

= b",_lq = bn _ 2q2 =... =b1qn-l. 

Эта цепочка состоит из n равенств, поэтому для любого конечного n 
она может быть выписана. Следовательно, любой член геометрической 

прогрессии можно вычислить, зная его номер, первый член прогрессии 

и ее знаменатель. 
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Замечание. Эта может быть также докаЗ(j.на методом мате

матической индукции. 

Определение. Если !<а,ждый член числовой ПОСJlедовательности больше 

предыдущего, то пос.rrедовательность называется Ап;"шш:m если 

меньше предыдущего, то убывающей. 

Геометрическая прогрессия является возрастающей, если 

Ь 1 > О, ч> 1 или Ь1 < О, 0< q < 1. 

Геометрическая прогрессия является убывающей, если 

Ь 1 < О, q > 1 или /)1 > О, О < q < 1. 

Доказательство. Используя формулу общего члена, для разнос'Ги меж

ду (n + 1) и n членами геоме'ГРИ'ческой прогресссии получим 

_ /)IQ,,-1 [(ч _ 1).Ь" = 
возрас'Гающей прогрессии эта. ра.1НОСТЬ до.rrжна быть положите.rrь

ной: независимо от номера n, а для убывающей -- отрицательной. 
Условия, выписанные в доказываемом утверждении, как раз и гаран

тируют, что разность и Ь" будет иметь определенный знак. 


Теорема доказана. 


Замечание. Если Q < О, то прогрессия не является ни возрастающеи, 


ни убывающей, т. к. знаки ее 'членов чередуются. 

" iПризнак геометрическои прогрессии с положительными членами. 
Последовательность положительных чисел яВляется г~ометрической про
грессией тогда и только тогда, когда каждый ее член, начиная со второго, 

есть среднее геометрическое предшествующего и последующего членов. 

Доказательство. Необходимость. Из определения геоме'Грической про

грессии следует, что 

Ь"+1 ~ 
Ь" Ь"-1 . 

из этого равенства Ь", по.rrучим 

. Ь"-I' 

Так !<ак все члены прогрессии положительны, то пос.rrеднее равенство 

равносильно равенству lJ n у'Ьn + 1 . /)"-1' 

Все преобразования можно проделать и в обратную сторону, по

этому достаточность условия тоже доказана. 

Теорема. Доказа.на.. 
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Признак геометрической прогрессии может быть расширен и на 

общий случай. Приведем его без доказатеJIЬС'l'ва. 

Числовая последовательность является геометрической прогрессией тогда 

и только тогда, когда квадрат каждого ее члена, начиная со второго, равен 

произведению предшествующего и последующего членов. 

Если на плоскости Оху нанести точки с координатами (n, Оп), где 
n - номер, а ЬN n-й член пекоторой геометрической прогрессии, 

у которой q > О, то все точки будут лежать на графике функции, 

задаваемой формулой у =Ь 1 q"-l, где q - это знаменатель прогрессии, 
а ы � ее первый член. Это наблюдение ПОЗfюдяет сдедать следующий 
вывод. 

Геометрическая прогрессия при q > о является показательной функцией, 
~ ! 

заданнои на множестве натуральных чисел. 

Теорема (формула суммы n первых членов геометрической прогрес
сии). Сумма n первых членов геометрической прогрессии равна ' 

-Ь 1 
при q :f. 1 и =n . Ь 1 при q = 1,

1 - q 

Доказательство. При q 1 все члены прогрессии равны между со
поэтому сумма - это ЩЮС'l'О сумма n равных между собой 

слагаемых 

=Ь 1 + Ь2 + ... + 1+ Ь 1 + 61 + ... + 61 = n . Ь 1 . 
, J 

11 раз 

При q :f. 1 запишем сумму n первых членов геометрической про
грессии 

5п Ь 1 + Ь2 +.. ,+ 6"-1 + 
и домножим обе части этого равенства на знаменатель q геометриче
ской прогрессии 

q ·5,. = q . Ь 1 + q ·62 + . , . + q . 1 + q' 

Следовательно, пользуясь определением геометрической прогрессии, 

можно получить 

q . 8" Ь2 + Ьз + ... + 6" + 6"+1' 

Вычтем последнее равенство из равенства (1) 

(1 = Ь 1 + (62 + ... + 
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Приводя члены, получаем, что для CYMMJiol 5п имеет место 
равенство 

(1- q)Sn = Ь 1 

При q #- 1 можно разделить обе части этого равенства на скобку (1- q) 
и получить искомую формулу для суммы 

1)1 

1 - q 

Теорема доказана. 

Следствие. Сумма n первых членов геометрической прогрессии равна 
1 _ qn 

5n Ь 1 -1-- при q #- 1. 
-q 

Доказател:ьство. Выразим зна'-Iение ЬnН через Ь 1 и q по формуле 
общего члена геометрической прогрессии и подстав:им это выражение 

в полученную формулу Д.IIЯ суммы. 

Определение. Геометрическая прогрессия на.эывается бесх;оне'Чuо убы.

если ее знаменатель q по а,6СОJIЮТНОЙ величине меньше еди
бесконечно убывающей геометрической прогрессии 

на:зывается число, к которому сумма 11 первых членов бесконесшо 

геометрической прогрессии неограниченно приближается 

с ростом n. 

Замечание. Это название, хотя и является общепринятым, неудачно, 

так как бесконечно убывающая геометрическая прогрессия является 

числовой последова.тельностью, только если и первыи член, 

и знаменатель прогрессии положите.IlЬНЫ. Более того, еG.lIИ первый член 

отрица.телен, а знаменатель положителен, то бесконечно убывающая 

геометрическая прогрессия является возрастающей. 

Теорема (формула AJl.l[ суммы бесконечно убьmающеи геометрическои 
прогрессии). Сумма бесконечно убывающей геометрJческой прогрессии 
равна 

S = 1)1 

1- q' 

Это выражение получается из формулы суммы n первых членов 
геометрической прогрессии при n, стремящемся !< БСст<Онечности. При 

I 

~)TOM необходимо учесть, что если Iql < 1, то n-я степень стремится 

!( нулю при n, стремящемся Т< бесконечности. 
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15. МОДУЛЬ ДЕЙСТВИТЕЛЬНОГО ЧИСЛА 

Определение. Абсолютной величиной у! y=jxl(или "-I!одуле.м) 'а! действительного чис
ла а называется: само 3'1'0 число, если 
а -- положитедЫlое число; нуль, если 

число а - нудь; сlИСJIО, противополож
ное чиеду а, есди а - отрицатедьное 

чисдо. хо 

Это определение можно переписаТh 

в виде Рис. 15.1. 

а, еСJIИ а ~ О; 
а j = { -а, если а < О. 

Теорема. Свойства модуля действительного числа: 

1. ja+bj~laj+lbj; 2. jabj=jaj·jbl; 

3. I~ I= al' при а f. О; 4. [ а - Ь [ ~ i j а j - j ь 

Рассмотрим функцию у = Ixl, которая каждому числу х с,:гавит 

в соотвеТСТilие его абсолютную величину [Х [. 

1. Область опредеfения ФУI1КЦИИ. Модуль однозначно определен для 

JlюБОl'О деЙСТВИ'l'lЛЬНОГО чrсла, ПО3'l'ому D(jxl) m.. 
2. Область :значенйй функции. По определению, E(jxj) = [О; +(0). 

! i 
З. Периодичность. Функцця не является периодической, т. К. значение, 

равное нулю, она принима\",т 'l'олько при Х О. 

4. Четность или нечетност~. Функция является четной, ПОСКОJlЬКУ ДJlЯ 
любого числа х выподнено paBeHC'l'BO 

= 
Это равенство вытекает из опредедения МОДУJlЯ. 

5. Точки пересечения графика с осями координат. График пересекает 

оси координат в еДИНС'l'венной точке 0(0; О). 

б. Промежутки :знакопостоянства функции. Из опредеJlения МОДУJlЯ сле

дует, что значения функции положительны для всех значениii х f. О. 
7. Наибольшее и наименьшее :значения. Функция не имеет наибольшего 
значения, Т. к. она неограНИ'lенно возрастает с ростом переменной х. 

Наименьшее значение равно нулю. 
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'~~_~~~~~~ 

8, Интервалы возрастания и убывания, Функцин воз~астает на проме
(так как на этом множестве она совпадает с линейной 
и убывает на. промежутке (-00; О] (так как на этом 

множестве она совпадает с линейной функцией у -х). 

9, Асимптоты, График имеет асимптоты у = ±х. 
функции у = 'хl показан на рис. 15.1. 

16. 	 СВОЙСТВА СТЕПЕНЕЙ С НАТУРАЛЬНЫМИ 

И ЦЕЛЫМИ ПОКА3АТЕЛЯМИ 


Определение. Степенью действительного числа а с натуральным по

кзза,телем n, n > 1, называетсн произведение а·· ·'а, в котором число а 
'--v--' 
nраз 

вэнто множителем n раз. записи степень обозначают верхним 

индексом а", 

опреде.IJНЮТ а 1 а, а также аО = 1 при а *О. 
Пусть а ~ действительное число, причем а *О, и n- натуральное 

число, тогда степенью числа а с целым отрицательным ПОI<аэателем 

(-n) 	называют число и обоэначают а- n lп , 
а 

Нулевая и целая отрицательная степенИj числа нуль не определены. 
! 

Теорема (свойства степеней с натуралъньfми и целыми пока.зател.ll
ми). Для любых двух отличных ОТ нуля ЧИfел а и Ь и целых чисел m 
и n верны следующие равенства: . 

n1. ата	 2. ат : а" ат-т!; 

n3. (аПЬ )" = ат,,; 	 4. (аЬ)" аnЬ ; 

а\" а'" 
5. 

ь 

Докаэательство пере'iисленных равенств следует непосредственно 

иэ определений степени числа с целыми и натуральными показателями. 

Доказательство. Убедимся в справедливости перечисленных свойств 
сначала для натуральных значений n и т. 

Докаэательство cBoikTBa 1. 

ат аn 	 а Уn nа . , . а ' а ... а = + . 
~ '--v--' 
m раэ " ра.э 

http:����.�����.ll
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Доказательство свойства 2. Пусть т> 'п, тогда 

тnраз 

~ 
a а·· ·а 
Тn 

Тn nа ... а = a - . 
а·· ·а '-v--" 
'-v--" т-n раз 

n раз 

Если 'т = n, то 
Тn Тn 

Тn H
a a 

1 = аО = a - •
Тn a 

Если m < n, то 

aТn 1 
Тn na -

аn-т а·· ·а 
~ 

n раз n-тn раз 

Доказательство свойства 3. 

nраэ 

т)n 1]1, tn' ~----" тn(а =а ···а =а···а···а···а=а .
""--v-' '-..,-' '-v--" 

n раз m раз rп ра:, 

Докаэательство свойства 4. 

(аЬ)n аЬ ... аЬ=а ... а.Ь ... Ь аnЬn . 
'--v-' '-v--" ~ 

n раз n раз 11, раэ 

Т'РЛhСТIЮ свойства 5. 

n раз 
,--л-... 

nа а а а·· ·а а" 
Ь Ь Ь Ь··· Ь 

'-v--" '--v-' 
nраз nраз 

Если среди чисел n и m есть равные нулю или отрицательные, то 
в приведенных выше равенствах следует заменить соответствующие 

сомножители согласно определению нулевой и 

степени. Например, свойство 4 будет при n < О доказываться так: 

(аЬ )n 
аЬ· .. аЬ 
'---v-" 

1 
а· .. а· Ь··· Ь 
'-v--' ~ 

1 
а- n 

1 
ь- n 

-n раз -11, раз -'Н P~1 
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17. 	 СВОЙСТВА АРИФМЕТИЧЕСКИХ 

КОРНЕЙ СТЕПЕНИ n 


Определение. Ариф,м;етичеСICи,м; ,"орне,м; степени n из неотрицатель

HOl'O числа а называется такое неотрицательное число 'V(i, которое 
при возведении в степень 11 дает число а. 

Подчеркнем, что арифмети'{еский корень определяется только для 

неотрицательных ЧИсел и показаТ('J1ем степени корня всегда. янляется 

натуральное число. 

Теорема. Для любых действительных чисел а ?: О, Ь ?: о и с > О и нату
ральных чисел rn, k и n выполнены равенства: 

1. 	 VOJj va'Vb; 2. nЛ 
С V'C' 

nVащk =3. 	 Vva = "~Гa; 4. 

атv;;m (va)m5. = а ; 6. vaпva = 

7. 	 vё _ "'\/ст - n . 
"Vё 

Доказательство. Перечисленные свойства доказываются по одной 
и тои же схеме. Во-первых, необходимо эамети'ГЬ, '{то ограничения на 

числа а, Ь и с таковы, '{то левая и нравая 'lасти каждого равенстпа име

ют смысл и неотрицательны. Вторым этапом Докаэательства япляется 

неносредственная проверка каждого раненства на основе определения 

арифметического корня и свойств степени числа с натуральным по

казателем. Проведем этап доказательстна для пере'lисденных 

выше СRОЙСТR. 

доказательства спойства 1 возведем праную '{асть равенства 
в степень 11 и убедимся, что она рапна а.Ь. Таким обрahом, по 4 

стененеи с натуральным пока.зателем получаем 

(va 
n 

(rV<1)".( )" = а.Ь. 
Дока.:зательство свойства 2 проводится аllаЛОГИ'llЮ, но используется 

свойство 5 степеней с натуральным показателем 

(Va)n _а. 
vё -с 
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Для доказательства свойства 3 возведем левую часть равенства 

в степень 'пk и на основании свойства 3 степеней с натуральным 

показателем получим 

(7fVi) nk = ((,ifVa) ") k (va/ = а. 

Доказательство свойства 4 основано на свойстве 3. В справедли

вости этого свойсiгва мы убеждаемся непосредственной проверкой 

nVamk = VVamk = VV(am)k = ~. 
Для доказательства свойства 5 возведем правую часть равенства 

в степень k и получим 

m( ( va )т) k = ( va) mk = (( va) k) m а . 

Для доказатеJ!ьства свойства 6 возведем левую часть равенства 

в степень nт и riримененим свойства 4 и 1 степеней с натуральным 

показателем 

(va туа) nт = ( va) nт ( туа) nт 
= (( уа)n)m(( туа)т) n= атаn = ат+n . 

Свойство 7 можно доказать аналогично предыдущему, опираясь 
на свойства 5 и 1 степеней с натуральным показателем. Для этого 

возведем левую часть равенства в степень nт и выполним следующие 

преобразования: 

( vc )nт ( VC)nm ((VC)n)m с
т 

т-n 
=с 

СПту'ё ( ту'ё)nт (( ту'ё)т( 

Теорема доказана. 

Замечание. Отметим, что кроме понятия арифметического корня сте

пени n, существует еще понятие алгебраического корня. Алгебраиче
ский корень степени n из числа а - это корень уравнения хn = а. Если 

показатель степени - число n - нечетное число, то алгебраический 

корень опреде~н и для отрицательных чисел. 
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18. 	 СВОЙСТВА СТЕПЕНЕЙ 

С РАЦИОНАЛЬНЫМИ ПОКА3АТЕЛЯМИ 


Определение. Если а положительное деЙСТRительное число и х 
11'1

ПРОИЗВШIьное рациональное число, представленное дробью n' где m

целое, а 1'1 - натуральное числа, то рациональной степенью аХ числа а 

назЫRается арифметическиii корень степени 1'1 из числа ат , то есть 

m 
а.Х аn vam. 

Если а = О и х - рациона.1Iыюе и ПО.llожительное, то аХ О. 

Покажем, что данное определение корректно, а именно, что резуль

тат возведения 'lисла а R рационалhНУЮ степень не за.RИСИТ от выбора 
представления числа х в виде 

Действительно, по определению Rсякое рациональное число можно 

представить единственным снособом R виде обыкновенной несокра:ги
Moi;f дроби ~, где р целое, а q - натурадьное числа. Все другие 
обыкновенные дроби, представляющие это ра.циональное ЧИС.llО в ви

р 
де отношения це.llОГО числа к натуральному, получаются из дроби q 
умножением ее ЧИС.Ilите.llЯ и знаменателя на ОДНо и то же натуральное 

т kp
чи('до k"т. е. - = -k . Следовательно,

1'1 ,q 

m 	 t!.. 
аn а = vV(ap)k '{гaji = а q . 

Теорема. Пусть а и Ь положительные действительные числа, а х и у 
рациональные числа. Тогда выполнены следу~щие равенства: 

1. аХа!! = 	 2. (аХ)!! = аХУ; 

аХ 

3. (аЬУ = аХЬХ ; 	 4. - = a,r:- y ; 
аУ 

5. 	 (~)'~ = 
аХ 
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Доказательство. Доказательство свойства 1. Пусть даны рациональ
Рl ))2

ные числа х и у. Их можно представить в виде дробей - и -.
ql q2 

эти дроби всегда можпо привести к общему знаменателю, 'Т. е. записать 

в виде ~~~~ и ~~~{' Поэтому сразу будем считать, что рациональные 
'lИсла х и у уже представлепы в виде двух дробей с одинаковыми зна

менателями ~l и ~2. Следовательно, по свойству 6 арифметических 

кооней степени n получаем 
t11,1 ~ 

аХаУ апап Vamz '{/аm'ат, 

1nl+n".if m'1 +'n2 
а.n аn n 

ДоказатеЛЬСТI}О свойства 2. раЦИОНa.lТьные числа х и у пред

ставлены в виде двух дробей и rn2
. Тогда по свойствам 5 и 3 

1'11 "2 

арифметических степени n получаем 

----1. nm)!!!.:I.
n, ' = ( nwп,-) ';:~ nv(nwп,-) т, 

nln2~ mlт2
уа"""" аn'n2 =аХ'У. 

Дока.зательство свойства 3. Пусть х - ПРОИЗВOJlыюе рациональное 

число. Представим его в виде дроби ~~t, где m целое, а n 

натуральное чисщз.. Па основании свойства 1 арифметических КUрtlt:и. 
получаем 

m 1~
(аЬ)Х = n = 'у (аь)т = 

т m 
= аnЬn аХЬХ • 

Доказательство свойства 4. Равенство 4 следует из свойства 1 
и определения 

1 -х 
аХ = а 

Справедливость последнего опять же следует из свойства 1 

aXa-': = аО= = 1. 

Доказательство свойства 5. Используя доказанные свойства 3 и 2, 
получаем 

(аЬ- аХ (b-1)X 
ЬХ 'Сn

Х аХ 

доказана. 

http:1nl+n".if
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, 
u u I 

19. СВОИСТВА СТЕПЕННОИ ФУНКЦИИ 

С ЦЕЛЫМ ПОКАЗАТЕЛЕМ И ЕЕ ГРАФИК 

Определение. Функция вида у = хn , где n целое число, называется 

степенной Функциеil с целым, nох:азаmелем" 

Отметим, что частными случаями степенной функции являются 

обратная пропорциональность у ~ при n = 1, линейная функция 

у = х при n 1, квадратичная функция у при n = 2. Эти 
случаи фактически были рассмотрены в вопросах 5,10 и 11. При n =О 

функция совпадает с тождественной единицей, кроме точки х = О, 

в которой она не определена, 

Степенная фУНКЦИЯ об.lIадает свойствами, которьте зависят от зна

чения показателя степени n. Рассмотрим четыре случая: 
1. 'IИСЛО n положительное и четное; 

2. число n положительное инечетное; 

3. число n отрицате.lIьное инечетное; 

4. число n отрицательное и четное. 

1. Покааатель степени n положительный и четный 

Степенная функция в этом случае задается формулай 11 = xи~, Г де 
число k - натуральное. Ниже буквой k мы будем обозначаТh только 
натуральные числа. Квадратичная функция у , соответствующая 
значению k 1, относится к этому случа,ю, ее основные свойства. 

сохраняются у функции вида у = x 2k при k > 1. 

1. Область определения функции. Значение выражения определено 

однозначно для любого числа. х, поэтому облаСТh определения сте

пенной фУНКЦИИ с показателем степени n = 2k ест!> множество всех 
действительных чисел, т. е. D(x2k ) = IR. 
2, Область значений функции. Областью значении функции являе1'('Я 

промежуток [О; 

X 2kДокааательство. = у, k Е N, при всех положительных 
значениях у имеет два КОРНЯ, которые за.писываются в виде Х] = 2Vfj 
И Х2 - 2Vfj. Если у ::::: О, то корень один - х = О, При отрицательных 

знаТ-Iениях у уравнение корнеи не имеет. Это ка,к и озна.чает, что 

обла.сть зна.чениЙ степенной Функuии есть промежуток [О; 

3. Периодичность. Функция у = не является периодической. На.при

мер, она. принима.ет значение нуль только при единственном значении 

ременной х, а. именно в точке .Т = О. 
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2k4. Четность или нечетность. Функция у x является 'Iе'l'НОЙ 
поскольку 

у(-х) = (_x)2k = (_1)2k;r,-. = 

5. Точки пересечения графика с осями координат. Уравнение X2k = О 
при любом натура.л:ыlмM k имеет единственный корень - он равен 

нулю, поэтому график функции у x 2k имее'Г только одну точку 
пересечения с осяkи координат точку (О; О). 

б. Промежутки знакопостоянства функции. Функция у = принима-

ет положительные значения при х Е (-00; О) u (О; +00). 

7. Наибольшее и наименьшее значения. Функция у = принимае'г 

свое наименьшее значение, равное нулю, в точке нуль. НаиБОJIыпе-
I 

го значения не существует, т. к. она может принимать сколь угодно 

большие положительные ЗIfачения. 

8. Интервалы возрастания ~ убывания. Функция у = убывает на 

промежутке О] и возЬастает на нромежутке +00). 
Доказательство. Пусть 0< Х] < Х2. Тогда Xz > 1 и 

, ХI 

) - Y(Xj) Xfk ( С:) 2k - 1). 

Первый сомножитель в правой части равенства положителен, поскольку 

число Хl отлично от нуля, а второй положителен по следствию из 

свойства 10 числовых неравенств (см. вопрос 3). Поэтому выполнено 
неравенство У(Х2) У(Хl) > О, что и озна'Iает возрастание функции на 
интервале (О; +00). Аналогично доказывается убывание функции па 

< x 2kинтервале (-00; О). Так как 0= 02k для любого Х f О, то точка 
нуль включается в обоих случаях в нромежутки монотонности. 

9. Асимптоты. График функции у = X 2k асимптот не имеет. 

Как было отмечено, частным случаем такой функции является 

парабола у = х 2 И ее основные свойства сохраняются при произiюльном 
положительном показателестепени n = 2k. Поэтому график такой 
функции напоминает параболу, только ветви графика при Ix I< 1 тем 
быстрее прижимаются к оси .1~, чем больше n. При Ixl > 1 ветви тем 
KpYQe идут вверх, чем больше n. График функции показан на рис. 19.1. 

Свойства степенной функции в оставшихся случаях доказываются 

аналогично рассмотренному выше. Перечисдим их. 
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2. Пока.затель степени 11. положительный и нечетный 

2k+1Функция в этом случае задается формулой у = x , где k 
натуральное ЧИС.IIO. Важным представителем этого случая является 

функция у 	= хЗ • Ее основные свойства сохраняются У степенной 
функции и при других эначениях k > 1. 

1. Область определения функции. Все деЙствите.IIЫlые ЧИСJIa.. 

2. Область значений функции. Все деЙСТВИТe.lIьные числа. 

З. Периодичность. ФУНКЦИЯ Н.епериодическая. 

4. Четность 	или нечетность. Функция нечетная. 

5. Точки пересечения графика с осями координат. График функции пе

ресекает оси координат в единственной точке (О; О). 

б. Промежутки знакопостоянства функции. Значения ,iп!цт;тти отрица

тельны при х < О и положительны при х > О. 

7. Наибольшее и наименьшее значения. Функция не имеет ни наиболь
шсго, ни наименьшего значении. 

8. 	Интервалы возрастания и убывания. ФУНКЦИЯ является возрастаю

па всей числовой оси. 

9. 	Асимптоты График функции у асимптот не имеет. 

функции показан на рис. 19.2 и напоминает кубическую 
парабо.IIУ, являющуюся 'IacTHbIM случаем степенной функции с поло

жите.IIЬНЫМ нечетным пока.зателем. Зависимость от 11. состоит В том, 

что ветви графика круче идут вверх с poc1iOM n, а на интервале (О; 1) 
медленнее ОТК.lIоняется от оси абсцисс. 

=х3 

х 

о 1 х 

/ 

Рис. 19.1. 	 Рис. 19.2. 
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3. Показатель степени n отрицательный инечетный 

Функция в этом случае задаетс}! формулой у , где k - 

Itатуралыюе число. Важным представителем этого случая является 

функция у =1 при k = 1. Степенная функция сохраняет все основные 
х 

свойства и при других значениях k > 1. 

1. Область определения ФУНКЦИИ. Все числа, кроме нуля. 

2. Область зна'iеНIi1И фУНКЦИИ. Все 'lИсла, кроме нуля. 
I 

З. Периоди'iНОСТЬ. Функция непериодическая. 

4. Четность или H~'ieTHocTb. Функция нечетная. 

5. ТО'iки пересе'iения графика с осями координат. График функции не 
пересекает оси координат. 

б. Промежутки знакопостоянства ФУНКЦИИ. Значения функции отрица

TeJIbHbI при х < О и положительны при х > О. 
7. Наибольшее и наименьшее зна'iения. Функция не имеет ни наиболь
шего, ни наименьшего значений. 

8. Интервалы возрастания и убывания. Функция является убывающей 
на интервалах (-00; О) и (О; +00). 
9. Асимптоты. Асимптотами графика функции являются прямые х =О 
и у О. 

График такой функции показан на рис. 19.3 и напоминает гипербо
лу, явдяющуюся частным СЛУ"Iаем степенной функции с отрицательным 

нечетным показателем. Зависимость от n состоит в том, что веТllИ 
графика сильнее прижимаются с ростом n к осям координат. 

4. Показатещ, степени n отрицательный и четный 


1
Функция в этом СJlучае ::Jадается формулой у где k
:z:2k' 

натуральное ЧИС.'lо. 

1. Область определения функции. Все числа, кроме нудя. 

2. Область зна'iении ФУНКЦИИ. Все положительные числа. 

З. Периоди'iНОСТЬ. Функция непериодическая. 

4. Четность или He'ieTHoCTb. Функция четная. 

5. ТО'iки пересе'iения графика с осями координат. График функции не 
пересекает оси координат. 

б. Промежутки знакопостоянства функции. Значения функции ПОJЮЖИ

тедьны при а: f:: О, 
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7. Наибольшее и наименьшее зна"lения. Функция не имеет ни наиболь

шего, ни наименьшего значений. 

8. Интервалы воз'растания и убывания. ФУНI~ция является возрастаю

щей на интервале (-ею; О) и убывающей на: интерва.llе (О; +ею). 

9. Асимптоты. Асимптотами графика фУНIщии у являются пря

мые х == О и у == О. 
График такой функции показан на рис. 19.4 и цапоминает гипер

только обе ветви лежат выше оси абсцисс. Зависимость от n 
состоит в 'гам, что с ростом n ветви графика, сильнее прижимаются 
к осям координат. 

Y'\y=i 

lj_~ 
-11iL-_ 

о 1 х\ 
1 х 

Рис. 19,3. Рис. 19.4. 

20. СВОЙСТВА ПОКА3АТЕЛЬНОЙ 
Функции И ЕЕ ГРАФИК 

в вопросе 18 для произвольного ПО.тюжите.ТIЬНОГО действителыюго 
числа а БЫ.,I]:а определена операция возведения в рациона.ТIЬНУЮ сте

пень х. Эта операция может быть доопределена, для произвольной 
действительной степени х, например, следующим образом, 

Если число а = 1, то С"LИтают, что а:" = 1 для любого действитель
ного числа х. Это правило Вполне согласуется с введеными ранее, т, к, 

единица в любой рациональной степени равна единице. В этом слу

тше функция тождественно равна. единице, ее свойства были описаны 

в вопросе 5, поэтому ниже будем считать, что а ::j::. 1. 
а> О и а ::j::. 1. Д.IIЯ любого действительного числа, х можно 

указать два рациона,льных 'Jисла р и q таких, что 

р ~ х ~ q, (1 ) 
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Тогда по определению действительной степенью аХ числа а называется 

'iисло у такое) '1'1'0 для всевозможных чисел р и q, удоветворяющих 

неравенству (1), выполнено 

аР ~ у:::: аХ ~ если а> 1, 

{ qa ~ у = аХ ~ аР, если О < а < 1. 

СФОРМУJlируем теперь три важных утверждения, которыс Jlежат в 
основе опредеJlения показатеJlЬНОЙ ,.j.",уттпmп 

Теорема. Пусть число а ПО!IOжительно и не равно единице. Тогда: 

1. число аХ. опредменное уkазанным способом, существует и единственно 

для любого числа ±; 
2. уравнение у = аХ для любого положительного числа у имеет единствен
ный корень; 

3. число аХ всегда положительно. 

Первые два утверждения в ШКОJlЬНОЙ программе не доказываются. 

Докажем третье утверждение. Оно следует непосредственно из 

определения и TOrO,'iTO ЧffСЛО а, возведенное в любую рациональную 
степень, строго БОJlьше нуля. определенности предположим, что 

а > 1. Выберем kakoe-JIИбо рациональное число р, удовлетворяющее 
условию О < р ~ х. Тогда из условия (2) следует, что 

О < аР ~ аХ. 

О < а < 1 рассматривается аналогично. 
~vVIJv,,,,U доказана. 

Следствие. При любом у ~ О уравнение аХ = у не имеет корней. 
Доказательство. Предноложим противное: пусть существует корень 

х' этого уравнения при у ~ О. Но это означает, что число а, возведенное 

в степень х', равно неположительному ЧИСJlУ, чего не может быть по 

третьему утверждению теоремы. 

Таким образом, при а > О и а f:. 1 определено отображение множест
ва действительных чисел во множество ПОЛОЖИ'1'еJlЬНЫХ действитель

ных чисел. Первое утверждение теоремы дает нам право утверждать, 

что это отображение является функцией с областью определения, рав

ной множеству действительных чиссл. Второе и третье утверждения 

равносильны тому, что область значений этой функции есть весь ин

тервал (О; и каждое свое значение она принимает ровно один 
ра:з. Эта функция называется nоnазаmелыюй, а число а основанием 
покаэатеJlЫЮЙ функции. 
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1. Область определения функции. Все 'р.лЫfые числа. 

2. Область значений Все положительные числа. 

З. Периодичность. СРункция непериодическая, т. к. она принимает все 

свои значения ровно один раз. 

4, Четность или нечетность. Функция не является четной, т. к. она 

принимает все свои значения ровно один раз. Функция не является 

нечетнои, т. к. область ее значении несимметрична относительно нуля. 

5. Точки пересечения графика с осями координат, По доказаному выше 
следствию уравнение аХ = у не имеет при любом у ~ О, 

поэтому график ноказательнои функции не пересекает ось 
Точка пересечения графика показательнои функциh с осью ординат 
имеет координаты (О; 1). Ее координаты не зависят от основания 

показательнои функции, т. к. любое число а > О в нулевой степени 
есть единица. 

б. Промежутки знакопостоянства функции, 3наченин функции положи

тельны при любых х, 

7. Наибольшее и наименьшее значения. Функция не ~MeeT ни наиболь
шего, ни наименьшего ::шаТiениЙ. 

Доказательство. Действительно, допустим, что у 


ции есть наименьшее значение и оно равно у. Тогда, у. > о и ПО свой


ствам действительных чисел существует число у такое, что О < У < у. , 

Уравнение аХ = у по второму утверждению теоремы имеет корень при 


любом положительном у. Следовательно, обязательно существует чис


ло х такое, что аХ у < у.. Это противоречит тому, что 1}* есть 


наименьшее значение показательнои функции, 


Аналогично доказывается, что у показательнои функции не суще

ствует наибольшего значенин. 

8. Интервалы возрастания и убывания. исследования свойства мо

нотонности показательнои функции используется следствие из свой

ства 10 ЧИСЛОIJЫХ неравенств (см. вопрос 3). 
Показательная сЬvнкпия монотонна. Если а. > 1, то она является 

О < а. < убывающей на всей 
числовои оси. 

Доказательство. Рассмотрим случай а > 1. Пусть взяты два про
извольных рациональных числа Рl и Р2, причем ])1 < Р2. Тогда по 
СIJОИСТВУ степеней с рациональными rюка.зателями Rыполнено 

аР2 = aPl (aP2 Р1аР 1 - 1) . 
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Заметим, что знак разНОСТИ aP~ а1'! определяется только знаком 

второго сомножителя aP2 -Р ' - 1, поскольку первый сомножитель а1'] 
всеl'да больше НУ1Я' 

выполнено HepaBeHcTLlo 

т 

Р2 Рl = - > О, 
n 

где m и n натурмьные числа. по следствию из свойства 10 

числовых неравенств получаем цепочку равносильных неравенств 

n m 
а> 1 <=> ат > 1 <=> n > 1 <=> аn > 1. 

Таким образом, доказано, что aP'-Рl > 1, т. е. аР] < аР2 . Это 
озна'Iaет, что строгая МОНОТОlIIЮСТЬ на множестве I3сех рациональных 

чисел для IIоказатеJlЫЮЙ функции доказана. 

Теперь докажем монотонность на множестве действительных чи

сел. Возьмем два действитеJlЬНЫХ ЧИСJlа Х] и Х2 таких, что Хl < Х2· 
Между ними найдется рационмьное ЧИСJlО р такое, что выполненно 

неравенство Хl < Р < Х2. Тогда из определения (2) получаем, что 

а'" :<:.; аР :<:.; аХ'. 

Остается замеТИ1Ъ, что это нестрогое неравенство не может 

щаться в равенство. В противном СJlучае нашлось бы такое значение У, 

при котором ураLlнение а" = у имело бы два корня ХI и Х2. ЭТО 

противоречит УТEjерждению 2 теоремы. 

9. Асимптоты. показательной функции у а" имеет един

ственную асимптоту ось абсцисс. 

График показательной функции строится с Y'IeTOM перечисленных 
свойств и приведен на рис. 20.1. 

а> 1 

о 1 х -1 О х 

Рис. 20.1. 
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21. СВОЙСТВА ЛОГАРИФМОВ 

Рассмотрим пока.,ательное ураuнение вида 

аХ Ь, (1) 

где а и Ь - известные ч:исла, а х - искомая величина. ИЗlJестно, 

что lIоказательная функция у = аХ, г де а > О и а # 1, является 
монотонной и принимает lJce возможные значения в интервале (О; +00). 
Следовательно, при условиях 

а.>О, 0,#1, Ь>О, (2) 

ураlJнение ll) имеет ровно один корень, кqторый называют логариф
мом числа Ь по основанию а и обознач:ают loga Ь. 

Теперь дадим строгое определение этого понятия. 

Определение. Логариф.м.о.м. ч:исла Ь, Ь > О, по основанию а, а > О, 

а # 1, на.,ывают такой показатель степени С, в КОТОРУЮ надо возвести 
число а, ч:тобы получить число Ь, т. е. аС Ь. Пишу'г с =loga Ь. 

Теорема (основное логарифмическое тождество). Пусть существует 

число loga Ь, т. е. а > О, а # 1, Ь > О. Тогда верно равенство 
aIoga Ь ь. 

Доказательство. Утверждение следует непосредственно из определе

ния 

Простейшие уравнения 2Х = 8 и 4'" ~ дают нам примеры слу
чаев, [{огда можно указать конкретное число, яuляющееся знач:ением 

логарифма, 

иlog28 3 log42' 
1 

=-2" 
Список таких примероu можно продолжить. Например, 

з,/2 = v2 
является, как известно, иррациональным числом. 

Так как из основного логарифмического тождества следует, что 

для любого х верно равенство 

loga аХ = х, 

то логарифмом Может быть любое действительное число. 

Отме'Гим, Ч:'ГО ДЛЯ любого допустимого основания а непосредс'Гвен

но из определения логарифма следует, ч:то 

loga 1 О и log" а == 1. 
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Теорема (логарифм произведения). Пусть существуют числа Ь 

и loga с, т. е. а > О, а #- 1, Ь > о и с > О. Тогда существует число lo\!:" Ьс 
и верно равенство 

сloga Ь Ьс. 

Доказательство. По УСJЮ:8ИЮ теоремы а > О и а#- 1; кроме того, из 
положительности чисел Ьи с следует, что их произвед€ние Ьс тоже 

положительно. Следовательно, выражение loga Ьс имеет смысл. 
Из определения логарифма и свойств показательной функции вы

текает, что 

a10ga b+loga с a10ga ь . с = Ь . с = a10ga Ьс. 

Так как из равенства аХ = аУ в 

функции следует paBeHCГilo х = У, 
Теорема доказана. 

Замечание. 'аСПDОСТDаненной ошибкой является 

свойства в виде равенства 

Ьс Ь+ с (4) 

без упоминания об условии существования ЛОI'арифмов log" Ь и loga с. 
подчеркнем, что даже если loga Ьс существует, то равенство 

может не выполняться, ПОСКОJIЫ<У логарифмы, стоящие в el'o правой 
части, могут не существовать. 

Например, неqбдуманное применение равенства (4) к имеющему 

смысл выражеНИ19 10g2((-8)· (-6)) приводи'!' к Типичной среди школь
ников ошибке. I 

I 
Теорема (логарифм степени). Пусть существует число 
а 1 и Ь > О. Тогда для любого числа с существует число log" ()~ и верно 
равенство 

с loga Ь ЬС • (5) 

ДоказатеЛЬСТDО. Так как число Ь > О в любой степени больше ну
JIЯ, то выражение loga ЬС имеет смысл. Справедливость равенства (5) 
доказывается с помощью цеПО'iКИ преобразований 

аС loga Ь :::::: (a1oga Ь) с ЬС :::::: a10ga Ь С • 
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Теорема (логарифм частного). Пусть существуют числа Ь и loga С, 

т. е. а > О, а :j::. 1, Ь > О и с > О. Тогда существует число ]og" ~ и верно 
равенство 

ь 
ь ]oga с=:: 

с 

Доказательство. Существование логарифма в правой части равен

ства (6) можно докнза'гь как для логарифма., ПРОИJведения. Равен
ство (6) можно дока.зать, опира,ясь на свойства показателыюй функции 
и определение логарифма. Однако ;по равенство есть простое след

ствие ДОКН..1анных выше двух свойств. Это видно из цепочки равенств 

1]oga Ь - loga с = loga Ь + loga 1) =loga(b. C- ) = loga 
ь 

. 
с 

Теорема доказана. 

Замечание. При ИСПОЛЬЗ0вании формул логарифмасrгепени и логариф

ма частного необходимо следи'гь за изменением области определения 

логарима, так же как при ИСПОЛЬЗ0вании логарифма произведения. 

Теорема (формула перехода к новому основанию). Пусть существует 

число loga Ь, т. е. а > О, а :j::. 1 и Ь > О. Тогда для любого числа с такого, 
что с > О, c:j::. 1, существуют числа logc Ь и logc а и вepfIo равенство 

Ь =: 	 logc Ь. 
logc а 

Доказательство. Существование чисел 

что а> О, Ь > О, С> О и с :j::. 1. Отметим, что logc а :j::. Ь, т. К. число a:j::. 1. 
Иначе бы число с, возведенное в нулевую сгепень, не равнялось бы 

единице. Поэтому дробь в правой части (7) существует и достаточно 
доказать равенство 

а) (loga Ь) lo!!. Ь. 


Справедливость последнего следует И3 цепочки равенств 


C!ogca.!ogQb= a)!oga b =:: Ь Ь C!ogc b . 

Теорема доказана.. 

Следствие. Для любых а > О, a:j::. 1, Ь> О, с и d:j::. О верна формула 

ЬС = ~ log" Ь. 
Следствие. Для любых а> О, а :j::. 1, Ь> О, iJ:j::. 1 и С> О, c:j::. 1 верна 
формула 
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22. СВОЙСТВА ЛОГАРИФМИЧЕСКОЙ 
ФУНКЦИИ И ЕЕ ГРАФИК 

Определение. Логарифмической функцией переменной х по основа

нию а называют отображение, которое числу х ставит в соответствие 

число, равное loga х. Как следует из определения логарифма действи
тельного числа, аргумент х логарифмической функции должен быть 

положительным 'IИСЛОМ, а ее основание а должно быть числом поло

жи'гельным и не равным единице. 

1. Область определения функции. Выражение loga х однозна'rно вычи
сляется для любого положительного действительного числа х и не 

определено, если х ~ О. Поэтому область определения логарифмиче

ской функции есть множество всех положительных деl1ствительных 

ч.исеJI, т. е. D(loga Х) = (О; +(0). 
2. Область зна'iений функции. Область значений логарифмической 
функции совпадает с множеством всех действительных чисел, т. к. 

уравнение loga Х у при любом значении у имеет один корень х =аУ. 

З. Периоди'iНОСТЬ. Функция не является периодической, т. к. она опре

делена лишь для положительных зна'-IениI1. переменной. 

4. Четность или He'ieTHocTb. ФУНКЦИЯ не является четной или нечет
т. к. она определена только для положительных чисел. 

5. ТО"'lки пересечения графика с осями координат. График логарифми

ч.ескоЙ функции имеет единственную точку пересечения с осью аб

сцисс- точку (1; О), поскольку уравнение loga х = О имеет единствен
ныIй корень Х = 1. Точка нуль не принадлежит области определения, 
поэтому TO'-Iек пересечения с осью ординат нет. 

6. Промежутки знакопостоянства функции. Если а > 1, то значения ло
гарифмической функции отрицательны на промежутке (О; 1) и поло
жи'гельны па промежутке (1; +(0). 

Есл:и О < а < 1, то значения логарифмической функции положи
тельны на нромежутке (О; 1) и отрицательны на промежутке (1; +(0). 
Доказательство. Пусть а > 1 их> 1. Докажем, что в этом случае 
знач.ения логарифмической функции будут ПОJlOжительными. 

Предположим ПРОТИВI~ое: пусть существует такое значение X~, 
Х" > 1, что значение loga Х" y~ неположителыю, т. е. loga X~ ~ О. 
Применим к обеим 'IaСТЯМ этого неравенства показатеJlЬНУЮ функцию 

с основанием а > 1. В силу возрастания этой функции получим 
1og аОa • х. ~ = 1. 
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с с'Тороны, В СИЛУ основного логарифмического 'ТОЖ1\ества 

должно выполняться нера.венство 

"ё = Х > 1. 

Мы получили противоречие, которое означает, что сделанное предпо

ложение певерно. 

Остальные случаи рассматриваются анаJIOГИЧНО. 

7. Наибольшее и наименьшее значения. Логарифмическая функция не 
имеет наибольшего и наименьшего зна,'lеiIий, т. К" областью значе

ний этой функции ЯВ.IIНЮТСЯ все действительные 

8. Интервалы возрастания и убывания. Если основание а > 1, то функ
ния У = log" х являетсн возра.стающеЙ на всей 06.iI~СТИ определения; 

ес.IIИ же О < а < 1, то логарифмическан функцин является убывающей 


на всей области опре1\еления. 


Доказательство. Пусть О < Х1 < Х2 И а > 1. 3на'lения логарифмиче


ской функции в этих Д13ух точках обозначим У1 и У2 соответственно. 


Из определения JIогарифмической функции следует 


аУ' = .1:1 < Х2 аУ'. 

Из свойства. возрастания показа.тельноЙ функции с основанием а. > 1 
получаем, что 1/1 < 112. Таким образом, возрастание логарифмической 
функции при а > 1 доказано. 
Случай О < а < 1 рассматривается аналогично. 

9. Асим птоты. Единственной асимптотой 
фУНКЦИИ является ось ординат. 

График логарифмической функции Ilоказан на рис. 22.1. 
График функции 11 log" .1: симметричен графику функции У аХ 

относительно биссектрисы первого координатного угла, т. к. функции 

У аХ и 1/ logh .'1: являются взаимно 

у I а>l У I О<а<l 

у::= !oga Х 

lL---

Х-~I \j 
у----loga х 

Рис. 22.1. 
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23. 	 СВОЙСТВА Функции У sшх 


и ЕЕ ГРАФИК 


Чтобы определить 

метрических фУJ:tкций, 
у 

N(a; Ь) 
окружность с це'fiтром, 
в нача.ле координ4т, и радиусом, равным 
единице окружность обычно назы

вают «тригономе[rрическим кругом»). 

,Т(ля любого действительного числа Q 
х 

можно провести радиус ОN этого круга, 
обра.:зующий. с осью Ох угол, радианная 

мера которого равна числу Q (положи

тельным считастся поворот против хода Рис. 23.1. 
часовой стрелки), см. рис. 23.1. 

конец единичного радиуса ON, соотвеТС'гвующего углу й, 
совпадает с точкой Q(a; Ь) окружности; тогда координаты Ь) этой 
точки Q назьшают координатами конца радиуса, соответствующего 
углу (Х, И пишут N (а; Ь) . 

Определение. Число, равное ординате конца единичного радиуса, 

образующего угол Q с положитеJIЬНЫМ направлением оси Ох, называ

ется сuнусо.м, угла й и обозначается sil1 СХ. 

Поскольку каждому значению величины угла Q на тригонометри

ческом круге соотвстствует единственная точка N (а; Ь) такая, что 
радиус ОN оБР1Qует угол й с осью Ох, то введенное отображение 
у sil1 Q является функцией. 

1. Область определения функции. Так как для любого зна.чсниЯ угла 
однозначно ОIIред~лена точка, являющаяся концом соответствующего 

радиуса тригонометрического круга, то область определения функции 

у = sil1 Х множество действительных чисел. Пишут D(sil1) ~. 

2. Область значений функции. E(sin) [-1; 1]. ,Т(ействительно, орди
u 	 uI 

ната всякои точки, являющеися концом радиуса тригонометрического 

круга, может принимать лишь зна"Iения на отрезке [-1; 1]. С другой 
стороны, для каждого значения ординаты Ь из этого отрезка можно 

указать хотя бы одну точку на окружности, имеющую эту ординату. 

Следовательно, это значение Ь будет синусом угла, образованного по

ложитеJJЪНЫМ направлением оси Ох и радиусом, соединяющим центр 

окружности и построенную точку. 
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З. Периоди"lНОСТЬ. Наименьшим положительным периодом функции 

является чис.ТIO 21!'. Здесь требуется доказать два утверждения. 
Сначада докажем, что 'fИСЛО 21!' ЯI3ляется периодом функции. По

сколы<у центральный угол, опирающийся на дугу, совпадающую со 

всей окружностью, равен 21!', то точки, соотвеТСТI3ующие углам х, 

(х:+21!') и (х-21!'), изображаются на тригономеТРИ'iеском круге 
и той же точкои, слеДОI3ательно, синусы этих уг"юв равны. Это озна
чает, что ЧИСJЮ 21!' действительно является периодом данной функции. 

докажем, что это наименьший положительный период. Рас

смотрим значение функции у:::;: 8iп х, равное единице. Оно достигается, 

только если 
7г 

Х = "2 + 27ГП, '11 Z. 

Так как эти точки удалены одна от другой на расстояние 21!', то, 

следовательно, никакое число, меньшее 21Г, не может быть периодом 

4. Четность или He"leTHOCTb. Рассмотрим точки N 
ющие на тригонометрическом круге углам х и (-х) Поскольку всякий 
круг симметричен относительно любой прямой, про~одящей через его 

центр (а ось Ох является такой прямой), и равные по величине углы при 
симметрии переходят в равные углы, то ТОЧКИ N и 1\11 симметричны 
относительно оси Ох, следовательно, их ординаты i ПРО'l'ивоположны. 
Это означает, что для любого значения х выполненр равенство 

siп(-х) 8in х, 

т. е. 11 8111 Х является нечетной. 

5. ТО"lки пересе"lения графика С осями координат. График функции пе
ресекает ось Ох в точках с абсциссами, опредмяемыми уравнением 

8in х = О <=> х 7ГП, n Е Z. 

График функции пересека.ет ось в точке с определяемой 

равенством 

у Si110 <=> У О. 

б. Промежутки знакопостоянства функции. Так как ординаты to"-rек, 

лежащих в верхней полуплоскости, ПOJIOжительны, то 

8ill Х > О при х Е (21!'П; 1!' + , n Е Z. 

Аналогично, так Kar{ ордина:гы точек, расположеriных в нижней по

луплоскости, отрицательны, то 

S111 Х < О при х Е + 21!'n; 27Г + , h Е Z. 
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7. Наибольшее и наименьшее зна'iения. Наибольшее зна'lение, равное 1, 
достигается при 

11" 
Х -+ nЕ Z;

2 
наименьшее зна'Iение, равное -1, достигается при 

7т 

Х = 2 + 211"11, 11 Е Z. 

8. Интервалы возрастания и убывания. Функция не является монотон
ной на всей области опредеJlения; она является монотонной на отрезках: 

7т 11" ]возрастает при Х Е -2 + 211"n; "2 + 27Т11 , 11 Е Z;[ 

11" ~~7Т ' 
при Х 2 + 211"n J, n Е Z.'2+ 

Докажем, например, возрастание функции на ~; . Для этого 
рассмотрим два произвольных различных значения Х1 и Х2 таких, 'ITO 

11" 7т 

2 ~ Х1 < Х2 ~ 2 

Рассмотрим ра:зность значений синусов этих углов 

• . . Х1 Х2 Х1 + :1;2 
SШХ1 SlIlX2 = 2sl1l 2 . cos 2 

использована разности синусов, которая доказывается 

в ответе на вопрос 35. 'ITO правая 'IaCTb ПОJIУ'IСННОГО равеll
ства так как углы Х1 и Х2 расположены 

и ВЫПОJlнено неравенство Х1 < Х2, то 

7т Х1 - Х2 О . Х1 - Х2 

2 ~ 2 <, поэтому Sl1l 2 < О; 

аналогично, 

7т Х1 + Х2 7т Х1 + Х2 О 
поэтому сов 2 >.2< 2 <2' 

Тем самым доказано, 'ITO из неравенства ~ ~ х1 < Х2 ~ ~ СJlедует 
неравенство 

sinX1 < SiIlX2, 

т. е. функция у sin х на этом промежу'гке. 

ДоказаТeJIЬСТ~О убывания на отрезке : 3:r 1может быть 
проведено анмог i чно.

Монотонност! функции на остальных отрезках следует из ее пе
РИОДИ'IIЮСТИ. 
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9. Асимптоты. График функции асимптот не имеет. 
График функции :ч = siп;[; пока:зан на рис. 23.2 . 

.у 

х 

Рис. 23.2. 

24. 	 СВОЙСТВА функции У cosx 

и ЕЕ ГРАФИК 


Чтобы определить понятия ТРИГОlIометрическ~х .функциИ, рас

сматривают круг с центром, расположенным в начале координат, и 

радиусом, равным единице (это так назывемый тригонометрический 
круг). 

Для любого действительного числа о: можно провести радиус ОN 
этого круга, образующий с осью 0;[; угол, радиан;ная мера которо

го равна ЧИСJlУ о: (положительным считается направление поворота 
против хода часовой стрелки), см. рис. 23.1. 

Пусть конец единичного радиуса ОN, соответствующего углу 0:, 

СOlшадает с некоторой точкой Q(a; Ь) окружности; тогда координаты 
Ь) этой точки Q называют координа.тами конца ра.диуса, соответ

ствующего углу 0:, и пишут N(a; Ь). 

Определение. J(ОСllНУСО.м, угла. Q: называется число, равное абсциссе 

конца единичного радиуса, образующего угол о: с положительным 

налраШlением оси Ох. Оно обозначается сов 0:. 

ПОСКОЛЬКУ каждому значению величины угла о: на тригонометри

ческом круге соответствует единственная точка N(a; Ь) така.я, что 

ра.диус ON образует угол о: с осью Ох, то введенное отображение 

:ч := соа О: является ФУНI<циеЙ. 

1. Область определения функции. Так как для .lIюбqго значения угла 
однозначно определена. точка., являющаяся концом соотвеТСТRующего 

радиуса, то об.llасть определения функции у сов х множество 

ДСЙСТRительных чисеJI. Пишут D(сов) 1Ft. 
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2. Область значений функции. Е(cos) 1; 1]. Действительно, абсцис
са всякой точки, являющсйся концом радиуса тригонометрического 

круга, может принимать J~ишь значения на отрезке 1; 1]. С другой 
стороны, для каждого зн~чения абсциссы а из этого отрезка можно , , 

указать хотя бы ~ДHY точkу на окружности, имеющую эту абсциссу. 
Следовательно, это значецие а будет косинусом угла, обраэованного 

l' положительным Н~1правленrем оси Ох и радиусом, соединяющим центр 
окружности и построенную точку. 

, 

З. Периодичность. НаименЬшим положительным периодом функции 
является: число 21Г. Здесь ~ребуется доказать два утверждения. 

Сначала докажем, что число 21Г является периодом функции. По

скольку центральный угол, опирающийся на дугу, совпадающую со 

всей окружностью, равен 21Г, то точки, соответствующие углам х, 

+ 21Г) И (х - 21Г), изображаются на тригонометрическом круге одной 
и той же точкой, поэтому косинусы этих углов равны и число Т 21Г 

является периодом функции. 

Докажем, что это наименьший положительный период. Рассмосг

рим эначение функции у = cos х, равное единице. Оно достигается, 
только если х 21Гn, n Е Z. Поскольку расстояние между этими точ
ками равно 21Г, никакое число, меньшее 21Г, не может быть периодом 

функции. 

4. Четность или н~четность. Рассмотрим точки N и Л!J, соответству
ющие на тригоно~етрическом круге углам х и (-х). Поскольку всякий 
круг симметричен относительно любой прямой, проходящей через его 

центр (а ось Ох является такой прямой), и равные по величине углы 
при симметрии переходят в равные углы, то точки N и М симмесгрич

ны о'гносителыю оси Ох, следовательно, их абсциссы одинаковы. Это 

озна<шет, что для любого значения х выполнено равенство 

сов(-х) = cosx, 

т. е. функция у = сов х являе'l'СЯ четной. 
5. Точки пересечения графика с осями координат. График функции пе
ресекает ось Ох в точках с абсциссами, определяемыми уравнением 

1г 
cos х = О ~ х = 2' + 1Гn, n Е Z. 

График пересекает ось Оу в точке с ординатой, определяемой равен

ством 

у =cos О ~ У = 1. 
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б. Промежутки знакопостоянства фУНКЦИИ. Так как абсциссы точек, ле

жа.щих в ЩJi:Ы:!UИ ПОЛУШIOскости, положительны, а точек, расположен

ных В левой ПОЛУШIOСI<ОСТИ, отрицательны, то 

7r 7r 
совх > О при Х Е! '2 + 27rk; 2 + 27rk ), k Е Z; 

7r 37r )
СОБХ < О при Х Е ! '2 + 27rk; 2" + 27rk , k Е Z. 

7. Наибольшее и наименьшее значения. Наибольшее знач:еllие, равное 1, 
достигается при Х = 27rn, n Е наименьшее эна'{ение, равное -1, 
достигается при Х 7r + 27rn, 11 Z. 
'. ' , . 

8. Интервалы возрастания и убывания. Функция не является монотон
ной на всей области определения; она является монотонной на отрс..3К ах: 

воэрастает при Х Е [7r + 27rn; 27r + 27rn] , 11, Е Z; 

убывает при Х Е 7r+ ,11, Е Z. 

Докажем, например, убывание функции на отрезке 7r] . этого 

рассмотрим дnа различных значения Х] и Х2 тю<их, "1.'1'0 

О ~ Хl < Х2 ~ 7r. 

Рассмотрим разность значений косинусов этих углов 

• Х] Х2 . Хl Х2 
сов Х 1 COS Х2 =-2 Slll 2 . 8111 2 

Здесь используется формула разности КОСИНУСОВ, KO'l'0Pa.f! доказыва
ется в ответе на вопрос 35. 

Заметим, что правая часть полученного равенства положительна. 

Действительно, так как углы Хl и Х2 расположены па отреэке 7r], 
и Х] < Х2, то 

1г Хl - Х2 . Хl - Х2 -- ~ < о поэтому Slll 2 < О;2 '" , 
аналогично, 

Xl + Х2 . а;\ + Х2О < 2 < 1Г, поэтому Slll > О.
2 

Тем самым доказа.но, '1'1'0 из неравенства О ~ Х 1 < Х2 ~ 1г следует 

неравенство СОБ Xl > COS Х2, т. е. функция у = СОБ Х убывает на этом 
промежутке. 

ВОJрастание функции на отрезке О] следует из ее четности. 

Для докаэательства возрастания или убывания на. других отреЗI<ах 

числовой оси пользуются периодичностью функции. 
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9. 	Асимптоты, l'рафик функции асимптот не имеет. 


График функции у = cos х показан на рис. 24.1. 


у 

1 

х 

') 

Рис, 24,1, 

Замечание. Так как имеет место равенство 

cos х = Sill (х + i) , 
'1'0 l'рафик функцци у cos х может быть получен из графика 
у = sin х сдвигом его на расстояние I влево вдоль оси Ох. 

25. 	 СВОЙСТВА Функции У = t!:! Х 

И ЕЕ ГРАФИК 


Определение. Таrtгенсо.м угла 0', о' -1 I+1Гn, n Е называется число, 

равное отношению синуса угла о' к косинусу этого угла. ТаШ'енс угла 

обозначают 0'. 

'1' 	 1гак 	как каждому значению величины угла 0', кроме о' = "2 + 1Гn, 
n Е Z, можно поставить в соответствие однозначно определенное 

значение у tg 0', то это соответствие является функцией 

Свойства это~ функции следуют из свойств уже рассмотренных 

функций у sin х и у = СО$ х. 
! I

1. Область опредеfения фу~кции. Функции у = sin х и у = соэ х опре
Делены при всех ;значениях перемен х, по;:пому функция у = tg х 
определена для всех значений х, за исключением TO'IeK 

1г 

Х = '2 + 1ГТl, тl Е 

где соэ х в нуль. 
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2. Область значений функции. E(tg) = (-00; +00). Этот факт может 
быть докаэан иэ геометрических соображений (например, с помощью 

линии тангенсов). Однако мы предложим алгебраическое ,л;ока.:затель

ство. Для этого воспольэумся соотношениями между тригонометриче

скими функциями одного угла (см. вопрос 28). Выберем произвольное 
число с Е +00) и введем чис.l:!а. а. и Ь по формулам 

а. = 1 ь с 
и 

Оба эти числа лежат на отрезке [-1; 1] и для них ВЬШО,JIнено равенство 

+ ь 2 = 1. 

Следовательно, точка. с координатами 
ческам Kp~!гe и эти два числа являются и СJ!ЩУСОМ некоторого 

угла" а число с - его тангенсом. 

З. Периодичность, Наименьшим периодом функции 

явдяется число 11'. Докажем это. Для любого значеIIИЯ переменной х, 
I1 

принадлежащего области опредедсния фУНIi::ции, можно записать 
. . 

- Sll1 Х SШ Х 
tg(x+ --- х. 

- cosx СОВ х 

sin(x - 11') sinxВll1 Х
tg(x х, 

сов(х - 11') -cosx cos х 

Здесь испольэовались формулы приведения, см. BO~POC 29, Итак, до
ка.:зано, что число 11' есть период ФУНКЦИИ у = tg х. Остается пока:зать, 
что никакое меньшее положительное число не может быть периодом 

этой функции. Рассмотрим такие значения х, что tg х равен нулю. 
Как известно, дробь равна нулю тогда и только тогда, когда, числи

тель равен нулю, а знаменатедь не равен нудю. В данном случае 

когда. siп х = О иди х = 11'n, n Е Z. Так как эти точки находятся на 
расстоянии 1[' одна от другой, никакое положительное число меньшее 

ФУНКЦИИ. 

4. Четность или He'ieTHOCTb. является так как ДЛЯ 

любого значения !:'<:;Nl<:;Ш'-VYL Х из области определения выполнено 

Вll1 Х 

tg(-x)= 'tgx.
-- - cos х 

использова.ны доказа.нные выше нечетность у = sшх 
и четность фУНКЦИИ у cos Х. 
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5. Точки пересечеl1ИЯ граф~ка с осями координат. График фУНКЦИИ пе
ресекает ось Ох ;k точках: с абсциссами, определяемыми уравнением 
tg х О, т. е. х т 7Гn, l), IE; график пересекает ось Оу в точке с 

определяемой равенством у = tg О, т. е. у = О. 
б. Промежутки ЗНqкопосто~нства функции. Для любого угла х, синус и 

косинус которого имеют о;циlIaковыIe знаки, тангенс угла х положите

лен, т. е. тангенс уиш положи'гелен для любого угла, расположенного 

в 1 и IП чствертях; ана.:1О1·ИЧНО, для любого Уl'ла Х, синус и косинус 
которого имсю'!' разные энаки, тангенс отрицателсн, т. е. '!'ангенс угла 

отрицателен для угла, раСПОJIоженного во II и TV чствертях. Итак, 

tg Х > О при Х (о + 7Гn; ; + 7т) , n Е IE; 

Х < О при Х Е ; + 7т; О + 7Гn) , n Е IE. 

7. Наибольшее и наименьшее значения. не имсет ни наиболь

шего, ни наименьшсго значений, поскольку ее область значений - все 

деЙСТ13итсльные числа. 

8. Интервалы возрастания и убывания. Функция не является монотон
ной на вссй области определения; она возраССl'ает на каждом из интер

валов 
7г 7г

-"2 + 7Гn < х < 2 + 7Гn, n Е IE. 

Докажем, напримур, воэрастание функции на промежутке [О; I)' ДЛЯ 
;)'Гого рассмотрим два разJlИЧНЫХ значения Xl и Х'2 таких, что 

7г 

О ~ Xl < Х2 < 2' 

На рассматривасмом интсрвале функция у sin Х возрастает, а функ
ция у = cos Х vrН..ТАЙР'Т' поэтому 

0~sjnxl<sinX2<1 и 0<COSX2<COSXl~1, 

откуда CJleAyeT 
1 1 

0< < 
COS Xl COS Х2 

Перемножая неравенства одного знака (учитывая, что все сомножИ'гели 

,'Т'ТУиПй'Т'Р"J......Т', получим искомое неравенство 

sin Хl sin Х2
--<
COS Х) сов Х2 

Возрастание функции на промсжутке (- I; о] CJleAyeT из ее нсчетности. 
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Монотонность функции на остальных промежутках следует из ее 

периодичности. 

9. Асимптоты. График имеет вертикальные асимптоты 

тг 

х = 2 + тгn, n Е Z. 

График функции 11 = х показа.н на рис. 25.1. 

х 

Рис. 25.1. 

26. СВОЙСТВА Функции У ctgx 
и ЕЕ ГРАФИК 

ОЩJеДЕ'..J1ение. Коrnангснсо.м, угла а, а =/:: 1Гn, n Е Z, называется число, 
равное отношению косинуса угла а к синусу э'гого угла.. Котангенс 
угла обозна.чают ct,g а. 

Поскольку ДJIЯ ка,ждого значения величины угла а, кроме а = тгn, 
n. Z, можно поставить в соответствие однозначно определенное 

значение у ctg (]С, ТО это соответствие является функцией. 

Свойства этой функции определяются свойствами уже рассмотрен

ных функций: у = sill Х И у = СО8 Х 
1. Область определения функции. Функции у = sil1 Х И у = cos х опре
делены нри всех значениях переменной Х, поэтому функция 11 ct!! Х 
определена для всех значений переменной х, за исключением точек 

х = 7Гn, n Е Z, 

где sil1:r обращается: в нуль. 



77 26. Свойства функции у =ctg х и ее график 

2. Область значений функции. E(ctg) = (-00; +(0). Этот факт, без

условно, может быть доказан из геометрических соображений 

пример, с помощью линии котангенсов). Однако мы предложим алге

браическое ,доказательство. Для этого восполыумся соотношенияМИ 

меж,ду тригономеТРИ"Iескими функциями о,дного угла (см. вопрос 28). 
Выберем произвольное число с Е (-00; +(0) и определим числа а и Ь 
по формулам 

с 1 
а= -=== и ь Г;-:-;).

+ с 2 v 1 + с 2 

Оба эти числа лежат на отрезке 1; 1] и для них выполнено равенство 

a 
2 +b2 =1. 

Следоватедьно, точка с коор,динатами (а; Ь) лежит на тригонометри

ческом круге и ЭТI4 два числа являются косинусом и синусом неко'торого 

угла, а число с его ко"Гангенсом. 

З. Периодичность. Наименьший положительный период функции ра

вен 71". Докажем это. Для любого значения перемепной х, принадлежа

щего области определения фvнкпии. можно записать 

сов(х + 71") -СОБХ соэ Х = ctg х.ctg(x + 11") 
Хsin(x + 11") sinx 

Аналогично, 

сов(х 71") - совх совх 
. . х.

sin(x - 11") -sшх sшх 

Здесь ИСПОЛЬЗОВa.J~ись фОРМУJIЫ приведения, см. вопрос 29. Итак, дока
зано, что число 71" есть перио,l\ функции у = ctg х. Остается показать, 
что никакое меньшее ПОЛQжитеJIьное число не может быть перио,l\ОМ 

Э'I'ой функции. Рассмотрим 'гакие :значения х, Ч"ГО ctg Х равен нулю. 
Как известно, дробь равна нулю тогда и только тогда, когда ЧИСJlитеJlЬ 

равен нулю, а знамена"Гель не paneH нуJlЮ. В данном случае когда 

соэ Х О или х = ~ + 71"n, n Е LZ. Из Э'1'ого следует, что никакое по

ложительное число меньшее 71" не fIвляется псрио,дом рассматриваемой 
функции. 

4. Четность или нечетность. Функция является НI"ЧI"'Т'II()l:' так как для 

любого значения переменtIой х из области определения выполненО 
I

paBeHcTnO 
сов( -х) СОБХ ctgx.ctg 
sin(-х) - si!1 х 
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использованы Аоказанные выше нечетность функции у = sin х и 
четность функции у cos х. 

5. То"lКИ пересе"lения графика с осями координат. Гр?фИК функции пе
ресекает ось Ох 13 точках с абсциссами, определяемыми уравнением 

х = О, т. е. Х ~ + 1!'n, n Е д::; график не пересекает ось Оу, 

ПОСКО.IIЬКУ функция не определена при х О. 

б. Промежутки знакопостоянства функции. Для любого угла .'С, синус и 

косинус которого имеют одинаковые знаки, котангенс угла х поло

жите.IIен , 'Т. е. котангенс УГ.IIа положителен АЛЯ любого угла, лежащего 
в 1 и rп четвертях; аналогично, для любого угла Х, синус и косинус 
которого имеют разные знаки, котангенс отрицателен, т. е. котангенс 

угла отрицателен для уела, лежащего во II и IV четвертях. 

ct,g х > О при Х Е (о + 1!'n; ~ + 1!'n) , n Е д::; 

Х < () при х Е (-~ + 7In; () + 1!'n) , n Е д::. 

7. Наибольшее и наименьшее зна"lения. Фущ<ция не Ймееrr ни наиболь
шеео, ни наименьшего значений, поскольку ее обласiъ зна.ченюf - все 

• I 
деиствите.[Ыlые числа. ' 

8. Интервалы возрастания и убывания. Функция не является монотон
ной на всей обла.сти определения; она является убывающей на каждом 

из интервалов 7In < Х < 1!' + 1!'n, n Е д::. Дока.жем, например, 

функции на промежутке (О; ~]. Для этого рассмотрим дна различных 
зна.чения Х) и Х2 rrаких, что 

1!'
() < Хl < :1:2 ~ 2 

На рассматриваемом промежутке функция у = sin х нозрастает, функ
ция а у cos х убывает, поэтому 

О < sin х 1 < sin х 2 ~ 1 и ~ cosx2 < COSXl < 1, 

ОТКУда следует 

() < < 
1 

Х2 sm Х) 
Перемножая неравенства одного знака (учитывая, что все сомножители 

ЧУ""Т"I ;:,'Т'р 1IkHkl), получим искомое неравенство 

cos Х2 СОБ Хl 

< . 
SШХl 

Аналогично доказывается убывание на [~; 71). 
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9. Асимптоты. График функции (показан на рис. 26.1) имеет верти
кальные асимптоты х = 1Г11, 11 Е Z. 

х 

Рис. 26.1. 

27. ОСНОВНОЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЕ ТОЖДЕСТВО 

Теорема 1 (OCHO~Hoe тригонометрическое тождество). Для любого 
угла а справедливо тождество 

а+ а 1. 

Доказательство. Пусть задан некоторый N(cosa; sin 
угол а. Тогда координаты конца радиу

са тригонометрического круга, составля

ющего угол а с положительным направле

нием оси Ох, будут равны, по определе

нию, (СОБа; sina), см. рис. 27.1. Так как 
О) 

квадра:г расстояния между любыми двумя 

точками плоскости, заданными своими ко

ординатами, равен сумме квадратов раз

ностей одноименных координат, то ква,ц
Рис. 27.1. 

ра'г расстояния 0'1' ТОЧКИ 0(0; О) дО точки 
а; siп а) (равный единице, поскольку N- конец радиуса еди

ничной определяется равенс'1'ВОМ 

(СОБа + (Slпа- 1, 

откуда следует 

siп2 а + СОБ2 а: 1. 
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Верна и более общая теорема. 

Теорема 2. Для того чтобы два числа х и у могли одновременно являться 

косинусом и синусом одного и того же угла 0:, необходимо и достаточно, 

чтобы сумма их квадратов была равна единице. 

Доказательство. Необходимость. Если .1: = cos о: и у sin 0:, ТО ПО 

основному тригонометрическому тождеству 

sil1
2 o'+ 0:= 1, т. е. +1}~:::: 1. 

Достаточность. Рассморим высгор ON с КООRдинатами х и У, 

см. рис. 27.1. Так как по УGЛОВИЮ выполнено равенство + у2 = 1, 
то длина этого вектора равна единице. Это озна'н),ет, что точка N 
расположена на единичной ОКРУЖНОСТИ, следовательно, отрезок ON 
является радиусом этой окружности, причем он образует некоторый 
угол О: с положительным направлением оси Ох. Тогда по определению 

оказывается, '\то х :::: СОБ о: и у:::: siп 0:. 

Теорема доказана. 

28. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ ОДНОГО УГЛА 

ОСНОRНЫМИ тригонометрическими функциями I1РОИЗВОЛЬНО

го угла о: имеются следующие соотношения. 

1. 	 Основное трuгОНОJll,стрuчесх;ое тождество. 


любого угла о: справедливо равенстно 


0:+ 0:=1. 

Докаэательство тождества приведено в ответе на вопрос 27. 
2. По определению тангенса и котангенса выполнено 

8111 о: 11' , 
tg о: = --, для о: f. - + 1I'n, n Е ~;

СО8 (t 2 
СОВ о: 

о: =. ,ДЛЯ о: f. 1I'n, n Е Z. 
8111 о: 

3. Перемножая последние два соотношения, получим 

7Тn 
О: . ctg О: = 1 для о: f. 2 ' n Е Z. 

4. Из основного тригонометрического тождества находим 

I 2
СОБО: = ±У 1 sil1 0:. 
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Нодставив полученное выражение косинуса в формулу, являющуюся 

определением TaHi'eHca, ПOJIУ-ЧИМ 

7г 
tga для Q' 1= "2 + 7Гn, n Е ::l. 

в этой формуле следует взять знак «+», если Q' ~ угол из 1 или IV 
четвертей; и знак «-», если Q' расположен во II или JII -четвертях. 

5. Из основного тригонометрического тождества ападоги-чно мож
НО ПОJlУЧИТЬ выражение для синуса угла 

srn Q' а. 

Нодставив найденное значение синуса в формулу, являющуюся опре

делением тангенса, получим 

7гtg Q' ± J] сов 2 а 
ДЛЯ Q' 1= 2 + 7Гn, n Е ::l. 

сова 

в этой формуле следует взять знак «+», если а ~ угол из 1 или II 
четвертей; и знак «-», еСJlИ Q' расположен в III или IV четвертях. 

6. Разделив основное тригонометрическое тождество по-членно на 

а или сов2 Q' И выполнив несложные преобра:зования, получим 
соответственно выражения для Q' 

. 2 _ 1 
для Q' 1= 7Гn, n Е ::l,slЛ Q' - 1 + Q' 

или 

tg2 а 7г2 
ДЛЯ Q' 1= "2 + 7Гn, n Е ;z:..sin a 1+tg2 Q' 

Аналогично ПОJlУЧИМ выражения для cos2 
Q' 

сов2 
Q' = для а 1= 7Гn, n Е ::l, 

Q' 

или 

7г 
2", - 2 для Q' 1= 2 + 7Гn, n Е ;z:..сов .-' - 1 + tg Q' 

Замечание. В этих четырех равенствах правые части определены при 

Jlюбых значениях угла (Х, тогда как левые части определены не всегда, 

поэтому на угол Q' введены Дополнительные ограни-чения. Обратим 

ваше внимание ца 'го, что при неосторожном использовании этих 

соотношений в решениях зада-ч возможно приобретение или потеря 

корней. 
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29. ФОРМУЛЫ ПРИВЕДЕНИЯ 

Значения тригонометрических произщшьных углов, ис

пользуя формулы пртшедения, можно выраэить значения триго

нометри'теских функций острого угла. Тем не все приводимые 

ниже формулы справедливы при произвольных значениях угла а, есте

ственно, входящих в область опреде.lIения соответствующих функций. 
1 группа. Формулы этой группы позволя:ют избавиться: от рас

смотрения: отрицательных углов 

- 8111 а, =сов а, 

tg(-a) а, ctg(-a)= ct,ga. 

Эти формулы выражают свойства неч.етности или четности соответ
ствующих функций и были Дока.эаны в ответа,х па вопросы 23-26. 

11 группа. Формулы этой группы позволяют избавиться от рас
смотрения углов, больших 211', 

sin(а + <:11'n) = 8111 а, + 211'T~) = сов а, 
n Е Z. 

+ 21т) = tga:, ctg(a + 211'~) = ctg а, 

Эти формулы выражают своиства периоди'iНОСТИ "'''('\'1'r.tр'Т'r'Т'r.tV!{)Т 

функций: и также были доказаны в OTBeTa~ на 
111 группа. С Помощью этой группы формул! можно выразить 

n)vтппrии данного угла через функции угла, не превьппающего ра.звер

нутый, 
+ 11') = si11a, +11') -cosa, 

t,g(a: + 11') = а, +11') ctgo:. 

Эти могут быть доказаны следующим образом (для опреде
ленности угол О: считать 

радиус образующий 

угол О' С положительным направлением оси 

Ох, см. рис. 29.1. Радиус ON', 
с осью Ох угол (о: + 11'), ПОЛУ'1ается 

поворотом радиуса ОN на угол в 1i ра

диан. Рассмотрим треугQ.1тыlкии ON Р и 
, где точки Р и Q соответствуют 

точек N и Н'. Эти треуголь

НИКИ равны, поскольку ON ON' = 1, 
углы р и Q прямые, а. углы NOP и QON' 
ра.вны ка.к вертикальнме. Это озна.чает, 

Рис. 29.1. что лежит в 



83 29. Формулы лриведения 

полуплоскости, a,Q ~ в левой, поэтому их абсциссы имеют противо
положные знаки. 8'1'0 доказывае'l' формулу приведения для косинуса. 

Для синуса доказательство проводится аналогично, а формулы для 

тангенса и КО'тангенса следуют из этих двух 

Следствием формул I и III групп являются формулы 


sin + 11') = sino, + 11') = - сов о , 


+ 11') = - tg о, +11') -ctgo. 

для синуса запишем 

+ 11') = sin(( -о) + 11') sin( -о) = sin о. 

IV группа. Эти формулы ПОЗIЮЛЯЮТ получить выражение функции 
данного угла через функцию острого угла 

11' 
sin (% ± о) = сов о, cos 2 ± = =F siп 0', 

tg ( %± о) = =F ctg о, = =F t!! 0'. 

Докажем, что справедливы 

11' 11' 
вт -+2 

= сова и сов sina.2+ 

доказываются аналогично. Для опре

деJlешюсти предположим, что О < а < I' в рассмотрение 

'2 <fЗ<1I'· 

угол fJ а + для которого, соотве'I'ствепно, будет выполнено нера

венство 
11' 

Рассмотрим радиусы ОN и ОN', образу
ющие углы о и j' с положительным на

правлением оси 0з: соответственно, см. 

рис. 29.2. Опустим из точек N и N' пер
пендикуляры на ось Ох. Полученные тре у 

угольники OBN и OB'N' равны, посколь
ку они прямоугольные, [В = [В' = ~. их 

гипотенузы равны, ОN = 1, и они 
имею'г равные острьже углы 

11' _ 
11' - fJ = - - о' = LBNO. Рис. 29.2. 

2 

Из равенства треугольников следуют равенства х у' и х' = -у. 
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Следовательно, 

8in,8 siп(~+ у' = х = соэа. 

С08,8 соэ (~ + а) = х' = -у - sin а. 

случая, когда а не является острым углом, все рассуждения 

проводятся аналогично. 

Д,I1Н тангенса и !,ота.нгенса. эти формулы следуют из равенс'ГВ 

t,g (~+ а) соэа = -ctga
-sin а

СОБ 

и 

1г соэ C~ +-) 
- - t,l2:a.ct,g (-2 + СУ) = . (2!: + а) 

-sша 

соэа 
sш 2 

Формулы приведения можно обобщить одним правилам. 

Теорема. Любая тригонометрическая функция угла а+ по абсолютной 

величине равна той же функции угла а, если число n четное, и ко-

функции этого же угла, если n - нечетное. При этом если функция угла 

ас + положительна, когда ас - острый положительный угол, то знаки 

обеих функций одинаковы; если отрицательна, то различны. 

30. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ функции 

СУММЫ И РАЗНОСТИ двух УГЛОВ 

Теорема. Для любых двух углов а и ,8 справедливы тождества 

1. - ,8) со.'> G: соэ ,8 + sil1 а sin ,8; 

2. соэ(ас + = сов ас сов,8 - sil1 СУ SiIl ,8; 

3. -i- ,8) = Sill ас сов ,8 + соэ ас sin 

4. sill а сов,8 соэ а sin,8. 
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ДОКЗ.1ателъство. СнаЧaJIa докажем тож

дессгво 1. В 'l'ригонометрическом круге с 

центром в начале координат О проведем 

радиусы ОМ и ON, образующие с поло
жительным направлением оси Ох данные 

А углы а: и ,8 соответственно. Кроме того, 
.,' \ I проведем радиусы ОА и ОР, образующие 

с осью 0.1; соответственно угол в О радиан 
и угол (й /3), см. рис. 30.1. 

'j Рис. 30.1. Рассмотрим треугольники OMN и ОАР. 
Эти треугольники являются равнобедренными, поскольку их боковые 

стороны являются радиусами тригонометрического KpYl'a; углы при 
вершине в этих треугольниках по построению равны. Поэтому эти 

треугольники равны, а значит, равны и их основания, т. е. MN = АР. 
По определению тригонометрических функций координаты рас

сматриваемых точек таковы: 

A(l;O), M(cosa:;sina:), N(cos sin{i), Р(соэ(а:- - ,8)). 

Если известнь! координаты концов отрезка, то через них можно 

выразИТЬ квадрат ДЛИНЫ этого отрезка. Тогда 

(cos( а: + (sill(CX- _ 0)2 = 

2 cos( а: + 1 + Sill2(сх - = 2 - 2 сов(й

и, аналогично, 

(соэ сх - СОВ ,8):г + (sin сх - sin 

= соэ2 а: - 2 cos а: cos ,8 + ,8 + sin 2 а: - 2 sin сх siп ,8 + sin2 ,8 = 
= 2 2(cos сх сов,8 + sin а: sin ;3). 

Как уже длины МN и АР равны, следоватсльно, равны и их 
квадраты, поэтому имеет место равенство 

2 - 2cos(cx = 2 2( cos а: соэ {i + sin а: sin 

Из этого равенства вытекает утверждение теоремы. 

Замечание. Приведенное доказательство небсзунречно, поскольку мы 

не выяснили, что произойдет, если рассматриваемые треугольники не 

существуют, т. е. если разность углов сх и {i кратна ?г. Этот 

следует рассмотреть отдельно. 
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пусть а {З + 1т, n Е /l. При этом доказываемое тождеСТllO 
принимает вид 

+ сов (З + + 1Г7/.) sin 

Пользуясь формулами приведения 

+ 1Гn) = СОБ 

siп({З + 1Гn) = (- siп {З, 

его можно переписать в виде 

1)П = (-JУ'сов 2 {З+(-1У' 

т. е. для данного случая доказываемое тождество есть ПрОС'l'О рав-

носильнаfJ записи основного тригонометрического тождества, 

следовательно, рассматриваемое тождество справедливо. 

1 доказано. 

--~. --~~~ тождества 2. Представим cYMIvfY (r): + (З) В виде 

и применим только что доказа~ное тождество 1, 

а. также воспользуемся свойствами нечетности синуса И четности 

косинуса. 

сов(а + 
= соэ а сов( - f'З) + sin а =СОБ о: сов !з sin а siп 

Тождество 2 доказано. 

тождества 3. Пользуясь формулами приведения 

и формулой косинуса разности, получим 

+ (З) соэ (% - а - (З) = соя ( (% а) (З) == 

= сов (% - а)соэ {З + sia (~ а) sin {З 
= siп а соэ {З + соэ а siп {З. 

Тождество 3 доказано. 

тождества 4. разность в ви-

и применим формулу синуса суммы, а та.кже 

воспользуемся свойствами нечетности синуса и косинуса. 

ПОЛУЧИМ 

siп(о· (З) siп(а + (-(З)) = 
sil1 а СОА( -/1) + сов а: sil1( -(З) =sil1 а соэ {З сов а sil1 

Тождество 4 доказано. 
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Теорема. Для любых двух углов й и (3 таких, что 
11' 11' 

й =/:- 2 +11'k, (3=/:- 2+11'n, k, nЕ /Z, 

справедливы тождества 

1г 

при5. tg(a + fj) 	 (Й+(3)=/:-2+ 1Гm , 'т Е /Z; 

tga tg () 1г 
G. tg(a - = при (й - (3) =/:- 2 + 11'1n, т Е /Z.

1 + tg й tg,8 


Аналогично, для любых двух углов й и (3 таких, что 


Й=/:-11'k, (3=/:-1ГI1, k,nE/Z, 


справедливы тождества 

7. + = 	 при (о' + =/:-11'ТП, тЕ 

+1
8. - (3) 	 при =/:- 1Гт, m Е /Z. 

Доказательство. тождество 5. Воспользуемся формулами 
синуса и косинуса суммы и определением тангенса и для допустимых 

значений й и ,8 запишем 

tg(й + (3) Bin( й + (3) 8in й сов (3 + сов Q sin (3 
сов(й + (3) cos й сов,8 - Si11 й 8i11 (3 

sinO' sin о' СОБ 
СОSЙСОS 

СОБО' cos 	 сов О'СОБ siп о' Sill 

СОБ о' COS СОSО'СоS 

sinO' + sin (3 

cos о' СОБ (3 tg о' + tg,8 


1 _ sin (З 1 - tg atg (3' 

СОБО' сов (З 


В силу на.тюженых на углы й и (3 ограничений все проделанные 11ре
образования имеIQТ смысл. 

Тождества 6-8 доказываются аналогично. 
Замечание. Обратите внимание на то, Ч'1'О правые и левые части 

четырех последних тождеств имеют 1JQзл'u'Ч/l-tые области определения, 

поэтому при hear-шураТI!ОМ их использовании возможны потеря или 

~~"~h"л~м,,,= корней! 
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31. 	 ТРИГОНОМЕТРWIЕСКИЕ Функции 


ДВОЙНОГО УГЛА 


Тсорема. Для любого угла о: справедливы тождества 

sin 20: = 2 sin о: cos о: и cos 20: о: - 0:; 

кроме того, имеют место тождества 

2 t.g о: 1т 1т 1Тn 

tg 20~ = 1 _ tg2 о: при о: # 2 + 1Тn, о: # 4 + 2 ' nЕ 

ctg 2 о: - 1 1Тn 


r:tg 20: = 2 cte: о: при о: # 2' n Z. 


Доказательство. Чтобы получить выражения для тригонометриче

ских функций двойного угла, следует в формулах синуr:а, косинуса, 

тангенса и котангенса суммы положить о: = см. вопрос 30. 

ЗаМС'Iанис. внимание на то, что правые и левые части 

в угла имеют раз.tlU 1mые области опреде

ления, поэтому при неаккуратном ее использовании возможны потеря 

или приобретение тЕ,",,""""':;' 

Замечание. Воспользовавшись основным тригонометрическим тож

деством, формулу косинуса двойного угла. МОЖНО переписать в виде 

соs2о:=соs2 а-siп2 о:=2соs2 й 1=1 2 й. 

Замечание. Часто бывают полезны формулы для тригонометрических 

угла. Эти формулы могут быть получены с помощью 

синуса, косинуса, та.нгенса. 11 котангенса. суммы и приводятся 

эдесь без доказательства. 

Теорема. Для любого угла о: справедливы тождества 

siпЗо:=3siпа-4siп3 0: и COB30:=4COB3(~ 3СОБО:; 

кроме того, имеют место тождества 

7г 	 7Гnt.g 30: = 3 tg а - tg
3 о: 

при 	 nЕ0:#'6+з'1 - 3 tg2 о: 

ctg3 ':> 	 1Тnct.g 30: о' - ,J ctg о: n Z.при 	 й f. з'Зr:t.g 2 а - 1 
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32. 	 ТРИГО~ОМЕТРИЧЕСКИЕ Функции 


ПОЛОВЦННОГО УГЛА 


Теорема. Для любого угла а справедливы тождества 

. а: v] -СОБ а: а: 
1. Бт 2 =± . 2 ; 2. СОБ 2 = 
кроме того, имеют место тождества 

а: 1- СОБа 
3. tg ± при а: f 7i + 11 Е Z;

2 1 + СОБ а 

Q' ] + СОБ Q' 
4. ctg -2 . при а: f 27in, n Е Z.

1 СО8 а 

В этих формулах знаки перед радикалами следует брать в зависимости от 

знака тригонометрической функции, стоящей в левой части равенства. 

Тангенс и котангенс половинного угла выражаются также с помощью 

рационального выражения. Например, 

а sша 
5. tg '2 при а f 7i + n Z. 

Доказательство. Запишем формулу косинуса ДВОЙНОГО угла 

СОБ 2fЗ = СОБ 2 j3 - sill2 j3 

и введем обозначение а = 2fЗ, тогда эта формула приобретае'Г ВИД 
а: 	 .") а: 
- -	 SJl1~ СОВ а: = 
2 2' 

кроме того, справедливо основное тригонометрическое тождество 

2 а 2 а: 
1 = cos "2 + sin 2' 

Складывая почленно эти два тождества, а также вычитая почленно, 
получим 

а . ry а 
1 + СОБ а: = 2 СОБ2 

- И 1 СОБ а = 2sш- -.
2 2 

Так как 1 + cos Q' И 1 - СОБ а неотрицательны, можно извлекать квад

ратный корень из правых и JIeBbIX частей ЭТИХ тождеств, получим 

sш а:, _ _ - СОБ а СОБ а = ± / 1 + сов а: 
и2 - 2 2 V 2 . 

Таким образом, соотношения 1 и 2 дока;заны, 
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При выписанных выше ограничениях на угол а эти тождества 

можно ПОЧ.1Iенно разделить одно на другое и таким ?бразом получить 

выражения 3 и 4 Д.1Iя тангенса и I{OTaHreHca половинного угла. 

Равенство 5 следует из цепочки равенств 
. о' · о' о' 

ос 	 8111 "2 2SШ"2 . сов "2 
вт 9' 

tg 
2 СО8 2 1 +СЬВ а' 

Теорема доказана. 

33. 	 ВЫРАЖЕНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ ЧЕРЕЗ ТАНГЕНС ПОЛОВИННОГО УГЛА 

Теорема. Для любого угла а -# rг + 2rгk, k Е Z, справедливы тождества: 

2 о' 	 1- а 

"2 	 "2 
1. 	 2. соваSlП а 1 + t,g2 о'"2 ' 

2 о' 	 о'1- tg "2 	 2 "2 
3. а 4. t,g а -- 1 _ tg 2 "2о' ' а -# 

rг 

2 + rгn. 
tg 

Доказательство. Пользуясь ГJ,,...~,,,, синуса двойного угла и основ-

IIЫМ тригонометрrГlеским тождеством 

. 2 . а а . 2 a z о' 1 
sш а = sш '2 .сов '2 и sш '2 + сов 2" = , 

запитпем 
• I О' о' 

. . а а вт "2 . сов "2 
Вll1 а 2 8111 2 . сов 2 

выписа.нных ограничениях на угол а ЧИС.1Iитель и знаменатель 

дроби можно разделить на ~. Получим 

2 а 

"2 
za'sш а 1 + t,g "2 

Аналогичным оьразом выводятся и остальные 

Теорема доказана. 

Замечание. Выражение тригонометрических фУНКЦИТ1 через тангенс 

половинного угла часто называют универсальной тригонометрической 

IIодстановкоЙ. 
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34. 	 ПРЕОБРА30ВАНИЕ ПРОИ3ВЕДЕНИЯ 


ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ Функций 

В сумму 

Теорема. Для любых двух углов (~ и (3 справедливы тождества: 

• • 1 ( ((.11. юп а . sш /-' = 2' сов (}- сов(а+ 

2. сов а . сов (3 = 2'1 
(сов(а - + сов(а + (3)); 

. 1 ( 3. Вlll а . cos (3 2' (3) + sin(Q + 

Дока.1ательство. Запишем выражения для синусов суммы и ра.1НОСТИ, 

доказанные в oTBfOTe на вопрос 30, 

sin( (~ + (3) = sin Q • сов (3 + сов а . sin (3, 


sin(а (3) sin Q . сов (3 - сов а . sin (3. 


Складывая почденно эти тождества и разделив на 2, подучим искомое 


выражение для произведения синуса и косинуса 

sша· сов (3 = _------'~~c::::...-=-!!J 

Тождество 1 доказано. 

аНaJЮГИЧНО выпишем выражения для косинусов суммы и раэ

ности 

С08(а (3) сов а . сов (3 + sin а . sin (3, 


сов(а + (3) = сов а сов (3 - sin а . sin (3. 


Почленно складывая их, получим выражение 2 для проиэведения ко


синусов 

(./ сов(а + (3) + cos( Q - (з) 
сова . сов/-' 2 

а почленно вычитая, ПОJIУЧИМ выражение 3 ДJIЯ произведения синусов 

sina. sin(3 = сов(а (3) сов(а + (3) 
2 
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35. 	 ПРЕОБРАЗОВАНИЕ СУММЫ И РАЗНОСТИ 


ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

В ПРОИЗВЕДЕНИЕ 


Теорема. Для любых двух углов О: и р справедливы тождества: 

. . а 2' о:+,В а-,В
1. 	 sш а + Вll1 fJ вт -2- сов -2-; 

.. а+Р. а-р 
2. 	 sш о: - SJl1 Р =::: 2 СОВ -2- SlIl -2~; 

а+р а-fЗ 
3. 	 СОБ а: + СОБ Р = 2 COS -2- СОБ -2-; 

. а:+р . а-В 
4. 	 cos а: - cos Р = - 2 Бll1 -2- sm -2-' . 

11" 11" 
При Q' ::f '2 + 11"k ир ::f '2 + 11"11., A~, 11 Е д:, верны равенства: 

sil1( Q' + р)
5. cr + tg Р = ; 6. tg о: - tgp = 

cos о: сов р 

любых о: ::f 11"k и Р ::f 11"11., k, 11. Е д:, справедливы Т9ждества: 

sin(p - (};)
7. а+ р= + 8. ctg (t - ctg Р =. . а' 

БJП а вт fJ 

11" 

а ::f 2 + Тik и Р f. 11"11., k, 11. Е д:, справедливы тождества: 


9. й+сtgр=::: ~-~\-. {-'~, 10. tga:-ctgp= 

Доказательство. Запишем 3 вопроса 34 

. 1 ( 
Вll1 Х • сов у = '2 - у) + siп(х + 

Обозначим (t х + у и ,В х - у, тогда х и у::;:;; 

а-

2 
по.nучим 

. . р 2' а+,В о:-р 
вт о: + 8111 ::;:;; 8J11 -2- COS 2 . 

Аналогично доказываются формулы 2-4. 4-10 

проводится по другой схеме. Например, 

Sill (t sil1 Р siJ1 (t сов Р + сов о: sin р 
tg (): + t.g Р =::: -- + -- = ---~---~ 

cos (t cos ,В сов (t сов Р 

Теорема доказана. 
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34. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ 

ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

В СУММУ 


Теорема. Для любых двух углов а и (3 справедливы тождества: 

1. siпа . sin (3::;:: 2(СОБ(а - fJ) - сов(а + 

1 
2. СОБ а . СОБ (3 2 (СОБ(а - Ц) + СОБ(а + 

3. Si11 а . сов (3 ~(sin(a-(3) +sin(a+(3)). 

ДоказатeJIЪСТВО. Запишем выражения для синусов суммы и разности, 

доказанные в O'l'BC'l'C на вопрос 30, 
I 

slп(а + (3) siп а . cos (3 + сова . sil1 (3, 

8il1(a (3) sin а . СОВ (3 - сова . siп (3. 

Складывая llочленно эти тождества. и разделив на 2, получим искомое 
выражение для нроизведсния синуса и косинуса 

sil1 а . сов (3 ----,-, -----,-г J г J 

2 

Тождество 1 доказано. 
Далее, аналогично выпишем выражения для косинусов суммы и раз

ности 

СОБ а . сов (3 + sin а . sil1 (3, 

+ сов а . cos (3 - sil1 а . sin {1. 

Почлснно складьrвая их, llОЛУЧИМ выражение 2 для произведения ко
синусов 

СОБ((~ + (3) + cos(a - (3)
(3СО8 а . сов 

2 
а почленно ВЫЧИ'l'ая, получим выражение 3 для произведения синусов 

8in О: . sin (3 

Теорема доказана. 
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35. 	 ПРЕОБРАЗОВАНИЕ СУММЫ И РАЗНОСТИ 


ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

В ПРОИЗВЕДЕНИЕ 


Теорема. Для любых двух углов о: и (3 справедливы тождества: 

. . (3 . 0:+ о: {3
1. 	 Бll1 о: + sш = 2 8Ш 2 СОБ 2 

. . (3 0:+. 0:
2. 	 8111 СУ ВШ = 2 сов 2 БШ 2 

о:+В о:-Д 
3. 	 СОБ СУ + СОБ /3 2 СОБ --' сов ~. 

2 2' 

. 0:+(3 . СУ 
4. 	 СОБ о: - СОБ (3 - 2 SШ -2- sш 2 

1т 1т 

При о: #: 2 + 1Тk и (3 "# 2 + 1Тn, k, n Е д::, верны равенства: 

tg о: + (3 sil1( о: + (3)5. 	 6. о: - tg(3 = СОВ о: COS (3 ; 

Для любых о: #: 1Тk и (3 #: 1Гn, k, n Е справедливы тождества: 

+ 	 вiп(jЗ 0:)
7. 	 --"----'-- 8. ctg о: - ct,g (3 . . (3' 

S!ПО: SШ 

1т 

о: "# '2 + 1Тk и (3 #: 1Тn, k, n Е Z, справедливы тождества: 

cos(o: - (3)
9. tg СУ +ctg (3 ., 10. t,g о: () = 

сов СУ Бll1 jЗ 

Дока.1ательство. :Запишем формулу 3 вопроса. 34 

sil1 х . cos у = ~ (sil1(X - у) + siп(х + 
СУ - jЗй 	 0'+/"Обоэна.'IИМ о: :1; + у и р х - :Ч, тогда. х -2-'- и у 

2 
ПО.iТУ'IИМ 

. . (3 . 0:+(3 о: 
sш СУ + sш = 2 Б111 -2- сов 2 

Ана.гюги'IНО ДОКaJьшаются формулы 2-4. 'РоЛНС'l'FЮ формул 4-10 
проводится ПО другои схеме. 

(J sil1 СУ sil1 jЗ 	 sil1 (су + jЗ)
t,g СУ + 11 -- +--	 . 

, 	 ~o: ~jЗ ~0:~(3 

доказана. 
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36. ПРЕОБРА30ВАНИЕ ВЫРАЖЕНИЯ 

а sin х + Ь cos х 
с ПОМОЩЬЮ ВВЕДЕНИЯ 


ПСПОМОГАТЕЛЬНОГО АРГУМЕНТА 


Рассмотрим выражение, линейное относите..JIЬНО sin а и cos а, вида 

о. sin а + bcos а. 

Это выражение можно I1реобразовать, пользуясь методом введения 
вспомогательного аргумента. Его идея заключается в приведении 

этого выражения к синусу суммы, см. формулу 3 вопроса 30. 
Предполагая, что числа а и Ь не равны нулю одновременно, пере

пишем рассматриваемое выражение в виде 

o.SiIlCY+bcosa Ja 2 +b2 ( а siIla+ Ь сова) . 
..ja2 + Ь2 

Поскольку выполнено очевидное тож,цество 

J2 
2 + (Ja 2b+ b 1, 

то, как ,цоказано ранее, см. вопрос 27, существует угол 'Р такой, что 

COS'P = г===-- и = ---;===а sin 'Р 
ь 

в качестве угла 'Р можно, например, выбрать угол 

если Ь ~ О;arccos ..j0.2 + Ь2 ' 

а ~ { 
а 

-===-;, если Ь < О.- ыссов J 0.2 + Ь2 

Следовательно, 

а SiIl а + Ь cos а = ..jo. 2 + b2 (sin а СОfЗ 'Р + СОfЗ а sil1 = csil1(r} + 
где обозначено с = vo.2 + Ь2 

на основании про,цеJIаllНЫХ ВЫКJШДОК можно утверждать, 

что при любых значениях 'lисеJI а и Ь, не равных НУJIЮ о,цновременно, 

имеет место равенство 

а sil1 а + Ь СОfз а csil1(a + 'Р). 
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37. ПРОСТЕЙШИЕ ТРИГОНОМЕТРИ"t-IEСКИЕ УРАВНЕНИЯ 

Простеишими тригонометрическими уравнениями называют урав

нения вида siп о, = 0" сов а = n, tg а = о, и ctg а = а.. 

1. Решение уравнения sil1 О, 0,. 

Синусом угла а называе'Тся ордината конца, радиуса единичнои 

окружности, угод между которым и осью Ох paBej1 а. llоэтому для 

решения уравнения sil1 а а, надо найти на окружности все точки, 

имеющие ординату а, т, е. лежащие на прямой у а, см. рис. 37.1. 
По теореме о взаJ!.[IIЦЮМ расrIO.IIOжении 

у а >1 
и окружности на плоскости за

ключаем, что при 10,1 > 1 прямая и окруж
ность общих точек не ffмеют, поэтому ив I у= а А 
ра,ссматриваемое не имеет ре

шениЙ. Если 
х касается окружности, т. е. имеет с неи 

ровно одну общую точку, например, точ

с 
ку С при а = 1. Наконец, если 10.1 < 1, 
то имеются две точки пересечения А и В, 

они располагаются симметрично относи

Рис. 37.1. тельно оси Оу. Остается заметить, что 

точке соответствует на чИСЛОВОЙ прямой беско

нечное множество точек, отстоящих друг от друга на расстояние 21Г. 

Все они и являются решениями рассматриваемого уравнения. 

д.ая записи решения уравнения sil1 а а вводят понятие арксинуса 

числа а. Для того чтобы однозначно определить угол О', соответству

ющий числу 0" приходится требовать ВЬШО.lIнения дополнительного 

условия: этот угол ДО.lIжеll принадлежать отрезку i; i]· 
Определение. 	 числа 0., а. Е ]; 1], назьшается число СУ, 

'2;" 7J"1 , синус которого равен а ...::ПО число~ 
обозначают arcsill о,. 

Из опрсделсния следует, что ДЛЯ любого числа а, 10.1 ( 1, выполнено 
1f'. 1f' 

а ) = а и - - ( arcsIIl о. ( 	 -' 
2 2 

и наоборот, если выполнены УСЛОВИЯ 

1f' 1f' 
S1J1 а = а и ::::: а::::: ,

2' '2 
то (l :::;:: a-rcsil1 а.. 
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Используя введенное определение, удобно записать решение урав

нения: sil1a = а. По этому определению точке см. рис. 37,1, соответ
ствует угол al arcsil1 а, Учитывая периодичность функции у = siп <х, 
запишем одну серию 

а = at'csil1 а + 27Гn, n Е а':. 

Точка В, как уже отмечалось, симметрична точке А относительно 

=оси Оу, поэтому ей соответствует угол <Х2 1!'  аrсsiп а, следоватеJIЬНО, 

можно записать В~l'орую серию решений 

а 1!' - al'csin а + 21!'n, n Е а':. 

Других решений рассматриваемое уравнение иметь не может, посколь
I 

ку противное озцачало бы, что окружность и прямая пересекаются 

более чем в двух [Гочках. 

ДJIЯ сокращенЙя записи в школьных учебниках любят две получен
ные серии решений объединять в одну серию 

а (_1)" at'csil1a + 1!'n, n Е а':, 

убедиться, что при четных значениях n эта запись соответ

ствует серии решений; при нечетных -- второй. 

2. Решение уравнении сов а а. 

Косинусом угла а называется абсцис
у 

са конца радиуса единичной окружности, 
.----t--.LА 

угол между которым и осью Ох равен а. 

llоэтому для решения уравнения сов а = а 
надо найти на окружности все точки, име

ющие абсциссу а, т, е. JIежащие одновре- С 
менно и на прямой х = а, см, рис. 37,2. х 

По теореме о взаи~.нюм расположении пря
мой и окружности на плоскости заключа

ем, что при lal > 1 прямая и окружность 
общих точек не имеют, поэ'тому не име

Рис. 37.2,
ет решений и рассматриваемое уравнение. 

Если lal 1, то прямая х а касается окружности, т. е. имеет с ней 
ровно одну общую точку, например, точку С при а -1. Наконец, 
если lal < 1, то имеются две точки пересечения: А и они распола
гаются: симметрично относительно оси Ох. Остается: заметить, что 

полученнЬй точке соответствуесl' на числовой прямой беско
нечное множество точек, отстоящих друг от друга на расстояние 21!'. 

Все они и явля:ются: решениями рассма'l'ринаемого уранвения. 



96 37. Простейшие тригонометрические уравнения 

Для записи решения уравнения сов а а вводят понятие арккоси

нуса числа а. Чтобы однозначно определить угод а, соответствуюш;ий 

'ПIСЛУ а, приходится требова.ть выполнения дополнительного условия: 

этот угод должен принадлежать отрезку [О; 1Т']. 

Определение. Арккосшщсо"и, числа а, где а 1; 1] I называется такое 
число а, принадлежащее отрезку [О; 1Т'], КОСИНУС которого рален а. ЭТО 
'IИСЛО обозначают arccos а. 

Из определения арккосинуса следует, что для каждого числа а, 

10,1 ~ 1. выполнены соотношения 

сов(агссов а) = а и О ~ arccos а ~ 11'; 

И если для произвольного числа а выполнены два условия 

соа а = а и О ~ а ~ 1Т', 

то это число а является арккосинусом числа а, а = arccos а. 
введенное определение, удобно записать решение урав

нения С08 а = а. По определению аРЮ<ОСИllуса точке А, см. рис. 37.2, 
соответствует угол а1 arccos а. Поскольку при ПО\30роте на угол 21Т' 
конец радиус окружности будет вновь понадать в TO!iKY А, заключаем, 
'!ТО уравнение имеет одну серию решений 

а = arccosa + n Е LZ. 

ТОЧI<а как отме'iалось, симметрична точке А относительно оси Ох, 

поэтому ей соответствует угол 0:2 arccos а. t'ассуждая аналогично, 
заключаем, ,{то в силу периодичности функции у = С08 Х точке R 
соответствует RТОРая серия решеllиii 

а - arccos а + 21Т'n, n Е Ж 

решений рассматриваемое уравнение иметь не может, посколь

ку противное озна.'!ало что окружность и прямая пересека.ются 

более чем в двух точках. 

сокращения записи две полученные серии обычно 

ffTJrUcrT.i"\r'Т'\ В одну 

Ос = ± arccos а + 21Т'n, n Е LZ. 

Б этоi1 записи очевидно, что знак «+» соответствует серии 

решений, а знак «-» соответствует второй серии. 
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3. Решение уравнении tg Q а. 

Тангенсом угла наэывается отноше у у=ах 

ние синуса этого угла к его косинусу, 

т. е, отношение ОJ~динаты к абсциссе кон
ца радиуса единичной окружности, угол 

между которым и осью Ох равен а. По

зтому дш! решения уравнения Q а 

надо най,:ги на окружности все точки, для 
х 

которых отношение ординаты к абсциссе 

являе'l'СЯ заданным числом а, т. е. лежа

щие одновременно.И на прямой у == ах, 
Рис. 37.3.см. рис. 37.3. По теореме о взаимном рас

положении прямой и окружности на плоскости заключаем, что прямая 

у = ах при всех воэможных значениях а пересекает ОКРУЖНОСТЬ ров
но n ,дВУХ точках (так как эта прямая прохо,дит через TO'iKY О 
начало координат, центр окружности). Эти ТО'iЮI располагаются сим

метрично относительно начала КООРАинат. Каждой полученной точке 

cooTnecIcTBye'l' на числоnой прямой бесконечное множество ТО'ШК , от

стоящих друг от друга на расстояние 2п. Все они являются решениями 

рассматриваемого уравнения. 

Для заниси решения уравнения Q = а ВI:юдят понятие арктангенса 

числа а. Чтобы о,днозначно определить угод а, соответствующий 

числу а, ПРИХОДИ'I'ся требовать ВЫIlоднения дополнительного условия: 

этот угод должен принадлежать интервалу (- I; ~). 
Определение. Арх:mангенсом числа а называется такое число а, при

7r 7r) Энадлежащее интервалу 2; 2 ,тангенс которого равен а . . ' то чисдо 

обозначаю'l' al'ctg а. 

Из определения сле,дует, что ддя каждого числа а выполнено 

7r 7r 
а) а и -- < al'ctg а < 

2 2 
и наоборот, если i3ыполнены условия 

7г 7г 
Q = а и '2<а<2 

то Q arctg а. 
Используя ввеf\еИllое определение, удобно записать решение урав

нения tg Q = а. По определению, точке А, см. рис, 37.3, соответ
cTBye'I' угол Ql aI'ctg а. Точка В, как отмечалось, симметрична 
точке А относительно начала коор,динат, поэтому ей соответствует 
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угол ();2 = 7r + arctg а. учитывнH периодичность О:, 

получим, что все решения уравнения представляются 

О: arct!! а + 7r11, 11 Е ~. 

решений уравнение не имеет, поскольку противное означало 

что окружность и прямая пересекаются более чем в двух точках. 

4. Решение уравнении (); а. 

Котангенсом угла называется отношение косинус;а этого угла к его 

синусу, т. е. отношение абсциссы к ордининате KOHЦ~ радиуса едини'!

ной окружности, угол между которым и осью Ох paIjeH ();. Поэтому для 

решения уравнения ct,g О: а надо найти на. окружности все 'гочки, для 

которых отношение абсциссы к ординате равно заданному числу а, > 
т, е. лежащие одновременно на задаваемо!! уравнением ау х. 

Дальнейшие рассуждения почти дословно повторяют таковые для 
уравнения у tg х. 

записи решения уравнения а = а вводят понятие арккотан

генса '!Исла а. Чтобы однозначно определить угол а, соответствующий 
числу а, приходится требовать выполнения дополнительного условия: 

этот угол должен принадлежать интервалу (О; ?Г), 

Определение. Арх:х:оmангснсо.м, числа. а называется такое число а, 

принадлежащее интервалу (О; 7r), котангенс которого равен а. Это 
число обозна'iают arcctg а,. 

Из определения следует, что для каждого 'iИсла а выполнено 

ctg(arcctga) а и 0< arcctga < 1f; 

И если выполнены условия 

О: а и О < (); < 7r, 

а. 

введенное определение, удобно записать решение урав

а = а. По опреДf'JIению, точке см. рис. 31.3, соответствует 
угол 0:1 arcct,g а, Точка В симметрична точке А относительно начала 
координат, поэтому ей соответствует угол 0:2 = 1f +arcctg а. Учитыван 
периодичность функции у = ctg 0:, ПОЛУЧИМ, что все решения уравнения 

представляются одной серией 

а = arcctg а + 7rn, n Е ~. 

Других решений уравнение не имеет, носкольку противное означало 

что окружность и прямая пересекаются более чем в двух точках. 
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38. СООТНОШЕНИЯ, СОДЕРЖАЩИЕ 

ОБРАТНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 

в большинстве своем формулы, содержащие обратные тригоно

метрические функции, громоздки и сложны ДЛЯ запоминания. 

их вывод опирается только на определения и на известные формулы, 

связывающие элеj'1еllтарНЬ'Iе тригонометрические функции, поэтому 

мы рекомендуем нау'fИТЬСЯ выводить их. 

Теорема. Для прJ,.мых и обратных тригонометрических функций справед
ливы следующие т,:,ждества: 

siп (arcsil1 а) а и СОБ ( аГССОБ а) а при а Е l', 
а) а и а) а при любых а; 

а также: 

arcs il1 (siп а при а Е rr rr]2;2" ; 

а) = а при а Е 	[О; rr]; 

а) = а при а Е 	(-;;~); 

arcctg(ctga) а приаЕ(О; 

Замечание. Для ПРОИЗБОльных значений угла а последние четыре соотно

шения можно уточнить; 

rr rr 

{
 
а 2rru при а Е -+2rrn' +


2 '2
аrсsiп(siп 

rr . 3rr 
rr а + 2rru при а Е -+'2rrn' + 

'2 ' 2 

{ а - 2rrn при а ['2rrn; rr + 
arccos(cos 

-а + '2rrn при а 	Е 

rr rr 
arctg(tga) = а 	 rru при а Е ( -2 + rrn; 2 + 

arcctg(ctg а - rrn при а rr+rrn); nЕХ. 

ЭТИ формулы непосредственно следуют из обратных 

тригонометрических функций. 
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Теорема. 	 Имеют место следующие соотношения между обратными функ

циями: 

• 'iТ! а 

агсюп а = - 2 a.rccos а = ,а 1]; 

'iТ t а 


a,rccos а 'iТ - a,rccos( -а) 2 - arcsin а == arcctg , а 


Внимание! 	Самые правые равенства в этих формулах верны при а Е , 1). 

а arctg( -а) = i arcctg а = агсsjп а , а Е IR; 

'iТ 	 а IR 
а 'iТ 	 "2 - a,rctg а = a,rccos , а Е ; 

• 'iТ 	 'iТ 

агсsш а + arccos а 2' а Е 1] ; a,rct,g а + а 2' а Е IR; 

иагсsш (l = агссов a,rccos а = агсsш при а Е [-1; 1]; 

1 . а 	 1 
arctg а = 	 - = агсsш ~ = аГССОБ , а Е. 


а V 1 + 0,2 


Доказательство. В качестве примера докажем, что 

агсsiп а = arctg ~ при (l Е (-1; 1). 
v 1- 0,2 

По определению арксинуса в левой части равенства записан угол о: 

что о: [-~; ~] и sin СУ = а; в левой частЙ записан угол (3, 

ВОlРЯIОШ;ИЙ условиям {] Е (- ~; ~) и tg (3 . Требуется 

доказа.ть, что о: Поско.'lЬКУ оба угла принадлежат одному проме

жутку монотонности тангенса (- ~; ~) (T<tK как а =/; 1, то о: =/; ± ~ ), 
то достато'1НО ДОК<tзать, что равны их тангенсы. Значение выражения 

tg (3 известно и равно . Известен и sin о: = а. 

СОВ (t = ±Jl - si112 о: = 
ПОСКОЛЬКУ известно, что о: Е (-~; ~), то КОСИНУС положитеJ1ен. Это 
зна'1ИТ, '1то 

t,g о: = tg (3 => о: = (3. 

Остальные тождества доказываются аналогично. 

Теорема доказана. 
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39. 	 СВОЙСТВА ОБРАТНЫХ 

ТРИГОНОМЕтри-r,IЕСКИХ ФУНКЦИЙ 


Свойства ФУНIЩИИ у aI'csin х 

ОпреДf'Аение. Арnсинусо.А! '!исла а, а Е [-1; 1], называется ЧИедо Q, 

принадлежащее отрезку I; I]' синус которого равен а. Это число 
обозначают arcsin а, 

Свойства арксинуса, как функции, обратной к функции у = siп х 
11" 11"] v

на отрезке 2; 2 ' полностью определяются своиствами синуса. 

1. Область опредеhения функции. Так как синус принимаетзпа'lения на 
отрезке 1; lJ, тЬ, соотвеТС'l'вепно, областью определения арксинуса 
является этот жс отрезок, D(аrсsiп) = [-1; 1], 

2. Область зна'iен~й функц~и. Для того чтобы обеспечить однознач
НОС'ГЬ функции, по определению полагают, что арксинус нринимает 

значения на отрезке [- I; 
З. Периоди'iНОСТЬ. Функция непсриодичеСКaJI, так как ее областьопре
деления ограничеJfа. 

4. Четность или He'ieTHOCTb. В силу нечетпос'l'И синуса имеет место 

аналогичное свойство для арксинуса 

а!'сsiп(-х) = - агсsiп х для любого х Е 1; 1J, 

т, е, функция у = at'сsiп х является нечетной, 
5. ТО'iки пересе'iения графика с осями координат, ['рафик арксинуса 

имеет единственную точку пересечсния с осями координат, это начало 

координат - точка (О; О), 


б. Промежутки знакопостоянства функции. Так как синусы углов, ле

жащих в четверти, положительны, а синусы углов, лежащих в 

четвертой qетверти, отрицатсльны, то 

Ю'сsiп х > О при х Е 1] и arcsin х < О при х О). 

7. Наибольшее и наименьшее значения. Наибольшеезначепие, равное I' 
достигается при х 1; наименьшее значснис, равнос -I' достигается 
нри х -1, 

8. Интервалы возрастания и убывания. ФУНКЦИЯ возрастает на всей об
ласти определения. 
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9. Асимптоты. График функции асимптот не имеет. 
График функции у = arcsin х показан на рис. 39.1. 

у 	 у 

1t 	 у= arcsin х 1t 

'2 

х 

-'2
1t 

-1 	 О 1 х 

Рис. 39.1. 	 Рис. 3~.2. 

Свойства функции у =агссов х 

Определение. Арккосинусо.м числа а, где а Е [-1; 1], называется такое 
ЧИСJIO (\', принадлежащее отрезку [О; тr], косинус которого ра.вен а. Это 

число обозна.чают агссов а. 

Свойства ctрккосинуса, как функции, обратной kкосинусу на, от
резке [О; тr], полностью определяются свойствами Ф.ункции у = сов х. 

l'1. Область определения функции. Так как косинус ПJ:1инима.ет значения 
на отрезке 1; 1], то, соответственно, областью оtlределения аркко
синуса является этот же отрезок, D(arccos) = 1; 

2. Область значений функции. По опреде.lIению, E(arccos) = [О; тr]. 

З. Периодичность, Функция непериодическая, так как ее область опре

деления ограничена. 

4. Четность или нечетность, Функция не является ни четной, ни не
четной, так ее область значений несимметрична относительно нуля. 

5. Точки пересечения графика с осями координат. График имеет общую 

точку с осью Ох точку (1; О), и пересека.ет ось Оу в точке (О; ~). 

б. Промежутки знакопостоянства функции. Значения данной функции 

неотрицательны для всех значений переменной из об.ilа,сти определения. 

7. Наибольшее и наименьшее значения. Наиqолыпее значение, равное тr, 

достигается при х = 1; наименьшее равное О, достигает('.Jj' 

при х =1. 	 I 
8. Интервалы возрастания и убывания, J!БЬПlает на оtрезке 1; 1]. 

9. 	Асимптоты. График функции а.симптот he имеет. 
График функции у =агссов х показан на рис. 39.2. 

http:���������('.Jj
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Свойства функции у arctg х 

Определение. Apx:rnaH2eHCOJlt числа а называется такое число СХ, при
1'( 1'( ) ",>

надлежащее интервалу ( -2; 2 ' тангенс которого равен а. ото 'lИсло 
обозначают arctg а. 

Свойства арктангенса, как функции, обратной к тангенсу на интер

вале (- i; i), пшiностью определяются свойствами функции у t!! х. 

1. Область опредеjlения функции. Так как тангенс принимает все воз
можные значения, то, соответственно, областью опреАеления арктан

генса является псе множество Аействительных чисел, D(tg) = I!l. 

2. Область значении функции. По опреАелению, E(arct,g) = (-i; i)· 
З. Периоди"lНОСТЬ. Функция непериодическал, так как все свои значе

ния она принимает только по одному разу. 

4. Четность или He"leTHocTb. Функция у = arctg х ЯllляеТСff нечетной, 
так как в силу нечетности тангенса имеет место аналOl'ичное свойство 

ю'сtg( -х) = - arct,g х Аля любого х Е I!l. 

5. ТО"lки пересе"lения графика с осями координат. График функции пе
ресекает оси координат II единственной точке - точке (О; О) 

6. Промежутки знакопостоянства функции, Так как тангенсы yrJIOB, ле

жащих в первой четверти, положительны, а тангенсы углов, лежащих 

II четвертой четверти, отрицательны, то 

arctg х > О при х > О и al'cLg х < () при :1.' < О. 

7. Наибольшее и наименьшее зна"lения. Функция не имеет ни наиболь
шего, ни наименьшего значениЙ. 

8. Интервалы возрастания и убывания. Возрастает на числовой оси. 

9. Асимптоты. График функции имеет асимптоты у =- i и у = i· 
График функции у = arctg х показан на рис. 39.3. 

Yi 
1I 
2 

---~ 

х 

- - 1-~ 


Рис. 39.3. 
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Свойства функции у a,rcctg х 

Определение. Арх;х:оmо.н.ген.со.м числа о. цазывается такое чисдо 0:', 

принадлежащее интерваду (О; 1Г), KOTaHгe~c которого равен 0.. Это 
число обозначают arcctg а.. 

I 

Свойства арккотангенса, как функцI1и, ?братной к котанген
су на интервале (О; 1Г), полностью опредедяются свойствами функ
ции у ctg х. 

1. Область определения функции. Так как КО,тангенс принимает все воз
можные значения, то, соответственно,Об.1астью определения аркко
тангенса является все множество деЙствитЬ.IIЬНЫХ D(ctg) JR. 

2. Область значений фvнкции. для того чтобы обеспечить однознач
ность, по определению считltют, что арккотангенс значения 

на интервале (О; 1Т) 

З. Периодичность. Функция непериодическая, т. к. все свои значения 

она принимает только по одному разу. 

4. Четность или нечетность. Функция не является ни четнои, ни не
четной, т. к. ее область значений несимметрична относительно нуля. 

5. Точки пересечения графика с осями координат. У графика функции 
имеется единственнаfl точка пересечения с осью Оу точка (О; I)' 
б. Промежутки знакопостоянства функции. Функция принимает только 

положительные значения при всех значениях аргумента. 

7, Наибольшее и наименьшее значения, Функция не имеет ни наиболь
шего, ни наименьшего значений. 


8, Интервалы возрастания и убывания, Функция является убывающей 


на всей области определения. 


9. 	Асимптоты. имеет асимптоты Ц О и у 1Т. 

Х показан на рис. 39.4. 
у 

n 
~----~-

о 1 х 

Рис. 39,4. 
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40. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ФУНКЦИЙ 

Определение. Пусть Х некоторое множество чисел. Отображение 

у f (х) называется фунх:цuеi1, определенной на множеС'I'Ве Х, если оно 
х:аждО.Аtу значению аргумента х Е Х ставит J3 соответствие некоторое 

единственное значение переменной у по закону f(х), т. е. 11 = !(х). 
Тогда про функцию 11 = fl(x) говорят, что она определена, или зада
на, на множестве, Х, множество Х называют об.!l.аешь'Ю опреде.!l.енид 

1 . 

Фllнк:цuи. Множество У ВСех значений, которые принимает зависи
мая переменная у при Bcerc возможных значениях аргумента х Е Х, 

называют об.!l.аеть'Ю значе1tuй ФУНХ:ЧUU. 

Определение. Функция 11 f( х) называется перuодuчеех:ой, есди су
ществует такое положитеJi:ьное число Т, что для всех значений нере

менной х, принадлежащих рбласти определения фУНКЦИИ, числа (х+Т) 
и (х - Т) тоже принадлежа:т области определения и выполнено условие 

лх+ f(x 

Число Т наэывается nepuoiЭo.At ФУНКЦИИ. 

Наименьшее значение Т, удовдетворяющее данному определению, 

называется наU.Аtеньшu.At по.!l.ожuшелы-IыAt nepuoiЭo.At функции. 

Периодическими являются, например, все изучаемые в школе три

гонометрические фУНКЦИИ. 

Замечание. Если область определения фУНКЦИИ ограничена хотя бы 

с одной стороны, то ФУНКЦИЯ не является периодической. 

Замечание. Если какое-либо значение функция принимает лишь в ко

нечном числе точек, то функция не является периодической. 

Определение. ФУНКЦИЯ называется четной, если для всех значений 

переменной х, принадлежашИХ области определения функции, значение 

(-х) также принадлежит области определения функции 1 и выполнено 
равенство f( -х) :о::: 

Определение. Функция называется нечеrnной, если для всех значений 

переменной х, принадлежащих области определения функции, значение 

(-х) тоже принадлежит области определения функции и ныполнено 

равенство /(-х) ф: - f( х). 
! 

1 Условие «знаЧ1'ние (-х) принаДJIежит области определения функции» 
включено n опредеJtение лишь как дань ШКОJIЬной традиции. Ведь ясно, что 
если равенство имеет место, то, СJIедовательно, значение f(-x) определено. 

http:nepuoi�o.At
http:��U.�t����u.At
http:nepuoi�o.At
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График четной функции симметричеj{ отпосительно оси ординат, 

а график нечетной функции центрально симметричен относительно 

па'lаJlа координат. 

Примеры четных функций: 

у =cosx, у = у= у sin Ix ,У -- у= 

Примеры нечетных функций 

y=sil1x, Y=X2n'+l, ух· 

Функции 


у = аХ, у = 3х 1J У = lоgз х 


не обладают свойствами четности инсчетности. 


Замечание. Отметим, что если область определени~ функции несим


метрична относительно нулн, то из этого вытекае'г, что функцин не 


нвлнетсн ни четной, ни нечетной. 


Определение. Функцин у = J( х) называется возрастающей на неко


тором промежутке (а; Ь), если ДЛЯ любых чисел Хl и Х2, принадлежа


щих (а; Ь), таких, что ХI < Х2, выполнено неравенст!во J(Xl) < ЛХ2). 
В школе упрощенно говорят: большему значению аргумента соот

ветствует большее значение функции. 

Определение. Фующия у =лх) называетсн убыващщей на неlЮТОРОМ 

промежутке (а; Ь), ес./Ш ДЛЯ любых чисел Хl и Х2, принадлежащих (а; Ь), 
таких, что хl < Х2, выполнено неравенство J(XI) > j(X2)' 

В школе скажут: большему зна'lепию аргумента соответствует 

меньшее значение функции. 

Примеры графиков возраста.ющеЙ и убывающей фупкций показаны 
на рис. 40.1 и 40.2 соответственно. 

.у 

лх1 ) 

лх) 

Х1 01 Х2 х 
i 

Рис. 40.1. Рис. 40.2. 

на которых функция только возрастафт или только убы

вает, называют интервадами монотонности ФУНКЦИI1, а саму функцию 

назыIаютT монотонной на этих интервалах. 
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Определение. Точка Ха называется точкой (локального) .AtaKC·U.Aty.Ata 


функции f(x), если: 


1) точка Ха является внутренней точкой области определения функции; 


2) существует такая окрестность точки Хо, что для любого х, при


надлежащего этой окрестности (кроме х = хо), выполнено условие 


> 

Определение. Точка Ха называется точкой (лох;адьного) .AtUHU.Aty.Ata 


функции f(x), если: 


1) точка Ха являе'l'ся внутренней ТО'1кой области определения функции; 


~) существует такая окрестность точки Хо, что для любого х, при

надлежащего этой окрестности (кроме х = ха), выполнено условие 
лхо) < f(x). 

Локальные максимум и минимум иногда просто называют макси

мумом и минимумом. 

Определение. Точ.х;ой (лом:адьного) эх;сmре.Atу.Atа функции называется 

точка ее минимума или максимума. 

Не сдедуе'l' считать, что в точке максимума функция обязательно 

достигает своего наибольшего значения во всей области определения 

этой функции; Это зна<Iение является наибольшим JIИШЬ по сравнению 

со значениями функции, взятыми в неI<ОТОРОЙ, возможно довольно 

малОЙ, окрестности точки максимума. На произвольном интеРВaJIе 

функция может иметь несколько точек максимума и минимума, причем 

в некоторых из точек максимума функция может принимать значения, 

например, меньшие, чем в некоторых точках минимума. 

В качестве примера на рис. 40.3 по
у 

казан график функции, у которой значе

ние f(Xj) в точке Xl, ЯВJIяющейся точкой у=Лх) 

максимума функции f(x), не является 

наибольшим значением ЭТОЙ функции на 

интервале (а; Ь), и, более того, значение о Х2 х 

) меньше, чем зна<lение f(xz), ко
торое принимает эта функция в точке 

минимума Х2. 
Рис. 40.3, 

сравнения напомним определение. 

Определение. Говорят, что принимает в точке Ха 

свое наибольшее значение на оmрезх:е Ь], если для любого дру
1'01'0 значения х, принадлежащего о'трезку Ь], вынолнено неравен
ство (( Х()) ?: 
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Асимптоты 

Определение. Асtlм.пm.отоЙ графика функции называют прямую, 

к которой неограннченно приближается точка, лежащая на беско

нечной ветви графика функции, при стреМ.'Iении этой точки в беско

нечность, 

Принято различать горизонта,lIьные, вертикальные и на,клонные 

асимптоты. дJIЯ каждого из этих типов асимптот приходится давать 

отдельное определение2 , 

Определение. Прямая х = Ь называется верrrшх:а.лЬнОU aetiMnm.om.ou 
графика функции у = J(x), если при х -+ Ь (возможно, с одной стороны) 
функция имеет бесконечный предеJI J(x) -+ ±оо. 
Определение. Говорят, что график функции у = .f(х) имеет горизон
тальную aCl.J,Unm.om.y, задаваемую уравнением у = Ь, еС.irи существует 

конечный ПРСДСJI функции У = f(x) при х -+ +00 или при х -+ -00 
и этот пред('..lJ равен Ь, то есть 

liш ЛХ) ь или liш ((х) = ь. 
X~+OO $~-OO 

Определение. График функции у = f(x) имеет наклонную аС1J.AtПm.о
nЩ, задава.емую уравнением у kx + Ь, если при ;v -+ +00 или при 
х -+ -00 имеет место равенство 

-(kx+b))-+O, 

этом зна.чения коэффициентов k и Ь находят из равенств 

k lil11.f(х ) , ь = liш 
.V~OO Х X~OO 

причем СJIучаи х -+ +00 и .1; -+ -00 следует ра.ссмат!жвать отдельно. 

На рис, 40,4 показан график функции у = 1 +х ' Прямая х = -] 

явдяется вертикальной асимптотой этого графика, а прямая у = 1 
является его горизонтальнон асимптотой, 

На рис. 40.5 показан график функции у х + ~, График этон 
функции имеет две асимптоты вертикальную асимптоту х = О 
и наклонную асимптоту у = х. 

2 К сожалению, и эти определения выходят далеr.iо за рамки школьной 
программы. 

http:aetiMnm.om.ou
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1 
~ -; l _Р- 

х 

~:-1 10 х 

Рис. 40.4. 	 Рис. 40.5. 

Схема ИСCJIе~ованиJf функций 

При изучении новых функций, а также для того чтобы постро

ить график функции, школьник должен уметь определять свойства 

функций, описанные выше. Исследование свойств функций припя'го 

проводить В соответствии со следующей схемой. 

1. 	 Найти область определения функции. 

2. 	 Най'ги область значений функции. 

3. 	 Проверить, является ли исследуемая функция периодиче
ской, найти ее наименьший положительный период. 

4. 	 Проверить ФУ~КI\ию на четность инечетность. 

5. 	 Найти точки пересечения графика функции с осями абс
цисс и ординат, а также указать интервалы знакопостоян


ства функции. 


6. 	 Определить точки максимума и минимума функции. 

7. 	 Найти интервалы возрастания и убывания функции. 

8. 	 Исследовать функцию на непрерывность; отметить точки 
разрыва функции. 

9. 	 Определить наличие горизонтальной, вертикальной или 
наклонной асимптот. 
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Обратная функция 

Пусть дана ФУНКЦИЯ у f( х), определенная на множестве Х и 
принимающая все возможные значения из множества У. Напомним, 

множество Х на:зывают областью определения, а множес'гво У 
областью значений функции. 

Функцию у = Лх), определенную на множестве называют 
обрати,м,ой, если она принимает 1(аждое свое значение ровно один раз, 

или, другими словами, если (~ля каждого значения у Е У существует 

единственное значение х Е Х такое, что у = /(х). 
Функцию у =я(х), опреде,1енпую на множестве У и припимающую 

значения на множеСтве Х, называют обратной фун:кчией к обратимой 
функции .f(x) и обозначают .f-l(Х), если для всякого значения х из 
множества Х выполнено равенство 

Я(/(3.:)) =Х. 

в этом случае и для всякого значения х из множества У справедливо 

аналогичное равенство 

х, 

т. е. функции .f(x) и я(х) являются взаимно обратными. 
Из определения следует, что областью определения обра,тной функ

ции /-1 (х) является множество значений функции f (х ); множеством 
значений функции .f-1(.'1:) является область определеjшя функции f (х). 
Утверждение. Для того чтобы данная функция на всей своей области 

определения имела обратную функцию, необходимо и достаточно, чтобы 

любым различным значениям аргумента, принадлежащим ее области опре

деления, соответствовали различные значения функции. 

Из этого утверждения следует, в част

нос'ги, что если некоторая функция мо

нотонна на неиотором множестве М, то 
она обратима на этом множестве. Более 

того, можно ДОI<аэать, что при этом обрат

ная функция также является монотонной, 

/ 
/ 
о х причем ее характер монотонности (поз

растание или убывание) такои же, как 

У исходной функции. 

Рис. 40.6. Графики взаимно обратных функции 
обязательно симметричны относительно 

биссектрисы нерного 11 третьего координатных углоп - прямой у = х. 

На рис, 40.6 показан пример графиков пары взаимно обратных функции 
у = о:" и у loga:1: (для случая а. > 1). 
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Замечание. МОНОТОННОСТЬ функции на области определения является 

дос'гаточным, но не является необходимым условием обратимости 

функции. 

IIростейшим :(lримером функции, не являющейся монотонной на 

всей облас'l'И опj)еде.'Iения, но имеющей однозначно определенную 
обратную функцию, служит функция у = ~. Примечательно, что 
обратной к ней функцией будет эта же функция. 

Другим примером функции, не янляющейся возрастающей или 

вающей на всей области определения, но имеющей однозначно опреде

ленную обра'l'НУЮ функцию, служит функция 

Ixl х 
у=-е. 

х 

График этой функции показан на рис. 40. 7, а график функции, обратной 
к ней. - на рис. 40.8. 

у у 

у=г1(х) 

1 

-1 

~ -11 
х 

Рис. 40.7. Рис. 40.8. 

Сложная фуцкци.в: 

Пусть переменная у является функцией переменной и, а, в свою 

очередь, переменная и является функцией некоторой переменной х, 

т. е. у = Ли) и и ±: t,O(x). 
Тогда функция у = f(t,O(x)) называется функцией от функции, 

или сложной функцией, если область определения функции f содер

жит множество значений функции 10. Ilеременная и в этом случае 

называется промежуточной переменной. 

В качестве прnмера рассмотрим функцию 

у =sin(2x + 
являющуюся сложной функцией; ее можно представить в виде 

=юn , где и(х) = 2х + 
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41. 	 ПРОИЗВОДНАЯ ФУНКЦИИ. 


ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ 


Рассмотрим ФУНКЦИЮ у =](х), определенную на некотором ин'гер

вале (а.; Ь). 

Пусть хо - произвольная то'{ка, прина.длежа.щая интервалу (а.; Ь). 

Определение. Прира.щение.м а.ргу.меюпа в точке хо называется раз

ность.6.х х - хо, где Х - некоторая точка, принадлежащая интер

валу (а.; Ь) и не совпадающая с то'шои Хо. Разность f(xo + .6.2:) - f(xo) 
называется прира.щение.м функции f (J mdчке Хо, соответствующим 
прира.щению .6.х, и обозначается .6.у =.6.f(l!:o). 

Определение. Производной фУНКЦИИ у = f( х) в тqчке х называется 
предел отношения приращения функции К приращ~нию аргумента в 
этой точке при с'гремлении приращения аргумента к НУЛЮ, ссли такой 
нредел существует и конечен, то есть 

. . f(2; + .6.Х) - -'(х)
llln = llln 	 . 
Ах-+О .6.х Ах-+О .6.х 

в таблице 1 приведены произвоДные элементарцых функций, изу
чаемых в среднеи школе. 

Теорема (основные свойства производных). ЕслИ В точке х существуют 

производные фУНКЦИЙ 

у = !llX) И У = 

то Б этой точке существуют также слеДующие ПРОИЗБодные: 

1. + == + 

2. 	 =11. 
I 

3. 	 и l (.'1:)v + vl 

u'(:r;)!J(J:) - U(Х)1/(Х)
4. 	 (ПРИ :;6 О);

1}2(х) 

5. (Следствие 3.) 	 == ()l1 l (х), С - сопst. 
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Таблица 1 

ПРОИЗВОДIiые элементарных 

f(x) .. Tf~X)-
Г(х) лх) 

у = с у' = о у ах + Ь у' = а 

у у' 2х у = :/:З у' = зх2 

1 1 , 1 
У =- у' - у = .,;х 

х у = 2уГх 

у = ха у' ax a - 1 у = аХ' у' аХ lna 

I-~-

у ' 1 ' 1ln х у =- у = loga х у =-
х ' х lna 

~-~ ..

у sшх у':::: cosx у = cosx у' -sшх 

-

1 , 1 
у tg х у' = х уу= - siп2 ХХ 

~-~ 

, 1 1 
У = arcsin х У =arccos х у'у = Л----:2 --/ ;:2 

~- ~~~~ ~-

I 1 , 1 
у arctg х у = у arcctg х у 

1+ 1+ 
~~~~ ~~- ~-~ ~-~-

l 



114 41. Производная функции 

Замечание. Эти формулы i\ока:зываю'Г('.J{ непосредственно по опре

делению производной функции с использова.нием свойств пре/\еJЮВ. 

Поскольку понятие предела. а.ккура.тно не вводится в ра.мка.х школьной 
программы, дока.затедьство опустим. 

Теорема (достаточное условие монотонности функции). Есди в каж
дой точке интервала (а; Ь) выполнено неравенство 

.f' (х) > О, 

то функция у = f(.1:) возрастает на интервале (а; Ь). 
Аналогично, если в каждой точке интервала (а; Ь) выполнено неравенст/Ю 

1'(х) < О, 

то у = f(x) убывает на интервале (а; Ь). 

Теорема (необходимое условие :жстремума функции). Если некоторая 
точка х о является точкой экстремума функции у = f (х) и в этой точке 
существует производная ,(' (х о), то она равна нулю 

Теорема (признак максимума функции). Если фУНКf{,ия У = Нх) непре
рывна на интервале (а; Ь), содержащем точку ха, и имkт положительную 
производную .f' (х) > о на интервале (а; х о) и отрицательную производную 
,('(х) < О на интервале (.1:0; Ь), то точка ХО является точкой максимума 
функции у = 
Теорема (при.1Нак минимума функции). Если функция у =лх) непре
рывна на интервале (а; Ь), содержащем точку ха, и имеет отрицательную 

производную f'(.1:) < О на интервале (а; хо) и полож~тельную ПРОИ3/ЮД
ную ,('(х) > О на интервале (ха; 1)), то точка хо являетdk точкой минимума 
функции у = 

Пра.вило ОТLТСК8,JI/IЯ наибольшего и наименьшего зна8ений Ф.УНК

ЦИИ. Чтобы на.Йти наибольшее и наименьшее значения нспрерывной3 

фУНКЦИИ на отрезке [а; Ь], имеющей на :этом отрсзке конечное число 

критических точек (точек, в КО'горых ПРОИЗЕоднан функции обращает
ся в нудь или не существует), нужно вычислить значения функции во 

всех критических точках и па концах отрезка и выбрать наибольшее 

и наименьшее из полученных чисел. 

Понятие НСI1РСРЫ13НОСТИ функции также не ввоДитс.1I в рамках ШКО.JJЬ
IIoJ,I программы. Интуитивно можно представ.JJЯТЬ, что функция непрерывна, 
ссли ее график можно изобразить, не отрьшая карандаша от БУМaI·И. 

http:�������.1I
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Производные сложной и обратной функций 

Теорема (производнм сложной функции). Если функция u = Нх J име
ет ПРОИЗ80ДНУЮ 8 точке Ха, а функция у = у(и) имеет производную 8 точке 

иа = f(хо), то сложная функция Чх) =уи(х)) также имеет производную 
в точке Ха, причем 

=g' и(хо)) . г 

Эта теорема припимается в школе без доказаТfщьства. 

Как следствие формулы производной сложной функции нетрудно 

получить формулу производной обратной функции. 

дана пара взаимно обратных 

у ЛХ) и у 

Будем предполагать, что функция у :::: !lз:) задана на некотором 

множестве Х и ,цифференцируема в точке Ха, принадлежащей мно

жеству Х, а функция у = g(x) ,цифференцируема в точке Уа Л;г,о) , 
причем ее ПРОИЗВ0ДНая не равна нулю, 'Г. И'(УО) f. О. 

По определению функции для всякого значения перемен

ной х из множества Х выполнено равенство 

Х. 

Поскольку две функции равны при всех значениях переменной х из 

некоторого множества, то ,цОЛЖНЫ быть равны и их произво,цные. 

Вычислим производные от правой и левой частей этого тож,цества 

в точке Ха. При 'Е\ычислении производной от правой части применим 

формулу производной сложной функции 

(g(f(x)))' .1' 
а при вычислении производной от правой части учтем, что (х)' 1. 
Таким образом, мы приходим к следующему равенству: 

)) . f'(xo) 1. 

производная g'(yo) в точке Уа не равна нулю, 

прихо,цим к О том, ,9:то при указанных выше условиях обратная 

дифференцируема в точке Ха и ее производная вычисляется 

l' g'(f(xa)) . 
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42. УРАВНЕНИЕ КАСАТЕЛЬНОЙ К ГРАФИКУ ФУНКЦИИ 

Определение. j(асаmель ной к графику фУНКЦИИ )1 = f (х), проведенной 
в точке Мо(хо; f(xo)) I называется предельное положение секущей МоМ 
(если оно существует и единственно!), когда точка М стремится 
к точке Мn, см. рис. 42.1. 

Можно дать другое определение. 

Определение. j(асаmеЛЫIOi1 к графику 1\ифференцируемой в точке Ха 

ФУНКЦИИ лх) называется прямая, проходяrp.ая через точку 

и имеющая угловой коэффициент f'(XO)' 

.У 1 .у (х)// Существование Р-РОИЗВО!\IЮЙ функции Лх) 

!(хо+дх) 
в точке ха равносильно существованию не

". "' фвертикальнои ка,сателыlrr к гра ику 

ции 11 точке (ха; лхо)). Геометрический 
смысл ПРОИЗRО1\НОЙ состqит В том, что зна

чение ПРОИЗRОДНОЙ в точке Ха равно танген

су угла наклона касательной (угла между 
х +дх 
О 

х v 
касательнои и положительным на.правлени

Рис. 42.1. ем оси абсцисс), проведенной в :этой TO<IKe. 
нывода уравнения касательной запишем уравнение секущей, 

проходящей через точки Мо(хо; f(xo)) и М (а.:а + ь.х; f(xa + ~x)) (см. 
рис. 42.1) 

)1 - л:со) = 
Если в точке Ха существует производная .f' (Ха), 'Го при стремлении 
точки А! к точке МО (при ь.х -t О) уравнение секущей в пределе станет 
уравнением касате.IIЫЮЙ 

)I[{ас f' '(Х-Хо)+ 

Уравнение касательной, ПРОХОi\ящей через заданную 'Гочку, также 

удобно записывать в виде 

у - Уа = .f'(xo)(x - хо). 

В тех точках области определения функции, в которых ПрОИЗВО1\

иая не существует, не.IIЬЗ.fI провести касательную. Верно и 

утверждение. Например, функция у = Ixl не имеет касательной R точ
ке х О. Эта функция служит примером того, что непрерьшность 

функции во всех TO'iKax области определения не является достаточным 

УСJювием существования производной во всех точках этой области l 

http:��.II��.fI
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43. ПЕРВООВРА3НАЯ И НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

Определение. Функция у =:= Р(х) называется nервообразноi1 Аля функ
ции у = 1(:1:) на данном промежутке (а; Ь), если для всех значений 
переменной х из этого промежутка выполняется равенстпо 

1(х). 

Например, функция у = з;2 является первообразной АЛЯ функции 
у 2х на всей числовой прямой, так как АДЯ всех значений х справе,ц

ливо равенство 

=2х. 

Напротив, функция у = vx является первообразной АЛЯ 
11 = 2Fx лишь при положительных значсниях Х, поскодьку АЛЯ всех 

положитсльных х (и тодько АЛЯ них) верно равенс'Гво 

1 
- 2VX' 

Теорема. Пусть функция Р(х) первообразная ДЛЯ функции лх) на 

некотором промежrтке. Тогда: 
,1 

1) функция вида 1f(x) + где С - ПРОИЗВOJlьная постоянная, также яв

ляется первообразной для функции 1(х) на этом промежутке; 
1 

2) любая первообразная функции 1(х) на этом промежутке может быть пред

ставлена' в виде + С. 
Дока."\8тельство. 1) По формуле производнои суммы получим 

(F(x) + +С' + о 1(х), 

"[то И Аоказывает первое утвеРЖАсние теоремы. 

2) Сформулируем и примем без Аоказательства вспомогательное 
У'l'веРЖАение. 

Лемма (признак :qостоянства фУНIЩИИ). Если для любого значения пе

ременной х, принадлежащей заданному промежутку (а; Ь), выполнено ра

венство F'(x) О, то функция Р(х) постоянная на этом промежутке. 

Поясним у'Гверждение Э'ГОЙ деммы с помощью геометрического 

смысла ПРОИЗВОАНОЙ. РавеllСТПО нулю производной F' 
промежутка означаст, что касатсльная к графику функции i'lx) в 

каждой точке рассматриваемого промежутка параллсльна оси абс

цисс. Тогда функции на этом промежутке представляет собой 
отрезок прямой, параJIлельной оси 'Го есть функция F(x) на 
этом промежу'гке ПОСТОЯННaJi. 
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Доказательство второй части теоремы основано на сформулиро

ванной выше лемме. 

Пусть F1(x) и Р2 (х) - две первообразные для функции t'xJ на 
данном промежутке. Рассмотрим ра:шость 

P1 (х) - Fz(x) 

и вычислим ее производную 

(F1 - F2 = (F1 - (р2 (х))1 ЛХ) лх) О. 

Согласно лемме из последнего равенства вЬ!'гекает 

(х) - Fz(x) = С, 

ОТКУда получаем 

Р1 (х) =Р2(Х) + С. 
Теорема доказана.. 

Основное свойство перпообразной имеет следующую геометриче

скую интерпретацию: графики любых двух первообразных одной и 

той же функции получаются друг из друга параллельным переносом 

вдо.тIЬ оси Оу. 

В таблице 2 приведены первообразные некоторых элементарных 
функции. Эта. таблица составлена с помощью СООТj3етствующеи таб

лицы 1 производных основных элементарных ФУНКI~ий, см. пункт 41. 

Правила отыскании первообразных 

При нахождении первообра.зных, кроме таблицы первообра.зных, 

используются три следующих правила. 

Теорема. Если Р(х) естьпервообразнаядля f(x), а G(x) -первообразная 
для g(x), то Р(х) + G(x) есть первообразная для лх) +9 

Ина.че говоря: первообразнал суммы равна сумме первообразных. 

Теорема. Если F (х) есть первообразная для f (х ). а k постоянное число, 

то функция kF'(x) есть первообразная для kf(x). 

Иначе говоря: постоянный множитель можно выносить за знак 

первообразноИ. 

Теорема. Если есть первообразная для f(x), а k и Ь постоянные, 

причем k =F О. то iF(kx + Ь) есть первообразная для f(kx + Ь). 
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Таблица 2 

Первообразные элементарных 

лх) F(x) 

О С 

·1 х+С 

2 

Х х С-+
2 

....

хn 1+
хН , n i- -1 --+С

n+1 
------- .. 

1 - , х>О Jnx +С 
х 

1 1 
--+С-;? х 

1 
2уГх +Сvx 

еХ е'" + С 

sшх совх + С 

совх sin х +С 

1 
-ctgx +С 

siп х 

1 
Х+С 

х 
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Неопределенный Шlтеграл 

Определение. Если у имеет на некотором проме

жутке первообразную Р(х), то множество всех первообразных, т. е. 

множество всех функций вида Р(х) + С, называется 
1Jюnеграло,м. от функции f (.Т) И обозна'ia.ется 

1f(x) dx. 

Основные неопределенные интегралы при:ведены в таблице.). 

Теорема (свойства неопределенных: интегралов). Пусть на некотором 

интервале (а; Ь) функция f (х) имеет первообразную Р(х) и существует не

определенный интеграл J f( 3:) dx. Тогда на этом интервале верны равенства: 

1. (] f(x) dx)' = f(x); 2. 1dP(x) = Р(х) + С. 
Если а постоянное число, отличное от нуля, то 

J а·1 f(x)dx. 

Если существуют интегралы J!1 (.Т) dx и J f2 (х) dx; то 

3. (1. dx 

4. 1(Л(х) + f2(X)) dx 1fl(X) dx +1f2(X) dx. 

Если х = 'P(t), где 'P(t) - монотонная, непрерывно дифференцируемая 
функция новой переменной t, то 

5. 1f(x) dx 1f('P(.T)) . 'P'(t) dt; 

в частности, если t = ах + Ь, где а i О, то 

6. 1f (ax+lJ)dx ~.p(ax+b). 
Аналогично, если 1J. := 1(J(X), где 1t - новая переменная, а - моно

тонная, непрерывно дифференцируемая функция, то 

7. dx = 1f( 1.1.) dn.1 
Если и 'Р(Х) и v непрерывно дифференцируемые функции 

переменной х, то справедлива формула интегрирования по частям 

8. 1и d1J = 'и . v - 1v du. 
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Таблица 3 

Неопремленные интеграль! элементарных функций 

N Формула интегрирования 

1. J lclx::: х + С 

xn +1 

2. J xndx --+С n! 1 
n + 1 ' 

~--

:3. JdX ::: lIlX + х>о 
х : 

4. J 	dx 1 
--+С 
х 

~-

J ах5. 	 УГХ::: 2уГх+с 
f---~~ 

6. J 	 ах::: еХ + С 
-

7. J sinxdx -cosx + С 

8. 	 J cos х dx = sin х + С 


dx

9. ::: -ctgx + С 

хJ 

10. J 	 dx tgx+C
cos2 Х 
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44. 	 ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ. 

ФОРМУЛА НЬЮТОНА ЛЕЙБНИЦА 


.у I 	 Пусть на отреже [а,; Ь] задана неко
торая пепреРЫВНaJ! фУНКЦИЯ 

не меняющая на нем своего зна

ка. Фигуру, ограНИ"9енную графи

ком ;пои функции, отрезком [а; Ь] 
оси абсцисс и вертикальными пря

мыми 

о 
х =а и х Ь, 

Рис. 44.1. 
принято называть криволинейнои 

трапецией. Пример криволинейной трапеции показа.н на рис. 44.1. 

Д./IЯ простоты будем с'штать функцию /(х) неотрица:гелыlйй на 
отрезке [а; Ь). Площадь криволинейной трапеции ВЫ'iислим следующим 
обра:юм, см. рис. 44.2. 

а=хо Х1 О 'Х2 X,q ь=хn Х 

Рис. 44.2. 

Разобьем отрезок [а; Ь) на n отреэков одинаковой длины ТО"9ка.ми: 

ХА а < Х[ < ;/:2 < .. , < $",-1 < :г", = Ь, 

и длину каждого из отрезков разбиения обозначим 

Ь а 
.6.Х = -- =a:k - Xk-l, 

n 

гдеk=1, ... ,n 1,11.. 
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На каждом из отрезков как на основании построим 

l1РЯМОУГО.7IЬНИК высоты J(Xk 1) НJlVЩсlДЬ этого ПРЯМОУГО.7Iьника равна 

Sk = 1) . .6.х = Ь а 1) , 
n 

а сумма всех П.7IощадеЙ таких прямоугольников равна 

Ь а (~(a; Ь) -n-' f(xo) + )+ ... +!(Xn - 1))' 

в курсе математического анмиза доказано, что при неограничен

ном увеличении числа отрезков ра.1биения n сущестнует предел этой 
суммы 

s = lim Ь), 
n-too 

который и равен площади криволинейной трапеции, опирающейся на 

отрезок [а; Ь] и ограниченной графиком непрерывной функции 
Этот предел называется определенным интегрмом функции 

от а до Ь и обозначается 
ь 

лх) dx. 
а 

Числа а и Ь называются нижним и верхним пределами интегри

рования соответственно; знак I - знаком интеграла; функция f(x) 
называется подьщтегральной функцией; наконец, переменная х пе

ременной интегрирования. 

Если функция f(x) неfрицательна на отрезке [а; Ь], то площадь 

соответствующей криволиrейной трапеции выражается фОРМУ.7Iой 

ь 

S = I ЛХ) dx. 
а 

в курсе математического анализа доказана следующая теорема. 

Теорема. Если функция у непрерывна на отрезке [а; то спра

ведлива формула 
ь 

лх) dJ: = F(a), 

а 

где F(x) любая первообразная для f(x). 

Эту формулу называют формулой Ньютона - .IlСИПНИllа. 
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45. 	 СВОЙСТВА ВЕРТИКАЛЬНЫХ 

И СМЕЖНЫХ УГЛОВ 


Точка А, лежащая на прямой, разбивает ее на два множества, 

называемых nолуnр,я,МЫ,м,1J., множества точеI(, ./Iсжащих по одну 

сторону о'г ТОЧКИ А. Полупрямая: вместе с точкой А называется лучом,. 

Эта точка. наэывается началом луча и говорят, ЧТО луч ИСХОДИТ ИЗ 

ТОЧКИ А. Различныс лучи одной И той же нрямоii, имеющис общее 

начало, называются dОnОЛll1tmеJlЬNЫМ,U. 

Д,на дуча с общим началом делят плоскость, в которой они лежат, 

на две части. Каждая из этих частей (включая JIУЧИ) называется углом.. 

образующис угол, на.,ываются СmОрОНG,м,IJ, а точка, из которой 
они исходят, - вершшюй угда. 

Обычно рассматривают дишь один из образовавшихся углов. T01'
да одна из частей плоскости называется внутренней областью угла, 

а другая:--- внешней его областью. 

Если лучи совпадают, то один из обра,:;ювашихся углов называют 

нулевы,м., а другой - полным. Если CTOPO~Ы углаf!ВдЯЮТСЯ дополни
тельными лучами одной прямой, то угол на,эывается развернутым. 

Два угла на:зываются равным,и, если при наложении они 'совмеща

ются. 

Пусть луч ОС лежит между сторонами угла, АОЯ. Пары 

ОА, ОС и ОС, ОВ образуют два угла. Об Уl'ле АОВ говорят, что он 

является суммой двух углов АОС и СОВ, т, е. LAOB = LAOC+LCOB. 
исходящиii из вершины угла и делящий ero на два равных 

угла., наз hша,ется бuссе"трtIСОЙ, 

образованный двумя радиусами окружности, называется цсн

InРОЛЬНЫ,м, угло,м,. 

В качестве основной единицы измерения УГJЮБ бере'гся угол в ОДИН 
,. 	 v u ] 

градус, ,)ГОЛ в один градус это цен'гра.ТlЬНЫИ угол, равныи 360 части 

круга (или ]~o части развернутого угла). Таким образом, развернутый 
угол равен 1800, 

Угол, равный половине ра.:зверпу'l'ОГО, называют пр,я,м,Ы.М.. 

меньший прямого, на.,ывают осmры,ч, а угол, больший прямого, но 

меньший развернутого, наЭЫвают mуnы,м,. 

Два угла называются смеЖНЫ.АIU, если у них одна сторона общая, 

а две другие ЯВ.IIЯЮТСЯ дополнительными лучами. 
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Теорема. Сумма смежных .Углов равна 1800, 
I 

Доказательство. По Оllред'елению смежных углов, их сумма составляСТ 
угол, поэтому она равна 1800. 

Теорема доказана. 

Следствие. Углы, смеЖные с равными, равны. 

Определение. Два угла, НС имеющие общих точек, кроме вершины, 

называются вертUlI:аЛЬNЫ,мu, если с'горопы одного составляют продол

жение сторон другого. 

Теорема. Вертикальные углы равны. 

Доказательство. Каждый из вертикальных 

углов (например, углы AOD и ВОС) являет
ся смежным с ОДЩIМ и тем же углом (с DOB 
или с АОС), см. рис. 45.1. Такие углы, по 
следствию из предыдущей теоремы, равпы 

между собой. Рис. 45.1. 

46. 	 ТРЕУГОЛЬНИК. СВОЙСТВА 

РАВНОБЕДРЕННОГО ТРЕУГОЛЬНИКА 


Фигура, обраэованнан замкну'I'ОЙ ломаной без самопересечений, 

вместе с чаС'гью~~плоскости, ограниченной этой ломаной, называется 

,многоугольнuко,м. Стороны ломаной называются сторонами много

УГOJIьника; углы, составленные каждыми двумя соседними сторона

ми, 	- углами многоугольника; а их вершины вершинами его. 

Многоугольник, имеющий три стороны, наэывается треугольником. 

Треугольники различают по длинам их сторон и по величинам 

их углов. Относительно длин C'l'OPOH они бывают: разносторонние, 
если все С'l'ороны различной Длины, и равнобедренные, если две сто

роны одинаковы; если 'l'ри с'гороны равны между собой, треугольник 

наэывают равностОРОНltи,м. 

Относительно величин углов треугольники делят на: остроуго.ль

1/ые, 	если все углы острые; nр.я.«оуголыlе,, если в числе углов есть 

прямой; и тупоугольные, если в числе углов есть тупой. 

из сторон треугольника иногда наэывают основанием, 'l'orAa 
вершину противоположного угла называют противолежащей верши

ной. Отрезок перпен,цИКУЛ1lра, опущенного из вершины на основание 

или на его продолжение, называе'!'С1l высотой треугольника. Из вер

шины каждого угла треугольника можно ОНУСТИ'lЪ перпсндикуляр на 
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противоположную сторону или ее продолжение; следовательно, каж

треУГОJ/ЬНИl< имеет ':I'ри высоты. 

Л;[едuаной треугольника на.:зыпается отрезок, соединяющий верши

ну угла треугольника с серединой противоположной стороны. Вершину 

каждого угла. треугольника можно соединить отрезком прямой с сере
протипоположной стороны, следовательно, <:iЖj~blИ треугольник 

имеет три медианы. 

Вuссе1l.m.рuсоЙ треУГОЛЬНИIШ наэыва,ется отрезок прямой, делящий 
угол треУГОЛЬНИI<а пополам и соединяющий вершину ;этого угла с 

протипоположнои стороной. Ясно, что каждый треугольник имеет 

три биссектрисы. 

Теорема. В равнобедренном треугольнике: 

1) биссектриса является одновременно и мtЩианой, и высотой; 

2) углы при основании равны. 

Доказательство. Пусть в равнобедрен

ном треугольнике АВС длины сто

рон АВ и ве равны и отрезок BD 
является его биссектрисой, т. е. делит 

пополам угол В при его вершине 

рис. 46.1). Требуется доказать, что бис
сектриса BD является также медианой 

А D с и высотой треугольника. 

Рис. 46.1. Вообразим, '1'1'0 угод ABD попернут 
вокруг стороны BD так, чтобы он совместился с угдом СBD. Другими 
словами, вследствие равенства углов 1 и 2, луч ВА совместится со лучом 
ВС, а, вследствие равенства сторон АВ и ВС, точка А совпадет с 

точкой С. Поэтому отрезок DA совместится с отрезком DC, угол 4 
совместится с углом 3 и угол 5 -- с углом 6; следов~'Гельно, 

DA = DC, L4 = L3 и L5 = L6. 

Из того, что DA DC, следует, что BD есть медиана; из того, что 
уг.1!Ы 3 и 4 равны и образуют развернутый, вытекает, что ;эти УГ.1!ы 
прямые, и, С.1!едовательно, BD есть высота треугольника. Наконец, 
как получено выше, углы 5 и б при основании треугольника равны. 
Теорема доказана.. 

Замечание. Из :этой теоремы следует, что в равнобедренном трс

УГО.1!ьнике один и тот же отрезок обладает четырьмн свойствами: 

он ЯВ.1!яется одновременно и биссектрисой, и медианой, и высотой, и 

серединным перпенДику.1!ЯРОМ к основанию. 
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47. ПРИЗНАКИ РАВЕНСТВА ТРЕУГОЛЬНИКОВ 

Определение. Два треугольника называются. pa8NblM:ll, если они при 

наложении могут быть совмещены. 

В треугольниках, которые МOl'ут быть совмещены, конечно, долж

ны быть равны все их элементы, в частности, с'гороны, углы, высоты, 

медианы и биссектрисы. Однако, 'iтобы установить раиенство двух 

треугольников, нет необходимости убеждаться в равенстве всех их 

элементов, ДОС'I'а'l'ОЧНО нровери'ГЬ равенство лишь некоторых из них. 

Теорема 1 (призцак равенства треугольников по двум сторонам и 
углу между ними, или первый признак). Если две стороны одного тре

угольника и угол, заключенный между ними, соответственно равны двум 

сторонам другого треугольника и углу, заключенному между ними, то та

кие треугольники равны. 

А 

с С\ 
Рис. 47.1. 

Доказательство. Рассмотрим два треугольника АВС и А 1 В1 С\, у ко
торых равны две стороны и углы, заключенные между ними, 

=A1C1 , АВ = A1B1, [А = 
'Гребуе'l'СЯ доказаГ'ь, что э'l'и треугольники равны. 

Совмес'l'ИМ треугольниj< АВС с треугольником В1 так, qтобы 

точка А совпала с А 1 И CiIopOHa АС пошла по (см. рис. 47.1). 
I С' совместитсявслеДС'l'вие равенст!3а этих двух сторон, 'гочка 

с точкой C1 . Далее, вследdтвис равенства углов А и , сторона АВ 
нойдет по стороне В!. Тогда, вследствие равевства этих сторон, 
точка В совпадет с точкой B 1 . 

Из того, что точка С совместилась с 

заключаем, что сторона СВ совмеСТИJlась со стороной C1B j , тю, как 

AJ3e точки можно соединить только одной прямой. Совпадение всех 
сторон 'l'реУГОJlьника означает, 'тто треУГОJlЬНИКИ совпадают. 

Теорема доказана. 
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Теорема 2 (признак равенства треугольников по стороне и прилеж:а
щим к ней углам, или второй признак). Если два угла и прилежащая к 
ним сторона одного треугольника соответственно равны ~BYМ углам и приле

жащей к ним стороне другого треугольника, то такие тРеугольники равны. 

Доказательство. Рассмотрим два треугольника АВС и 8 1C1,YKO

'Торых равны два yr.lIa 

I..C I..C1 И I..B = 1..81, 

и стороны, прилежащие к этим углам, 

СВ С1 В1 • 

Требуется доказать, что эти треугольники равны. 

Совместим 'Треугольник А ВС с треугольником А 1 В1 С\ так, 'iтобы 
TO'lKa С совпала с точкой С) и сторона СВ пошла по стороне C1 

см. рис. 47.2. 
Тогда, вследствие равенства сторон СВ и C1 B 1 , CТO'lKa В обяза

тельно совпа,п:ет с ТО'lКОЙ BJ . 

Далее, вследствие равенства углов В и В), сторона ВА пойде'г 

по стороне В 1 А 1 , а, вследствие равенства углов С и С\, сторона СА 
по стороне 

в ~1 
с С1 

Рис. 47.2. 

Заметим, что прямые СА и ЕА пересекаются в TO'lKe А, а пря

мые G1A1 и B1A 1 пересекаются в 'гочке A1 . Но эти прямые попарно 

совпадают, следовательно, так как две различные прямые могут пе

ресека'Ться только в одной точке, то вершина А должна совпасть 

с вершиной 

Совпадение всех трех сторон и всех трех вершин треугольников 

означает, 'lTO треугольники совмеСТI1ЛИСЬ. Это и означает, что они 

ра13НЫ. 

Теорема доказана. 
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Теорема 3 (признак равенства треугольников по трем сторонам, или 

третий признак). Если три стороны одного треугольника равны трем сто

ронам другого треугольника, то такие треугольники равны. 

А с 

Рис. 47.3. 

Дока.1ательство. Пусть у треугольников АВС и А 1В1 С1 равны три 
соответственные стороны 

АВ В1 , ВС = В1 С] И СА = С1А 1 . 

Требуется AOKa;:JaTb, что эти треугольники равны. 
Приложим треугольник АВС к треугольнику A]B1 С1 так, чтобы 

у' них совместились равные стороны АС и А] С] и их вершины В и В1 
леЖaJIИ бы по раз):lые C'I'OPOHbl от основания A 1С1 , см. рис. 47.3. 

Соединим точки В и прямой линией, тогда получим два тре

угольника ВА1 и ВС1 В 1 С общим основанием ВВ]. Треугольник 

ВА1 В1 является равнобедеренным, так как его С'гороны В И А1 В] 
равны по предположению теоремы; аНaJlОГИЧНО, треугольник BC]B1 

JШЛЯe'I'СЯ равунобедренным, так как равны его стороны ВС] и В1 С]. 
Но В равнобедренном треУГОЛhНИКС углы при основании равны, см. 

вопрос 46, поэтому 

Ll = [2 и [3 [4, 

а потому [А1 ВС1 = LA 1 B 1 С1 • Но В таком случае данные треУГОJlЬНИКИ 

должны быть равны по первому признаку (так как две с'гороны одного 

треугольника и угол, заключенный между ними, соответственно равны 

двум сторонам другого треугольника и углу, заключенному между 

ними). 

Теорема доказана. 

Замечание. В равных треУГОJlьниках против равных стороп лежат 

равные углы, и обратно, против равных углов лежат равные стороны. 
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48. 	 ВНЕШНИЙ УГОЛ ТРЕУГОЛЬНИКА 
И ЕГО СВОЙСТВО 

Определение. Угол, смежный с каким-нибудь углом треугольника 

многоугольника), называетен внеWIШ.м, угдо.м, этого треугольника 

Е 

р D 
А с 

Рис. 48.1, 

Внешними углами 'греугольнит<а АВС нвляются, например, углы 

BAF, АВЕ, BCD, показанные на рис. 48.1, 
При каждом угле треугольника можно построить по два внешних 

угла, ПРОДОJlЖИВ одну или другую сторону угла. Эти два угла равны, 

потому что это будут вертикальные углы. 

Теорема. Внешний угол треугольника больше каждого внутреннего его уг

ла, не смежного с ним. 

в 	 р 

D 

А 

н 
Рис. 48,2. 

ДOK3.'}aTeJIЬCTBo. Например, докажем, ч'l'о внешний угол BCD тре
угольника АВС больше каждого из Dнутренних углов А и не 

смежных с этим внешним, см, рис, 48,2, 
середину Е стороны ве проведем медиану АЕ и на ее 

продолжении отложим отрезок EF = АЕ, Точка F, очеВИI1НО, будет 
лежать внутри угла BCD. Соединим точки F и С прямой, 
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Треугольники АВЕ и ЕРС равны (по первому признаку), так как 

при ТО'1ке Е они имеют по равному углу, заключенному между двумя 

соответственно равными сторонами. 

Из равенства треугольников заключаем, что углы АВЕ и ЕСР, 
лежащие против равных сторон АЕ и ЕР, равны. Но угол ЕСР соста

вляет часть внешнего угла BCD и потому меньше его; следоватеJIЬНО, 
и угол В меньше BCD. 

Продолжив сторону ВС за точку С, ПОЛУ'IИМ внешний Yl'OJI АСН) 
равный углу BCD, поскольку эти углы ЯВJlяются вертикальными. Если 
из вершины В провести к стороне АС медиану и затем продолжить ее 

на такую же длину за сторону АС, то совершенно так же доказывается, 

что угол А меньше yrJla АСН. Но :'>1'0 в силу упомянутого lJЫШС 

равенства углов АСН и ВСD озна'iае'l', что внутренний угол Л меньше 
внешнего угла BCD. 
Теорема доказана. 

Следствие. Если /3 треугольнике один угол прямой или тупой, то два дру
гих угла острые. 

в в 

А с J) А с D 

Рис. 48.3. 

ДеЙСТВИТeJIЬНО, дОПУСТf1М, что в треугольнике АВС какой-нибудь 

угол С (см. рис. 48.3) БУАет прямым или тупым, тогда смежный с 
ним внешний угол ВСD должен быть прямым или острым, поскольку 
сумма смежных углов равна 1800, см. вопрос 45. Следовательно, YI'JJbl 
А И В, которые, по доказанному, меньше этого внешнего угла, должны 

быть оба острыми. 

Замечание. Доказанную выше теорему можно усилить. Имеет место 

следующее утверждение. 

Теорема. Всякий внешний угол треугольника равен сумме двух внутрен

них углов, не смежных с ним. 

Это утверждение будет получено ниже, см. вопрос 53, как следствие 
теоремы о сумме внутренних углов треугольника. 
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49. 	 ПРИЗНАКИ РАВЕНСТВА 


ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ТРЕУГОЛЬНИКОВ 


Теорема. Прямоугольные треугольники равны: 


1) если катеты одного треугольника соответственно равны катетам другого 


треугольника; 

2) если катет и прилежащий к нему острый угол одного треугольника со
ответственно равны катету и прилежащему к нему ОСтРОМУ углу другого 

треугольника. 

Доказательство. Эти два признака не требуют особого доказатель

ства. Заметим, что в прямоугольных треугольниках углы, содержа

щиеся между катетами, всегда равны, поскольку это прямые углы. 

СледоваТЕ'.IJЬНО, признак 1 это частный случай первого признака. 
равенства треугольников - по двум сторонам и углу между ними, а 

приэнак 2 - это частный случай приэнака равенства треугольников 

по двум углам и стороне между ними. 

доказана.. 

Докажем еще два приэнака, которые относятся только к прямо

yrO.lJbHbIM треугольникам. 

Теорема. Прямоугольные треугольники равны: 
I 

1) если гипотенуза и острый угол одного треугdльника соответственноравны 

гипотенузе и острому углу другого; 

2) если гипотенуза и катет одного треУГОЛЬНI-jка соответственно равны ги
потенузе и катету другого. 

Доказательство. 1) Рассмотрим треугольники АВС и A j B1C) 
рис. 49.1) - два ПРЯМОУГОЛЬНЫХ треугольника., у I<OTOPbIX равны 

гипотенузы АВ = А 1 В1 И острые углы LA = 

в 

А с С2 С! Сз 
Рис. 49.1. 
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Требуется доказать, 9:'1'0 эти треугольники равны. 
Совместим треугольники АВС и А 1 C 1 так, 9:тобы у них совпали 

равные гипотенузы. Тогда, в силу равенства углов А и А 1 , катет 

АС пойдет по сторопе С\. При этом ТО9:ка С должна совпасть 

с ТО9:КОЙ С1 . 

Предположим противное. Пусть она не совпадет с ТО9:КОЙ (.,'1, тогда 

катет ВС займет одно из двух положений: ИЛИ B1 С2 , или B1 Сз . Но 

оба ЭТИ СЛУ9:ая неВО:JМОЖНЫ, ПОСКОЛЬКУ из одной ТО9:КИ нельзя на 

прямую A 1 С1 оп1стить два перпендикуляра, В1 С1 и B 1е2 в первом 
сду9:ае, или В1 е1 J1 B1 C;~ во втором. Этот факт является следствием 

I 
аксиомы паралле4ьных. 

Полученное противоре9:ие доказывает, что ТО9:ка е совпадает 

с точкой С1 , асле40вателыю, треугольники АВС и А1 В] совпадают, 
поэтому они равны. 

2) И:Jвестпо, 9:ТО в прямоугольных треугольниках АВС и B 1 

равны гипотенузы АВ = A1B1 И катеты ВС = В1 C 1 , СМ. рис. 49.2. 
Требуется доказать, что треугольники равны. 

в B 1 

А с А2 
Рис. 49.2. 

Совместим 'греугольник АВС с 'греугольником B1 C1 таи, 9:тобы 

у них совместились равные катеты ве и B1 C j . Тогда, в силу равенства 

прямых углов С И C j , луч еА совпадет с лучом С\ A j • При этом 

гипотенуза АВ должна совместиться с гипотенузой А 1 
ПреДПОJIОЖИМ противное. Пусть гипотеНУ:Jа АВ не совпадает с ги

потенузой A 1B 11 а занимает одно из дпух положений: ИJIИ A2B11 ИЛИ 

АзВ1 • ТогдаимеJIИСЬ бы две равные наклонные (A1B1 и А2В1 или А 1 
И АзВ1 ), которые неодинаково удалены от основания перпеНДИКУJIяра, 

9:ТО невозможно. 

Это противоре9:ие доказывает, 9:ТО гипотенузы АВ и А1 В1 совпа
дают. Это, в свою очередь, означает, 9:'1'0 'l'реУГОJIЬНИКИ АВС и А1 В1 
совпадают, поэтому опи равны. 

Теорема доказана. 
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50. 	 СВОЙСТВО СЕРЕДИННОГО 

ПЕРПЕНДИКУЛЯРА К ОТРЕЗКУ 


Определение. Середшшы,м, nерnендu'Х:ул.яро,м, к отрезку называется 

прямая, проходящая через середину отрезка и перпендикулярная к не

му. 

Теорема. Каждая точка серединного перлендикуляра к отрезку равноуда
лена от концов этого отрезка. 

м ДОКa.Jательство. Пуст/:> прямая МN- се

J( 	 рединный перпендикуляр к отрезку АВ, 

т. е. МN 1- АВ и АО = ОВ. Требуется 
доказать, что АК =КВ (см. рис. 50.1). 

У ПРЯМОУГОJlЬНЫХ треугольников АКО 
и ВКО катет КО общий, а катеты АО и 
ОН равны, по::пому эти треугольники рав

А о в 
ны. Следовательно, равны их гипотенузы, 

N Т.е. АК = КВ. 
Рис. 50.1. Теорема доказана. 

Справедлива та.кже обратная теорема. 

Теорема. Каждая точка, равноудаленная от концов отрезка, лежит на его 

серединном перпендикуляре. 

ДОКa.Jательство. Пусть точка ]( равноудалена от концов А и В отрез


ка. Проведем через 'l'очку ]( прямую М N j перпендцкулярную прямой 


АВ. Тогда получим два прямоугольных треугольника КАО и ](ВО, 


которые, имея общий катет КО и равные гипотенузы, равны. 


вательно, вторые их катеты тоже равны, т. е. АО = ОН. Это означает, 


что прямая МN, проведенная через точку К перпендикулнрно к АВ, 


делит отрезок АВ пополам, т. е. является серединным перпендику.IIЯ


ром O'l'резка АВ. 


Теорема доказана. 


Замечание. Гео ..«еmР1Jчес'lЩ,м, .MeCmOJlt rnоче'Х:, обладающих некоторым 
свойством, называется такая СОВОКУПНОСТЬ точек, которЗJJ содержит в 

себе все точки, обладающие этим свойством, и не содержит ни 

точки, не обладающей им. 

Из дока:занных выше теорем следует, что геометрическое мес

то точек, равноудаленных от двух данных точек, есть серединный 
перпендикуляр, провсденный J( отрезку, соединяющему эти точки. 
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51. СВОЙСТВО БИССЕКТРИСЫ УГЛА 

Определение. Бuссек:тр'UСОЙ угла называется луч, исходящий из вер

шины угла и делящий его на два раВIIЫХ угла. 

Теорема. Каждая точка биссектрисы угла равноудалена от его сторон. 

Доказательство. Пусть луч ОМ 

биссектриса угла АОВ, т. е. делит этот 

угол пополам. Опустим из произволь

ной точки К, лежащей на луче 01\1, 
перпендикуляры на стороны угла АОВ 

(см. рис. 51.1). Требуется доказать, 
что точка К равноудалена от сторон 

угла АОВ, Т.С. КС = KD. 
ДЛЯ этого рассмотрим прямоуголь А в 

ные треугольники ОСК и ОЛК. Эти м 

треугольники равны, т. к. они имеют 

общую l'ипотепуз;у ОК и равные углы 
Рис. 51.1. 

при вершине О. dледовате[IЬНО, R этих треугольниках равны и проти


волежащие катетыl КС и кп. 


Теорема доказан~. 


Справедлива и обратная теорема. 

Теорема. Каждая точка, лежащая внутри угла и равноудаленная от сторон 

угла, лежит на его биссектрисе. 

ДоказатеЛЬСТDО. Через точки О и f{ проведем луч ОМ (см. рис. 51.1). 
Опустим из точки f{ перпен,п;икуляры КС и f{ D на стороны угла 

АОВ, причем КС Кп, поскольку точка f{ равноудалена от сторон 

этого угла. 

Докажем, что луч 01\1 - биссектриса угла ЛОЛ. 

Прямоугольные треугольники ОСК и ODI< равны, т. к. имеют 

общую гипотенузу и равные катеты СК и DK, поэтому равны углы 
при вершине О. Этооэначает, что луч ОМ, прове,п;епный: через точку К, 
является биссектрисой угла ЛОВ. 

Теорема ,п;ока.зана. 

Замечание. ГеомеТРИ'lеское место точек, одинаково у,п;э,денных от 

сторон угла, есть биссектриса этого угла. 
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52. 	 ТЕОРЕМЫ ОПАРАЛЛЕЛЬНЫХ 


ПРЯМЫХ НА ПЛОСКОСТИ 


Определение. Две прямые называются nара,lIлельными, если ОНИ лежат 

в одной плоскости и не имеют общих тоЧеК или совпадают. 

обозначения параллельности прямых используется символ 11. 

Возможность существования несовпадающих пара.тrлельных прямых 

обнаруживается следующей теоремой. 

Теорема. Два перпендикуляра к одной и той же прямой не могут пересе

каться. 

Доказательство. ДеИСТВИ'гельно, если бы эти перпf')НДИКУЛЯРЫ пере

секлись в какой-нибудь точке, то из этой точки на' прямую были бы 
опущены два перпендикуляра, "1'1'0 невозможно. Таким образом, два 

перпендику.гнrра. к одной прямой параллельны между собой. 

Теорема дока;зана. 

Аксиома параллельных прямых. 

Через точку, не лежащую на данной прямой, можно провести прямую, па

раллельную данной, и притом только одну. 

Следствие 1. Если две прямые СЕ и АВ параллельны (см. рис. 52.1) 
и какая-нибудь третья прямая СD пересекается с одной ИЗ этих двух 
параллельных, то она пересекается и с другой. 

В противном случае через одну и ту же точку С проходили бы две 

различные прямые СЕ и СD, параллельные АВ, что невозможно. 

а ~ ь А~c Е 

с 

А в 


Рис. 52.1. Рис. 52.2. 


Следствие 2. Если какая-нибудь из двух прямых а и Ь (см. рис. 52.2) 
паралле.lIьна одной и той же третьей прямой С, ТО они параллельны 

между собой. 

Деиствительно, если предположить, что прямые а и Ь пересекаю'гся 

в некоторои точке 11;[, то тогда через эту точку проходили бы две 
различные прямые, пара.лле.'Iьные С, что невозможно. 
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Рис. 52.3. Рис. 52.4. 

Пусть две прямые АВ и CD (см. рис. 52.3) пересечены третьей прямой 
МN. Тогда получаются восемь углов, которые обозначены на рис. 52.3 
цифрами и которые попарно носят следующие названия: 

нах:рест лежащие углы: 

[3 и [5, [1 и [6 (внутренние); п и п, L2 и [8 

од1l0стОРО1lние углы: 

[4 и [5, [3 и [6 (внутренние); п и [8, [2 и [7 (внешние); 

соответственные углы: 

п и [5, [4 и [8, [2 и [6, [3 и п. 

Признаки параллельности двух ПР.llмых 

Теорема. Если при пересечении двух прямых а и Ь третьей прямой с ока

жется, что: 

1) какие-нибудь соответственные углы равны, или 

2) какие-нибудь накрест лежащие углы равны, или 

3) сумма каких-нибудь двух внутренних или каких-нибудь двух внешних 
односторонних углов равна 1800, 

то эти прямые параллельны. 

Доказательство. 1) Пусть, например, дано, что образовавшиеся при 
Jlересечении прямых соответственные углыI 2 и 6 раины (см. рис. 52.4). 

Требуется доказать, что в таком случае прямые а и Ь параллельны. 

Предположим противное, т. е. что прямые а и Ь не параллсльпы. 

эти прямые пересскаются или в какой-нибудь точке К, лежащей 
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направо от с, или в какой-нибудь точке К', JIежащей надеlЮ от с. 

Если пересечение будет в К, то образуется треугольник, в котором 

угол 2 будет внешним, а угол 6 внутренним, не смежным с внешним 

углом 2. Следовательно, угол 2 должен быть больше угла 6 (см. 
вопрос 48), что противоречит условию. Следопательно, прямые а И Ь 
не могут пересекаться н какой-нибудь точке К, лежащей направо от 

прямой с. . ",
Если мы теперь предположим, что пересечение будет в точке J\ , 

то тогда образуется треугольник, у которого угол 4, равный углу 2, 
будст внутренним, а угол 6 внешним, не смежным с внутренним 

углом 4. Тогда угол 6 должен быть больше угла 4 и, следовательно, 
больше угла 2, что противоречит условию. Следовательно, прямые а 
и Ь не могут нересечься и в точке, лсжащей налево от прямой с. 

Сдедовательно, эти прямые нигде не перссеl<аются, т. е. они па.раJl
лельны. 

Подобным же доказывается, что прямые а и Ь llара.IIж:дыf,' 

если выподнено одно из равенств 

L1 или L4 == L8, ИЛИ L3 L7. 

2) Случай равенства наr<рестлежащих углов сводится к предыду
щему признаку. 

Действитсльно, пусть имеет место равенство L3 L5. Поскольку 
углы 3 и 1 вертикальные, то они равны, а сдедоватедьно, равны и 
углы 1 и 5. Это означает, что по первому признаку прямые а и Ь 
парадлельны. 

3) Пусть дано, что L4 + L5 == 1800. Тогда можНо заключить, что 
L4 == L6, так как угол 6 в сумме с углом 5 тоже составляет 1800. Но 
ссди накрест лежащие углы 1 и 6 равны, то прямые а и Ь параллельны 
по второму признаку. 

Теорема доказана. 

Справедлива и обратная теорема. 

Теорема. Если две параллельные прямые а и Ь пересечены какой-нибудь 

третьей прямой с, то: 

1) соответственные углы равны; 


2) накрест лежащие углы равны; 


3) сумма внутренних односторонних углов равна] 800; 


4) сумма внешних односторонних углов равна 1800. 
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Доказательство. Для примера дока


жем, что если прямые а и Ь парал а' 


лельны, то соответственные углы 1 и 


2 равны, см. рис. 52.5. 
 а 

Предположим противное, т. е. что 

эти углы не равны. Например, для 
ь 

определенности будем считать, что 

угол 1 больше угла 2. Построив угол 
3 равный углу 2, llOЛУ'ТИМ прямую а' 

Рис. 52.5. 
не совпадающую с а. Следовательно, 

имеются две различные прямые, проходящие через 'точку О и па

раллельные одной и той же прямой Ь. Это прямая а, параллельная 

прямой Ь ПО условию 'георемы, и прямая al
, параjjлельная прямой Ь 

вследствие равенства соответственных углов 3 и 2. Но существование 
двух различных параллеJlЬ~ЫХ прямых, проходящих через одну точку, 
противоречи'Г аксиоме парМлельных прямых. Поэтому предположение 

I 
о том, что углы 1 и 2 не равны, ошибочно. Следовательно, Уl'ЛЫ 1 И 2 
равны. 

Так же можно доказать остальные утверждения теоремы. 

Теорема доказана:. 

При;,\наки непараллf'JIЪНОСТИ прямых 

Из двух доказанных выше теорем, прямой и обратной, следует, что 

противоположные теоремы таКже верны. 

Теорема 1. Если при пересечении двух прямых третьей окажется, что 

1) какие-нибудь соответственные углы не равны, или 

2) какие-нибудь накрест лежащие углы не равны, или 

3) сумма каких-нибудь двух внутренних или каких-нибудь двух внешних 
односторонних углов не равна 1800, 

то эти две прямые не параллельны. 

Теорема 2. Если две прямые не параллельны, то при пересечении их ка

кой-нибудь третьеЙ прямой окажется, что 

1) cOOTBeTcTBeHHbIJ углы не равны; 
2) накрест лежащие углы не равны; 


3) сумма любых двух внутренних односторонних углов не равна 180°; 


4) сумма любых двух внешних односторонних углов не равна 1800. 
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53. 	 ТЕОРЕМА О СУММЕ ВНУТРЕННИХ 


УГЛОВ ТРЕУГОЛЬНИКА 


Теорема. Сумма углов треугольника равна] 800. 

Доказательство. Пусть дан произволь

ный 	треугольник АВС. Требуется до

казать, что сумма его углов А. В и С 
равна 1800. 

Продолжим сторону АС треуголь

ника за точку получим угол BCD, 
называемый внешним углом TpeyrOJIb

D ника. Кроме того, проведем луч СЕ 
А с параллельно АВ, см. рис. 53.1. Тогда 

Рис. 53.1. окажется, 'ITO LA :::: LECD, поскольку 
это соотнетстнснные углы при паралЛeJIЬНЫХ прямых, и LB:::: LBCE, 
поскольку это накрест лсжащие углы при параллсЛI'1НЫХ прямых. 

OCTaeTCJ{ заметить, что углы С, ВСЕ и ECD составляют вместе 
развернутый угол. Следовательно, 

LA + LB + LC LECD + LBCE + LC == 180°. 

Теорема доказана. 

Следствие 1. Всякий внешний угол треугольника равен сумме двух внут

ренних углов, не смежных с ним. 

По теореме угол треугольника и два других его угла в сумме 

дают 1800. Но угол треугольника и смежный с ним внешний угол 

тоже составляют в сумме 1800. Отсюда следует, что внешний угол 
треугольника равен сумме двух внутренних углов, не смежных ним. 

Следствие 2. Если два угла одного треугольника соответственно равны 

двум углам другого, то и третьи углы равны. 

Если угол А одного треугольника равен углу 
равен углу 81, то LC :::: 1800 - (LA + LB) :::: 1800 
Следствие 3. В прямоугольном треугольнике сумма ДВУХ ОСТРЫХ углов рав

на одному прямому, т. е. 90°. 
Если LA + LB + 900 == 1800, то LA + LB = 1800 ~ 900 = 900. 

Следствие 4. В равнобедренном прямоугольном треугольнике острые углы 

равны между собой и равны 45 о . 
Если LC 90°, а LA LB, то LA LEЗ, == 450, 

Следствие 5. В равностороннем треугольнике все углы равны 600. 
В равностороннем треугольнике все углы равны между собой и их 

сумма равна 1800, поэтому каждый из них равен 600. 



141 54. Теорема о сумме углов выпуклого многоугольника 

54. 	 ТЕОРЕМА О СУММЕ ВНУТРЕННИХ УГЛОВ 


ВЫПУКЛОГО МНОГОУГОЛЬНИКА 


Определение. Многоугольник называется выпуклым, если отрезок, 

соединяющий любые две ТОЧКИ этого многоугольника, принадлежит 

этому многоугольнику. 

Теорема. Сумма внутренних углов выпуклого многоугольника, имеющего 
n сторон, равна (n - 2) . 1800. 

Доказательство. Взяв внутри выпукло

го МНОГОУГОЛЬНИJ):а, имеющего n сторон, 
произвольную точку О (см. рис. 54.1), 
соединим ее со I;Iсеми вершинами. Тог

да выпуклый МНQГОУГОЛЬНИК разобьется 
на n треугольников. Сумма углов каж
ДОГО треугольника равна 180О , следова~ 

тельно, сумма углов всех треугольников 

равна 1800 . n. В эту сумму входит сумма 


всех внутренних углов многоугольника и Рис. 54.1. 

сумма всех углов, которые расположены 

вокруг точки О, равная 3600. Следовательно, сумма внутренних углов 
многоугольника равна 18()О . n - 3600 ::= 18()0 . (n - 2). 
Теорема докаэана. 

Теорема. &ЛИ из вершины каждого угла выпуклого многоугольника ПJXГ 

вести продолжение одной из сторон этого угла, то сумма всех образовав-

шихся при этом внешних углов многоугольника будет равна 36()О. 

Доказательство. Заметим, что каждый 

из внешних углов (см. рис. 54.2) состанля
ет дополнение до 1800 к смежному с ним 
HHY'l'peHHeMY углу многоугольника. Сде
доватедьно, если к сумме всех ВНУ'l'рен

них углов прибавим сумму всех внешних 

углов, '1'0 получим 1800. n, где n число 

сторон. Но сумма внутренних углов рав

на 18()O . (n 2). Следовательно, сумма 
внешних углов равна разности 	 Рис. 54.2. 

1800. n - 1800 . (n 2) = 18()О ·2 = 3600. 
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55. СВОЙСТВА И ПРИЗНАКИ ПАРАЛЛЕЛОГРАММА 

Определение. ПараЛJlеJlQграм,.м,о.м, называе+ся четыреХУГOJ1ЬНИК, у KO~ 

торого противоположные стороны попарно пара.rшельны. 

Теорема (свойство сторон и углов параллелограмма). во всяком парал
лелограмме: 

1) противоположные стороны равны; 


2) противоположные углы равны; 


3) сумма углов, прилежащих к одной стороне, равна 1800. 


Доказательство. Проведем в пара.ллелогра.мме АВСП (см. рис. 55.1) 
диагональ BD, получим треугольники ABD и BCD. Они равны по 
второму признаку: у них BD общая сторона, Ц = {4 и {2 L:J, 
как накрест лежащие при па.ра.ллельных прямых. Из равенства :Э'I'их 

треугольников следует, '1'1'0 АВ = CD, AD = ВС и {А {С. 

Противоположные углы В и D равны, 
в с 'Г. к. они представляют собой суммы 

равных УГ.[Ов: 

{В = L1 + {2 == {4 + LЗ = LD. 

УГ.IJы, прилежащие к одной стороне, на

пример, А и D, даlрт в сумме 1800, 
ПОСI(О.IJЬКУ ЭТО углы внутренние одно

А D 
сторонние при пара.ллельных прямых. 

Рис. 55.1. Теорема доказана. 

Следствие. Если две прямые параллельны, то все точки каждой из них 

одинаково удалены от другой прямой; или параллельные прямые везде оди

наково удалены одна от другой. 

А М Выберем на прямой АВ две произволь
_-.________N...-_B· ные ТОЧКИ М и N, см. рис. 55.2. Из этих 

точек опустим перпендикуляры МРи 
NQ на прямую CD. Тогда эти перпен
дикуляры 1\1 Р и NQ пара.rIЛeJ!ЬНЫ меж

I _ I_ ду собой, см. вопрос 52. Таким образом, 
с р Q D оказалось, '[то у фигуры МNQP сторо

ны МN и PQ пара.ллельны по условию,
Рис. 55.2. 

а. стороны МР и NQ пара.ллельны по 
построению. Это означает, что 'fетырехугольник },t!NQP - пара.лле

лограмм. Отсюда следует, что МР ::: NQ; другими словами, точки 1\1 
и N одинаково уда.ilены от прямой CD. 
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Теорема (признаки параллелограмма). Если в выпуклом четырехуголь

нике или 

1) противоположные стороны равны меЖАУ собой, или 


2) Аве противоположные стороны равны и параллельны, 


то такой четырехугольник есть параллелограмм. 


Доказательство. 1) Пусть фигура ABCD, см. рис. 55.1, есть четырех


угольник, у KOTOr-/ОГО стороны АВ и CD и стороны ВС и AD равны. 


Требуется доказать, что эта фигура ~ параллелограмм, т. е. что 


стороны АВ и CD и стороны ВС и ЛD попарно параллеЛЬНbl. 


Проведем диагональ BD и получим два треугольника. Они равны 
пЬ третьему приэнаку равенства треугольников, так как у них сторона 

BD- общая, а стороны ЛВ и CD и стороны ВС и AD равны по 
УСЛОilИЮ. Из равенства эт~х треугольников следует, что L 1 [4 и 
[2 [3, посколь~у в paBkbIx треУl'ольниках ПрОТИil равных сторон 

I 
лежат равные углы. В BOIrpoce 52 быдо доказано, что есди накрест 

I ' 
лежащие углы pal'\Hbl, то прямые параллельны. Следовательно, сторона 
АВ параллельна qTopolle CD, а сторона ве парадледьна стороне AD. 

2) Пусть в че~ырехугQлыIкеe ABCD (см. рис. 55.1) сторона ВС 
пармледьна стороне AD и длины сторон ВС и AD равны. 

Надо доказать, что стороны АВ и СD параЛДeJIЬНbl. 
Треугольники ABD и BCD равны по перilОМУ признаку, так как 

у них сторона BD - общая, стороны ВС и AD равны по условию, и 
углы 2 и 3 равны как накрест лежащие при паРaJIЛМЬНЫХ ПРЯМЫХ. 

Из равенства треугольников следует, что УГЛbl 1 и 4 равны, поэтому 
стороны АВ и CD паралдеЛЫIЫ, см. вопрос 52. 
Теорема ДОК&1ана. 

Теорема (свойство диагоналей параллелограмма). Диагонали парэ.лле

лограмма своей точкой пересечения Аелятся пополам. 

ДOKaaaT('..JIЪCTBO. Пусть О точка пе

ресечения диагоналей параллелограмма, в с 
см. рис. 55.3. ТреУГОJlЬНИКИ ВОС и AOD 
равны по второму признаку: ИХ стороны 

ВС и AD равны как противоположные 
стороны паРaJlЛе40грамма, угды 1 и 2 и 
углы 3 и 4 рапнь! как накрест лежащие 
при паРaJlЛельных ПРЯМЫХ. Из рапенства 


треугольников следует, что отрезки ОС А D 

и ОА и отрезки ОВ и OD равны. Рис. 55.3. 

Теорема ,цоказана. 
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Верна также обратная теорема. 

Теорема (признак параллелограмма). Если.в четырехугольнике диаго
нали точкой их пересечения делятся пополам, то данный четырехугольник 

является параллелограммом. 

Дока.·штельство. Пусть 0- точка пересечения диа.гона.!1еЙ четырех

угольника Авсп, см. рис. 55.3, и Э'ГОЙ точкой диагонали АС и BD 
делятся пополам, т. е. отрезки АО и ОС и отрезки ВО и OD равны. 
Докажем, что фигура Авсп па.раллелограмм. 

Треугольники AOD и ВОС, обраэующиеся при пересечении диа
гона.lIеЙ, равны по первому признаку равенства треугольников, так 

как в них равны стороны АО и ОС, стороны ВО и OD и углы ВОС 
и АОD как вертикальные. Из равенства. этих треугольников сдедует, 
что углы 1 и 2 и углы 3 и 4 равны. Но в вопросе 52 было докаэано, что 
если накрест лежащие углы равны, то нрямые параллельны. Поэтому 

отсюда сдедует, что прямые ВС и AD паралдСдЬНЫ, а стороны ве 
и AD равны. По доказанному выше признаку паралдедогра.мма это 
означает, что фигура ABCD является па.ра.IIJlелогр~.ммом. 
Теорема докаэана. 

56. ТЕОРЕМА ФАЛЕСА 

Теорема (Фалеса). Предположим, что на луче, являющемся стороной уг
ла, например на стороне ОВ угла АОВ, отложены равные между собой 
отрезки СD = D Е = ... и через их концы проведены параллельные прямые 
C"~/[, ПЛТ, ЕР, ... до пересечения с другой стороной угла, тогда на этой 
стороне образуются равные между собой отрезки МN == N Р 

Дока.зательство. Прежде всего, проведем 

вспомогатедьные пря~ые СК и DL, па
pa.lI.IJ.CJibHble прямой ОА, см. рис. 56.1. По
дученные при этом треугольники С1< D 
и LDE равны по второму признаку, т. к. 
У них стороны СD и D Е равны по усло
вию, а углы KCD и 1J:rE и углы КЛС и 

Рис. 56.1. в LE D попарно равны ~(aK соответствен
ные углы при пара.ллельных прямых. Из равенства этих 'ГРСУГОЛЬНИКОВ 
следует, что отрезки С I< и DE равны. Но отрезки ck и мN и отрезки 
DL и N Р попарно равны как противоположные стороны параллело
граммов, поэтому отрезки л{ N и N Р равны между собой. 
Теорема доказана. 
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Замечание. Равные отрезки можно откладывать не толыш 0'1' некото

рой точки С, но ИjОТ вершины угла О, '1'. е. 'так: ОС CD = DE =.... 
Тогда и на другой стороне равные отрезки надо считать от вершины 

угла, '1'. е. так: ОМ МN = N Р 

Следствие. ПРЯМ?Я, проведенн8.Я через середину стороны треугольника 
l. 

параллельно другои его стороне, делит третью сторону пополам. 

Действительно, пусть на стороне уг

ла В треугольника АВС (см. рис. 56.2) 
отложены раl:lНЫЕ! отрезки BD = DA и 
через OTMe'leHHbI<1 ТО'lки D И А проведе
НЫ параJlлельные прямые D Е и АС дО 
пересечения со стороной ВС. 

по доказанной пыше теореме 

на этой стороне при пересе'lении с пря

мыми тоже образуются равные о'трезки 

ВЕ и ЕС, и, следовательно, сторона ВС А F с 

делится точкой Е ПОПОJlам. 
Рис. 56.2. 

57. 	 СВОЙСТВО СРЕДНЕЙ ЛИНИИ 
ТРЕУГОЛЬНИКА 

Определение. Средней линией треугольника называется отрезок, со
единяющий середины двух его сторон. 

Теорема. Средняя линия треугольника параллелъна одной из его сторон 
и равна половине этой стороны. 

Дока'lательство. Пусть в треугольнике АВС 'lерез середину D сто
роны АВ проведеJ!а пряма.н, параллельна.н стороне АС, см. рис. 56.2. 

Тогда по теореме q::>алеса эта прямая разделит сторону ВС пополам 

И, следовательно, совпадет с прямой DE, соединяющей середины сторон 
АВ и ВС, так как ':!ерез две ТО'lки D и Е можно провести единственную 
прямую. 

Проведем еще одну прямую параллельную прямой AD, и по 
теореме Фалеса ПОJlУ'lИМ, что сторона АС также разделится ПОПОJl3М 

в точке Р, поэтому отрезки АР и FC равны. Кроме того, отрезки AF 
и DЕ тоже равны как противоположные стороны паралJlелограмма 
ADEF, следова'те,IIЬНО, DE = ACj2. 
Теорема доказана. 
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58. свойство СРЕДНЕЙ ЛИНИИ ТРАПЕЦИИ 

Определение. Трапецией па.зывастся четырехугольник, у которого 

две противоположные стороны пара.ллельны, а две другие непарад

лельны. 

Определение. Пара..IJле.rIьные стороны трапеции называются ее OCNO

ваNUJldи,u; пспа.рал.lтелыIеe стороны ~ БО1\;овы,м,и сто'ронами. Отрезок, 
соединяющий середины боковых сторон, называется средней JШН1Jеu 
трапеции. 

Определение. Если боковые стороны равны, трацеция называется 
равнобедреНNОЙ. 

Теорема. СреДНЯЯ линия трапеции тrараллельна основаНИЯМ и равна их 
полусумме. 

в с ДОЮL1ателъство. Будем С'9:итать, '9:то 

'!етыреХУГОJIЬНИК Авсп данная 

трапеция, см. рис. 58.1. Проведем '9:е

рез вершину В и середину Q боко
вой стороны Сп прямую. Обозначим 

точку перссечения этой прямой с пря
мои АЛ буквой Е. 1Ъгда получим два 

А D Е треугольника BCQ и EDQ. ОНИ ра.в
ны по второму признаку равенства 

Рис. 58.1. 
треугольников, lIОСКОЛЬКУ у пих по 

условию равны стороны CQ и QD, угол BQC равен углу EQD, так 
как это вертикальные углы, и угол BCQ равен углу EDQ, так как 
это накрест лежащие углы при пара.ллельных прямых. 

Из равенс'гва этих треугольников BCQ и ЕDQ следует равенство 
соответственных сторон: стороны BQ и QE равны, а также сторопы 
ве и ПЕ ра.вны. 

В треУГО.llьнике АВЕ прямая PQ сосдиняет середины двух сторон, 
следовательно, прямая PQ параллельна основанию АЕ и ее длина по 
свойству средней линии треугольника равна. PQ = (AD + DE)j2. 

Таким образом, докаэано, что средняя линия PQ па.раллельна сто
роне Ап и ее длина равна 

PQ=~(AD+BC). 
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59. ОКР~ЖfНОСТЬ. u 

СВОИСТВО КАСАТЕЛЬНОИ К ОКРУЖНОСТИ 

Определение. ОХ:РУЖliость'Ю называется множество всех точек плос
кости, удаленных на заданное расс'гоя.ние от данной точки. Эта точка 

называется. цеюлром окружности. Отрезок, соединя.ющиЙ точку ок

ружности и ее центр, называется радиусо.м окружности. 

Определение. Прямая, проходящая через какие-нибудь две точки ок

ружности, называется сех:ущеЙ. 

Определение. Отрезок нр'я.моЙ, соединяющий две какие-нибудь точ
ки окружности, lfазывается хордой. Всякая хорда, проходящая 'lерез 

центр, называетс.J диаметром. Длину радиуса (диаметра) обычно тоже 
называют раДИУС9М (диаметром). 

I 
Определение. кdсательщ)й к окружности называется прямая, лежа
щая в плоскости окружности и имеющая с ней только одну обшую 

точку. Общая точка называется точх:ой х;асанu.я. 

Теорема (свойство касательной). Касательная к окружности перпенди

кулярна к радиусу, проведенному в точку касания. 

Доказательство. Пусть пря.мая а каса- а 
А в с 

етсяокружности в точке А (см. рис. 59.1), ::::> ......... } 7 

тог да все остальные точки этой прямой 

должны лежать вне окружности; вслед

ствие этого отрезки ОВ, ОС,... боль

ше радиуса ОА (точка О есть центр 
окружности). Значит, этот радиус есть 

наименьший из отрезков, соединяющих 

точку О с дюбой '1'очкой нря.мой а, и Рис. 59.1. 

потому ОА llерпендикулярен Пf)ЯМОЙ а. 

Теорема доказана,. 
....---.В 

Рассмотрим две касательные к ок

РУЖНОС'l'и С центром О, проходящие че
рез точку А и касающиеся окружности в 

точках В и С (см. рис. 59.2). Отрезки АВ 
и АС назовем о'П~резх;а.мu х:асателыilх,' 

проведенными из точки А. Из доказан

ной теоремы вытекает, что они обладают 

следующим свойством. Рис. 59.2. 
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Теорема. Отрезки касательных к окружности, проведенные из одной точ

ки, равны и составляют равные углы с прямой, проходящей через эту точку 

и центр окружности. 

Доказательство. Пусть из точки А 
проведены две касательные к окруж

ности, см. рис. 59.3. Рассмотрим отрез
ки касательных АВ и АС, заключенные 

между точкой А и точками касания. 

Требуется доказать, что длины этих 

отрезков равны и что они образуют 

одинаковые углы 3 и 4 с прямой ОА. 
Проведем радиусы О В и ОС и рас

Рис. 59.3. 
смотрим треугольники АВО и АСО. 

По теореме о свойстве касательной углы 1 и 2 прямые, поэтому эти 
треугольники ЯВJ1.f!ются прямоугольными. Они равны, так как имеют 

общую гипотенузу ОА и равные катеты ОВ и ОС, являющиеся ради

усами окружности. Из равенства этих треугольников следует, что их 
гипотенузы АВ и АС равны, и что углы 3 и 4 нри вершине А равны. 

доказана. 

Теорема (признак касательной). Если прямая проходит через конец ра

диуса, лежащий на окружности, и перпендикулярна этому радиусу, то она 
является касательной к эroй окружности. 

Доказательство. Точка А, см. рис. 59.1, как конец ра.диуса, лежащий 
на окружности, принадлежит этой окружности. В то же время эта 

точка принадлежит и прямой а. Следовательно, эта TO'IKa является 

общем точкой окружности и прямой а. 

что СОГласно условию теоремы радиус ОА является пер

пепдикуляром, проведеНl!ЫМ из центра окружности к прямой а. Так 
как из точки О можно провести только один псрпендикулнр к прямой а, 
то все другие отрезки ОВ, соединяющие центр окружности О с произ

вольной точкой В прямой, будут являться паклонны~и. Учитывая, что 

длина на,клонной больше длины перпендикуляра, мы приходим К выво

ду о ТОМ, что все остальные точки ПРЯМОЙ q расположены от центра О 
окружности на расстоянии большем, чем радиус ОКРУЖНОСТИ, другими 

с.lIовами, эти точки lIаходнтся вне ра.ссма'гриваемоЙ,ОКРУЖНОСТИ. 

Таким образом, у прямой а и окружности есть .fОЛЬКО одна обща.я 
точка А, следовательно, прямая а есть каса,тельпа.я к окружности. 

Теорема. докаэана, 
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60. ТЕОРЕМЫ О ВПИСАННЫХ УГЛАХ 

Определение. Угол, образованный двумя радиусами окружности, на

зывается центральным углом. ~lгол, образованный двумя хордами, 

проведенными из одной 'гочки окружности, наэьшается вnuсаЮIЫ.;\! 

углом. О вписапном угле говорят, что он опирается на дугу, заклю

чеШlУЮ между его сторонами. 

Теорема. Вписанный угол равен половине центрального угла, опирающе

r;ося на ту же дугу. 

ПОСКОJIЬКУ градусная мера дуги ОКРУЖНОСТИ считается равной 

градусной мере центрадьного угда, опирающегося на эту дугу, то 

можно сформулировать эту теорему инаСlе. 

Вписанный угол измеряется половиной дуги, на которую он опирается. 

Доказательство. Пусть дана окружность с центром в ТО'1ке О, и пусть 

угол АВС угол, вписанный в эту ОКРУЖНОСТЬ, опирающийся на дугу 

АС, см. рис. 60.1. Докажем, что угол АВС равен половине УГЛОВОI::r 
величины дуги АС. 

Рассмотрим три возможных слу'1М расположения луча ВО отно

си,:гельно угла АВС. 

Случай 1. Пусть луч ВО совпадает с одной В 
ИЗ сторон угла АВС, например, со стороной 

ВС, см. рис. 60.1. Проведем радиус ОА окруж
ности. Тогда мы получим треугольник АОВ, 

который является равнобедренным, поскольку / ...-1 о 

его стороны ОА и ОВ равны как радиусы 

окружности. 

Так как углы при основании равнобедрен

ного треугольни~а равны, см. вопрос 46, то 
с

LABO = LBAO. По отношению к треугольни
Рис. 60.1.

ку АВО угол АОС является внешним, поэтому 

он равен сумме двух внутренних несмежных с ним углов АВО и ВАО 

LAOC = LABO + LBAO = иАВО. 
Отсюда вытекает, '-{то угод АВО равен половине центрального угла 

АОС. Но именно угод LAOC стягивает дугу АС, следовательно, 

вписанный угол LABC LABO = ~ А'С. 
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Случай 2. Пусть луч ВО делит угод АВС 
в на два угла, как показано на рис. 60.2. 

Проведем диаметр BD окружности. Тогда. 
угол АВС окажется раэделенным на два 

угла ABD и D(3C. У этих углов одна иэ 
С сторон совпадае[Г с диаметром окружности, 

поэтому к ним 1';'10ЖНО применить доказан
I 

ное выше утверждение для первого случая. 

Получим, что y~OJI АВD I измеряется поло

D виной дуги AD, а угол DBC - половиной 
дуги DC. Поскольку угол АВС равен сумме 

Рис. 60.2. 
этих углов, заключаем, что 

1'-' 1'-' 1('-' "-') 1"-'
LABC LABD+LDBC='2AD+'2DC='2 AD+DC '2АС. 

Случай з. Пусть луч ВО лежит вне уг


ла АВС, т. е. угол АВС целиком располо


жен в одной из полуокружностей, на кото


рые луч ВО делит окружность, см. рис. 60.3. 

А 

о Проведем диаметр BD окружности. Тогда 


в 

можно записать выражение 

LАЯС LABD LCBD. 

D Но углы АЯD и CBD иэмсряются, по 
докаэанному в случае 1, половинами дуг

Рис. 60.3. 
АВ и CD соответственно. Следовательно, 

угол АВС измеряется разностью этих дуг, то есть 

LABC = LABD - LDBC = ~Aп ~c~ = ~(ЛD-СD) ~AC. 
Теорема доказана.. 

Следствие 1. Все вписанные углы, опирающиеся на одну и ту же дугу, 

равны между собой. 

Следствие 2. Вписанный угол, опирающийся на полуокружность, - пря

мой. 

Следствие 3. Центр окружности, описанной около прямоуroльного тре

угольника, совпадает с серединой гипотенузы. 
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Теорема 1. Угол, вершина которого лежитвнутри круга, измеряется полу

суммой двух дуг, одна из которых заключена между его сторонами, а другая 

заключена между frродолжениями сторон. 

Доказательство. Пусть вершина угла АВС 

(см. рис. 60.4) лежит внутри круга. 11ро
должим стороны угла в противоположном 

направлении до п~ресечения с окружностью 

в точках Л и Е. Докажем; что 
с 

t.ABC :z: ~ ( АС + ЛЕ ) . 

Для этого проведем хорду Ап и получим 

треугольник АВЬ, дЛЯ которого угол АВС 
I Рис. 60.4. 

является внешним, поэтомУ он равен сумме 
I . 

двух внутренних ~есмежньrх с ним углов, т. е. t.ABC = t.АЛС+t.DАЕ. 

Заметим, что углыI АЛС Й ЛАЕ вписаны в окружность, поэтому они 

измеряются половинами дfг АС и ЛЕ соответственно, и поэтому 
1 "-' 1 "-' 1 ( '-' '-')

t.ABC = 2 АС+ 2 ЛЕ = 2' АС+ЛЕ . 

Теорема доказана. 

Теорема 2. Угол, вершина которого лежит вне круга и стороны пересе

каются с окружностью, измеряется полуразностью двух дуг, заключенных 

между его сторонами. 

Доказательство. Пусть вершина В угла АВС расположена вне круга. 

Проведем хорду AD, см. рис. 60.5, и 
рассмотрим треугольник АВп, в котором 

углы АВС и ВАр являются внутренними, 

а угол АЛС - внешним; поэтому верно ра

венство 

t.ADC = t.ABC + t.BAD, 
А 

из которого вытекает, <ITO 

t.ABC = t.АЛС - t.ЛАЕ. 

Заметим, что углы АЛС и ЛАЕ вписа

ны В окружность, поэтому они измеряются Рис. 60.5. 
половинами дуг 4С и ЛЕ и поэтому 

1"-/1'-' 1('-' )t.4.BC -АС--пЕ=- АС-[)Е" 2 2 2 .. 
Теорема доказана. 
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61. 	 ТЕОРЕМА ОБ УГЛЕ, ОБРАЗОВАННОМ 


КАСАТЕЛЬНОЙ И ХОРДОЙ 


Теорема. Угол, составленный касательной и хордой, измеряется половиной 

заключенной внутри него дуги. 

D 	 Е 

о 	 D 

А с в А с в 

Рис. 61.1. 

Доказательство. Пусть угол АСD образован касательной АВ, каса
ющейся окружности в TO'iKe С, и хордой СD этой же окружности, 
выходящей из той же точки С. 

Предположим сначала, что хорда СО проходит через точку О 
центр окружности, другими словами, хорда СD является диаметром 
от<ружности, см. рис. 61.1. Тогда угол АСО прямрй. Но и половина 

дуги СD также равна. 900 , так как дуга СО составляет полуокружность 

и содержит 1800. 
Теперь рассмотрим общий случай, когда хорда СD не проходит 

Чf:рез центр окружности и угол АСО острый. Проведем диаметр 

СЕ, 	будет выполнено очевидное равенство 

LАСП = LАСЕ - LОСЕ. 

Угол АСЕ образова,н касате.rrьноЙ 11 диаметром, поэтому измеряется, 

по доказанному выше, половиной дуги СПЕ; угол ОСЕ вписан в 

окружность, поэтому измеряется половипой дуги DE. Следовательно, 

1 ~ 1"--' 1'--./ 
LАСО= 2СОЕ-2ОЕ= 2СО' 

Подобным образом можно доказать, что тупой угол ЕС О, та,кже 

образованный касательной и хордой, измерf\ется половиной дуги СЕО. 
Разница в доказательстве только та, что эт~т угол H~.дo рассматривать 
не как разность, а как сумму прямогоугла ВСЕ и о!:трого угла. ЕСО. 
Теорема доказана. 
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62. 	 TEOPE~A O~ ОКРУЖНОСТИ, 


ОПИСАННОИ ОКОЛО ТРЕУГОЛЬНИКА 


Определение. ЕСJlИ все вершины треугольника лежат на окружности, 

то говорят, '{то этот треугольник вписа'Н в mr:pY:J/CHocmb, или '{то 

окружность orшса~m О~ОЛО 'Него. 

Теорема. Около всякого треугольника можно описать окружность и притом 

только одну. 

Доказательство. Вершины А, В и С всякого треугольника суть три 

точки, не лежащие на одной прямой; через них проходит окружность, 

если существует четвертая точка О, одинаково удаленная от точек 

В и е. Докажем, что такая точка существует и притом только одна. 

Заметим, что всякая точка, одинаково удалепная от данных точек 

А и В, должна лежать на серединном перпендикуляре р к стороне 

АВ. Аналогично, всякая точка, одинаково удаленная от точек В и С, 
должна лежать на серединном перпендикуляре q к стороне ве. 

если существует точка О, одинаково удаленная от трех точек 

В и С, то она лежит одновременно и на прямой Р, и па прямой q. 

Это означает, что она является ТОЧ1(ОЙ пересечения э'гих прямых. 

Прямые р и q всегда нересекаются, так как они перпендикулярны к 
пересекающимся прямым АВ и Ве. Точка О пересечения прямых и 

будет точкой, одинаково удаленной от точек А, В и С, то есть будет 

центром окружности, описанной около треУГОЛЬНИI<а. Так как прямые 

р и q могут пересекаться только в одной точке, то центр окружности 
определен однозначно, так же как и ее радиус; следоватеJlЬНО, искомая 

окружность единственная. 

Теорема доказана. 

Заме'lание. Если бы три точки А, В и С лежали на одной прямой, 


то llерпендикуляры р и q были бы параллельны и, следовательно, не 


могли бы пересеjЬСЯ. Следовательно, через три точки, лежащие на 


одной прямой, нельзя провести окружность. 


Следствие. Три Сlfрединных перпендикуляра к сторонам треугольника пе


ресекаются в одной точке. 


Это 	верно, так как точка О, находясь на одинаковом расстоянии 

от TO'leK А и С, должна лежать на серединном нерпендикуллре r, 

проведенном к стороне АС. 

Замечание. Если тругольник остроугольный, то центр описанной 01<
I 	 v 

ружности лежит rнутри треугольник~; если он тупоугольныи, то вне 

'l'реугольника; есл;и он llряrОУГОJIЬНЫИ, то на середине гипотенузы. 
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63. 	 ТЕОРЕМА ОБ ОКРУЖНОСТИ, 
ВПИСАННОЙ В ТРЕУГОЛЬНИК 

Определение. Если нсе егороны какого-нибудь треугольника каса

ются окружности, ТО говорят, 'ITO этот iгреуголыIИК ОnНСОН О-К:О./!О 

о-к:ружносmu, или что O-К:Р1lжность вnнсана 6 него. 

Теорема. во всякий треугольник можно вписать ок~ужность и притом 
Iтолько одну. 

Доказательство. Ecд~ существует ОК
ружность, которая КCI,}::ается всех сторон 

треугодьника АВС, см. рис. 63.1, то ее 
центр доджен быть точкой, одинаково 

уда.JlенноЙ от этих сторон. 

Сначала докажем, что такая точка 

обязательно существует. 

с Множество точек;, равноудаленных 
Рис. 63.1. от сторон ВА и ВС, есть биссектриса 

угла В. Множество точек, равноудаленных от сторон АВ и АС, есть 
биссектриса угла А. 

Точка О, в которой эти биссектрисы пересекаtотся внутри тре

угольника, и будет равноудаленной от всех сторон треугольника" 

Таким образом, точка О ЯН.lIяется центром окруЖности с радиусом, 

равным длине любого из перпендикуляров ОР, OQ ИJIИ OR, опущенных 
из точки О на стороны треугольника. этих перпендикуляров 

равны, ОР = OQ = OR, так как точка О равноудалена от сторон 
треугольника. Окружность будет касаться сторон треуго.rrьника. в 

точках Р, Q и так как стороны перпендикулярны радиусам ОР, 
OQ и OR в этих TO'fKax. 

окружности, вписанной в данный треуrОJIЬНИК, не суще

ствует, 'гак как две биссектрисы пересека.ются только в одной точке, а 

из одной точки на прямую можно опустить талыш одцн перпеНДИКУJlЯР· 

Теорема. доказана. 

Следствие. Биссектрисы трех уrлов треуrольника пересекаются в одной 

точке. 

Доказательство. Это действительно та.к, поскольку точка О, см. 

рис. 63.1, находясь па одинаковом ра.сстоя.нии 0'1' сторон АС и СВ, 
должна лежать и на биссектрисе угла С. 
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64. 	 СВОЙСТВО ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИКА, 

ВПИСАННОГО В ОКРУЖНОСТЬ 


Определение. Че'гырехугольник называется 6ТJ'UСШi.НЫJИ в окружность, 

если все его верш~ны лежат на ней. Эта окружность называется опи
саннои около чеТЬ1рехуголЬника. 

I !
Теорема. В выпfломM вписанном четырехугольнике сумма противополож
ных углов равна 1800. 


Доказательство. Пусть ABCD ес'гь впи


санный выпуклый четырехугольник (см. 


рис. 64.1). Требуе'гся доказать, что 


LB+LD 1800 и LA+LC 1800. 

Так как сумма всех "<IeTbIpex углов любого 

выпуклого четырехугольника равна 3600 
вопрос 54), то доста'гочно доказать 

только одно из требуемых равенств. До
D 

кажем, например, что {В + LD = 1800 
Рис. 	64.1.Углы В и D вписаны в окружнос'гь, ПО

этому они измеряются; первый половиной дуги ADC, 
половиной дуги АВС, следовательно, сумма углов В и D измеряется 
суммой 

1 '-' 1 '-' l( '-' '-')
{В + LD = 2ADC +2 АВС = 2 ADC +АВС . 

Сумма равна половине окружности, поэтому {В + LD = 180°. 
Теорема доказана. 

Верна также обратная 'георема. 

Теорема. Если в ~ыпуклом четырехугольнике сумма ДВУХ противополож

ных углов равна 1800, то около него можно описать окружность. 

Доказательство. Предположим, что ABCD рис. 64.1) есть такой 
выпуклый <Ieтырехугольник, у которого, например, сумма двух про

тивоположных углов В и D равна 1800. Так как сумма всех углов 
любого выпуклого 'lетырехугольника равна 3600 (см. вопрос 54), то 
можно заключить, что и сумма двух других противоположных углов 

А и С тоже равна 1800. 
Требуется доказать, что около такого четырехугольника можно 

описать окружность. 
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Через какие-нибудь три его вершины, например, через вершины А, 

В и С, проведем окружность (что всегда можно сде.lIать, см. вопрос 62). 
Четвертая вершина .О должна находиться на. :этой окружности. В 
противном случае вершина угла Л лежа.lIа бы или внутри круга, или 

вне его, и тогда этот угол не измерялся бы половиной дуги АВС, 
поэтому сумма LB + L.o не измерялась бы полусуммой дуг АОС и 
АВС и, следовательно, сумма. LB + L.o не равнялась бы 1800, 'ITO 

противоречит условию. Это противоречие означае'г, что вершина .О 
лежит на окружности, проходящей через точки А, В и С. 

Теорема доказана. 

Следствие 1. Около любого прямоугольника можно описать окружность. 

Следствие 2. Около трапеции можно описать окружность тогда и только 

тогда, когда она является равнобедренной. 

65. 	 СВОЙСТВО ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИКА, 

ОПИСАННОГО ОКОЛО ОКРУЖНОСТИ 


Определение. Если все стороны каlшго-нибудь четырехугольника ка

саются окружности, то этот четырехугольник называется оmlсшmы.м 

около окружности. 

Теорема. В любом описанном четырехугольнике суммы длин противопо

ложных сторон равны. 

в 	 Доказательство. Пусть четырехуголь

ник АВс.о описан 
I 

ружности, т. е. его стороны касаются 

этой окружности, см. рис. 65.1. 
С доказать, что

А 


АВ + С.о ВС +А.о. 


Обозначим точки касания через 111, N, 
Р и Q. Так как две касательные, прове
денные из одной точки к окружности,.DРис. 65.1. 
равны, то равны между собой отрезки 

АМ AQ, ВМ = BN, CN = СР и .оР = .oQ. С.lIедовательно, 

/1М + м.в+ СР+ PD = AQ+Q.D+BN + NC, 

т. е. АВ + СЛ = А.о + ВС. 
Теорема докаэана. 
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Теорема. Если суммы длин противоположных сторон выпуклого четырех

угольника равны, то в него можно вписать окружность. 

А D А D' D 

Рис. 65.2. 

Дока.lателЬСТDО. Пусть в выпуклом четырехугольнике ABCD 

AB+CD=BC+AD. 

Точка О пересечения биссектрис углов А и В равноудалена от сторон 

AD, АВ и ВС, поэтому можно провести окружность с центром О, 

касающуюся указанных трех сторон (см. рис. 65.2). Докажем, ч'го эта 
окружность касается также стороны СD и поэтому является вписанной 

в четырехугольник АВСD. 
Допустим, это не так. Тогда прямая СD .'!Ибо не имеет общих точек 

с окружностью, либо является секущей. Рассмотрим первый 

Проведем касательную С'D', параллельную стороне CD (С' и D' 
точки пересечения касательной со сторонами ВС и AD). Так как 
АВС'D' описанный четырехугольник, то по свойству его сторон 

АВ + С'D' = ВС' + AD'. 

Из этого равенства, учитывая, '{то 

ВС' ВС-С'С и AD' AD-D'D, 

получим 

С'D' + С'С + D' D = ВС + AD АВ. 

Правая часть этого равенства по условию равна CD. Таким образом, 
приходим к равенству 

С'D! + С'С + D' D = СD, 

означающему, что в четырехугольнике C'CDD' одна сторона равна 
сумме трех други~ сторон. Этого не может быть, и поэтому сделанное 
предположение неверно. Аналогично доказывается, что прямая CD 
не может быть с~кущей о~ружности. Поэтому окружность касается 
стороны CD и является вJисанной в четырехугольник ABCD. 
Теорема доказана. 
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66. 	 ЧЕТЫРЕ ЗАМЕЧАТЕЛЬНЫЕ 


ТОЧКИ ТРЕУГОЛЬНИКА. 


ТЕОРЕМЫ О ПЕРЕСЕЧЕНИИ МЕДИАН 

И ВЫСОТ ТРЕУГОЛЬНИКА 

у всякого треугольника существуют четыре так называемые заме

чательные ТОЧКИ. ЭТО цеmnр вnuсаююu О'КРУЖ1-l0сmu, це1-lmр оnuсашlOiJ, 

о'К:ру:ж;носmu" ченmр m,JlжеС1nU (точка пересечения медиан) и oР1'nо
центр (точка пересечения высот), 

В отнетах на вопросы 62 и 63 уже было доказано, что биссектрисы 
внутренних углов треугольника' пересекаются в однои точке и :па 
точка ЯВ.,'rяется центром впий,нной в этот треугольник окружности; 

а, также, что серединные нерпеllДИКУЛЯРЫ к сторонам треугольника 

тоже пересека.ю'l'СЯ в одной точке и эта точка ЯRялется центром 

окружности, описанной около этого треугольника.. 
Докажем еще две важные теоремы, касающиеся точки пересечения 

высот треугольника и точки пересечения медиан треугольника. 

Теорема. Высоты треугольника (или их продолжения) пересекаются в од
ной точке. 

Доказательство. Через каждую вер

шину треугольника А 8С, см. рис. 66,1, 
проведем прямую, параллельную его 

противоположной стороне. Тогда но

лучим Rспомогательный треугольник 

В 1 С1 , К CTOPOH&'YI которого высо

ты AD, ВЕ, СР данного треугольника 
перпендИI<УЛЯРНЫ по построению. 

В] 	 рассмотрим четырехуголь
Рис, 66,1. ник АВА1 С, Оп по построению явля

ется параШlеограммом, поэтому в нем противоположные стороны АС 
и ВА1 равны. Аналогично, в параллелограмме AC.pc't равны сторо
ны АС и С] В. Из этих двух равенств вытекает равенстно С1 В ВА 1 , 
которое означает, ЧТО точка В есть середина стороны А 1 С1 . Ана

логично можно убедиться, что точка С ЯRляется серединой стороны 

В1 и точка А середина 81 С\, 
Таким обраэом, высоты AD, 8Е и СР ЯВЛЯЮТСЯ серединными 

перпендикулярами к сторонам треугольника А1 81 С\ и, следовательно, 
пересекаются в одной точке (см. вопрос 62). 
Теорема докаэана. 
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Теорема. Медианы треугольника пересекаются в одной точке и делятся 

этой точкой перес('!;чения на отрезки, длины которых относятся как 2 : 1, 
считая от вершины. 

ДоказаТЕ>ЛЬСТВО.В треугольнике АВС 

рассмотрим какие-нибудь две медианы,
! I 

например, AD и ВЕ, см. рис. 66.2. 
Пусть О точка их т'tересечения. 

Через точку D и середин~ Ротрезка 
АО 	проведем две прямые; параллель

ные 	медиане ВЕ. Обозначим буквами 

К и М точки пересечения этих прямых 
А 	 м Е к с 

с прямой АС. Тогда по теореме ФaJlе
Рис. 66.2. 

са получим, что нк = КС (поскольку 


BD = DC) и АМ МЕ (поскольку АР =РО) и, так как АН =не, 


то AL\1 = МЕ = ЕК = КС. Следовательно, в силу теоремы Фалеса, 


АР = РО = OD, откуда непосредственно следует, 'ITO АО: OD = 2: 1. 

Таким образом, точка О пересе'IеllИЯ двух медиан треугольника делит 


каждую из них в отношении 2: 1, считан от вершины. 


Если теперь взять третью медиану вместе с одной из медиан AD 
или ВЕ и провессl'и аналогичные рассуждения, то также ПОЛУ'lается, 

что точка их пересечения делит каждую из них в отношении 2 : 1 
считан от вершиIIЫ. Следовательно, и третья медиана пересекается 

с медианами AD .и ВН в одной и той же точке О. 

Теорема доказана. 

67. 	 ПРЕОВРА30ВАНИЯ ФИГУР. 
ВИДЫ СИММЕТРИИ. 

ПРЕОВРА30ВАНИЯ ПОДОВИЯ И ИХ СВОЙСТВА 

IПреобра.,оваЩ1ем фигур называется такое соответствие, при кото
ром каждой точку данной фигуры ставится в соответствие какм-либо 

точка другой фигуры, и наоброт, каждой точке второй фигуры ста

вится в соответствие неI<ОТОРая: точка первой фигуры. 

Определение. Преобра.,ование двух фИI'УР называется движение,м, 

если оно сохраняет расстонние между точками, т. е. переводит любые 

две точки Х и У одной фигуры в точки Х' и у' другой фигуры так, 

что ХУ = X'yl. 

Примерами движений являются симметрии относительно точки, 

относительно прнмой, параллельный перенос, поворот. 
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Симметрия относительно ТО'fКи 

о некоторая фиксированная 

точка и Х - ПРОИЗВО,lIьная точка плос
Х 

кости, см. рис. 67.1. Отложим на продол
жении отрезка ОХ :за точку О отре.1ОК 

о ОХ', равный ОХ. Точка Х' называет

ся симметричной точке Хотносительна 
Х' точки О. Точка, симметричная точке О, 

есть сама точка О. Очевидно, что точка, 
Рис. 67.1. 

симметричная точке Х', есть точка Х. 
Преобраэование фигуры F в фигуру F', при котором каждая ее 

точка Х переходит в точку Х', симметричную относительно данной 
точки О, называется симметрией относительно точки О. При этом 

фигуры F и F' называются симметричными относительно точки О. 
Если симметрия относительно точки О переводит фигуру F в 

себя, то фигура называется центрально-симметричной, а точка О 
Называется центром симметрии. 

Теорема. Симметрия относительно точки является движением. 

Доказательство. Пусть Х и У две 

ПРОИ.1вольные точки фигуры F. Сим
метрия относительно точки О перево
дит их в точки )(' и У'. ЕСJIИ точки 
Х 1 У и О не лежат на одной прямой, 
то рассмотрим треугольники ХОУ и 
Х'ОУ' (см. рис. 67.2). Эти треугольни
ки равны по первому признаку равен

у Х' ства треугольников. У них углы при 

вершине О равны как вертикаJIьные, а 
Рис. 67.2. 0)( ОХ', ОУ = ОУ' по определению 

симметрии относительно точки О. И.1 
равенства треугольников следует равенство CTOpOНj ХУ = )('У'. Это 
значит I что симметрия относительно точки О есть движение. 

Если же точки У и О лежат на. одной. прямой, то утверждение 

теоремы сразу же сшщует из определения симметрии относительно 

точки О: 

XY=IOX±OYI=loX'±OY'1 Х'У'. 

в этих равенства.х следует выбрать знак «-», если точки Х и У лежа.т 
по разные стороны от точки О, и зна.к «+» в противпом случае. 

Теорема доказана. 
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Симметрия относительно прямой 

Пусть m фиксированная прямая 

(см. рис. 67.3). Возьмем произвольную 
тn 

точку Х И опустим перпендикуляр АХ 

на прямую т. На продолжении перпен х А Х' 
дикуляра за точку А отложим отрезок 

АХ/, равный отрезку АХ. Точка Х/ 

называе'1'СЯ симметричной точке Х от

носительно прямой т. Если точка Х Рис. 67.3. 
лежит на прямой т, то симметричная 

ей TO'IKa есть сама то'!ка Х. Очевидно, что точка, симметричная 

точке Х/, есть точка Х. 

Ilреобразование фигуры }" на фигуру Р/ I при котором каждая ее 

точка Х переходит J3 точку Х/, симметричную относительно данной 

т, называется симметрией относительно прямой т. При этом 

фигуры Р и Р/ Называются симметричными относительно прямой т. 

Если образом фигуры F при симметрии относительно прямой '/n 

является сама фигура Р, то говорят, что фигура F симметрична 
относительно т, а прямую m называют осью симметрии фигуры. 

Теорема. Симметрия относительно прямой является движением. 

Доказательство. Пусть две произволь
В с В'

ные точки А и Н фигуры Р симметрич

ны соответственно точкам А/ и Н/ фи

гуры р' относительно прямой m (см. 

рис. 67.4). lIусть точки О И С точки 
пересечения прямых АА' и ВВ/ С пря

мой т. А А' 
Рассмотрим прямоугольные тре

угольники ОСН и , ОСВ/. Они равны, 
т 

Рис. 67.4.т. к. катет ОС у них общий, а катеты 

СВ и СВ/ равны, по построению. Из равенстпа этих треугольникоJ3 

следует, что ОВ:;::: ОВ' и i,COB = i,COB/. Учитывая равенство этих, 
углов и '1'0, что [СОА = LCON 90О , получим, что [ВОА [В/ОА/. 

Заметим, что]з треУГOJ~ьниках АОВ и А/ОВ/ выполнены равенства 
ОА = ОА' (по построению) и ОБ = ОВ/ И [ВОА [В/ОА/ (по дока
занному выше), слеДоватеJIЬНО, эти треугольники равны. Из равенства 

треугольников следует, ЧТО АВ = А/В/. Следопательно, симметрия 
относительно прямой m есть движение. 
Теорема доказана. 
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Поворот 

Отметим на плоскости точку О, которую будем называть центром 

поворота, и за.дадим угол а угол поворота. 

Поворотом плоскости вокруг точ

ки О на угол а называется отображе

ние плоскости на себя, при котором ка

м 	 ждая точка. )1.1 отображается в такую 
точку )1.11, что расстояния до центра 
поворота ОМ и OM l равны, и угол 

MOMl равен а (см. рис. 67.5). При по
вороте ВОКРУГ центра О сама точка О

Рис. 67.5. 
остается на месте, т. е. отображается 

сама на себя, а все остальные точки поворачиваются вокруг точки О 
в одном и том же направлении на один и тот же угол. 

Если поворот совершается против часовой стрелки, то угол пово

рота считается подожительным; есди по 'iасовой с±редке - отрица
I 

тельным. 

Теорема. Поворот является движением. 

Доказательство. Пусть дан центjЭ' по


ворота точка О, и; дан угол поворо


N1 
.../ 9:\ ", 7 та а. Допустим, что при этом повороте 


некоторые точки М и N отображаются 

м 

в точки Ml И N1 (см. рис. 67.6). 
Рассмотрим треугольники ОМN и 

ОMl Nl. Эти треугольники равны по 
Рис. 67.6. двум сторонам и угду между ними, по

тому '!то сторопа ОМ равна стороне OMl и сторона ON равна 
стороне ON1 по определению поворота, а углы MON и MlONl равпы, 
ПОСКОДЬКУ они оба при повороте против часовой стрелки равны сумме 

угла а и угла M l ОN. Случай поворота по часовой стрелке рассма,
тривается ана.IIOГИ'ШО, Из равенства треугольников ОМN и 0)1..11 
следует, что их третьи стороны МN и M1 N l тоже равны. Это и 
означает, что расстояние между двумя произвольными точками М 
и N равно расстоянию между их образами то"ю'!,ми М1 и 

Если точки О, М и N расположены на однощ прямой, то это 
утверждение тоже остаетсЯ в силе. 

Итак, поворот сохра,няет расстояния между точками и поэтому 

является движением. 

Теорема доказана. 
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Параллельньm перенос 
I 

Рассмотрим на шюскости декарто

ву систему координат ОХу. Отобра .У А' 

жение фигуры при котором произ

вольная ее точка с координатами (х; У) 

переходит в точку с координатами 

(х + а; у + Ь), где числа а и Ь одни и 
те же для всех точек (х; у), называет

В' 
ся параллельным переносом на вектор 

с координатами (а; Ь), см. рис. 671 О х 

Параллельный перенос задается фор

мулами х' = Х + а и у' у + Ь. Эти Рис. 671 

формулы выражают координаты (Х'; у') точки, в которую переходит 

точка с координатами (х; у) при параллельном переносе. 

Теорема. Параллс;льный переное является движением. 


Доказательство. fассмотрим произвольные точкиА(Хl' Yl) и 8(Х2; У2). 

При параллеЛЬНОl\1 переносе они переходят в точки A'(Xl + а; Vl + Ь) 


и В'(Х2 + а;У2 + 8). Используя формулу для расстояния между двумя 
точками (см. вопрос 75), получим, что 

Ав2 (Х2 - Xl)" + - Уl)2, 

А' 8'2 = (Х2 Х1)2 + - Yl)2. 

Эти равенства означают, что расстояния АВ и А' В' равны. Таким 

образом, пара.'lлельныЙ перенос сохраняет расстояния, а следовательно, 

является движением. 

Теорема доказана. 

Рассмотрим другие отображения. 

Подобие фигур 

Определение. О'l'ображение фигуры Р на фигуру р' называется по

добием, если при этом отображении расстояния между точками изме

шпотся в одно И то же число раз. 

Это значит, что если произвольпые точки Х и У фигуры F при 
переходят в точки )(' и У' фигуры р', то )('У' k . )(У, 

причем число k > О - одно и то же для всех точек )( и У. qисло k 
называется коэффициентом подобия, а фигуры Р и р'- подобными. 

При k = 1 отображение подобия, очевидно, является движением. 
обо;значения подобия фигур используется специальный значок: 
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Гомотетия 

Пусть даны фиксированная то'ша О и неравное нулю число k, 
а та.кже некотора.я фигура р. Если число k положительно, то чере:з 
произвольную TO<fKY Х фигуры F проведем ЛУ'! ОХ и отложим на нем 
отрезок ОХ', равный k . ОХ, Если число k отрицатеJIЬНО, то отрезок 
ОХ', равный Ikl· ОХ, отложим на продолжении луча ОХ так, 'iТобы 
точки Х 11 Х' лежали по pa.JHbIe стороны от точки О. 

Определение. Отображение фигуры р, при котором каждая точка Х 

этой фигуры переходит в ТОЧКУ Х', построенную указанным выше 

способом, называется го,м,отет11l':й относительно центра О. Число k 
называется х:оэффuцuенто,м, ZO.4tomemuu, фигуры F и р' называ.ются 
гом,отетtlЧНЫ,м,u. 

Теорема. Подобие с коэффициентом k есть композиция гомотетии с коэф
фициентом k и движения. 

Доказатс.л:ьство. Пусть фигура р' по
лучена. из фигуры F подобием с коэф
фициентом k, см, рис. 67.8, Гомотетией 
с коэффициентом k (и любым центром) 
переведем фигуру F в фигуру 
любым TO<fKaM Х и У фигуры F ста
вятся в соответствие такие две точкиo и Y1 фигуры Ft, что выполнено 

о равенство для расстояний 

Рис. 67,8. k· ХУ. (1)Х1У1 

Но и для TOTiCK Х' И У' фигуры р', соответствующих TO'lKaM Х и У 
фигуры р, также выполнено равенство для расстояний 

Х'У' = k· ХУ. (2) 

Сравнивая равенства (1) и (2), приходим к выводу О том, что спра
ведливо равенсТFЮ Х'У' = X1Уl. Это равенство Bep~o для любых двух 
точек Х1 и Y1 фигуры И соответствующих им двух точек Х1 И У! 
фигуры 

Следовательно, фигуры Р\ и р' ра.вны, т. е. существует та.кое 

движение, которое персводит фигуру Р1 В фигуру р'. 
Теорема доказана. 
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Свойства подобия 

Свойство 1. Подобие отрезок переводит в отрезок, луч в луч, прямую 
в прямую. 

Свойство 2. Подобие сохраняет величину угла. 


Свойство 3. Подобие переводиттреугольник в треугольник. Соответствен


ные стороны этих треугольников пропорциональны, а соответственные углы 

равны. 

Свойство 4. В результате подобия с коэффициентом k площадь фигуры 
умножается на k 2 • 

Свойство 5. Композиция подобий с коэффициентами k\ и k2 есть подобие 

с коэффициентом k 1 . k2 · 

Свойство 6. Подобие обратимо, и отображение, обратное подобию с ко

эффициентом k, является, в свою очередь, подобием с коэффициентом f' 

68. ПРИЗНАКИ ПОДОБИЯ ТРЕУГОЛЬНИКОВ 

Отношением отрезков АВ и СD называется отношение длин 

этих отрезков. Говорят, что отрезки АВ и СD пропорциона..1IЬНЫ 
отрезкам А\В1 и С1 1)1 соответственно, если ;1В = c?DD .вlч 1 1 1 

Рассмотрим треугольники АВС и А\В1С1 такие, что три угла 

одного треУГОJ1ЬНfIка соответственно равны трем углам другого тре

УГОJIьника. В ЭТОl'j. случае стороны АВ и А\В 1 , ВС и В1 С\, СА и С1 А 1 
называются соо,:гветственными. 

Определение. Дпе фигуры называются nодобltы.мu, если они перево

дятсн друг в друга отображением подобин. 

Из свойств отображения подобин следует, что у подобных фигур 

соответственные углы pa~HЫ, а соответственнные отрезки пропор

циопальны. В частности, rподобных треугольников АВС и В1 С1 
угды соответственно paBHbI, а стороны одного треугольника пропор
ЦИОН&1ЬНЫ cooTBeTcTBeHH~IM C'l'OpOHaM другого 

LA LA\, LB LB1 , LC=LC1 , 

АВ ВС СА k. 
А1 В1 

9исло k, которое l)авно отношению длин соответственных сторон тре
угольников, называется х;оэффu'ЦненmОJIt nодобня. Подобие треуголь

ников АВС и А1 В1 С1 обозначается так: 6АВС,.... 6А 1 В1 С1 . 
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СФОРМУ.iIируем и докажем три признака ПО110бия треугольников. 

Теорема 1 (ПРИ.1Нак подоБИ.1l по двум углам). Если Ава угла одного тре
r 

угольника соответственно равны двум углам другого треугольника, то такие 

треугольники подобны. 

С2 

~C 
А в 

С1 

Рис. 68.1.о 

Доказательство. Рассмотрим треугольники АВС и AjBjC1 , у кото

рых есть два равных угла LA = LA j и LB LBj , см. рис. 68.1. 
Докажем, что треугольники АВС и A1f'1 С1 подобны. 
БУКRОЙ k обозначим отношение l1лин двух соответственных сто

рон этих треУГОЛЬНIШОR, k = A~~l . Подвергнем треугольник В 1 С1 
какому-нибудь преобразованию подобия с КОЭффИlщентом подобия k, 
например гомотетии, см. рис. 68.1. В результате преобразования по
лучим НСКОТОРЫЙ треугольник A 2 B2Cz. 

Докажем, что полученный треугольник А2 В2С2 равен треугольни
ку АВС. 

ДеЙСТRительно, поскольку преобра.зОRание подобия сохраняет углы, 

то LA2 = , LB2 := LB1 • Это означает, что у тр~уГО.iIьников АВС 
И А2В2 С2 есть ДЕа раЕНЫХ угла LA = LAz и LB :;:: LBz. Далее, для 
сторон треугольников имеет место равенство 

A 2Bz = В1 = АВ. 

Следова.тельно, треугольники АВС и AzBZC2 ра.вны по второму при

зна.КУ (по стороне и при.rrежащим I{ ней 

Так как треугольники А 1 В1 С1 И AzBZC2 гомотетичны и поэтому, 

как доказано выше, подобны, а. треугольники A 2BzCz и АВС равны 
и поэтому тоже подобны, то, соотнетстненно, и треугольники А1В1Сl 
и АВС подобны. 

Теорсма. Доказа.на.. 

http:������.1l
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Теорема 2 (ПРИ.1нак подобия по двум сторонам и углу между ними). 
Если две стороны одного треугольника пропорциональны двум сторонам 

другого треугольника и углы, образованные этими сторонами, равны, то 

такие треугольники подобны. 

IC' ~C 

А, ~ 
О Рис. 68.2. 

Дока.lательство. Рассмотрим треугольники АВС и А 1 В1 С1, у кото
рых ес'гь равные углы, LC = LC1 , а стороны, составляющие эти углы, 
пропорциональны, то есть 

АС= k· и ПС k· B1C1 . 

Докажем, что треугольники АВС и А1 С1 подоБныI. 
Подвергнем треугольник А1 В1 С1 какому-нибудь преобразованию 

подобия с коэффициентом подобия k, например гомотетии, см. 

рис. 68.2. В результа'!'е получим неко'l'ОрЫЙ треугольник А2П2С2 . 
Докажем, что полученный треугольник А2 В2С2 равен треугольни

ку АВС. 

Действительно, так как преобразование подобия сохраняет углы, 

то углы С1 И С2 равны. Следовательно, у треугольников АНС и А2В2С2 
углы С И равны. Далее, 

А2С2 = k· АС и B ZC2 = k B1C1 ВС. 

треугольники АВС и А2 В2С2 равны по первому при
знаку (по двум сторонам и угпу между 

Таким образом, треугольники А 1 и А2В2 С2 по построению 
гомотетичны и поэтому, как доказано выше, подобны; а также доказа

но, "1'1'0 треугольники A2 BZC2 и АВС равпыI и поэтому тоже подобны. 

Это означает, что треугольники А 1 В1 С1 И АВС подобны. 
Теорема доказана. 
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Теорема 3 (при;шак подобии по трем сторонам). Ерли стороны одного 

треугольника пропорциональны сторонам другого треугольника, то такие 

треугольники подобны. 

С2 

~C 
А В 

Рис. 68.3. 

Доказательство. Рассмотрим треугольники АВС И А! 8 1 С;I, у кото
рых стороны пропопрциональны, то есть имеют место равенства 

АВ = k· А 1 АС k· и ВС = ~~ .В1 С] . 

Докажем, "Что треугольники АВС и подобны. 

этого подвергнем треугольник какому-нибудь преобра

зованию подобия с коэффициентом k, например гомотетии, 
как пока:зано на рис. 68.3. 

В результате получим некоторый треугольник А2 В2 С2. Докажем, 
что полученный треугольник А2 В2С2 равен треугольнику АВС. 

Действительно, у этих треугольников соответствующие стороны 

равны, поскольку можно записать равенства 

А 2 В2 = k . А 1 = А В, 

А2С2 = k . А 1С1 =АС, 

В2С2 k· В1 С1 = ВС. 
Следовательно, треугольники АВС и А2В2 С2 равны по третьему 

признаку (по трем сторонам). 

Таким обраэом, треугольники А 1 В1 Сl И A zB2 C2 по построению 

гомотетичны и поэтому, как дока.,ано выше, подобн~r; а та.кже докаэа.

но, что треугольники A 2 BZC2 и АВС равны и ноэтdму тоже подобны. 

Это означает, что треугольники В1 С! и АВС подобны. 
Теорема доказана. 
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69. ПОДОБИЕ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ТРЕУГОЛЬНИКОВ 

Теорема 1. Прямоугольные треугольники подобны, если острый угол од

ного треугольника равен острому углу другого. 

Доказательство. У прямоугольных треугольников один угол нрямой 

По::>тому если у них имеется по равному острому углу, то прямоуголь

ные треугольники подобны n силу признака подобия по двум углам. 
Теорема доказана. 

Теорема 2. Прямоугольные треугольники подобны, если два катета одно

го треугольника пропорциональны двум катетам другого. 

ДОК8.1flТельство. У прямоугольных треугольников углы, образован

ные катетами, равны, потому что это прямые углы. Поэтому если 

у треугольников пропорциональны катеты, то они подобны в силу 

признака подобия по двум сторонам и УГЛУ между ними. 

Теорема доказана. 

Теорема 3. Прямоугольные треугольники подобны, если гипотенуза и ка

тет одного треугольника пропорциональны гипотенузе и катету другого. 

ДОК8.1flТельство. Рассмотрим треугольники АВС и В1 С1 , У кото

рых углы С и С1 равны и составляют 90" каждый; кроме того, их 
гипотенузы и катеты пропорциональны, то есть 

АВ = k· А1 В 1 И АС k· 

Докажем, что треУl'ОЛЬНИКИ АВС и А] В1 
::>того подвергнем треугольник A 1B 1C] какому-нибудь пре

образованию подобия с коэффициен'гом подобия k, например гомоте
тии. Получим некоторый треугольник А2В2 С2 , который будет равен 
треугольнику АВС. Докажем ::>'1'0. Так как преобразование подобия 
сохраняет углы, то LC2 I LC\ = 90". Поэтому у треугольников АВС 
11 A 2 B ZC2 углы С И С2 равны и составляют по 90". Далее, у этих 
треугольников равны гипотенуза и катет, так как верны равенства 

А2В2 k . А 1 В] = АВ 11 А2С2 = k . С\ = АС. 

Следовательно, прямоугольные треугольники АВС и А2В2С2 равны 
по гипотенузе и катету. 

Так как треУГОJIЬНИКИ AIB1C1 и А2В2С2 гомотетичны и, как 

доказано выше, подобны, а треугольники А2В2С2 и АВС равны и по

этому тоже подобны, то прямоугольные треугольники А 1 В1 С, И АВС 
подобны. 

Теорема доказана. 
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70. СВОЙСТВО БИССЕКТРИСЫ УГЛА ТРЕУГОЛЬНИКА 

Теорема. Биссектриса любого угла треугольника делит противоположную 

сторону на части, пропорциональные прилежащим сторонам треугольника. 

Доказательство. Пусть вп биссек

триса. угла В 'греугqльника АВС, см. 
рис. 70.1. Необходимо доказать, что 

Ап АВ 

=ВС' 

Проведем прямую СЕ, параллеllЬНУЮ 

прямой вп, до пересечения в точке 

А D 
Рис. 70.1. 

с 
Е с продолжением с'гороны АВ; кроме 

того, проведем прямую BF, параллель
ную прямой АС, дО пересечения в точке 

F с прямой СЕ. :.заметим, что в треугольниках АВD и BEF углы ВАп 
и EBF равны как соответственные при па.раллеЛhНЫХ прямых AD и 
BF, и углы АВ]) и BEF равны как соотнетственнЫе при парадлель
ных прямых BD и СЕ. Подобие этих треугольнико~ означает, что их 
стороны пропорциональны 

АВ AD (1 )
ВЕ BF' 

i 

Далее, поскольку прямые BF и DC ипряrые BD ~ FC пармлельны, 
то фигура BFC]) является пармлелограммом П, ;следовательно, ее 
ПРОТИВОПOJюжпые сторопы ВF и пС равпыl. 

Теперь докажем, что 'греугольник ВСЫ равнобедренный, т. е. что 

в этом треугольнике стороны ВЕ и ВС равны. 

Действитедьно, углы ВПС п ABD ранны как соответстненные 
УI'ДЫ при нараллельных прямых HD и и углы ВСЕ и пвс равны 

как накрест лежащие углы при тех же llараллельны~ прямых. Из этих 

равенств, учитывая, что углы ABD и DBC равны по условию, получа
ем, '1'1'0 углы ВЕС и ВСЕ тоже равны. Но если в треугольнике равны 

два угла, то равны и стороны ВС и НЕ, леЖaIцие прqтив равных углов. 
Теперь, заменив в пропорции (1) длину стороны ВЕ на ра.вную ей 

длину ве и длину BF на 'длину DC, получим требуемую пропорцию 

AD АВ 

DC 
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71. 	 FАВЕНСТВО ПРОИЗВЕДЕНИЙ ОТРЕЗКОВ 

ДВУХ ПЕРЕСЕКАЮЩИХСЯ ХОРД 


Теорема. Если две хорды окружности пересекаются, то произведениедлин 

образовавшихся при пересечении отрезков одной хорды равно произведению 

длин отрезков другой хорды. 

ДОК1l.1ательство. 	 хорды АВ и CD 
см. рис. 71.1. До

кажем, что про изведения длин отреЗI<ОВ 

этих хорд равны 

АЕ . ВЕ = СЕ· DE. 

Рассмотрим ,:греУГОJ1ЬНИКИ ADE и СВЕ. 
Они подобны по первому признаку подо

бия сгреУГОJ1ЬНИКОВ. ДействитеJ1ЫЮ, у них 
Рис. 	71.1.углы 1 и 2 равны, поскольку это вписан


ные угды, опирающиеся на одну и ту же дугу BD, а углы 3 и 4 равны 


как вертикальны~. Отсюда следует, что стороны э'тих треугольников 


пропорционаЛЬНЬI, Т.е. 


АЕ DE 
СЕ ВЕ' 

Из этой пропорции, перемножая ее «крестиком», получаем 

AE·BE=CE·DE. 
Теорема доказана. 

Следствие 1. Если в одной точке Е пересекаются несколько хорд то для 


каждой из них произведение длин образовавшихся отрезков будет равно од


ному и тому же числу Q. 

Следствие 2. Произведение Q длин отрез


ков хорд зависит только от радиуса окруж

ности R и расстояния r от точки Е до цент
ра окружности и равно Q = Н2 

Доказательство. Среди хорд, проходя


щих через то'-!ку Е, выберем такую хор


ду АВ, ко,:горая проходит через ценсгр 


ОКРУЖНОССl'и О, см. рис. 71.2. Эта хорда 


буде'т являться диаметром окружности. 


10чка Е делит диаметр на отрезки АЕ Рис. 71.2. 

длины R - r и ВЕ длины R + Т'. ИХ произведение равно числу Q и, 


очевидно, равно Q АЕ . ВЕ = (Н - '1') . (Н + r) н2 ,.2. 
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72. 	 РАВЕНСТВО КВАДРАТА КАСАТЕЛЬНОЙ 

ПРОИЗВЕДЕНИЮ СЕКУЩЕЙ НА 

ЕЕ ВНЕШНЮЮ 1:.IAСТЬ 


Рассмотрим произвольную точку М, расположенную вне данного 

круга. Прямую, проходящую через точку М и имеющую с кругом бо.nее 

одной общей точки, называют секущей. Длиной секущей часто назы

ваю'1' ддину отрезка от точки М до более дальней точки пересечения 

с окружностью. 

Те()рема. &ЛИ из точки М, взятой вне круга, проведены к нему какая

нибудь секущая МА и касательная М С, то произведение длины секущей 

на длину ее внешней части МВ равно квадрату касательной 

МА· МВ = ме2 . 

Д()каlательств(). Через ТОЧКУ М, леМ I 
жа.щую вне круга, проведем касатедь

ную Ме и секущую МА, см. рис. 72.1. 
Кроме '1'ого, проведем две вспомога

тельные хорды АС и ве, в резуль

тате получим два треугольника МАС 
и Мве, которые подобны один дру

гому, потому что у них есть общий 
угол М, а углы мев и еАВ равны, 

так как каждый из них измеряется по
Рис. 72.1. дОВИIюй дуги ве. Стороны МА и Ме 

треугольника МАС ЯВ.!IЯЮТСЯ соответ

ственными сторонам Ме и МВ треугольника М ве, позтому они 

ПРОПОРЦИОНi1ДЬНЫ 

МА Ме 

М = МВ' 
откуда уже легко получить искомое равенство 

МА ·мв ме2 . 

Теорема доказана. 

Следствие. Произведение отрезков секущих, проведенных из одной и той 

же точки вне окружности, есть число постоянное для ооех секущих. 

Д()казательство. Это верно, так как /\ля каждой секущей зто произ

ве/\eIlие равно квалрату отрезка касательной, проведенной из данной 
точки. 
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73. 	 ПРОПОfЦИОНАЛЬНОСТЬ ОТРЕЗКОВ 
В пряrvi:ОУГОЛЬНОМ ТРЕУГОЛЬНИКЕ 

Определение. Отрезок ДЛИНЫ х называется средннм 11РО1!орt!uональ

ным (или средним гео,м,еmричесх;u,м,) между двумя отрезками с длинами 

(t и Ь, еСJlИ выполнено УСJlовие х V(llj. 

Теорема. Высота прямоугольного треугольника, опущенная из вершины 

прямоro угла на гипотенузу, есть среднее пропорциональное между проек

циями катетов на гипотенузу. Каждый катет прямоуroльного треугольника 

есть среднее пропорциональное между гипотенузой и проекцией этого ка

тета на гипотенузу. 

Доказательство. Рассмо'трим прямо

угольный треугольник АВС, в котором 

угол С-- прямой. Из вершины С к 

гипотенузе АВ проведем высоту сп, 

см. рис. 73.1. ~Требуется доказасгь справеДлИ!юсть 

слеДующих трех равенств: А D в 

1) CD VAD.J)B, Рис. 73.1. 

2) СВ= VAiз--:VВj , 

3) АС = VAB-:-AD. 
Первое равенство докажем из подобия треугольников ACD и CBD. 

Эти два треугольника подобны по двум углам, так как в них углы с 

вершиной в точке D прямые и углы А и BCD равны, так как каждый 
из НИХ дополняет угол В до прямого угла. 

Из подобия треугольников АСD и СВD следует, что ИХ стороны 
ПРОIlорциональны 

CD AD 
DB = CD' 

Из :этой пропорции можно выразить квадрат стороны СD 

CD2 AD·DB, 

откуда получим требуемое соотношение 1 

CD VAD·DB. 
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Докажем теперь второе равенство. 

Рассмотрим треугольники АВС и СВО. Дока{Ксм, что они по

добны. Заметим, что в этих треугольниках угол В - оБIЦИЙ, а углы 

АСВ и BDC равны, потому что э'1'о прямые углы. Следова:гельно, 

треугольники АВС и CBD подобны по двум углам. . 

Из подобия треугольников АВС и СВD следует пропорционмь
ность их катетов 

АВ СВ 
:::: 

СВ DB 

Из этой пропорции можно выразить ква.драт С'1'ороны СВ 

CB2 =AB·DB, 

откуда, извлекал квадратныи корень из обеих частей равенства, полу

чим требуемое соотношение 2 

СВ = v'AB· DB. 

Докажем теперь третье равенство. 

Рассужда.fl полностью ана,тlOГИЧНО второму случаю, рассмотрим 

треугольники АВС и ACD. Докажем, '1'1'0 они подобны. Заметим, 
что в этих треугольниках угол А -- общий, а углы АСВ и ADC 
равны, потому что это прямые углы. Следовательно, '1'реугольники 

АВС и ACD подобны по двум углам. 
Из подобия '1'реугольников АВС и АСD следуе'1' пропорционадь

ность их I,aTe'1'OB 

АВ АС 

АС = AD' 

Иэ этой ПрОIlОрЦИИ можно lJЫРазить I(вадра'1' стороны АС 

АС2 :::: АВ ·AD, 

откуда, извлекая квадратный корень из обеих 'Iастеи равенства, полу

чим требуемое СООТlюшеllие 3 

АС:::: v'AB· АП. 

Теорема дока.запа. 

http:��������.fl
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74. ТЕОРЕМА ПИФАГОРА 

Теорема (Пифагора). в прямоугольном треугольнике квадрат длины 
гипотенузы равен сумме квадратов длин катетов. 

Доказательство. Рассмотрим прямо

угольный треуго.(IЬНИК Аве, в KO'l'O

ром из вершины hрямого угла е опу с 
щен перпендикуляр еD на гипотенузу, 
см. рис. 74.1. 1 

а 

преДПОJI?ЖИМ, что стороны тре-· 

угольника измерены, причем получи

лись числа а, Ь и с (принято длины сто D в 

рон треугольника обозначать малыми , 
I Ь' 

буквами, соответствующими большим ~ 

буквам, KOTOPbIMk обозначены проти
волежащие углы),' 

Рис. 74,1. 
llредположим также, что извест

ны длины а' и Ь' отрезков, на которые точка D делит гипотенузу. 
llрименяя теорему о пропорциональных отрезках в прямоугольном 

треугольнике (см. вопрос 73), можно записать, '1'1'0 каждый катет 
является средним геометрическим между гипотенузой и проеrщией 

этого катета на гипотенузу, поэтому имеют место следующие два 

равенства: 

а 2 = с 'а/, 

ь2 с, Ь'. 

Поскольку любые верные равенства можно IIочленно СКJlадывать, по

лучим верное равенство 

а2 + ь 2 = с . а' + с . Ь' . 
Приведем подобные члены 

+ ь2 = с(а' + 

Далее, заметим, что сумма длин проекций катетов а' + Ь равна длине 
гипотенузы с, следовательно, мы приходим К искомому равенству 

с2 = + ь 2 . 
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75. 	 ФОРМУЛА РАССТОЯНИЯ 


НА КООРДИНАТНОЙ ПЛОСКОСТИ. 

УРАВНЕНИЕ ОКРУЖНОСТИ 


у Пусть на координа.ТIIоЙ плоскости хОу 

даны две точки: точ~а А с координата
В(Х2;У2) ми (Х1; У1) и точка В с координатами 

------ I , см. рис. 75.1. Выведем форму
лу, позволяющую выразить расстояниеI 

1' _______ _ --1С)	~I 

между точками А и В через известные 
'1 t 	 IA(x ;YJ)

1 координа.ты этих точек.I 

Пусть точки А и В имеют различ

Х 1 Х2 
ные абсциссы, Х] f:. Х2, И различные ор
динаты, Yl f:. У2. Проведем через точки 

о 	 Х 

Рис. 	75.1. 
А и I3 прямые, пара.л.llельные осям ко

ординат, и рассмотрим образовавшийся при этом треугольник АВС. 
Он, очевидно, является ПРЯМОУГО./IЬНЫМ, причем его катеты равны 

АС:= Xl! и ЕС = - Уl!, 

а длина его гипотенузы равна искомому ра.ССТОЯНИfО АВ между точ

ками. Квадрат длины гипотенузы этого треугольн'ика можно найти 
по теореме Пифагора 

Ав2 Ас2 + вс2 
::: (Х2 - Хl)2 + - Уl)2. 

Следовательно, искомое расстонние d между двумн точками А и В 
находится по следующей формуле: 

d = 	 (1) 

у.У t 
i -1------... В 
А В 

1 	
А 

~ I Х Х о 	 х1 Х2 

Рис. 75.2. 

Эта формула остаетсн верной и во всех других СJIучаях взаимного 
ра.сположения точек А и В. 
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Рассмотрим случай, когда абсциссы точек А и В разли'!Ны, Хl f Х2, 
а ординаты совпадают, Уl У2. ТOl'да треугольник Аве вырождается 

в отрезок, парашфльный оси абсцисс, и расстояние между точками А 

и В равно d == IX2 - Хll, см. рис. 75.2. Тот же результат получим и по 
формуле (1), подставив в нее координаты точек А и В. 

Аналоги<lНО мржно рассмотре'l'Ь и случай, когда абсциссы точеI< 

равны, Хl == Х2, а ординаты ра:зличны, Yl i= У2. Этот случай также 
паказан на рис. 75.2. 

Если, наконец, равны и абсциссы, хl == Х2, И ординаты, Уl == Уз, ТО 
точки А и В совнадают и расстояние d между ними равно нулю, ,[ТО 
дает в этом случае и формула 

Определение. ОХ:РУ:)ICносmью называется множество всех точек плос

кости, удаленных на заданное расстояние от данной точки. Эта точка 

называется ценmро.,и окружности, а расстояние от ТОЧКИ окружности 

до ее центра радuусо.,и окружности. 

Выведем уравнение окружности ра- у 

диуса R с центром О в заданной пря
моугольной системе координат. 

Пусть центр ОКРУЖНОСТИ - точ

ка О имеет коо~динаты ,(ха; Уа), см. 
рис. 75.3. Рассто~ние от пrоизвольной 
точки М(х; У) до 'I'о<!Ки О j3ычисляется 

по формуле 
Х

1 
ХО 

МО j(x хо)2 + СУ - Уа)2. Рис. 75.3. 

Если точка М лежит на данной окружности, то расстояние МО должно 

равняться радиусу R окружности, или lYI0 2 = . Это означает, "1'1'0 

координаты точки 111 удовлетворяют уравнению 

(х - xa)~ + (У уо)2 = 
Если же точка lYl(x; у) не лежит на данной окружности, то мо2 f R2

, 

И поэтому координаты точки М не удовлетворяют уравнению (2). 
Таким образом, в прямоугольной системе координат уравнение 

окружности радиуса R с центром R точке о(хо; Уа) имеет вид 

(х хо)2 + уо)2 = 
в частности, уравнение окружности радиуса R с центром в начале 

координат имеет вид 

х 2 + у2 R2 
. 
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76. 	 ФОРМУЛЫ ПЛОЩАДЕЙ ПАРАЛЛЕЛОГГ АММА, 
ТРЕУГОЛЬНИКА,ТРАПЕЦИИ 

Можно сказать, что площадь многоугольника - это величина 

той части плоскости, которую занимает многоугольник. За единицу 
измерения площадей принимают ШlOщадь квадрата, сторона которого 

равна единице измерения отрезков. 

Отметим основные свойства площадей: 

1. Равные многоугольники имеют равные площади. 

2. Если многоугольник составлен из нес;кольких МНОГflУГОЛЬНИКОВ, то его 

площадь равна сумме площадей этих многоугольников. 

Отметим также, что в 	школьном курсе доказьrвается, что пло
щадь квадрата равна квадрату его стороны, аналогично, площадь 

прямоугольника равна прои:шедению его сторон. 

Площадь параллЕ>дограмма 

Назовем одну из сторон паралле.гюграмма основанием, а отрезок 

перпендикуляра" проведенного из любоi:i точки противоположной сто

роны [{ прямой, содержащей основание, - высотой параллелограмма.. 

Теорема. Площадь параллелограмма равна произведениюего основания на 
высоту. 

Доказательство. Рассмотрим парал.rrе
в 	 логра,мм АВСЛ с площадью 8. Примем 

сторону AD дш1НЫ Ь за основание и 

проведем высоты ВН и СJ{ длины 1-1" 

см. рис. 76.1. Требуется доказать, что 
S = AD· ВН или 

S = 	Ь ·1/.. 

А Н D f( Докажем сначала, '!то lIлощадь пря
Рис. 76.1. МОУГО.IIьника НВСК также равна S. 

ДЛЯ этого заметим, что трапеция Аве1<: составлена из параллелограм
ма АвеD и треугольника DeК. с другой стороны, она COCTaВJleHa 

из ПРЯМОУГО.iIьника Нвек и треугольника АВН. 

Прямоугольные треугольники DCK и АВН равны по гипотенузе 
и острому углу (их гипотенузы АВ и CD равны как противоположные 
стороны па.раллt'JIограмма, а углы а и f3 равны каы; соответственные 
углы при пересечении параллельных прямых АВ и DD секущей AD), 
поэтому их площади равны. 
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Следовательно, площади параллелограмма ABCD и ПРЯМОУl'ольни
ка ИВСН также равны, другими словами, площадь ПРЯМОУl'ольника 

НВСК равна S. J~o площадь прямоугольника вычисляется по формуле 

~e~p~:a' :а~~з:нтJк как ВС =AD, то S =AD . ВН Ь . h. 

i 
Замечание. Из треугольника АВН можно выразить катет ВИ через 

гипотенузу АВ, получим, что ВИ = АВ . silla. lIоДставляя это вы
ражение в тольк(~ что полученную формулу, приходим еще к одной 
формуле для вычисления площади параллелограмма 

S :::: AD . АВ . siп а:::: а . Ь . sin а. 

Площадь ТРfjугольника 

Теорема. Площадь треугольника равна половине произведения его основа· 

ния на высоту. 

В D в 
к 

'~ 

А Е ь с Е А с 

Рис. 76.2. 

Докюательство. Нусть дан треугольник АВС, см. рис. 76.2. 
Проведем прямую CD, параллельную прямой АВ, и прямую BD, 

паРaJIJlельную АС. Тогда, очевидно, получим llарa.rшелограмм ABDC 
и, следоватЕ'.I!ЬНО, его противолежащие стороны равны, АВ :::: CD 
и АС BD. Тогда треугольники АВС и BDC равны по третьему 
признаку (третья сторона ве у них общая), поэтому SC>ABC = SI:;.BDC. 

Итак, 

SABDC :::: SC>ABC + SI:;.BDC = 2SC>ABC, 

1. ,
откуда SC>ABC = '2SABDC. Но SABDC АС ·ВЕ = Ь ·/t, следовательно, 

1 
SC>ABC "2Ь' h. 
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Следствие 1. Треугольники с равными основаниями и равными высотами 

имеют равную площадь. 

Если, например, вершину В тре

угольника Аве переl'yiещать вдоль пря

мой, параллельной основанию а 

основание оставить неподвижным, то 

площадь треугольника не будет изме

няться, см. рис. 76.3. 
Этот вывод сразу же следует из то

А с 
го, что высоты этих треугольников бу

Рис. 76.3. 
дут равны между собой и будут равны 

расстоянию между паралле.I!ЬНЫМИ прямыми, а основание у всех тре

УГОЛЬНИКОВ одно и то же. 

Следствие 2. Площадь прямоугольного треугольника равна половине про

изведения его катетов. 

ДОК8.1ателъство. Для получения этой формулы следует один из кате

тов припять за основание треугольника, тогда другой катет совпадет 

с высотой. 

Следствие 3. Площадь треугольника равна половине произведения длин 

двух его сторон на синус угла между ними. 

Доказательство. Для доказательства этого утверждения рассмотрим 

три случая. 

Случай 1. Если yrOJr А _. острый, см. рис. 76.2, то из треугольпи
. ка АВЕ высоту ЕЕ можно выразить через гипотенузу АВ 

ВЕ = h АВ· sin А. 

Случай 2. Если угол А тупой, рассмотрим прямоугольный тре

угольник в котором угол ВАЕ является смежным к углу А 

треугольника ABS. Тогда, как и в первом случае, получим 

ВЕ = h АВ· Sil1 ВАЕ = АВ . - А) = АВ . sin А. 

Случай 3. Наконец, если угол А прямой, то Sill А = 1 и 

В Е = 11 = АВ . sin {А. 

Таким образом, в любом случае верна формула площади треугольника 

=~AC ВЕ = ~AC. АВ· sinA = ~a.. Ь· siпА. 
222 
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Площадь трапеции 

Теорема. Площадь трапеции равна произведению полусуммы ее оснований 

на высоту. 

Доказательство. Пусть дана произволь

нан трапеция АВСD с оснопаниями AD 
и ВС, высотой ЯН и площадью 5', см. 
рис. 76.4. Докажем, '1'1'0 имеет место 

к 

с 
~" 

Е 

равенство 

1 
S-= 2(AD+BC) ·ВН. 

Диагона..JIЬ НD деJ1ИТ трачецию на два 
треугольника ABD и ВСD, поэтому ПО 
свойству площамй справедливо пред

ставление S -= 5'AkD + 5'BCD. 

А Н 

Рис. 76.4. 

D 

Примем отреJки AD и ВН за основание и высоту треугольника 
ABD соответственно, а отрезки не и DE за основание и высоту тре
угольника HCD соответственно. Тогда площади ЭТИХ треугольников 
выражаются формулами 

1 1 
5'АВП -= 2"AD . НН и SBCJJ = 2ВС . DE. 

Так как DE и ВН - отрезки перпендикуляров, заключенные между 

параллельными прямыми, то они равны между собой, DE = ВЕ, 
поэтому можно записать 

1 
5'ВСП -= 2 ВС· ЯН. 

Таким образом, получено выражение для площади трапеции 

1 . 1 1 
5' = -AD . ЯН + ВС· ВН = -(AD + ВС) . НН.

2 : 2 2 

Теорема докаэана. 

Следствие. Площадь трапеции равна произведению длины ее средней ли

нии на высоту. 

Доказательство. Этот ВЫFЮД сдедует из того, что длина средней линии 

трапеции равна полусумме оснований трапеции. 
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77. 	 ТЕОРЕМЫ СИНУСОВ И КОСИНУСОВ 


ДЛЯ ТРЕУГОЛЬНИКА 


Теорема (синусов). Длины сторон треугольника пропорциональны сину

сам противолежащих углов. 

Доказательство. Рассмотрим треугольник Аве, в котором обозна

чим веЛИ'lИНЫ углов буквами А, В и е, см. рис. 11.1, Д.IIИНЫ сторон 
АВ, ве и СА буквами с, (L и Ь соответственно, И, наконец, площадь 

В треугольника обозначим буквой S. 
Требуется доказать, что 

(L Ь с 

- sin В sin 

Применим формулу, выражающую п.IIо

щадь треугольника ~ерез две стороны 

и синус угла, заКЛЮЧ~IIНОГО между ни
А ь с 


ми, получим paBeHcTj3a
Рис. 11.1. 

S = ~(L, bsil1 е, S=~b.csinA и S ~c.asiIlB. 
Исключая площадь 8 из первых двух равенств, получаем 

1 l' е . А а с 
= l ь . с sш =>- а . ~ sш 

22' sш 

Точно так же из второго и третьего равенств С.IIедует 

а Ь. А 1 . В-l ь . с sш = -с· (L sш => = 2 2 sil1 А sil1 В 

Из этих равенств получаем утверждение теоремы 

а. Ь с 

А ::::; Sill В = siJ1 е . 
Теорема Докаэана. 

Эту теорему можно сформулировать и доказать по-другому. 

Теорема. Отношение длины стороны треугольника к синусу противолежа

щего угла равно удвоенному радиусу описанной окружности. 
! ! 

ДОКa.JатеЛЬСТDО. Пусть R радиус окрtжности, описа,нной ОКО.IIО 
треугольника Аве. 

Докажем, например, что !3СА = 2R, или, иначе, ве ::::; 2R sin Л. 
вш 
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А1 

ВВУ ':::j 

Рис. 77.2. 

llроведем диаметр ВА] описанной окружности, см. рис. 77.2, и рас
смотрим треугольник А ! ве (в случае совпадения 'ro'leK A 1 и е до

казьшаемая формула, очевидно, верна). Угол е этого треугольника 

прямой, поэтому Ве ВЛ] siп A 1 . Кроме того, по свойству углов, 
вписанных в окружность, угол А] либо равен углу если точки А и 

Al лежат по o~цy сторону от прямой ве, либо равен 1800 А, если 

эти точки лежат по разные стороны от прямой ве. в первом случаf: 

ве = ВА] 8i.п Л, во втором Ве = ВА] 8i11(180° - А) = ВА siпА. 
в любом случае Ве = ВА] 8i11 А, или Ве 2Rsiп А, т. е. 

ве 
. А 2Н. 
sш 

Теорема дока.,ана. 

Теорема (косинусов). Квадрат любой стороны треугольника равен сумме 

квадратов двух других сторон без удвоенного произведения этих сторон на 

косинус угла между ними. 

ДОК8.1ательство. Рассмотрим ТРСУl'ОЛЬ у C(iJcosA;iJsinA) 
ник Аве со сторонами а, Ь и с. Дока

жсм, например, что 

ь2 + с 2 - 2ЬссозА. 

Введем систему координат с началом 

в точке А, KaI( ноказано на рис. 77.3. A~ Щ\ х 
В(с;О)Тогда точки В и е имеют координаты О с 

О) и (ЬСО8А; b8i11A) соотвстственно. Рис. 77.3. 
По формуле расстояния между двумя точками полу-чаем 

ве2 = а2 = (ЬСО8А с)2 + b2(8il1A)2 = 

ь 2 + с2
=ь2 (СО8 + ь2 (8iп - 2ЬссозА + с2 = - 2ЬССОБА. 

Теорема доказана. 
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78. ДЛИНА ОКРУЖНОСТИ 

Получим формулу, выражающую длину произвольной окружности 

черсз ее радиус. Пусть 1 и 11- длины двух окружностей радиусов 

R. и Н' с центрами О и О'. Впишем в К3сждую из них правильный 
n-угольник и обозначим буквами Рn и P~ и/с периметры, а буквами аn 
И - ИХ стороны. Тогда, поскольку в праВИЛЬНОjl1 11,-угольнике все 
стороны равны, можно выразить периметр через Д.III1:ну одной стороны 

I 

Рn =n . о.n И P~ = n . a~. 

Выразим длину стороны аn через 

радиус окружности Н. Соединим ка

ждую из вершин вjIисанного много

угольника с rreHTp0l<.:i окружности как 
ПОI<азано на рис. 78.1. Получим n рав
ных равнобедренных треугольников с 

основаниями длины о.n И боковыми сто
ронами Д.IJины R. Очевидно, угол при 
вершине О в каждом таком TpeyrOJ!b

3600
нике равен п-. Рассмотрим, напри

Рис. 78.1. 
мер, треугольник А]ОА2 . Высота ОПl 

является одновременно и биссектрисой и делит ;этот 'f'реуголыIИК на два 

равных прямоугольпых треугольника. Выберем ОДИFf из них, напри~ер 

треугольник A l ОН1. В нсм известен острый угол LА1 ОН1 = 1~0 и 
гипотенуза ОА1 = R. Поэтому можно найти длину противолежаше
го ка/гета А 1 = R sin 1800 . Следовательно, выр~жение для длины 

n 
стороны А]А2 (или, другими словами, стороны аn вписанного много
угольника) имеет вид 

. 1800 
о.n = = 2А 1 Н] =2Rsш--. 

n 

Зная длину стороны о.n вписанного многоугольника, найдем его 
периметр 

1800 
Рn = n· аn = n· 2Rsin--. 

n 
Повторяя анадогичные действия для многоугольника, вписанного во 

вторую окружность, подучим та.кое же выражение 

' I 1800l'Р = = n . 2Н sш --.11 n . а" , n 
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Следовательно, отношение периметров этих многоугольников рав

но отношению диаметров окружностей, 

Р" 2R 
р' 

(1) 

" 
Это равенство справедливо при любом значении n, n ~ :~" 

Пусть теперь число сторон n неограниченно увеличивается. 
Так как при увеличении числа сторон n вписанный многоугольник 

«приближастсЯ» к окружности, то Р" -t [ при n -t 004. Аналогично, 

p~ [' при n -t 00. Следовательно, предеJI отношения ~~ равен ll, 

., 
n 

2R 
С другой CTOPOH~I, В силу равенства (1) :этот предел равен 2R" 

На строгом математичсском языке содержание предьrдущего абза

ца записывается так. Поскоm.,ку существуют предслы 

р" =1 и Нт n =[',
n--++оо 

то существует и предел 

lim р" 
Н--++ОС 

- (2)
lim P,~ р' 

"--++00 

с другой стороны, в силу равенства (1) :этот предел равен 

р" . 2R 2Н 
11т = --,о 

71--++00 2R 

Сравнивая равенства и (3), приходим к выводу О том, что отношение 
длин окружностей равно отношению диаметров этих окружностей, т. е. 

2R 
Z; - 2Н"

i 
Из этого равенства непосредственно следует, что 

[' 

2R 2R" 
т. е. отношение ДЛИНЫ окружности к ее диаметру есть одно и то же 

число для всех окружностей. Э-1'о число принято обозначать греческой 

буквой 71'. Тогда из равенс'гва 2k :::: 71' получаем формулу для вычисления 
ДЛИНЫ окружности радиуса R 

271'R. 

4 Конечно, школ!:,ник не обязан уметь это доказывать. 
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79. ПЛОЩАДЬ КРУГА 

Определение. Круга.м. называ.е'l'СЯ фигура, состоящал из всех точек 

плоскости, расстояние от которых до заданной точки О, лежащей 
в этой же плоскости, не больше данного расстояния R. То<пш О 
называется цеNшра.м. к:руга, а расстояние R- радиуса.м к;руга. 

Теорема. Площадь круга равна половине произведения длины ограничи

вающей его окружности на радиус круга. 

Дока1ательство. Поtтроим два пра
вильных n-УГОЛЬНИЮ1: М1 вписанный 
в круг радиуса R, и Mz - описанный 
около этого круга, см. рис. 79.1. Пусть 
51 и 52 ПJющади многоугольников 

и М2 соответственно. Многоуголь
ник 1\41 целиком сод~ржится в круге, а 
многоугольник M z целиком содержит 
круг, поэтому выполнено неравенство 

Рис. 79.1. 51 < 5 < 52, 

где S - искомая площадь круга. 

Радиусы, проведенные в вершины многоугольника Л11 , разбивают 

его на n равных треугольников с основаниями аn . Пусть - площадь 

одного такого треугольника с номером i. Так как 

1
5; 2аnRcos ОС"" 

то 

1 1 
2(nan)Rcosoc r, = 2PRcosocn, 

где р. периметр МНОГОУГОJIьника 

Радиусы, проведенные в вершины многоугольника J'vl2 , РС1збивают 

его на n равных треугольников с основанияМи Ьn . Пусть S; площадь 

такого треугольника. Так как 

, 1 аn . 
5.1 -2ЬnR == Н,

2сов а", 

то 

, rиn PR
n5j R ,

2 сов аn 2 cos осп 

где Р- по-прежнему периметр многоугол"никС1 
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Итак, вписанный в круг многоугольник имеет площадь 

1
Sl ::: 2PRcoso:n, 

а описанный около круга МНОГОУГОJIЬНИК М2 · ПJIOщадь 

S2 == ~. РЛ 
2 cOSO: n 

Когда ЧИСJIO n неограниченно возрастает, величина периметра Р будет 

ОТЛИ'1аться от длины l окружности на сколь УГОДНО малую величину, 
ана.логи'IНО, cos о: 'гоже будет отличаться от единицы на сколь угодно 
малую величину, следовательно, площади многоугольников М1 и М2 
отличаются на сколь угодно малую величину от lf .И поэ'гому площадь 
круга равна 

s = IR 
2' 

Теорема доказана. 

Учитывая, что l == 211" Н, можно также записать S 11"л2 • 

80. 	 ТРИ АКСИОМЫ О ВЗАИМНОМ 


РАСПОЛОЖЕНИИ ТОЧЕК, ПРЯМЫХ 


И ПЛОСКОСТЕЙ В ПРОСТРАНСТВЕ 


Аксиома 1. Если две точки прямой принадлежат плоскости, то и каждая 

точка этой прямой принадлежит плоскости. 

Аксиома 2. Если две плоскости имеютобщую точку, то они имеют общую 

прямую, проходящую через эту точку. 

Аксиома 3. Чер~з любые три точки, не лежащие на одной прямой, можно 

провести плоскость, и притом только одну. 

Сформулируем и докажем два слеДС'l'ВИЯ из этих аксиом. 

Следствие 1. Через прямую и не лежащую на ней точку можно провести 

плоскость, и притом только одну. 

Действительно, точка вне прямой вместе с какими-нибудь двумя 

точками этой прямой составляют три точки, через которые можно 

провести плоскость, и притом только одну. 

Следствие 2. Через две пересекающиеся прямые можно провести плос-

кость, и притом только одну. 

ДействитеJIЬНО, взяв точку пересечения и еще по одной точке на 

каждой прямой, получим 'гри точки, через KO'l'OpbIe можно провести 
плоскость, и притом только одну. 
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81. 	 ТЕОРЕМЫ О ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ 


ПРЯМЫХ n ПРОСТРАНСТВЕ 


Определение. Две прямые в пространстве называются nараллельuы

.ми, если они лежат в одной ШIOСКОСТIi И не пересекаются. 

Теорема. Через любую точку пространства, не лежащую на данной пря

мой, проходит прямая, параллельная данной, и притом tолько одна. 
I 

Доказательство. Расс;мотрим прямую а 

и точку 1VJ. , не лежащ1ю на этой прямой, 
см. рис. 81.1. Через прямую а и точку М 
проходит ШIОСКОСТЬ, И притом только 
одна (по следствию 1 из аксиом стеw.; 
реоме'l'РИИ, см. вопрос 80). Обозначим 
эту плоскость буквоl:i оо. Прямая, про
ходящая через точку Л1 параллельно 

Рис. 81.1. 
прямой Ct, должна лежать в плоскости, 

задаваемой точкой "~1 и прямой а, т. е. должна леж&.ть в плоскости ОО. 

НО в плоскости а '{ерез точку М проходит единственная прямая: Ь, 
параллельная прямой а, см. вопрос 52. 
Теорема доказана. 

Докажем теперь вспомогательную лемму. 

Лемма. Если одна из двух параллельных прямых пересекаетданную плос

кость, то и другая прямая пересекает эту плоскость. 

Рис. 81.2. 

Доказательство. Рассмотрим две параллельные нрямые а и Ь, одна 
из ко'горых - прямая а пересекает плоскость а в точке М, см. 
рис. 81.2. Докажем, что прямая Ь тоже пересекает плоскость а, т. е. 
имеет с ней ровно одну общую точку. 
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Обозначим буквой ,8 плоскость, в которой лежат параллельные пря
мые а и Ь. Так кат< две разли':tные плоскости а и (З имеют общую 'fОЧКУ 

М, ТО по аксиоме стереометрии (см. вопрос 80) они пересекаю'Тся по 
некоторой прямоii т, см. рис. 81.2. Эта прямая лежит в плоскости (З 
и пересекает прямую а в точкс М, поэтому она пересекае'Т и парал

дельную сй прямую Ь в некоторой точке N. lIрямая т лсжи'т 'Также 
в ПЛОСКОС'ги а, поэтому N точка llJIOСJ(ОСТИ а. Следовательно, N 
общая точка прямой Ь и плоскости а. 

Докажем тепурь, что прямая Ь не имеет других общих точек 

с плоскостью а, кроме точки N. Это и будет означать, что прямая Ь 
I 

пересекает плоск~сть а. 

Действительно, если б!>I прямая Ь имела еще одну общую 'гочку 

с плоскостью а, то по aKC~OMe стереометрии она целиком лежала бы 
в ПJlOскости а (см. вопросi80) и была бы общей прямой плоскостей а 
и (З, т. е. совпадала бы с прямой т. Но это невозможно, так как по 

условию прямые а и Ь параллельны , а прямые а и т пересекаются. 
Лемма Доказана. 

Теорема. Если дВе прямые параллельны третьей прямой, то они парал

лельны друг другу. 

Дока.lатеЛЬСТБО. Пусть прямая а па

раллельна прямой с и прямая Ь тоже 

параллельпа прямой с. Требу_ется дока

зать, что прямые а и Ь параллельны, 

т. е. что прямые а и Ь 1) лежат в одной 
плоскости и 2) не пересекаются. 

1) Отметим какую-нибудь точку Р 
на прямой Ь. ОБОЗflачим буквой (~ IlЛОС а 

кость, проходящую через прямую а и 

Рис. 81.3.точку см. рис. 81.3. Докажем, что 
прямая Ь лежит в плоскости а. Допустим, ':tTO прямая Ь пересекает 
плоскость а, тогда по лемме о пересе':tепии плоскости параллельными 

прямыми (см. вопрос 81) прямая с также пересекает плоскость а. Но 
так как прямая с параллельна прямой а, то и прямая а пересекает 

плоскость а, что невозможно, так как прямая а лежит в плоскости а. 

2) Прямые а и Ь не пересекаются, так как в противном случае через 
точку их пересечения проходили бы две прямые а и Ь, параллельные 

прямой С, что певозможно. 

Таким образом, доказано, ЧТО rrрямые а и Ь пара.ллельны. 

Теорема Доказана. 
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82. ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ ПРЯМОЙ И ПЛОСКОСТИ 

Определение. lJр.я.мдя!}. ПЛОС1\:ОСТnЪ называются nара./lлеЛЫ-Н.>I"Ю.t, ес.rrи 

они не имеют общих точек. 

Теорема (признак параллeJIЪНОСТИ прямой и плоскости). Если прямая, 
не лежащая в данной плоскости, параллельна некоторой прямой, лежащей 

в этой плоскости, то она параллельна данной плоскости. 

Доказательство. Рассмотрим некото

рую плоскость о: и две параллелъные~ прямые а и Ь, расположеНl-lые так,' ~ITO 
прямая Ь лежит в плоскости 0:, а прямая а 

не лежит в этой ПJюскости, см. рис. 82.1. 
Докажем, что прямая а пара,плельна

I 
плоскости 0:. 

а Предположим, что это не так. Тог

да. прямая а пересекает плоскость 0:, и 
Рис. 82.1. 

тогда по лемме о пересечении плоскости 

параллельными прямыми (см. вопрос 81) прямая Ь также пересекает 
ПЛОСКОСТЬ а. Но это невозможно, поскольку прямая Ь лежит в плос


кости 0:. Следовательно, прямая а не пересекает плоскость 0:, это 


0знач:ает, что она па.раллельна этой плоскости. 


Теорема докюапа. 


Теорема. Если плоскость проходит через данную пря~ую, параллельную 

другой плоскости, и пересекает эту плоскость, то линия пересечения плос

костей параллельна данной прямой. 

Доказательство. Пусть через данную 

прямую а, параллельную плоскости 0:, 

проходит плоскость {З, пересекающая 

плоскость о: по прямой Ь (см. рис. 82.2). 
Докажем, что прямая Ь паралле,пьна 

прямой а. 

Действительно, эти прямые лежат 

в одной плоскости, в плоскости {З, и не 

пересекаются: ведь в противном случае 
Рис. 82.2. 

прямая а пересекала бы плоскость 0', но 

это невозможно, поскольку по УСJJОllИЮ теоремы прямая а па.раШlельна 

плоскости 0'. 

Теорема доказана.. 
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Следствие. Если прямая параллельна каждой из двух пересекающихся 

плоскостей, то она параллельна линии их пересечения. 

ДоказатЕ'-ЛЬСТВО. Пусть даны две плос

кости о' и {З, которые пересекаются по 

прямой Ь, и, кроме того, дана некото

рая прямая а параллельна и ШlОскости 0', 

И плоскости см. рис. 82.3. М 

Докажем, что прямая а параллельна 

прямой Ь. 

Через какую-нибудь точку М, лежа а 

щую на прямой Ь, и через прямую а про

ведем плоскость. 'Гогда эта плоскость 
Рис. 82.3. 

должна пересеI<аться с плоскостями о' 

и {З по прямым, пара.!Iлельным прямой а и проходящим через точку М. 

Но через точку М можно провести только одну прямую, паРaJlЛСЛЬНУЮ 

а, поэтому две линии перессчения проведенной плоскости с 

ПЛОСКОСТ.fIми (~ И {З должны совпада'гь с этой прямой. Кромс того, 

эта прямаfl, находясь одновременно и в ШIOскости 0', И В плоскости {З, 
должна, в свою очередь, совпадать с прямой Ь, по которой плоскости о' 

и {З пересекаются. 

Э'1'о и означае'1', что прямая а параллельна ПDЯМОЙ Ь. 

83. 	 ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ ПЛОСКОСТЕЙ. 

ПРИЗНАК ПАРАЛЛЕЛЬНОСТИ ПЛОСКОСТЕЙ 


Определение. Две nJlосх;осmu называются nараJlлеЛЬНЫ.ми, если они 

не пересекаютс.fI. 

Теорема (признак параллельности двух плоскостей). &ли две пересе

кающиеся прямые рдной плоскости соответственно параллелъны двум пря

мым другой плоскости, то эти плоскости параллельны. 

Доказательство. Рассмотрим ШlOскости о' и {З. Пусть в плоскос'ги о' 

лежат две прямые а и Ь, пересекающиеся в точке М, а в шюскости {З 
лежат две прямые а] и bj , причем прямая а параллельна прямой al и 

прямая Ь параллельна ПРЯl'10Й Ь1, см. рис. 83.1. 
Докажем, что ПЛОСКОС'ljЬ о' параллельна плоскости {3. 
Прежде всего отмети!v.}, что по признаку параллельности ЩШМUИ 

И плоскости (см. вопрос '82) можно заключить, что прямые а и Ь 
паралJIельны плоскости /3. 

http:�����������.fI
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с 

fJ 

а ~ 
Рис. 83.1. 

Допустим, что плоскости о: и {3 не пармдельны. :Тогда они пересе
l(aIОТСЯ по некоторой прямой с. Прямые а J,l с не им~ют общих To'reK, 
поскольку прямая а пармлельна ПJЮСКОСТИ{3. С другой стороны, пря

мые а и с лежат в плоскости 0:. Отсюда следует, 9-то прямые а и с 
параJIЛе.IIЬНЫ. 

Ра.ссужда.я аналогично, заметим, что и прямые Ь и с не имеют 

общих точек, поскольку прямая Ь параллельна ПЛОСКОСТИ /3. ПОСКО.IIьку 
пр.ямые Ь и с лежат в ШIOСКОСТИ 0:, то прямые Ь и с тоже параллельны. 

Таким образом, через точку М проход.ят две прjiмые а и Ь, парал
лельные пр.ямоЙ с. Но это невозможно, так как по теореме о парад

дельных пр.ямых (см. вопрос 81) через точку М проходит только одна 

прямая, параллельна.я прямой с. Следоватедьно, сделанное допущение 

неверно, и поэтому ПЛОСКОСТИ о: и {3 параллельны. 
Теорема доказана" 

Рассмотрим два свойства параллельных плоскостей. 

Теорема 1. Если две параллельные плоскости пересечены третьей плос

костью, то линии их пересечения параллельны. 

Рис. 83.2. Рис. 83.3. 
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Доказательство. Итак, рассмотрим прямые а и Ь, по которым две 

параллельные пло~кости сх и (3 пересекаются с третьей плоскостью /, 
см. рис. 83.2. 

Необходимо доказать, ~ITO прямые а и Ь паРaJIJlельны. 

Действительно, эти две прямые лежат в одной плоскости, в плос

кости /, и не пересекаются. В самом деле, если бы прямые а и Ь 

пересекались, 'го плоскости СУ и (3 имели бы общую точку. Но это 
противоречит условию теоремы, в котором сказано, 'ITO плоскости сх 

И tз параллельны. 

Итак, прямые а и Ь лежат в одной ПJюскости И не пересекаются, 

следоватецьно, ПР.iIмые а и, Ь параллельны. 

Теорема доказана. 

Теорема 2. Отрезки параллельных прямых, заключенные междудвумя па
раллельными плоскостями, равны. 

Доказательство. Пусть две параллельные прямые пересечены двумя 

параллельными плоскостями сх и (3. Рассмотрим отрезки АВ и СD 
этих параллельных прямых, заключенные между плоскостями сх и 

см. рис. 83.3. 
Докажем, что длины отрезков АВ и CD равны. 
Рассмотрим плоскость /, проходящую через параллельные прямые 

АВ и СD. Тогда эта плоскость / по предыдущей теореме пересекает 
плоскости сх и (3 по двум параллельным прямым АС и BD. 

Заметим, что в получившемся четырехугольнике ABDC проти
воположные стороны попарно параллеJIЬНЫ, следовательно, четырех

угольник ABDC параллеJIограмм. Но в параллелограмме противо

положные стороны равны, поэтому длины АВ и CD равны. 
Теорема доказана. 

84. ТЕОРЕМЫ О СКРЕЩИВАЮЩИХСЯ ПРЯМЫХ 

Определение. Две прямые называются сх:рещ'uва'Ющu,м'UС'я, если они 

не лежат в одной плоскости. 

Теорема. Если две прямые скрещиваются, то они не пересекаются и не 

параллельны. 

Доказательство. ЕСJ1И бы :эти прямые пересекались или были бы па

раЛJIельны, то они лежали бы в одной плоскости, что противоречит 

определению скрещивающихся прямых. 

Теорема доказана, 
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Теорема (признак скрещивающихся прямых). Если одна из двух прямых 

лежит в некоторой плоскости, а другая прямая пересекает эту плоскость 

в точке, не лежащей на первой прямой, то эти прямые скрещиваются. 

D 	 Доказательство. Рассмотрим прямую 

АВ, Jlежащую в плоскости а, и пря

Va 
мую ел, пересекающую эту ПЛОСКОСТЬ 

в точке не лежащей на прямой АВ, 
см. рис. 84.1. 

Докажем, что прямые АВ и сл

скрещивающиеся прямые, т. е. что они 

не лежат в одной плоскости. 
Рис. 84.1. 

Действительно, если допустить, что 

прямые АВ и CD лежат в некоторой плоскости f3, ТО плоскость f3 
должна будет проходить через прямую АВ и точку С и поэтому 

совпадет с плоскостью а. Но это невозможно, так ка.к прямая сл по 
условию теоремы не лежит в плоскости а. 

Теорема доказана.. 

153)
Рис. 84.2. 

Замечание. Перечислим все возможные случаи взаIfМНОГО расположе

ния двух прямых в пространстве. Таких случаев три: 

1) прямые пересекаются, т. е. лежат в одной плоскости и имеют 
только одну общую точку; 

2) прямые параЛJJельны, т. е. лежат в плоскости и не пересе

каются; 

3) прямые скреЩl1ваются, т. е. не лежат в одной плоскости. 

Различные случаи расположения двух прямых в пространстве показа.ны 

на рис. 84.2. 

Докажем еще одну теорему о скрещивающихся прямых. 
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Теорема. Через каждую из двух скрещивающихся прямых проходит плос

кость, параллельная другой прямой, и притом только одна. 

Доказательство. IIусть даны скрещива

ющиеся прямые АВ и сп, см. рис. 84.3. 
Докажем, что через прямую АВ обя

:>ательно проходит плоскость, параллель

ная прямой Сп, и притом TOJ1hKO одна. 
Проведем чере:> точку А прямую АЕ, Е 

параллельную прямой Сп, и обозначим D 
буквой Q плоскость, проходящую через 

прямые АВ и АЕ. TaI( как прямая сп 

не лежит в плоскости Q И параллельна Рис. 84.3. 

прямой АЕ, лежащей в этой плоскости, ТО прямм СОпараллельна 

плоскости й (по признаку параллеЛhНОСТИ прямой и плоскос'l'И, см. 

вопрос 82). 
Докажем, что плоскость й единственная плоскость, проходящая 

через прямую АД и параллельная прямой сп. В самом деле, люба.я 

другая плоскость, проходящм через прямую АВ J пересекается с пря

мой АЕ, а значит, пересекается и с параллельной ей прямой сп (по 
лемме о параллельных прямых, см. вопрос 81). 
Теорема доказана. 

IZ!J
Рис. 84.4. 

Напомним определение угла между двумя прямыми. 

Определение. Углом между двумя пересех:аw'Щu,мuся пря,МЫ.МU назы

вается меньший из углов, образующийся при пересечении этих прямых 

(угол 'Р на рис. 84.4). 

Определение. Угол между двумя параллеЛЫ-tЫМU пря.мымu счи'гается 

равным нулю. 

Определение. Углом .меж~у двум.я с:к:ре'Щuваw'Щu,мuся ПРЯ.АtЫ.АШ назы
вается угол, обра:юванный двумя пересекающимися нрямыми, парал

дельными данным скрещиhающимся прямым соотве'гственно (угол 'Р 
на рис. 84.4). 
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85. 	 ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ 


ПРЯМОЙ И ПЛОСКОСТИ 


Определение. Две прямые в пространстве паэываются взаu.мно пер

пендUХ;УJlJlрны.;flU, если угол между ними равен 900. 

Возможны два случая расположения взаимно перпендикулярных 

прямых в пространс.тпе: 

1) перпендикулярные прямые могут пересекаться; 

2) перпеНДИI<улярные прямые MOrJ'1;' l!<реЩ/JпаЮЩИМИСjJ. 

,цш\.а,,,,с;м вспомогаТeJIЬНУЮ лемму о перпендикулярности двух па

раллельных прямых l( третьей 

Лемма. Если одна из двух параллельных прямых перпендикулярна к тре

тьей прямой, то и другая прямая перпендикулярна к эт~й прямой. 

Доказательство. ПУСТЬ прямая а па

а раJlJIельна прямой Ь, и пусть прямая а 

перпеНДИКУЛЯрllа прямой с. 

Докажем, 'iTO тогда и прямая Ь пер

пендикулярна прямоj1 с. 

qерез произполы~ую точку М про
I~7 j/ 

странства, не лежащую на данных пря

мых, проведем прямые МА и МС, па

раллельпые прямым а и с соответственРис. 85.1. 
но, см. рис. 85.1. 

Так как прямые а и с взаимно пеРllендикулярны, то параллельные 

им прямые МА и МС образуют прямой угол, Т.е. LAMC 900. По 
условию леммы прямые а и () па.ра.ллельны, а по построению прямая а 
параллеЛЫlа прямой МА, поэтому и прямая Ь параллельна прямой МА 
(см. вопрос 81). 

Таким образом, прямые Ь и с пара.IIлельпы соответственно прямым 

}.{А и МС, лежащим в одной шroс.кости, и угол между которыми равен 
900. Это по определению ознаqает, что угол между прямыми Ь и с 
также равен 900, т. е. прямая Ь перпеllдикулярна прkмой с. 
Лемма докаэана. 

Определение. Прямая называется nгшпеюJшr:ll,ляТJ х; п,лосх;осm tI, сс

ли эта прямая перпендику.rшрна. к любой прямой, лежащей D этой 
плоскости. 
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Теорема 1. Если одна из двух параллельных прямых перпендикулярна к 
i i ... 

плоскости, то и дрrгая прямая перпендикулярна к этои плоскости. 

I 
Доказательство. I Рассмотрим дне па- Iа Iь 
раллельные ПРЯМfе а и ~ и плоскость 
а такую, что ПРЯi\1ан а перпендикулнрна 

плоскости а. До~ажем, 'ITO и прямая Ь 
перпендикулнрна плоскости а. 

Пронедем какую-нибудь прямую m 
в плоскости а, см. рис. 85.2. Так как 
прямая а перпенД)'п<улярна плоскости а, 

то прямая а обязательно перпендикуляр
Рис. 85.2.на и прнмои т, лежащей в плоскости а. 


По лемме о перпендикулярности днух параллельных прямых к третьей 


следует, что и пр.нмая Ь перпеНДИКУJlярна прнмой 'т. ПОСКOJIЬКУ 'П! 

произвольная прямая плоскости а, то прямая &перпендикулярна к лю


бой прямой плоскости а, т. е. пр.нман Ь перпендикулярна к плоскости а. 


Теорема доказана. 


Теорема 2. Если две прямые перпендикулярны к плоскости, то они пв

раллельны. 

Рис. 85.3. 

Доказательство. Рассмотрим прямые а и &, перпендикулярные к плос
кости а, см. рис. 85.3. Надо доказать, '{то прямые а и Ь параллельны. 

Через какую-нибудь точку 1\1[ прямой Ь проведем прямую Ь 1 , па

раллельнуIO прямой а, см. рис. 85.3. По предыдущей теореме получим, 
что прямая &1 перпендикулярна ПJIOскости а. Докажем, что прямая Ь 1 
совпадает с прямой Ь. Допустим, что прямые &и Ь 1 не совпадают. Тогда 
в плоскости [3, содержащей нрямые Ь и bI , через точку М проходят дне 

прямые, перпендикулярные к прямой С, по которой пересекаются плос

кости а и По это невозможно, следовательно, прямая Ь 1 сонпадает 
с прямой Ь, и поэтому прямые а и Ь параллельны. 

Теорема доказана. 
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Докажем теорему, Еыражающую признак перпендикулярности пря

мой и плоскости. 

Теорема (признак перпендикул.ярности ПРJlМОЙ И ПЛОСКОСТИ). Если не
которая прямая перпендикулярна к двум пересекающимся прямым, лежа

щим в плоскости, то она перпендикулярна к этой плоскости. 

а а 

А 

о 

q ту.
а 

Рис. 85.4. 

Дока.lателъство. Рассмотрим прямую а, которая перпендикулярна 

к прямым т. и n, лежащим в плоскости ct и пересекающимся в TO'iKe 
О, см. рис. 85.4. 

Необходимо доказать, '{то прямая а перпендикулярна к ШIOскости а. 

Для этого по определению нужно ДО[(а;}ать, '{то прямая а пеРl1енди

кулярна к произвольной прямой q, лежащей в плоскоdти а. Рассмотрим 
сна'iала случай, когда прямая а проходит через TO'iKY О. Проведем че
рез точку О прямую l, парал.rrе.rrьную прямой q (ес.IIИ прямая q проходит 
через точку О, то в качестве l возьмем саму прямую q). 

Отметим на прямой а то'iки А И В так, чтобы точка О была сере

диной отрезка А и проведем в плоскости а прямую, пересекающую 

прямые т, n и l соответственно в TO'iKaX М, N и L. Будем считать 
для определенности, что точка N лежит между ТОЧI<аМИ А1 И L. Так 
как прямые т и n серединные перпендикуляры к отреЗI<У АВ, то 
верны равенства 

АМ = ВМ и AN BN. 

Следовате.IIЬНО, треугольники АМN и ВМN равны по трем сторонам. 
Поэтому их углы A!l1N и BiW N равны. 

Сравним теперь треугольники АМ L и ВМ L. Они равны по двум 
сторонам и углу между ними; стороны АА1 и ВМ и углы АМЕ и 

П/lt[ L равны по доказанному выше, а сторона N! Е - общая. Поэтому 

их соответственные стороны АЕ и ВЕ тоже равны. Это означает, что 

треугольник АВL равнобедренный и его медиана 1,0 является высотой, 
т. е. прямая 1перпсндикулярна прямой а. Так как прямая l па.раллельна 
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прямой q и псрпендикулярна прямой а, то и прямая q перпендикулярна 
прямой а (по лемме о перпсндикулярности двух параллельных прямых 

к третьей, см. вопрос 85). 
Таким образом, прямая а перпеНДИКУЛЯРllа к любой прямой q, 

лежащсй в плоскости 0:. Это означает, что прямая а перпендикулярна 

ШlOскости 0'. 

Рассмотрим 'l'сперь случай, когда прямая а не проходит crерез 

точку О. Проведем через точку О прямую at, пара.ллельную пря
мой а. По упомянутой лемме прямая аl пеРllендикулярна и прямой т, 

и прямой n, поэтому, по доказанному в первом случае, прямая аl 

перпендикулярна плоскости 0'. Отсюда (по теореме 1) следует, что 
прямая а перпендикулярна плоскости 0:. 

Теорема доказана. 

86. 	 ПЕРПЕНДИКУЛЯР И НАКЛОННЫЕ. 


ТЕОРЕМА О ТРЕХ ПЕРПЕНДИКУЛЯРАХ 


Рассмотрим ПЛОСКОСТЬ и не JIежащую на ней точку. 

Опред€'дение. Псрnендику.л.яром, опущенным из данной точки на дан

ную плоскость, на.'1ьшается отрезок, соединяющий данную точку с 

точкой плоскости и лежащий па прямой, перпендикулярной плоскости. 

Конец э'гого отрезка, J!ежащий в ПJюскости, называется основанн

с.м nерnендuк:у.л.яра. РасстО.я1шем от rnочх:tt до плоскости называется 

длина перпендикуляра, опущенного из этой точки на плоскость. 

Определение. Наклонной., проведснной из данной точки к данной 

ПJIOскости, называется любой отрезок, соединяющий данную точку с 

точкой плоскости, не являющийся перпендикуляром к ПJ!Оскости. Ко

нсц отрезка, лежащий в ПJIOскости, называется основаннс.м нак:лонноЙ. 

Отрсзок, соединяющий основания псрпсндикуляра и наклонной, про
веденных из одной и той же точки к плоскости, называется nроек;цией 

наК:JlОННОЙ на эту ПЛОСКОС'j]Ь. 
А 

На рисунке 86,1 из точkи А к ШIOс
i 

кости о' проведены перпеН;l~ИКУЛяр АВ 

и наклонные АС'и AD. 'Iрчки С И D 
ЯВJlЯЮТСЯ основаниями чоответству

ющих наклонных, а точка в осно

ванием перпендикуляра. Наконец, ОТ

резки ЕС и BD являются проекциями 
наклонных АС и AD на плоскость 0'. Рис. 86.1. 
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Теорема (о трех перпенди:куmrpах). Прямая, провe,{;J:енная в плоскости 

через основание наклонной перпендикулярно к ее п~кции на эту плос
кость, перпендикулярна и к самой наклонной. 

Доказательство. Пусть из точки А 

проведены отрезки АН перпендику

ляр к ШIOСКОСТИ 0:, И АМ - наклонная 

к этой плоскости. Кроме того, пусть 

через основание наклонной М !3 ШIOс
кости о: провсдена прямая а, перпен

дикулярная к проеКЦЮI Н М наклон

ной АМ, см. рис. 86.2. 
Требуется Докаэать, что прямая а 

Рис. 86.2. перпеНДИКУ_'rярна j( наююнной АМ. 
Рассмотрим плоскость АМН. Пря

мая а перпендикулярна к э":гой ПЛОСКОСТИ, так как она перпендикулярна 

К двум пересекающимся прямым А Н И Н:М, лежащим в этой плос
кости: прямая а перпендикулярна прямой НМ по условию теоремы И 

перпеНДИI<УJIярна прямой АН, так как прямая АН перпендикулярна 

плоскости 0:. 

По определению перпендикулярности прямой И плоскости это озна

чает, что прямая а будет перпеНДИКУ.i!ярна к любой прямой, лежащей 
в ПЛОСКОСТИ АМН, в частности, прямая а перпендиj(улярна к наклон

ной АМ. 

Теорема дока.зана. 

Замечание. Справедлива. также обратная теорема. 

Теорема. Прямая, проведенная в плоскости через основание наклонной 

перпендикулярно к ней, перпендикулярна и к ее проекции. 

Доказательство. Пусть теперь через точку М проведена прямая а, 

перпендикулярная наклонной АМ, см. рис. 86.2. 
Рассмо'l"РИМ шюскость АМН. Прямая а перпеНДИКУJlНрна к этой 

плоскости, так как она перпендикулярна к двум пересекаюЩИМСЯ 

прямым АН и АМ: прямаR а. перпсндикулярна прямой АМ по усло!3ию 

И перпендикулярна прямой А Н, та.к как прнмая АН перпендикулнрна 

ШIOСI<ОС'l"И О:. 

Отсюда. по определению перпендикулярности прямой и плоскости 

следует вывод о том, что прямая а перпендикулярна к тобой прямой, 
лежащеii в ПЛОСКОСТИ А1Уl Н, в ча.стности, прямая а перпендикулнрна 

к проекции НМ наклонной A1I1. 
Теорема дока.за.на. 
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87. 	 ПРИ3Н~К ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТИ 

ПЛОСКОСТЕЙ 


Определение. Двугранным углом называется фигура, образованная 

прямой а и двумя РОJlУПJlОСКОСТЯМИ С общей границей а. ПОJlУПЛОСКОСТИ, 

образующие двугранный угол, называются его гран.я.м:u. Прямая а . 
общая граница полуплоскостей называется ребром двугранного 

угла. Отметим на ребре двугранного угла какую-нибудь точку О 
и в каждой грани из этой точки проведем луч перпендикулярно l{ 

ребру. Образованный этими лучами угол называется лш-tеЙНЫ.Аt углом 

двугранного угла. 

На рисунке 87.1 показан угол АО 
который является JlИнейным УГЛОМ дву

гранного угла с ребром СЛ. Следует 

заметить, что плоскость линейного уг в 
ла перпендикулярна к ребру двугран

ного угла. Дейст~ительно, прямая СЛ 
перпендикулярна и к прямой ОА, и к 

прямой ОВ, следовательно, ребро СЛ 

перпендикулярно плоскости АОВ по 

llризнаку перпендикулярности прямой 
Рис. 87.1. 

и плоскости, см. вопрос 85. 

Определение. Величиной двуграшюго угла называется веJIичина его 

линейного угла. 
I

Две пересекающиеся плоскости образуют четыре двугранных Уl'ла 

с общим ребром. 

Определение. Углом <.р между пересекающимися плоскостями называ

ется угол, который не превосходит каждого из остальных образовав

шихся углов. Очевидно, что О < <.р :::; 900. 

Определение. Две llересекающиеся плоскости называются nерnенди

I<:УЛ.ярнымu (или взаимно пернеIЧ\ИКУЛЯРНЫМИ), если двугранный угол 
между НИМИ равен 900. 

Теорема (признак перпендикулярности двух плоскостей). Если одна 

из двух плоскостей проходит через прямую, перпендикулярную к другой 

плоскости, то такие плоскости перпендикулярны. 

Доказательство. Рассмотрим две плоскости а: и (З такие, что плос

кость а: проходи'г через прямую АВ, перпепдикулярную к плоскости (З 

И пересекающуюся с ней в точке А, см. рис. 87.2. 
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Рис. 87.2. 

Требуется докаэа.ть, что в этом случае шюскости СУ И {З будут 

взаимно перпендикулярны. 

Плоскости а и {З пересекаются по некоторой прямой АС, причем 

пряман АВ будет обязательно перпендикулярна. прямой АС, так как по 

условию прямая АВ перl!ендикулярна плоскости {З, и, следовательно, 

пряман АВ перпеНДИКУJlярна к любой прямой, лежащей в плоскости {З. 

Проведем в IlJЮСКОСТИ {З прямую AD, перпендикулнрную к прн
мой АС. Тогда угол BAD будет НВ.IШТЬСН линейным углом двугранного 
угла, обраэованного при пересечении плоскостей а и {З. 

Но угол BAD прнмой по условию (так как прнмая: АВ перпенди
кулнрна плоскости {З). Следовательно, угол между плоскостями СУ и {З 
равен 90°, т. е. плоскости СУ и {З взаимно перпендикулнрны. 
Теорема доказана. 

Следствие. Плоскость, перпендикулярная к прямой, по которой пересека

ются две данные плоскости, перпендикулярна к каждой из этих плоскостей, 

см. рис. 87.2. 

88. 	 ТЕОРЕМА ОБ ОБЩЕМ ПЕРПЕНДИКУЛЯРЕ 


К ДВУМ СКРЕЩИВАЮЩИМСЯ ПРЯМЫМ 


Определение. Общuм. nерnендuкуд.яром. к двум скрещивающимся пря

мым паэываетсн отрезок с концами, расположенными на этих прямых, 

и явлнющийся псрпсндикуляром К каждой из этих прямых. 

Определение. Рассmо.я'Нuем мсжду двумя скрещивающимися прямы

ми называется длина их общего перпендикуляра. 
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Теорема. Две скрещивающиеся прямые имеют общий перпенДикуляр, и 

притом только один. 

Доказательство. Пусть прямые а и Ь 

скрещиваются. Построим общий пер

пендикуляр этих прямых. Для этого N 
возьмем любую точку М прямой Ь и 

проведем через М прямую с, парал

дельную прямой а, см. рис. 88.1. Пусть 
плоскость а проходи'1' через прямые Ь 

и с. Тогда по признаку параллельно

сти прямой И ШIOскости, см. вопрос 82, 
прямая а пармле.riьна плоскости а, так Рис. 88.1. 
как прямая а пармлельная прямой С, 

лежащей в ПJIOСIЮСТИ а. 

Теперь, анмогично, выберем на прямой а произвольную TO'IKY 
N И опустим из нее перпендикуляр N L на IlЛОСКОС'1'Ь 0:. Через пря

мую а и перпендикуляр N L проходит плоскость l' Обозначим линию 
пересечения плоскостей 1 и о: через а/. Заметим, '1'1'0 прямые а и а/ 
параллельны, так как они лежа'1' в одной плоскости и перпеНДИКУJ1ЯРНЫ 

одной и той же прямой N L. 

Докажем, что прямая а' пересекает прямую Ь в некоторой точке Q. 
Дейс'1'ВИТельно, если бы оказалось, что а/ не пересекает прямую Ь, 

ТО, поскольку OHj1 лежат в одной плоскости, это означмо бы, "1'1'0 
они пармлельны. Поскольку прямая а/ одновременно пармлеJ1ьна и 

прямой а, то получалось бы, что прямые а и Ь пармлельны, что 

противореЧIП' условию теоремы, где сказано, что прямыIe а и Ь скре

ЩИRаются. 

Проведем из точки Q псрпендикуляр к прямой а, точку пере

сечения обозначим букво~ Р. Так как прямые PQ и N L являются 
перпендикулярами к одной прямой а и лежат в одной плоскости, то 
они параЛJ1еJIЬНЫ. Следовательно, по тсорсме 1 вопроса 85, отрсзок PQ 
перпепдикулярен плоскости 0:, и поэтому отреэок PQ перпендикулярен 
прямой Ь. 

Таким образом, отрезок PQ является общим перпендикуляром 
двух скрсщивающихся прямых а и Ь. Длина отрезка PQ называется 
расстоянием между скрещивающимисн прямыми а и Ь. 

Теперь остается доказать, что построенный отрезок PQ являет
ся единственным перпендикуляром к двум скрещивающимен 

прямым а и Ь. 
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Предположим, что у прямых а и Ь 

есть другой общий перпендикуляр С1), 

показанный на рИС. $8.2. Проведем чс
рез точку С прямую l Ь/l, параЛJICЛЬНУЮ 
прямой Ь, а через ТОЧ~У Р прямую Ь', 

также пара.IlЛельпую iJ. 
Заметим, что прямые а, Ь' и Ь" ле

жат в одной плоскости. Прямыс Ь' и 1;" 
лежат в ПЛОСI<ОСТИ как парал

лельные, а прямая а лежит в этой же 
Рис. 88,2. 

плоскости, так как две ее точки Р и Q 
лежат в Э'ГОЙ плоскости. Обозначим эту плоскость буквой 0:. 

Прямая CD перпенДикулярна прямой Ь, а следовательно, и пря

мой 1;". Это означает, что прямая CD перпендику./lярна плоскости о: 

по признаку перпендикулярности прямой и плоскости. 

Аналогично ра.ссуждая, имеем, что прямая Pq тоже перпендИI<У
лярна плоскости 0:. Следовательно, по теореме 2 вопроса 85 прямые PQ 
и С О пара.JJЛельны, и, таким образом, лежаt в одной плоскости. Это, в 
частности, означает, '-1'1'0 точки Р, Q, С и I( лежат в одной плоскости. 

Отсюда следует, что прямые а и Ь, ЗftДаваеМЬfС соответственно 

точками Р и С и точками Q и D, тоже ле.мkат в однf:л'.i: плоскости, что 
противоречит условию теоремы о том, что :,ти прямЬrе скрещиваются. 

Полученное противоречие доказывает, что сделГанное нами пред
положение о существовании другого общего перпендикуляра CD, от


личного от PQ, неверно. 


Теорема доказана, 
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