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1. Введение 
 

Бесконечный американский колл-опцион представляет собой цен-

ную бумагу, держатель которой (инвестор) имеет право ее предъявления в 

любой момент времени. Рассматривается колл-опцион обмена одной ак-

ции на другую (опцион Марграбе [1]), а также пакетный опцион на по-

купку портфеля, содержащего акции двух видов. Опционы этого вида с 

конечным сроком действия изучались в [2]. В данной статье получены 

верхние оценки их стоимостей по методу из [3], где рассматривался аль-

тернативный опцион на максимум из двух активов. Оценки построены на 

основе интегральных формул для стоимостей опционов. 
 

2. Постановка задачи  
 

Рассмотрим модель финансового рынка, где банковская процентная 

ставка r  не зависит от времени t , а стоимости активов ( ) , 1,2,
i

S t i =  

удовлетворяют уравнениям геометрического броуновского движения 

( ) ( )( ( )),
i i i i i

dS t S t dt dz tα σ= +     (1) 

где α
i
 − средняя доходность, 0

i
σ >  − волатильность i -го актива, а 

( ),  1,2,
i

z t i =  − стандартные винеровские процессы с коэффициентом кор-

реляции ( 1,1).ρ ∈ −  Пусть 0
i

δ >  − интенсивность выплат дивидендов по 

i -му активу. Предположим, что получаемые по активу дивиденды немед-

ленно реинвестируются, т.е. на них покупается актив того же вида. Будем 

считать выполненным условие риск-нейтральности: ,  1,2.
i i

r iα δ= + =   

Пусть в начальный момент времени 0  выпускается опцион Маргра-

бе, позволяющий инвестору в любой момент 0≥t  обменять акцию второ-

го вида на акцию первого вида по цене исполнения 0≥K . Платёж по не-

му равен 1 2( ( )) ( ( ) ( ) ) ,+= − −f S t S t S t K  где max( ,0)+ =a a  для любого дей-

ствительного числа a  и 1 2( ) ( ( ), ( ))S t S t S t= . Для пакетного опциона пла-

теж равен 1 2( ( )) ( ( ) ( ) ) .+= + −f S t S t S t K  В случае его предъявления в мо-

мент 0≥t  инвестор приобретает портфель из двух акций по цене 0≥K . 

Обозначим через 1 2( , ) (0)= =S S S S  вектор начальных стоимостей 

активов. Стоимость опциона ( )F S  в начальный момент времени может 
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быть определена как верхняя грань средних приведенных платежей, взя-

тая по всем решающим правилам предъявления:  
 

[ ]( ) supE exp( ) ( ( )) | (0) ,
τ

τ τ= − =F S r f S S S                          (2) 

 

где E  – символ математического ожидания, а τ  – решающее правило 

предъявления опциона (марковский момент) [5]. Если для некоторой тра-

ектории процесса ( )S t  решающее правило принимает значение ∞ , то в 

этом случае значение платежа предполагается равным нулю. Оптималь-

ное решающее правило имеет вид 0 min{ | ( ( )) ( ( ))}t F S t f S tτ = =  [5]. Инве-

стор, использующий правило 0τ , предъявляет опцион в момент первого 

достижения процессом ( )S t  множества 2{ | ( ) ( )},S F S f S+= ∈ =RE�  назы-

ваемого множеством немедленного исполнения опциона.  

В п.3 изучаются свойства множеств E  для опционов обоих видов. В 

частности, показано, что их границы задаются неубывающими выпуклы-

ми функциями. В п.4 аппроксимация E  многоугольными множествами 

позволила получить верхние оценки для стоимостей ( )F S . 

 

3. Множества немедленного исполнения  
 

 Уравнения (1) имеют решения  ( ) exp( ( ),  0,α σ= + ≥ɶ
i i i i i

S t S t z t t�  где  
2 / 2,  1,2.α α σ= − =ɶ

i i i i  Определим величины 
 

2 2

* i

2

i

( ) 2
= ,   ,   1,2,

1

α α σβ
β

β σ

− + +
= =

−

ɶ ɶ
i i i

i i

i

rK
S i  

 

где *

iS  − порог, определяющий оптимальное решающее правило предъяв-

ления американского опциона на i -й актив. 

Для рассматриваемых колл-опционов основные свойства множеств 

E  были получены в [2] при конечном сроке их действия. В утверждениях 

1 и 2, приводимых без доказательств, эти свойства формулируются для 

бесконечных опционов.   
 

Утверждение 1. Для колл-опциона Марграбе множество немедлен-

ного исполнения E  выпукло и удовлетворяет следующим условиям: 
 

1) Если ∈S E�, то  точка 1 2( , )  λ ∈S S E�для любого числа [0,1].λ ∈  

2) Если ∈S E�, то  точка  λ ∈S E�для любого числа 1λ ≥ . 

3) Если ∈S E�, то  1 2 .  > +S S K � 

4) 
2 2 *

2 1 1 2{ | 0} { | [ , ),  0}.+ +∩ ∈ = = ∈ ∈ ∞ =S S S S S SE � R R  
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Утверждение 2. Для пакетного колл-опциона множество немед-

ленного исполнения E  выпукло и 
 

2 2 *

3 3{ | 0} { | [ , ),  0},  =1,2.+ + − −∩ ∈ = = ∈ ∈ ∞ =i i i iS S S S S S iE � R R  
 

Из утверждения 1 следует, что для опциона Марграбе границу мно-

жества E  внутри 2

+R  можно задать неубывающей выпуклой функцией 

1 2 ( )=S G S . Заметим, что *

1(0)= .G S  Нетрудно показать, что график функ-

ции G  имеет асимптоту 1 2 ,= +S cS w  где 
2

2 2
0

inf ( ) /
>

=
S

c G S S  и  0.≥w  Функ-

ция G  выпукла и, следовательно, имеет правую производную ′G , удовле-

творяющую неравенству 2 2 2( ) / ( ) 1′ ≤S G S G S  для всех 2 0.≥S  Чтобы найти 

параметры асимптоты c  и w , а также производную (0),′G  нам потребует-

ся интегральная формула для стоимости опциона [2] 
 

        

2
1

10 ( )

( ) exp( ) ( 1) exp( ) ( ) ,  δ α σ ψ
∞

+

=

 
= − − + − 

 
∑∫ ∫ ɶ

i

i i i i i

iM t

F S rt S t t x rK x dxdt     (3) 

где { }1 2 1 1 1 1 2 2 2 2( ) ( , ) | exp( ) ( exp( )) ,α σ α σ= = + ≥ +ɶ ɶM t x x x S t t x G S t t x  а 

2 2

1 1 2 2

22

1 2
( ) exp

2(1 )2 1

ρ
ψ

ρπ ρ

 − +
= − 

−−  

x x x x
x  

 

− двумерная нормальная плотность. Правую часть в (3) представим в виде 

комбинации интегралов: 
 

      1 11 2 12 10( ) ,δ δ= − −F S J J rJ                (4) 

 где  1 1 1 1 1

0 ( )

( (1 ) ) exp( ) exp( ( )) ( ) ,   0,1,α σ ψ
∞

= + − − + =∫ ∫ ɶ
j

M t

J jS j K rt j t t x x dxdt j  

12 2 2 2 2

0 ( )

exp( ) exp( ) ( ) . α σ ψ
∞

= − +∫ ∫ ɶ

M t

J S rt t t x x dxdt  

 

Интегралы 10J  и 11J  использовались в [4]. В интеграле 
1 j

J  показатель экс-

поненты равен  
2 2

1 2 2
1 1 1 2

( )
( ) =

2(1 ) 2

ρ
α σ

ρ

−
− + + − −

−
ɶ

x x x
rt j t t x  

( ) ( )
2 2

2

1 2 1 2 1

1 2

(1 )
.

2(1 ) 2

ρ σ ρ ρσ
α

ρ

− − − −
= − + − −

−

x x j t x j t
rt j t  

 

После замены  2 2

1 2 1 2 1(1 ) 1 ,       ρ σ ρ ρ ρσ− − − = − − =x x j t y x j t u  
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область интегрирования в новых переменных y  и u  будет задаваться не-

равенством 
1

,≥ −
j

y d  где  
 

2

2 2 1 2 2 1 1 1 1
1 2

1

ln( ( exp(( ) )) / ) ( )

1

α ρσ σ σ α σ ρσ

σ ρ

− + + + + +
=

−

ɶ ɶ

j

G S j t tu S j t tu
d

t
. 

 

Тогда, используя тождество ( ) 1 ( )Φ − = − Φy y  для функции ( )Φ y  нормаль-

ного распределения и плотность 2( ) ( ) exp( / 2) / 2ϕ π′= Φ = −y y y , получим 

    1 1 1 1

0

( (1 ) ) exp( ( (1 ) ) ) ( ) ( ) ,  0,1.δ ϕ
∞ ∞

−∞

= + − − + − Φ =∫ ∫j j
J jS j K j j r t d u dudt j      (5) 

В интеграле 12J   показатель экспоненты равен  

( ) ( )
2

22 2
2 21 21 2 2

2 2 2 22 2

( )
.

2(1 ) 2 2(1 ) 2

σρρ
α σ δ

ρ ρ

−−−
− + + − − = − − −

− −
ɶ

x tx xx x x
rt t t x t  

 

Замена переменных  2

1 2 2 21 ,    ρ ρ σ− = − − =x x y x t u   в интеграле 12J  

приводит к формуле 

                                     12 2 2 12

0

exp( ) ( ) ( ) ,δ ϕ
∞ ∞

−∞

= − Φ∫ ∫J S t d u dudt                          (6) 

 

где  
2

2 2 2 2 1 1 1 2 1
12 2

1

ln( ( exp(( ) )) / ) ( )

1

α σ σ α ρσ σ ρσ

σ ρ

− + + + + +
=

−

ɶ ɶG S t tu S t tu
d

t
. 

 

Введем обозначения 
2

2 2 2

1 1 2 2 1 2 1 2
ˆ2 ,  ,  ,

2

σ
σ σ ρσ σ σ α α α α α α= − + = − − = −ɶ ɶ ɶ  

2 2 2 2

2

1,2 1,22 2

ˆ ˆ( ) 2 ( ) 2
 ,  ,

α α δ σ α α σ
θ γ

σ σ

− ± + − ± +
= =
ɶ ɶ r

 

2 2

1 2 1 2 3

2

( ) ( 1) ( ) 2
,  1,2,  1,2.

α ρσ σ α ρσ σ δ σ
ε

σ
−+ + − + +

= − = =
ɶ ɶ

j

i i i i

ij

i

i j  

Нам потребуются следующие тождества и интегралы: 
 

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 1 2
ˆ ˆ,    ( ) 2 ( ) 2 ,  ( ) 2α σ ρσ σ α σ α σ δ σ α δ σ α σ− + = − + + = + + =ɶ ɶ ɶ r  

2 2 2 2 2

1 2 3 1 2( ( 1) ( 1) ( )) 2( ) ,  1,2;α σ σ ρσ σ δ α σ ρσ σ σ−= + − + − − + + − + =ɶ
i

i i i i
i i

( )
2

0

exp( ) 1
( ) exp ,

1

ηδ
ϕ ϕ

η

∞ ∞

−∞

 + +− +    + + = −   + 
 

∫ ∫
d b act c tu d

au b t u dudt
at t
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где  2 2 2( ) ( 2 )( 1) 0,η δ= + + − + + >b ac c a  

0

exp( ) ( )δ δ ϕ
∞ ∞

−∞

 
− Φ + + = 

 
∫ ∫

d
t au b t u dudt

t
 

( )2 2

22 2

2( 1)1
1 1 exp   ( 0,  0).

2 12( 1)

δ
δ

δ

 + + +   = + − − > >     ++ +     

d b b ab
d

ab a
 

 

Теорема 1. Пусть  функция G  задает границу множества E  не-

медленного исполнения  колл-опциона Марграбе. Тогда 11 1(0) /( 1).ε β′ = −G  

 Доказательство. Подставим в формулу (4) соотношение 1 2( )=S G S  

и обе части полученного уравнения 2 2 1 11 2 12 10( ) δ δ− − = − −G S S K J J rJ  

продифференцируем по переменной  2S , которую затем устремим к нулю. 

В результате получим  
 

2
1 11 10 2 12 1 1 2

0
(0) (0) (0) 1 (0),  где (0) lim ( ),  0,1,2.δ δ

→ +
′ ′ ′ ′ ′ ′− + = − = =

def

j j
S

G J rJ J J J S j   (7) 

 

Найдем 2 12 (0)δ ′J . Имеем: 
 

12 2 2 12 2 2 12 12

0 0

( ) exp( ) ( ) ( ) exp( ) ( ) ( ) ,δ ϕ δ ϕ ϕ
∞ ∞ ∞ ∞

−∞ −∞

′ ′= − Φ + −∫ ∫ ∫ ∫J S t d u dudt S t d d u dudt  (8) 

 

где  
2

2 2 2 2
12 2

21

1 ( )exp(( ) ) ( )
.

( ) ( )1

α σ ρσ

σ ρ

 ′ ′⋅ + +
′ = − + 

⋅−  

ɶG t tu G S
d

G G St
 

 

При фиксированных t  и u  предельное значение подынтегральной 

функции второго интеграла в (8) равно нулю. В первом интеграле в (8) по-

дынтегральная функция имеет интегрируемую мажоранту  2exp( ) ( )δ ϕ− t u .  

Используя неравенство 2 2 2( ) / ( ) 1′ ≤S G S G S , нетрудно показать, что второй 

интеграл в (8) также имеет интегрируемую мажоранту 

1 2exp( ) ( ) /δ ϕ−D t u t , где 1D  − положительная константа. Поэтому инте-

гралы в (8) сходятся по 2S  равномерно. Отсюда  

1 1 2 1 11
2 12 2 2 2

11 120 1

( )
(0) exp( ) ( ) 1 .

(1 )

α ρσ σ ρσ ε
δ δ δ ϕ

ε εσ ρ

∞ ∞

−∞

 + +
′ = − Φ = − 

−− 
∫ ∫

ɶ t tu
J t u dudt

t
 

 

В работе [3] показано, что левая часть уравнения (7) равна 
2

1 1 1 1 11 122 (0)( ) /( ( )).α β β σ ε ε′ − −G r  Но  2

1 1 1 1 1( 1) / 2.α β σ β β− = −r  Поэтому из 

(7) находим 11 1(0) /( 1).ε β′ = −G ■ 
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Теорема 2. Параметры c  и w , определяющие асимптоту графика 

функции G , задаются формулами 1 1/( 1),θ θ= −c 1 1/( 1).γ θ= −w K  

Замечание. При 0=K  формула для коэффициента c  получена в [6], 

где доказано, что в этом случае 2 2( ) .=G S cS  

Доказательство. Положим 1 2( )=S G S  и устремим 2S  к бесконечно-

сти. Выпишем разложения вида 
1 1 1 2

/ ,  0,1,2 :≈ − =
j j j

d h k S j     

1 2 2 2
10 2 2

21 1

ˆ ( ) exp( ) 1

1 1

α ρσ σ α σ

σ ρ σ ρ

+ − − − −
≈ − ⋅

− −

ɶt tu w t tu
d

cSt t
, 

2

1 2 2 1 2 2
11 2 2

21 1

( ) ( ) exp( ( ) ) 1
,

1 1

α σ ρσ σ α ρσ σ σ

σ ρ σ ρ

+ + − − + − −
≈ − ⋅

− −

ɶ ɶt tu w t tu
d

cSt t
 

2

1 2 2 2 2
12 2 2

21 1

( ) exp( ( ) ) 1

1 1

α ρσ σ α σ σ

σ ρ σ ρ

+ − − + − −
≈ − ⋅

− −

ɶ ɶt tu w t tu
d

cSt t
. 

Отсюда 
1 1 1 2 1

( ) ( ) ( / ) ( ),  0,1,2.ϕΦ ≈ Φ − =
j j j j

d h k S h j  Определим интегралы 

1 2 1 2 2
1 1 112

0 1

exp( (( ) ))
( ) ( ) ,   0,1,

1

δ α ρσ σ σ
δ ϕ ϕ

σ ρ

∞ ∞

−∞

− − + +
= =

−
∫ ∫

ɶ

j

t j t tu
H h u dudt j

t
 

1 1 1 1

0

( (1 ) )exp( ( (1 ) ) ) ( ) ( ) ,   0,1,δ δ ϕ
∞ ∞

−∞

= + − − + − Φ =∫ ∫j jI j j r j j r t h u dudt j  

 
2

2 2 2 2
12 2 122

0 1

exp( )(exp( ( ) ) 1)
( ) ( ) ,  

1

δ α σ σ
δ ϕ ϕ

σ ρ

∞ ∞

−∞

− − + − −
=

−
∫ ∫

ɶt t tu
H h u dudt

t
 

1 2
12 2 2 12 10 2

0 1

ˆ ( )
exp( ) ( ) ( ) ,   ,

1

α ρσ σ
δ δ ϕ

σ ρ

∞ ∞

−∞

+ −
= − Φ =

−
∫ ∫

t tu
I t h u dudt h

t
  

2

1 2
1 2

1

( (2 ) ) ( )
 ,  1,2.

1

α σ ρσ σ

σ ρ

+ − + −
= =

−

ɶ

j

j t tu
h j

t
 

Используя введенные тождества и формулы для интегралов, находим 

2 2 1 1
10 11 10 112 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 2
,  ,  ,  ,

( ) ( )

γ θ δ δ

γ γ θ θ σ θ θ σ γ γ

−
= − = = =

− − − −
I I H H  

2 2
12 12 2

1 2 1 2 1 2

2 1 1
,  .

θ δ

θ θ σ γ γ θ θ

 
= − = − 

− − − 
I H  

Подставим 1 2( )=S G S  в интегралы 
1 j

J  и выпишем следующие разложения 

с точностью до первого порядка относительно 21/ S :  

1 11 11 10 2 12 10 10
11 12 12

2 2 2 2 2 2 2

( )
,  ,  .

δ δ  −
≈ + − ≈ − ≈ 
 

J w w H H J w rJ KI
c I I H

S S S S cS S S
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Подставим 1 2( )=S G S  в уравнение (4) и разделим его на 2S . Используя 

последние разложения, получим равенство 

     11 10 10
11 12 12

2 2 2 2 2

( ) (1 ) 1
(1 ) 1 + + .

   − −
+ − = − − +   

   

w w H H w K I
c I I H o

S S cS S S
      

Отсюда 12
11 12 11 11 10 10(1 ) 1 ,    1 (1 )

 
− = − − + − − = − 

 

H
c I I w I H H K I

c
 или  

       1 1 2 1
12

1 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 1
,    

1

θ θ δ γ
δ

θ θ θ σ γ γ θ θ γ γ

   −
= + − − =   

− − − − −   
c w K

c
.       (9) 

Нетрудно проверить, что 
2 2 2

2 1 1 2 1 1 2
1 12 2

1 2 1 2 1 1 2

( 1) 1 2 1 2 2
,   0.

2 ( )

δ σ θ θ δ σ θ αθ δ
δ δ

θ θ σ θ θ σ θ θ θ

 − − + −
− = − − = = 

− − − 

ɶ

c c
 

Из второго уравнения в (9) находим 1 1/( 1).γ θ= −w K ■  

 Для пакетного колл-опциона границу множества E  внутри 2

+R  мож-

но задать определенной на отрезке *

2 [0, ]S  невозрастающей выпуклой 

функцией 1 2 ( )=S G S , для которой * *

1 2(0) ,  ( ) 0.= =G S G S  Найдем производ-

ные (0)′G  и *

2 ( ).′G S  Интегральная формула для стоимости опциона в дан-

ном случае выглядит так: 1 11 2 12 10( ) .δ δ= + −F S J J rJ  Подставим в нее 

1 2 ( )=S G S ,  продифференцируем уравнение по 2 S  и перейдем к пределу 

при 2 0 .→ +S  В результате находим 1 11 10 2 12(0) (0) (0) 1 (0).δ δ′ ′ ′ ′− + = − +G J rJ J  

Отсюда 11 1(0) /( 1).ε β′ = − −G  Аналогично *

2 21 2( ) /( 1).ε β′ = − −G S  
 

4. Верхние оценки стоимостей опционов 
 

 В [7] из условия отсутствия арбитража показано, что на множестве 

немедленного исполнения E  любого опциона, выполнено неравенство 

1 2

2 2
2 2

1 2 1 2

1 1

1
( ) ( ) ( ) ( ) 0

2
σ ρσ σ α

= =

′′ ′′ ′+ + − ≤∑ ∑j j jj j S S S S j j S

j j

S F S S S F S S F S rF S . 

 

В частности, для точек множества E  опциона Марграбе, где 

1 2( ) = − −F S S S K , справедливо неравенство  1 1 2 2 0.δ δ− − ≥S S rK  Из этого 

неравенства и построений предыдущего пункта вытекает, что функция  
*

2 2 1 2 2 2 1 ( ) max( (0) , ,( ) / )δ δ′= + + +G S G S S cS w S rK  не превосходит функцию  

2 ( )G S  (см. рис. 1). Поэтому если в определении множества  M  функцию 

 G  заменить на  G , то получим множество  ,M  содержащее  .M    

В точках множества  M  подынтегральная функция в (3) принимает 

положительные значения. Заменяя в (3)  M  на  ,M  находим верхнюю 
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оценку стоимости опциона ( ).F S  Пусть интегралы 
ij

J  получены заменой 

в интегралах 
ij

J  (см. (5) и (6))  в формулах для 
ij

d  функции  G  на функ-

цию  G . Тогда 1 11 2 12 10( ) .δ δ= − −F S J J rJ  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Для пакетного опциона аналогично можно показать, что функция 
* * *

2 2 1 2 2 2 2 2 1 ( ) max( (0) ,  ( )( ),( ) / )δ δ′ ′= + − − +G S G S S G S S S S rK  не превосходит 

функцию 2 ( )G S  (см. рис. 2). После замены функции  G  на функцию  G  в 

интегралах 
ij

J  получим верхнюю оценку 1 11 2 12 10( ) δ δ= + −F S J J rJ .  

5. Пример 
 

Возьмем следующие значения параметров: 

1 2 1 20,05;  0,01;  0,2;  0,1;  0,5;  3.δ δ σ σ ρ= = = = = = =r K  

Тогда * *

1 23,186;  15,694;  21,95;  16,83.= = = =с w S S  В таблице представлены 

верхние оценки для стоимости ( )F S  рассматриваемых опционов.  

Таблица 
  

Оценки 
1 222,  7= =S S

 
1 212,  7= =S S

 
1 27,  7= =S S

 
1 27,  12= =S S

 

( )F S   

Марграбе 
13,398 5,774 2,697 2,166 

( )F S  

пакетный 
22,99 14,601 10,4655 15,5483 

Отметим, что нижние оценки для опциона Марграбе, полученные 

Д.Л. Муравьем с использованием дифференциального метода, равны со-

ответственно 13,262; 5,717; 2,678 и 2,162.  

Рис. 1 Область немедленного 

исполнения опциона Марграбе 

Рис. 2 Область немедленного 

исполнения пакетного опциона 
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