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Раздел II. Информатика  
 

 

М.В. Орлов, А.И. Пучкова 

 

ОПТИМАЛЬНЫЕ СТРАТЕГИИ ВЫЛОВА 

В МОДЕЛИ ВЕДЕНИЯ РЫБНОГО ХОЗЯЙСТВА 

1. Постановка задачи 

Изучается так называемая модель Шеффера с отловом (см. [1-3]), 

которая описывается следующим дифференциальным уравнением 

max

( )
( ) 1 ( ) ( ),

dN N s
rN s qU s N s

ds N

 
= − − 

 
 

0
(0)    0, ( )    0,

T
N N N NT= > = >  

где (s)N  – численность популяции в момент времени s , r  – удельная 

скорость роста, maxN  – ёмкость среды, или другими словами, максимально 

возможная величина популяции в данном водоёме, q  – удельный коэф-

фициент улова и (s)U  характеризует интенсивность рыболовства. Пред-

полагается, что численность рыбы ограничена снизу 

min
( ) [0, ],N s N s T≥ ∀ ∈  

чтобы предотвратить возможное вымирание популяции.  

 Цель задачи оптимального управления – максимизировать дискон-

тированную прибыль, которая может быть представлена в виде функцио-

нала 

[ ]
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( )) ,

T

s
J U e p s qU s N s c U s ds

δ−= −∫  

где 0δ >  – коэффициент дисконтирования, (s)p  – функция цены, (U)c  – 

затраты на вылов рыбы. Предполагается, что функция (U)c  является ли-

нейной, т. е. ( )c U c U= ⋅ . 

 В книге [1] была предложена модель, в которой функция цены при-

нимает постоянное значение 0p  до произвольного момента времени τ . В 

момент времени τ  цена увеличивается на величину θ , т. е. 

0

0

, ,
( )

, .

p s
p s

p s

τ

θ τ

<
= 

+ ≥
 

Предполагается, что τ  имеет экспоненциальное распределение с парамет-

ром γ . В [4] авторы в качестве функции прибыли берут математическое 

ожидание от ( )J U , т. е. 
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{ }0

0

( ) ( ) (1 ) ( ) ( ) ( ) .

T

s s
J U E J U e p e qU s N s c U s ds

δ γ
τ θ− − = = + − − ∫  

 

Также предполагается, что θ  прямо пропорционально первоначальной 

цене, т. е. 1 0pθ β= . 

 Класс допустимых управлений состоит из всех кусочно-

непрерывных функций, удовлетворяющих ограничению 
 

max0 ( ) 0.U s U s≤ ≤ ∀ ≥  

Задача максимизации функционала (U)J  по всем max( ) [0, ]U U⋅ ∈  

рассматривалась многими авторами при различных значениях параметров 

(см., например, работы [4-8]), где её решение находилось численными ме-

тодами. В данной работе решение задачи представлено в аналитическом 

виде.   

 После замены переменных 

max

( ) ( )
, ( ) , ( )

N s qU s
t r s x t u t

N r
= = =  

приходим к следующей задаче оптимального управления с фазовым огра-

ничением: 

1

2

0

2

(·)
0

max

( ) (1 ( )) ( ) ( ( )) , 0 ,

(0) , ,

( ) ,
(1)

( , ) ( ( ) ( ) )

( )

( ) max,

0 ( ) ,

T

T

t

u

x t u t x t x t t T

x x

x t

J x u e p t x t B u t dt

u t u

x T x

α

β

−

 = − − ≤ ≤


=
 ≥

 = − →



≤ ≤

=

∫

ɺ

 

 

где T rT= , 0 0 max/x NN= , max/T Tx NN= , 2 min max/N Nβ = ,
 

2

1( ) 1 (1 )
t

p t A e
αβ − = + −  , 0 max 0A p N= > , / 0B c q= > , 1 / 0rα δ= > , 

2 / 0rα γ= > , 1 0β > , max max / rUu q= . Предполагается, что 2 1α > , 

2 0 10 xβ < << , 2 0( , ]Tx xβ∈ , max 1u ≥  и     
 

[0, ]. (2) )( ) ( 0 tp t x t TB ∀ ∈− >  
 

Введём обозначения 
 

0 max max
0 1 2

0 2 0

1 1 1 1
0, 0, 0, 0.T

T

T

x u u x

x x x
γ γ γ γ

β

− − − −
= > = ≥ = ≥ = >  

Решение задачи зависит от того, может ли управляемая система 

поддерживать особый режим. Сначала изучается случай, при котором 

возможен особый режим. 
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Рассмотрим следующие функции 
2

1 1 2 1 1( ) 2 ( ) 0, ( ) ( 1) (1 ) (1 )t
a t p t b t A e A B

αβ α α β α−= − < = + − + + − +  
и 

1 2 2
1 2 2

2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( )( ( ) )
( ) 1 ( ) ,

( ) ( ( ) ) ( )( ( ) 2 ( )( ( ) ))

a t Ba t a t b t F t
F t F t

a t F t a t b t a t F t

α β
β

β β

+ +
= − + − +

+ + +

ɺɺ ɺ
 

2

1

2 2

( ) ( ( )) 4 ( )
( ) .

2 ( )

b t b t Ba t
F t

a t

α
β

+ −
= −

−
 

 

2. Случай, когда особый режим возможен 

Предположение П1.  
 

2 2(0) 0, ( ) 0.F F T> <  

Утверждение 1. Функция 2 ( )F t  является убывающей и имеет един-

ственный корень σ  такой, что (0, ).Tσ ∈  

Справедливость этого утверждения устанавливается при доказа-

тельстве теоремы 1.  
 

Предположение П2. Функция 1( )F t  убывает при [0, ]t σ∈ . 
 

Предположение П3.  

max 1(0).u F>  

Предположение П4.  

2

2

'

1

1
ln ,

T

T
β

τ
β γ

 −
+ > 

 
 

где  

1
max

max 2

1

max

2 0

'

1 1
ln , 1,

1 1

1 1
, 1.

u
u

u
x

γ

γ
τ

β

  +

=

≠  
− +  


 − =


 

Обозначим 
2

1

20

(0) ( (0)) 4 (0)
,

2 (0)

b b Ba

a
x

α+ −
=

−
 

1 2 1(0) 2 , (0) ( 1 ) .a A b A Bβ α α= − = + − +  
 

Утверждение 2. При выполнении условия 20 0x x>  функция  

2 2

0

1
( ) (

1
)

t
L t F t

e
β

γ −+
= + −  

имеет единственный корень τ  такой, что (0, )τ σ∈ .  
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Доказательство. В силу утверждения 1 функция ( )L t  является убываю-

щей. Заметим, что  

20 0 2

0

1
0(0) ,

1
), 0(L x Lx

e
σ

σ β
γ −+

=− > − <=  

что и доказывает утверждение 2.  

 Введём функцию 

max

max
1 2 2 ( 1)

2

1
( ) ( )

( 1) 1
u t

K
u

t F t
e

β
γ−

−
= + −

+ −
 

при max 1u ≠  и 0 20x x> . Возможны две альтернативы: 

A1. Функция 1( )K t  не имеет корней при (0, )t σ∈ ; 

A2. Функция 1( )K t  имеет корень 1 (0, )s σ∈  такой, что 1( ) 0K t <  для 

всех 1(0, )t s∈ . 

Рассмотрим функцию 

2 22

0

1
(

1
) (

/
)t F tK

t x
β= +

+
−  

при 0 20x x> . Для неё также возможны две альтернативы: 

A1′. Функция 2( )K t  не имеет корней при (0, )t σ∈ ; 

A2′. Функция 2( )K t  имеет корень 2 (0, )s σ∈  такой, что 2( ) 0K t <  для 

всех 2(0, )t s∈ . 

Теорема 1. При выполнении предположений П1-П4 оптимальное 

решение * *(u (t),x (t))  задачи (1) имеет вид: 

1. При 0 20x x>  в случае, когда реализуется альтернатива A2 при 

max 1u ≠  и альтернатива A2′ при max 1u = , 
max

1
max 1

2 2 1
1 1

* * 2 2
2 2

22

( ), 0 ,
, 0 ,

( ) , ,
( ), ,

( ) ( ) , ,
1 , ,

1
, ,0, ,

1
T

T

t

x t t
u t

F t t
F t t

u t x t t
t

t Tt T
e

τ
τ

β τ σ
τ σ

β σ τ
β σ τ

ττ
γ −

 ≤ <
≤ < 

+ ≤ < ≤ < 
= = ≤ < 

− ≤ < 
  ≤ ≤≤ ≤

+

 

где 

max

max
max( 1)

2max

max

0

1
, 1,

( 1) 1
( )

1
, 1,

1 /

u t

u
u

e
t

u
t x

x
γ−

−
≠ + −

= 
 =
 +

 

1τ  – наименьший корень функции 1( )K t  при (0, )t σ∈  в случае 

max 1u ≠  и функции 2( )K t  в случае max 1u = , 
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2
2

2

1
ln .

T

T
β

τ
β γ

 −
= −  

   
2. При 0 20x x>  в случае, когда реализуется альтернатива A1 при 

max 1u ≠  и альтернатива A1′ при max 1u = , 

max

max 1 1

* 2 1 2

'

* 2

'

2

'

1

2
2

'

, 0 , ( ), 0 ,

( ) 1 , , ( ) , ,

0, , 1
, ,

1 T t

T

u t x t t

u t t x t t

t T
t T

e

τ τ

β τ τ β τ τ

τ
τ

γ −


 ≤ < ≤ <
 

= − ≤ < = ≤ < 
 ≤ ≤  ≤ ≤

+

 

здесь 

1
max

max 2

1

max

2 0

'

1 1
ln , 1,

1 1

1 1
, 1.

u
u

u
x

γ

γ
τ

β

  +

=

≠  
− +  


 − =


 

3. При 0 20x x<

1

01

1 1 2 2 1

* *

2 2 2 2

2
2

1
, 0 ,

10, 0 ,

( ), , ( ) , ,
( ) ( )

1 , , , ,

0, , 1
, ,

1

t

T t

T

t
et

F t t F t t
u t x t

t t

t T
t T

e

τ
γτ

τ σ β τ σ

β σ τ β σ τ

τ
τ

γ

−

−


≤ < +≤ <  ≤ < + ≤ <

= = 
− ≤ < ≤ < 

 ≤ ≤ ≤ ≤
+

 

 

здесь 1τ  – единственный корень функции ( )L t . 

4. При 0 20x x=  

1 2 2

* 2 2 * 2 2

2
2

( ), 0 , ( ) , 0 ,

( ) 1 , , ( ) , ,

0, , 1
, .

1 T t

T

F t t F t t

u t t x t t

t T
t T

e

σ β σ

β σ τ β σ τ

τ
τ

γ −


≤ < + ≤ <
 

= − ≤ < = ≤ < 
 ≤ ≤  ≤ ≤

+

 

Доказательство. Выразим управление из дифференциального управления 

задачи (1) 

1
x

u x
x

= − −
ɺ

 

и подставим его в функционал ( , )J x u .  
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( )1 1 1

0 0

1 /

0

( ) ( , ) | ( ) (1 ) ( ) (ln ).

T T T

t t t

u x x x
J x J x u e p t x B x dt e p t dx e Bd x

α α α− − −

= − −= − − −= +∫ ∫ ∫ɺ

После взятия по частям двух последних интегралов, будем иметь 

( ) ( )1 1 2

2 1

0 0

1
( ) ( ) ( () )1

T T

t t t
J x e p t x B x dt e x A e dp tt

α α αα β α− − −= − − + − −∫ ∫  

1 1 1

0 0 1

0

( ) ln ln ,| |
T

t t tt T t T

t t
e p t x B e x e xdt

α α αα− − −= =

= =

 
− + + 

 
∫  

откуда, учитывая ( ) Tx T x= , получаем 

1

0

( ) ( , ) ,

T

t
J x e F t x dt C

α−= +∫  

где 

( ) ( )2 2

2 1 1 1 1( , ) ( ) (1 ) [1 (1 )] ln
t t

F t x p t x B x Ax e e B x
α αα β α β α− −= − − + − + − +  

и 

( )1 2 1

0 1 01 (1 ) ( ln ln )
T T T

T T
C A x e e x B e x x

α α αβ− − − = − + − + −   

константа. Найдём частную производную по x  функции ( , )F t x  
 

2 1
2 1 1

( , )
( , ) 2 ( ) ( ) ( ) ,t

x

B G t x
F t x p t x p t B A e p t

x x

α α
α β α−′ = − + + + − + =  

где 
2

1( , ) ( ) ( ) .G t x a t x b t x Bα= + +  
 

Функция ( , )G t x  является квадратичной по x . Два решения уравнения 

( , ( )) 0G t x t = имеют вид 

2

1

1

( ) ( ( )) 4 ( )
( ) ,

2 ( )

b t b t Ba t
x t

a t

α− −
=

−  
2

1

2 2 2

( ) ( ( )) 4 ( )
( ) ( ) .

2 ( )

b t b t Ba t
x t F t

a t

α
β

+ −
= = +

−
 

 

Траектория 1( ) 0x t <  для всех t , так как 
 

2

1( ) ( ( )) 4 ( )b t b t Ba tα< −  
 

и ( ) 0a t < , что нарушает требование 2( ) 0x t β≥ > . 

Найдём управление 2( )u t , соответствующее траектории 2( )x t , 
 

2
2 2

2

( )
( ) 1 ( ) ,

( )

x t
u t x t

x t
= − −

ɺ
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здесь 

2 1 2
2

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) .

( )( ( ) 2 ( ) ( )) ( )

t a t b t Ba t a t x t
x t

a t b t a t x t a t

x α+
= − −

+

ɺ ɺ ɺ
ɺ  

 

Пусть σ  – момент времени такой, что 2 2( )x σ β= , т. е. 
 

2

1

2

( ) ( ( )) 4 ( )
,

2 ( )

b b Ba

a

σ σ α σ
β

σ

+ −
=

−
 

 

таким образом, σ  является корнем функции 2 (·)F . 

Функция 2( )x t  является убывающей, откуда в силу предположе-

ния П1 будет следовать справедливость утверждения 1. Действительно, 

[ ]2

2 1 1 2 1 2 2 2
( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )},{tt a t b t Ba t A e p t x t B p t xx t

αα β α α α−+ = − + −ɺ ɺ

правая часть последнего равенства положительна с учётом условия (2), 

откуда  
 

2 1( ) ( ) ( ) ( ) 0. (3)t a t b t Ba tx α+ >ɺ ɺ  
 

Верны следующие неравенства  
 

2 2

1 2 2 1( ) 2 (( ) 2 0, () ) ( ( )) 4 ( ) 0,
t

a t A e t b t Ba tb t a t x
αβ α α−= − < = − − <+ɺ  

 

принимая во внимание (3), имеем 
 

2 1
2 2

2

1 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 0.

( ) 2 ( ) ( )

x t a t b t Ba t
x t a t x t

a b t a t x t

α +
= − + < 

+ 

ɺ ɺ
ɺ ɺ  

 

Заметим, что 
2 )

''

(( , ) | 0
x x t

F t x = < . Последнее неравенство означает, что траек-

тория 2( )x t  максимизирует функционал ( ).J x  

Из начальной точки 0x  наибыстрейшим образом можно попасть на 

траекторию 2( )x t  при управлении max( )u t u=  в случае 0 20x x>  и когда реа-

лизуется альтернатива A2 (при max 1u ≠ ) и альтернатива A2′ (при max 1u = ), 

соответствующая траектория имеет вид 

 

max

max
max( 1)

2max

max

0

1
, 1,

( 1) 1
( )

1
, 1,

1 /

u t

u
u

e
t

u
t x

x
γ−

−
≠ + −

= 
 =
 +  
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момент времени пересечения траекторий 
max ( )x t  и 2( )x t  определяется из 

уравнения 
 

max

max
2 2 ( 1)

2

1
( )

( 1) 1
u t

u
F t

e
β

γ−

−
+ =

+ −
 

 

при max 1u ≠  и из уравнения 

2 2

0

1
( )

1 /
F t

t x
β+ =

+
 

при max 1u = ;  и при управлении ( ) 0u t =  в случае 0 20x x< , при этом 

0

0

1
( ) ,

1 t
x t

eγ −
=

+  

момент времени пересечения траекторий 
0 ( )x t  и 2( )x t  определяется из 

уравнения 

2 2

0

1
( ) .

1 t
e

F t β
γ −

+ =
+  

В случае 0 20x x>  и когда реализуется альтернатива A1 (при max 1u ≠ ) 

и альтернатива A1′ (при max 1u = ) траектория 
max ( )x t  является оптимальной 

при 1

'[0, ]t τ∈ , так как для произвольной допустимой траектории задачи (1) 

верно неравенство 
max

2 1

'( ) ( ) ( ) [0, ],t x t x t tx τ< ≤ ∀ ∈  

где  

1
max

max 2

1

max

2 0

'

1 1
ln , 1,

1 1

1 1
, 1

u
u

u
x

γ

γ
τ

β

  +

=

≠  
− +  


 − =


 

есть момент времени такой, что 
max

1

'

2( )x τ β= . Заметим, что 
'

1τ σ> . 

При t σ>  для произвольной допустимой траектории ( ), [0, ]x t t T∈  

задачи (1) выполнено неравенство 

2 2( ) (( )) ,lx tt x t xβ≥ ≥ >  

где  

2
2

2

2

2

1
, ln ,

( )
1 1

, ln
1

T

T

T

T

l

t

t T

x t

T t T
e

β
β σ

β γ

β

γ β γ−

  −
≤ < −  

  
= 

 − − ≤ ≤  +  

 

есть траектория, отвечающая управлению 
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2
2

2

2

2

1
1 , ln ,

( )
1

0, ln ,
T

l

T

t T

u t

T t T

β
β σ

β γ

β

β γ

  −
− ≤ < −  

  
= 

 − − ≤ ≤ 
 

 

что и завершает доказательство теоремы 1. 

3. Случай отсутствия особых режимов 

Предположение П5.  

max 1( ),u F σ<  

где σ  – единственный корень функции 2 ( )F t . 

При выполнении предположений П1, П2 и П5 в задаче (1) отсутст-

вуют особые режимы, так как при этом 2 max( ) uu t >  для всех t  таких, что 

2 2( )x t β≥ . 

Введём в рассмотрение функции 
 

{ }( )1 1 2 1( , ) ( , )

1 2 2 1( , ) 1 (1 ) 1 ( , )
k u k u

K u e A e B u l u
α τ α ττ β β β τ− − = + − − − + −   

1 2

1

0

1
1 (1 )

1
e A e B u

e

α τ α τ

τ
β

γ
− −

−

 
 − + − − +   +   

1

1 2

( , )

1 1
1 (1 ) ( , , ) ,

k u

t t
u e A e m t u dt

τ

α α

τ

β τ− − + + − ∫
 

где 

( )
( )

( )
02

1 1

0 0

1
1

11
( , ) ln , ( , ) ,

1 1 ( 1) 1 1 ( 1) 1

u

u e
k u l u

u u e u e

τ

τ τ

γβ
τ τ τ

γ γ

−

− −

− 
+  +

 = + =
− + − + + − + 

 
 

 

( )

( )( )

2 ( 1)( )

0

1 2
( 1)( )

0

( 1) 1
( , , ) ,

( 1) 1 1 1

u t

u t

u u e e
m t u

e u e

τ τ

τ τ

γ
τ

γ

− − −

− − −

− +
=

 − + + − 

{ }1 2 2 2( ) ( )

2 1 2 2( ) 1 (1 ) ( )
k k

L e A e B l
α τ α ττ β β β τ− − = + − − − 

 
2

1 2 1 2

( )

1 1 2

0

1
1 (1 ) 1 (1 ) ( , ) ,

1

k

t t
e A e B e A e m t dt

e

τ

α τ α τ α α

τ

τ

β β τ
γ

− − − −

−

 
   − + − − + + −    + 
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где 2( , )uτ τ  – решение уравнения 2( , , ) 0G uτ τ =  относительно 2τ , 
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Предположение П6. Существует единственный корень уравнения 

K(0,u)=0  (обозначим его  maxu ). При этом max 1(1, ( ))u F σ∈ . 

 

 Предположение П7.  
 

1. В случае max max(1, ]u u∈  функция max( , ) 0K uτ <  для всех (0, ]Tτ ∈ . 

2. В случае max max 1( , ( ))u u F σ∈  уравнение max( , ) 0K uτ =  имеет един-

ственный корень 1̂ (0, )Tτ ∈  по τ , при этом max( , ) 0K uτ >  для 

1̂[0, )τ τ∈  и max( , ) 0K uτ <  при 1̂( , ]Tτ τ∈ . 

 

Предположение П8. Выполнено неравенство 
 

( ) 0 [0, ].L Tτ τ< ∀ ∈  

 

Предположение П9. Выполнено неравенство 
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Предположение П10.  
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где 
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и 1̂ 0τ >  – корень уравнения max( , ) 0K uτ =  по τ . 

Задачи вида (1), изучаемые в работах [4-8], удовлетворяют введённым 

выше предположениям. 
 

Теорема 2. Оптимальное решение * *(u (t),x (t))  задачи (1) при условиях 

П1, П2, П5-П10 имеет вид: 
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где 1̂ 0τ >  – решение уравнения max( , ) 0K uτ =  по τ , 
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2. При max max[1, ]u u∈  
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При доказательстве теоремы 2 применяется принцип максимума для 

задач оптимального управления с фазовыми ограничениями (см. [9]). До-

казательство является громоздким и не приводится в данной работе. 

Для наглядности приведём решение задачи (1) при определённых 

значениях параметров, которые использовались в работе [5] и в более 

ранних публикациях: 

0 1 2 1 20.5, 0.45, 2, 10, 0.25, 0.4, 2.8, 0.3846.TT x A Bx α α β β= = = = = = = ==  

При этих значениях задача (1) удовлетворяет предположениям П1, П2, 

П5-П10, при этом особые режимы не возникают. В этом случае опти-

мальное решение задачи (1) имеет вид:  
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, при max 1u =  (см. рисунок 1) и  
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нок 2), в этом случае maxu

 

           
Рис. 1: вид оптимального

 

 
 

Рис. 2: вид оптимального
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В заключение авторы выражают признательность профессору Kok 

Lay Teo и доценту Volker Rehbock, обратившим свое внимание на задачу 

вида (1). 
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