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ИЗМЕРЕНИЯМ НА ВНУТРЕННЕЙ ГРАНИЦЕ*
 

 

Введение 

 

Методы математического моделирования  всё более активно приме-

няются в современной медицине и биологии. Одной из актуальных облас-

тей математического моделирования в медицине является электрофизио-

логия сердца, в рамках которой проводятся исследования процесса рас-

пространения электрических импульсов в миокарде. 

Базовой моделью качественного описания этого процесса является 

модель Фитц-Хью–Нагумо [1–3], представляющая собой начально-

краевую задачу для эволюционных уравнений в частных производных. На 

данный момент существует несколько моделей, более точно описываю-

щих форму импульса. Одна из них – модель Алиева–Панфилова [4]. На 

основе моделей Фитц-Хью–Нагумо и Алиева–Панфилова были изучены 

различные аспекты электрической активности сердца, см. например [4–7]. 

Для этих моделей также рассматривались обратные задачи, состоящие в 

определении входящих в модель параметров и функций по дополнитель-

ной информации, заданной на границе области, например [5, 8–10]. Отме-

тим, что в этих постановках обратных задач известными считаются зна-

чения потенциала, соответствующие измерениям на внешней поверхности 

сердца. 

В данной работе рассматривается численный метод решения обрат-

ной задачи определения локализованного начального возбуждения в 

сердце для модели Алиева–Панфилова в двумерном случае. Дополни-

тельная информация, используемая при решении обратной задачи, соот-
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ветствует измерениям, проводимым на внутренней поверхности желудоч-

ков сердца с помощью катетеров. 

 

Постановка обратной задачи 

 

Рассмотрим модель Алиева–Панфилова [4] в случае двух простран-

ственных переменных. Требуется найти функции ���, �, ��,	 	��, �, ��, яв-

ляющиеся решением начально-краевой задачи 
 

�
 = �∆� − ���� − ���� − 1� − �	,																										��, �� ∈ 	�, � ∈ �0, ��, �1�  
	
 = −��� 	+ ��	

�	 +	��
� �		 + 	����	 − 	�	 − 	1� ,				��, �� ∈ 	�, � ∈ �0, ��, �2� 

"�
"# ��, �, �� = 	0,																																																																��, �� ∈ "�, �	 ∈ �0, ��, �3� 
���, �, 0� = 	%��, ��,																																																																												��, �� ∈ 	�, �4� 
	��, �, 0� = 	0,																																																																																						��, �� ∈ 	�, �5� 

 

где H – ограниченная область, являющаяся некоторым сечением сердца, 

∂� – граница H; �, �, �, ��, ��, 	�� – заданные положительные постоян-

ные. Функция ���, �, �� представляет собой трансмембранный потенциал; 

функция 	��, �, �� – медленную восстанавливающую переменную, свя-

занную с ионными токами [1–3], %��, �� определяет начальное возбужде-
ние. Задача (1)–(5) описывает распространение возбуждения в миокарде. 

Для моделей Фитц-Хью–Нагумо и Алиева–Панфилова ставились обрат-

ные задачи, состоящие в определении параметров этих моделей по изме-

рениям на внешней границе "�, то есть на поверхности сердца [8–10]. 

Получение подобной информации в реальных условиях является доста-

точно трудоемкой и небезопасной процедурой. Более доступными в кли-

нических исследованиях являются измерения потенциала в нескольких 

точках на внутренней границе области, полученные с помощью введен-

ных внутрь желудочков сердца катетеров [11]. 

Рассмотрим обратную задачу, в которой дополнительной информа-

цией являются измерения не на поверхности сердца, а в фиксированном 

наборе точек )* = ��* , �*�,			+ = 1,… , -, расположенных на внутренней 

границе области. Пусть в начально-краевой задаче (1)–(5) параметры мо-

дели заданы, а функция %��, ��, определяющая начальное возбуждение 

сердца, неизвестна. Требуется определить начальное возбуждение %��, ��, 
если задана дополнительная информация  

.*��� = ���* , �* , ��,									�	 ∈ /0, ��, + = 1,… ,-.        
Важной обратной задачей, связанной с определением начального 

возбуждения %��, ��, является случай с локализованной функцией %. В 
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этом случае в качестве модели неизвестной функции %��, �� можно рас-

смотреть  

%��, �;	�, �� = 234��545�67�848�6�/:6 ,                                 (6) 

где 2, ; – заданные постоянные, а �, � неизвестны. Таким образом, обрат-

ная задача состоит в определении точки начального возбуждения по из-

мерениям потенциала в нескольких точках на внутренней границе желу-

дочков. 
 

 

Численный метод решения обратной задачи 

 

Рассмотрим численный метод решения определения локализованно-

го начального возбуждения (6). Пусть для точных функций .*��� =
���* , �* , ��,									�	 ∈ /0, ��, + = 1,… ,-, существует решение обратной зада-

чи %��, �;	�, ��, определяемое параметрами �, �. Однако измерения были 

проведены с некоторой погрешностью – известны функции   .<*�	��, + =
1,… , -,  такие, что  

 

=>�.<*��� − .?*����� @�
A

�
≤ C�

D

*E�
. 

 

Обозначим через ���, �, �; 	�, ��,	 	��, �, �; 	�, �� решение задачи (1)–

(5) для заданных значений �, �, определяющих функцию %��, �;	�, ��. В 

качестве приближенного решения обратной задачи будем рассматривать 

значения �, �, для которых 
 

=>����* , �* , �; �, �� − .<*����� @�
A

�

D

*E�
≤ C�. 

 

Таким образом, решение обратной задачи сводится к минимизации 

функции 

F��, �� = =>����* , �* , �; �, �� − .<*��� � @�
A

�

D

*E�
 

с естественными ограничениями на переменные �, �: ��, �� ∈ �. Рассмот-

рим вопрос нахождения градиента функции  F��, ��.		Для	удобства	запи-
си	 переобозначим	 � = [�, 	� = [�.	 Частные	 производные	 функции	
F�[�, [��	находятся	следующим	способом: 

"
"[e

F�[�, [�� = =>2 "�
"[f

����* , �* , �; [�, [�� − .<*���� @�
A

�

D

*E�
, 

где [f  – одна из переменных �, �, а 
gh
gij

��* , �* , �; [�, [�� = kf��; [�, [�� оп-

ределяется начально-краевой задачей 
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"kf
"� = �∆kf − �kf�3�� − 2�1 + ��� + �� −	 

																											−kf	 − �lf , ��, �� ∈ 	�, � ∈ �0, ��, 
																											−kf	 − �lf , ��, �� ∈ 	�, � ∈ �0, ��, 

"lf
"� = −��� 	+ ��	

�	 +	��
� mlf 	+ 	�kf�2�	 − 	�	 − 	1�n −	 

−��lf�� + ��� − ��	kf
��	 +	���� �		 + 	����	 − 	�	 − 	1� ,				��, �� ∈ 	�, � ∈ �0, ��,	 

"kf
"# ��, �, �� = 	0,																																																																				��, �� ∈ "�, �	 ∈ �0, ��, 
kf��, �, 0� = 	 ∂%∂[f

��, ��,																																																																														��, �� ∈ 	�, 
lf��, �, 0� = 	0,																																																																																												��, �� ∈ 	�.	 

 

С помощью вычисленных таким образом частных производных 
gh
gij

��* , �* , �; [�, [�� строится градиентный метод минимизации, в котором 

производится переход от ��o, �o�  к ��o7�, �o7��. Итерационный процесс 

останавливается как только выполняется неравенство F��, �� ≤ 	δ�. На-

чальное приближение производится перебором небольшого количества 

точек. 

 

Вычислительные эксперименты 

 

Описанный численный метод решения обратной задачи был приме-

нен для определения локализованного начального условия в (1)–(5). Во 

всех вычислительных экспериментах параметры модели были равны: 

� = 1, � = 8, � = 0.15, �� = 0.002, �� = 0.2, �� = 0.3 [4]. Задача (1)–(5) 

решалась в области H, соответствующей сечению сердца (см. рис. 1), с 

помощью метода конечных элементов; для программной реализации ис-

пользовалась библиотека deal.II
*
. Так как задача (1)–(5) задается с помо-

щью безразмерных пространственных переменных, для расчетов была 

взята область с размерами 60×42, что соответствует среднему размеру че-

ловеческого сердца 10×7 см. Таким образом, 1 мм реальной геометрии со-

ответствует 0.6 в расчетной области. Число конечных элементов при рас-

четах бралось порядка 10q. На рисунке 1 крестом отмечены точные на-

чальные координаты �, �, серым цветом отмечены вырезы в области H. 
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Рис. 1. Расчетная область – сечение сердца 

 

 

Приведем пример результата решения обратной задачи. В числен-

ном эксперименте точные искомые координаты центра возбуждения в 

безразмерных координатах, используемых для вычислений, были равны 

(82, 50). Погрешность в граничных данных (измерения в трех точках) 

бралась равной 1%, параметр ; был фиксированным ; = 2. Предложен-

ный численный метод дал результат (84.25, 52.49), что соответствует по-

грешности 5.6 мм в реальной геометрии. Такая точность является доста-

точной для медицинских целей. 

 

Вычислительные эксперименты показали, что точность решения 

достаточно сильно зависит от расположения точного искомого импульса. 

На рисунке 2 отмечены различные точки локализации начального возбу-

ждения и соответствующие им области достоверности решения обратной 

задачи. 
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Рис. 2. Погрешность решения обратной задачи 

 

Проведенные численные эксперименты показали, что ширина об-

ласти достоверности решения обратной задачи составляет 6-8 мм и не за-

висит существенно от положения искомого центра возбуждения и точек 

измерения потенциала. 
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