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МЕТОД ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 

ОПРЕДЕЛЕНИЯ ИСТОЧНИКА В МОДЕЛИ  

ФИТЦ-ХЬЮ–НАГУМО 

 *
 

 

Введение 

В настоящее время методы математического моделирования широ-

ко применяются при изучении проблем медицины и биологии. Среди раз-

нообразных явлений, исследуемых математическими методами, значи-

тельный интерес представляют процессы распространения волн в возбу-

димых средах, в частности распространение нервных импульсов в мио-

карде. Наиболее известной математической моделью, описывающей про-

цесс возбуждения электрического поля в сердечной мышце или системе 

нервов, является модель Фитц-Хью–Нагумо [1,2], представляющая собой 

начально-краевую задачу для эволюционных уравнений в частных произ-

водных.   

Важное значение для развития математических методов диагности-

ки в медицине имеет исследование соответствующих обратных задач и 

разработка методов их решения. Обратные задачи для математических 

моделей возбуждения сердца рассматривались в ряде работ, см. например, 

[3–7]. 

Данная статья посвящается разработке численного метода решения 

обратной задачи для модели Фитц-Хью–Нагумо, состоящей в определе-

нии локализованного источника возбуждения по измерениям, проводи-

мым на внешней границе области. Приводятся вычислительные экспери-

менты, иллюстрирующие работу предложенного метода. 

 

Постановка задачи 

Рассмотрим модель Фитц-Хью–Нагумо 
 �� = �∆� − ���	– 	
���	– 	1� − 
 + ���, �; ��,			��, �� ∈ 	�, �	 ∈ �0, ��,						�1� 
� = ��	– 	�
,																																																															��, �� ∈ 	�, �	 ∈ �0, ��,						�2� ���� ��, �, �� = 	0,																																																														��, �� ∈ Γ, �	 ∈ �0, ��,						�3� ���, �, 0� = 	0,																																																																																			��, �� ∈ 	�,						�4� 
��, �, 0� = 	0,																																																																																			��, �� ∈ 	�,						�5� 

                                                      
*
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где  � – ограниченная область с границей Γ; �, 
, �, � – положительные 

постоянные. Функция ���, �; �� описывает источник возбуждения и имеет 

вид	
���, �; �� = $%&'�('()�*+�,',)�*-* &'��'�)�*.* , 

где $%, /, 0 −известные	константы,	 а ��%, �%� ∈ � и �% ∈ <0, ��. Такое 
представление функции источника позволяет поставить обратную задачу, 

состоящую в определении как пространственных координат источника 

возбуждения ��%, �%�, так и времени его возникновения �%.  

Сформулируем обратную задачу. Пусть постоянные �, 
, �, �, $%, /, 0  заданы, а параметры �%, �%, �% неизвестны. Требуется найти их, 

если на множестве Γ × <0, �� известно решение задачи (1)–(5)  ���, �, �� = 	>��, �, ��,							��, �� ∈ 	Γ, �	 ∈ <0, ��.       
   

Численный метод решения обратной задачи 

 

Рассмотрим численный метод решения сформулированной обрат-

ной задачи. Обозначим через �̅ = ��̅%, �A%, �%̅� точные значения неизвест-
ных параметров. Пусть �A��, �, �; �̅�				 – решение задачи (1)–(5), соответст-

вующее  χA = χ��, �;	�̅�. Обозначим через  >A��, �, �� значения  �A��, �, �; �̅� 
при ��, �, �� ∈ Γ × <0, ��. Будем считать, что функция >A��, �, ��, нам неиз-

вестна, а вместо неё задана функция  >C��, �, ��,	  такая, что  
 

DD �>C��, �, �� − >A��, �, ���EFG F�
H

I
%

≤ KE. 
 

В качестве приближенного решения обратной задачи будем рас-

сматривать такие значения параметров � = ��%, �%, �%�, для которых 
 

DD ����, �, �; �� − >C��, �, ���EFG F�H
I
%

≤ KE. 
 

Тогда  решение обратной задачи сводится к минимизации функции 

L��� = DD ����, �, �; �� − >C��, �, ���EFG F�.H
I
%

 

Для минимизации L��� будем использовать метод градиентного спуска.  

Рассмотрим вопрос нахождения градиента функции  L���.	Найдем 

её приращение KL. Введем функцию M��� = �N�	– 	
ON�	– 	1O. Обозначим 

через K� = {K�%, K�%, K�%} приращение вектора параметров. Пусть функ-
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ции ���, �; 	�� соответствует решение задачи (1)–(5) {���, �, �; ��,	 
��, �, �; ��}, а функции ���, �; 	�R + RK�� соответствует	 решение	{���, �, �; � + K��, 
��, �, �; � + K��}.	Обозначим 

 V��, �, �; �, K�� = ���, �, �; � + K�� − ���, �, �; ��, 
 

 W��, �, �; �, K�� = 
��, �, �; � + K�� − 
��, �, �; ��. 
 

Отметим, что 
 −M�� + V� + ���, �; � + K�� + M��� − 	���, �; �� =

= 	X ����Y
Z

Y[\ K�Y − M]���V + _̂. 
 

где 	 _̂ = `�VE + K�E�.	
Используя эту формулу получим, что функции V, W являются реше-

нием задачи 
 �V�� = �∆V − W +X ����Y

Z
Y[\ K�Y − M]���V − _̂,												 

								��, �� ∈ 	�, �	 ∈ �0, ��,														�6� 
 �W�� = �V	– 	�W,																																																								��, �� ∈ 	�, �	 ∈ �0, ��,														�7� 

 �V�� ��, �, �� = 	0,																																																						��, �� ∈ Γ, �	 ∈ �0, ��,														�8� 
 V��, �, 0� = 	0,																																																																												��, �� ∈ 	�,														�9� 
 W��, �, 0� = 	0,																																																																												��, �� ∈ 	�.											�10� 
 

Рассмотрим приращение функции L���: 
 KL = L�� + K�� − L��� = 

 

= DD ��� + V − >C�E − �� − >C�E�FG F�H
I
%

= 

 

= DD �2�� − >C�V + VE�FG F�
H

I
%

.																																			�11� 
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Получим другой вид для приращения функции L���. Рассмотрим функ-

ции e��, �, ��, f��, �, ��, являющиеся решениями начально-краевой задачи 
 �e�� = −�∆e − �f + M]���e,																														��, �� ∈ 	�, �	 ∈ 	 <0, ��ббб,�12� 
 �f�� = e + 	�f,																																																										��, �� ∈ 	�, �	 ∈ 	 <0, ��, �13� 
 � �e�� ��, �, �� = 	2�� − >C�,																																				��, �� ∈ Γ, �	 ∈ 	 <0, ��,								�14� 
 e��, �, T� = 	0,																																																																													��, �� ∈ 	�, �15� 
 f��, �, T� = 	0,																																																																													��, �� ∈ 	�,									�16� 
 

Введем интеграл 

 

h = Dije k�V�� − �∆V + W + M]���VlR
m

I
%

+ 

 +f k�W�� − �V + 	�Wl + V k�e�� + �∆e + �fR −																	 �17� 
 R−RM]���e� + W k�f�� − e − �flnъъFo F�. 

 

Очевидно, что 
 

h = Di<�eV + fW�� − ��e∆V − �V∆e�� Fo F�
m

I
%

.											 
 

Используя формулу Грина, а также начальные и граничные условия 

(8)–(10), (14)–(16),	имеем 

ШШh = iR�eV + fW�|�[%�[I Fo
m

− 

 

−DD k�e �V�� − �V�e��lFG F�H
I
%

= 
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= DDNV2�� − >C�O FG F�H
I
%

.																		�18� 
С другой стороны, из (17), (6), (7), (12) и (13) следует, что 
 

h = DierX ����Y
Z

Y[\ K�Y − _̂sFo 	F�
m

I
%

.										�19� 
 

Учитывая (18) и (19), выражение (11) для приращения L��� можно запи-

сать в виде 
 

KL = Die�X ����Y
Z

Y[\ K�Y − _̂�Fo 	F�
m

I
%

+DD VE FG F�
H

I
%

. 
 

Пренебрегая величинами второго порядка малости, получим сле-

дующее выражение для частных производных функции L по параметрам 
 �L��Y = Die ����Y ��, �; ��Fo F�,			1 ≤ t ≤ 3

m
I
%

.																				�20� 
 

С помощью вычисленного по формуле (20) градиента строится ме-

тод градиентного спуска для минимизации функции L���. Итерационный 

процесс останавливается как только выполняется неравенство L��� ≤ 	δE	. 
Рассмотрим вопрос о выборе начального приближения для неиз-

вестных значений �̅. Задача (1)–(5) с локализованным источником описы-

вает распространение кольцевой волны. Опишем алгоритм выбора на-

чального приближения в предположении, что область G, в которой реша-

ется задача, ограничена снаружи выпуклой кривой Γ\ и возможно имеет 

внутреннюю границу, состоящую из нескольких замкнутых выпуклых 

кривых. В качестве первого приближения возьмем значения �u%, �u% , полу-

ченные следующим образом. Обозначим через v наибольшее значение 

функции >��, �, �� при ��, �� 	∈ 	 Γ\, �	 ∈ 	 <0, ��. Введем вспомогательную 

функцию w	��, ��, ��, �� 	∈ 	 Γ\	, принимающую значения наименьшего 

времени �, для которого в данной точке границы >��, �, �� 	≥ 	0.9v, и 

равную � , если >��, �, �� 	< 	0.9v в точке ��, ��	∀�	 ∈ 	 <0, ��. Зададим на 

внешней границе Γ\ точки ��\, �\�, ��E, �E�, ��Z, �Z�, такие, что они делят ее 

на равные по длине дуги. Найдем точку (�{, �{), такую, что для нее значе-

ние функции w	��, �� будет минимальным. Выберем из (�| , �|), }	 =	1, … , 4,	три точки �e| , f|�, }	 = 	1, 2, 3, следующим образом. Если расстоя-

ние между (�{, �{) и одной из трех точек (�| , �|), }	 = 	1, … , 3,	меньше 



34 

 

�	 20� , где � – длина внешней границы, возьмем �e| , f|� 	= 	 ��| , �|�, }	 =
	1, 2, 3.	 В противном случае возьмем в качестве �e| , f|�, }	 = 	1, 2, 3, точку 

(�{, �{) и две ближайшие к ней точки из (�| , �|), }	 = 	1, … , 3. Положим в 

качестве  первого приближения к неизвестным �̅%, �A% 
 �% 	= 13�τ	�aE, bE�a\ 	+ 	τ	�a\, b\�aEτ	�a\, b\� + 	τ	�aE, bE� + τ	�aZ, bZ�a\ 	+ 	τ	�a\, b\�aZτ	�a\, b\� + 	τ	�aZ, bZ�+ τ	�aZ, bZ�aE 	+ 	τ	�aE, bE�aZτ	�aE, bE� + 	τ	�aZ, bZ� 	l,	 
 

�% 	= 13�τ	�aE, bE�b\ 	+ 	τ	�a\, b\�bEτ	�a\, b\� + 	τ	�aE, bE� + τ	�aZ, bZ�b\ 	+ 	τ	�a\, b\�bZτ	�a\, b\� + 	τ	�aZ, bZ�+ τ	�aZ, bZ�bE 	+ 	τ	�aE, bE�bZτ	�aE, bE� + 	τ	�aZ, bZ� 	l.	 
 

Далее это приближение улучшается минимизацией функции 

���, �, 
� = X�
τ�a�, b�� − ��x	–	a��E 	+ 	�y	–	b��E�E ,Z
|[\  

где �a�, b�� – выбранные ранее три точки, а переменная 
 представляет 

собой приближение скорости распространяющейся волны. Минимизация 

проводится методом градиентного спуска, в качестве первого приближе-

ния 
% берется его оценка для моделируемой среды. Итерации проводятся 

до заранее заданной точности либо до заданного их максимального числа. 

Полученная в результате точка берется в качестве начального приближе-

ния для градиентного метода решения обратной задачи �u%, �u%.  

Для выбора начального приближения �̃% для градиентного метода 

решения обратной задачи находятся значения невязки 
 

L��u%, �u%, �|� = DD ����, �, �; �u%, �u%, �|� − >C��, �, ���EFG F�H
I
%

 

 

для точек �| = } ∗ F с фиксированным шагом по времени F. В качестве на-

чального приближения берется �̃% = �|, при котором функция L��u%, �u%, �|�	прдостигаетимеет минимум. 

 
Вычислительные эксперименты 

 

Описанный численный метод решения обратной задачи был приме-

нен для определения параметров функции источника для модели Фитц-
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Хью–Нагумо. Прямая задача (1)–(5) решалась в области G, приближенной 

к сечению сердца (см. рис. 1–3) с помощью метода конечных элементов; 

для программной реализации использовалась библиотека deal.II
*
. Число 

конечных элементов при расчетах бралось порядка 150000. Во всех вы-

числительных экспериментах параметры модели были равны: �	 = 	1, 
	 = 	0.15, �	 = 0.005,	�	 = 	0.025, / = 36, 0 = 36. В результате решения 

прямой задачи вычислялась >A��, �, ��	на границе ��, �� ∈ 	Γ, �	 ∈ 	 <0, ��, в 

неё вносилась погрешность и получалась >C��, �, �� такая, что 

 

DD �>A��, �, �� − >C��, �, ���EFG F�H
I
%

= KE. 
 

Для удобства оценки внесённой погрешности введем переменную K� 
такую, что внесенная погрешность K выражается как 

 

KE = K� DD >AE��, �, ��FG F�
H

I
%

. 
 

 

 

Приведем результаты вычислительных экспериментов для различ-

ных областей, приближенных к сечениям сердца, и при различных вели-

чинах внесенной погрешности. 

                                                      
*
 A Finite Element Differential Equations Analysis Library (http://www.dealii.org/) 

Рис. 1. Рис. 2. Рис. 3. 
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Первая серия вычислительных экспериментов проводилась в облас-

ти без внутренних границ (см. рис. 1). В таблице 1 приведены результаты 

работы метода при различных значениях внесённой погрешности. 

Таблица 1 

 

 �% �% �% 

Точные параметры -30 0 70 

Результат при K� = 0.01 -29.073 0.55 69.307 

Результат при K� = 0.05 -29.756 1.778 67.931 

Результат при K� = 0.1 -29.104 2.409 67.834 

 

В таблице 2 приведены результаты работы метода при различных 

значениях внесённой погрешности при нахождении источника в области 

с одним вырезом, изображенной на рис. 2. 

Таблица 2 

 

 �% �% �% 

Точные параметры -35 -45 70 

Результат при K� = 0.01 -34.526 -44.124 71.051 

Результат при K� = 0.05 -33.073 -42.693 72.088 

Результат при K� = 0.1 -31.315 -41.24 73.599 

 

В таблице 3 приведены результаты работы метода при различных 

значениях внесённой погрешности при нахождении источника в области 

с двумя вырезами, изображенной на рис. 3. 

Таблица 3 

 

 �% �% �% 

Точные параметры -10 0 45 

Результат при K� = 0.01 -9.566 0.669 44.224 

Результат при K� = 0.05 -8.942 1.239 44.498 

Результат при K� = 0.1 -9.001 -0.121 44.443 

 

Приведенные результаты вычислительных экспериментов показы-

вают работоспособность описанного численного метода решения задачи 
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нахождения параметров функции источника возбуждения как для облас-

тей простой конфигурации, так и для областей, имеющих внутренние вы-

резы.  При этом искомые параметры находятся с хорошей точностью при 

небольших значениях погрешности в граничных данных – порядка 1-10%. 
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