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Введение 

 

Методы математического моделирования в настоящее время актив-

но применяются в кардиологии, в частности, при анализе процессов воз-

буждения сердца. Для описания распространения электромагнитного воз-

буждения в сердце используются начально-краевые задачи для систем 

эволюционных квазилинейных уравнений в частных производных в дву-

мерной или трехмерной пространственной геометрии. Наиболее извест-

ными математическими моделями, описывающими процесс возбуждения 

электрических потенциалов в сердечной мышце или системе нервов, яв-

ляются модели Фитц-Хью–Нагумо [1,2] и Алиева–Панфилова [3]. Для 

развития математических методов диагностики в кардиологии важное 

значение имеют исследования обратных задач и разработка методов их 

численного решения. Обратные задачи для математических моделей воз-

буждения сердца рассматривались в работах [4–6]. 

В данной работе рассматривается модифицированная математиче-

ская модель Фитц-Хью–Нагумо, которая может быть использована для 

моделирования процессов, связанных с анализом инфаркта миокарда. Для 

этой модели ставится обратная задача, состоящая в определении завися-

щего от пространственных переменных коэффициента системы уравне-

ний в частных производных по дополнительным измерениям решения на 

границе области. Эта обратная задача может быть интерпретирована как 

задача определения формы и местоположения области сердца, поражен-

ной инфарктом миокарда. В работе предлагается численный метод реше-

ния поставленной обратной задачи и приводятся вычислительные экспе-

рименты, иллюстрирующие его работу. 
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Постановка обратной задачи 

 

Рассмотрим математическую модель Фитц-Хью–Нагумо [1,2] 
 �� = �∆� − 	���	– 	
���	– 	1� − 	,																																��, �� ∈ 	�, �	 ∈ �0, �], � = ��	– 	�,																																																																							��, �� ∈ 	�, �	 ∈ �0, �], ���� ��, �, �� = 	0,																																																																						��, �� ∈ Γ, �	 ∈ �0, �], ���, �, 0� = 	���, ��,																																																																															��, �� ∈ 	�, ��, �, 0� = 	0,																																																																																									��, �� 	∈ 	�. 
 

Здесь функция ���, �, �� представляет собой трансмембранный по-

тенциал; функция ��, �, �� – медленную восстанавливающую перемен-

ную, связанную с ионными токами, ���, �� –начальное возмущение по-

тенциала. �  – коэффициент электропроводности, 
, �, � – реактивные 

коэффициенты. �, 
, �, � – положительные постоянные. � – ограничен-

ная область с границей Γ. Эта модель применяется для описания распро-

странения электромагнитного возбуждения в миокарде, в предположении 

об однородности характеристик ткани, отвечающих за проводимость тока 

и возбуждение среды.  

Рассмотрим модификацию модели Фитц-Хью–Нагумо. Пусть χ��, �� ∈ ℂ ��� такова, что она принимает значения, близкие к нулю на 

большей части области ! ⊂ �, и значения, близкие к единице на большей 

части области �\!$. То есть основные изменения функции χ��, �� сосре-
доточены в окрестности границы области !. Модифицированная модель 

Фитц-Хью–Нагумо имеет вид 
 �� = �∆� − %��, �����	– 	
���	– 	1� − ,									��, �� ∈ 	�, �	 ∈ �0, �], �1� � = ��	– 	�,																																																												��, �� ∈ 	�, �	 ∈ �0, �],									�2� ���� ��, �, �� = 	0,																																																											��, �� ∈ Γ, �	 ∈ �0, �],									�3� ���, �, 0� = 	���, ��,																																																																					��, �� ∈ 	�, �4� ��, �, 0� = 	0,																																																																															��, �� ∈ 	�.									�5� 

 

В модели Фитц-Хью–Нагумо нелинейный источник �*�	– 	
+*�	– 	1+ определяет способность среды к возбуждению. В связи с 

этим в модифицированной модели Фитц-Хью–Нагумо нелинейный ис-

точник вида %��, ���*�	– 	
+*�	– 	1+ характеризует среду, способную к 

возбуждению в области �\!$ и не способную к возбуждению в области !. 

Таким образом, математическая модель (1)–(5) может быть использована 

для описания процессов  возбуждения в сердце, часть которого (об-
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ласть !) поражена в результате инфаркта миокарда. Подобного типа под-

ход для другой модели возбуждения рассматривался в [5]. 

Будем считать, что граница области H задается �	 параметрами , …	,.. Положим функцию %��, �;	, ,… , ,.�  равной  %��, �;	, ,… , ,.� = 12 + 11 234�5 6785*�, �;	, ,… , ,.+9 , 
Где    5*�, �;	, ,… , ,.+ – известная    функция,   принимающая   значения 5*�, �;	, ,… , ,.+ < 0, ��, �� ∈ 	! и 5*�, �;	, ,… , ,.+ > 0, ��, �� ∈ 	�\!$, а 7 – заданная постоянная.  

Сформулируем обратную задачу для модифицированной модели 

(1)–(5). Пусть функция 5*�, �;	, ,… , ,.+, определяющая границу области !, неизвестна. Требуется определить границу области !, если на множе-

стве Γ × [0, �] заданы решения задачи (1)–(5)  

 �>��, �, �� = 	?>��, �, ��,							��, �� ∈ 	Γ, �	 ∈ [0, �], @ = 1,… , A,         
соответствующие различным начальным условиям �>��, �, 0� = �>��, ��. 
Коэффициенты �, 
, �, �, 7 и функции �>��, ��,				��, �� ∈ 	�, @ = 1,… , A 

заданы. 
 

Численный метод решения обратной задачи 

 

Рассмотрим численный метод решения сформулированной обрат-

ной задачи. Пусть �>��, �, �; ,̅ , …	 , ,̅.�,							@ = 1,… , A – решения задачи 

(1)–(5), соответствующие начальным условиям �>��, ��,			@ = 1,… , A, и  χC = χ��, �;	,̅ ,… , ,̅.�. Обозначим через  ?C>��, �, ��, @ = 1,… , A, значения  �>��, �, �; ,̅ , …	, ,̅.� при ��, �, �� ∈ Γ × [0, �]. Будем считать, что функции ?C>��, �, ��, @ = 1,… , A, нам неизвестны, а вместо них заданы функции  ?D>��, �, ��, @ = 1,… , A,  такие, что  
 

EFF �?D>��, �, �� − ?C>��, �, ���8GH G�I
J
K < L8M

>N . 
 

В качестве приближенного решения обратной задачи будем рас-

сматривать такие значения параметров , …	,., для которых 
 

EFF ��>��, �, �; , , …	, ,.� − ?D>��, �, ���8GH G�I
J
K

M
>N < L8. 

 

Таким образом, решение обратной задачи сводится к минимизации 

функции 

O�, , …	 , ,.� =EFF ��>��, �, �; , , …	, ,.� − ?D>��, �, ���8GH G�.I
J
K

M
>N  
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Для минимизации O�, , …	 , ,.� будем использовать метод градиентного 

спуска.  

Рассмотрим вопрос нахождения градиента функции  O�, , …	 , ,.�.	
Найдем её приращение LO. Введем функцию P��� = �*�	– 	
+*�	– 	1+. 
Обозначим через	, вектор параметров , = �, , …	 , ,.�, а через L, =�L, , …	, L,.� – его приращение. Пусть функции %��, �; 	,� соответствует 
решение задачи (1)–(5)  {���, �, �; ,�,	 ��, �, �; ,�}, а функции %��, �; 	,S +SL,� –	{���, �, �; , + L,�, ��, �, �; , + L,�}.	 Обозначим 

 T>��, �, �; ,, L,� = �>��, �, �; , + L,� − �>��, �, �; ,�, 
 U>��, �, �; ,, L,� = >��, �, �; , + L,� − >��, �, �; ,�. 

Отметим, что 
 P��> + T>�	%��, �; , + L,� − P��>�	%��, �; ,� == P��>�	E �%�,V

.
VN L,V + PWX��>�T>%��, �; ,� + YZ> . 

где 	YZ> = [�T>8 + L,8�.	
Используя эту формулу, получим, что функции  T, U являются решениями 

задачи �T>�� = �∆T> − U> − P��>�	E �%�,V
.
VN L,V − PWX��>�T>%��, �; ,� − YZ> ,											 								��, �� ∈ 	�, �	 ∈ �0, �],														�6� �U>�� = �T> 	– 	�U> ,																																																				��, �� ∈ 	�, �	 ∈ �0, �],														�7� 

 �T>�� ��, �, �� = 	0,																																																					��, �� ∈ Γ, �	 ∈ �0, �],														�8� T>��, �, 0� = 	0,																																																																										��, �� ∈ 	�,														�9� U>��, �, 0� = 	0,																																																																											��, �� ∈ 	�.											�10� 
 

Рассмотрим приращение функции O�, , …	, ,.�: 
 LO = O�, + L,� − O�,� = 

=EFF ���> + T> − ?D>�8 − ��> − ?D>�8�GH G�I
J
K

M
>N = 

 

=EFF �2��> − ?D>�T> + T>8�GH G�I
J
K

M
>N  

 

Получим другой вид для приращения функции O�, , …	, ,.�. Рас-
смотрим функции 2>��, �, ��, 	`>��, �, ��, являющиеся решениями сопря-

женных начально-краевых задач 
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 �2>�� = −�∆2> − �`> + PWX��>�2>%��, �; ,�,						��, �� ∈ 	�, �	 ∈ 	 [0, ��ббб,�11� �`>�� = 2> + 	�`> ,																																																							��, �� ∈ 	�, �	 ∈ 	 [0, ��, �12� 
� �2>�� ��, �, �� = 	2��> − ?>�,																																		��, �� ∈ Γ, �	 ∈ 	 [0, �],								�13� 2>��, �, T� = 	0,																																																																													��, �� ∈ 	�, �14� `>��, �, T� = 	0																																																																														��, �� ∈ 	�,									�15� 

 

Так как функции 	{T> , U>	} являются решениями (6)–(10), а {2> , 	`>} –  

решениями (11)–(15), получим 
 

b =EFcd2> e�T>�� − �∆T> + U> + PWX��>�T>%��, �; ,�fSg
J
K

M
>N + 

+`> h�U>�� − �T> + 	�U>i + T> h�2>�� + �∆2> + �`> S − S−SPWX��>�2>%��, �; ,�+ + U> h�`>�� − 2> − �`>ijъъG� G� G� = 

=EFc[�2>T> + `>U>�� − ��2>∆T> − �T>∆2>�] G� G� G�g
J
K .M

>N  

 

Преобразуем это выражение, используя формулу Грина и начальные 

и граничные условия для функций 			{T> , U>	}, {2> , 	`>}, 
ШШb =EcS�2>T> + `>U>	�|�NK�NJ G� G�g

M
>N − 

−EFF h�2> �T>�� − �T> �2>�� iGH G�I
J
K

M
>N = 

=EFF�T>2��> − ?>�� GH G�I
J
K

M
>N . 

 

С  другой стороны, это выражение равно 
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b = −EFc2�P��>�E �%�,V
.
VN L,V + YZ>�G� G�	G�g

J
K

M
>N . 

Тогда приращение невязки равно 
 

LO =ElFc−2�P��>�E �%�,V
.
VN L,V + YZ>�G� G�	G�g

J
K +FF T>8 GH G�I

J
K mM

>N . 
 

Пренебрегая величинами второго порядка малости, получим сле-

дующее выражение для градиента 
 �O�,V = −EFc2P��>�%no��, �; ,�G� G� G�,			1 ≤ q ≤ �g

J
K

M
>N . 

 

С помощью вычисленного таким образом градиент строится метод 

градиентного спуска для минимизации функции O�, , …	, ,.�. Итераци-

онный процесс останавливается как только выполняется неравенство O�, , …	, ,.� ≤ 	δ8	. 
В качестве функций �>��, �� будем использовать локализованные 

возмущения �>��, �� = exp{−��x − x>�8 + �y − yv�8�/σ8}. Рассмотрим во-

прос выбора первого приближения параметров , и выбора точек началь-

ного возбуждения для функций �>��, �; 	�> , 	�> , y>�. Будем считать, что 

нам известна область !z, заведомо содержащая искомую !, но в то же 

время c площадью не большей, чем 70% площади �. В качестве первого 

приближения для итерационного метода возьмем такой набор параметров ,, что описываемая ими область будет лежать в !z, а точки (�> , 	�>) возь-
мем лежащими в �\!z$. 

 

Вычислительные эксперименты 

 

Описанный численный метод решения обратной задачи был приме-

нен для определения областей ! специального вида.  

Прямые задачи для модифицированной модели Фитц-Хью–Нагумо 

(1)–(5) решались в области G, приближенной к сечению сердца (см. 

рис. 1–4) с помощью метода конечных элементов; для программной реа-

лизации использовалась библиотека deal.II
*
. Число конечных элементов 

при расчетах бралось порядка 150000. Во всех вычислительных экспери-

ментах параметры модели были равны: �	 = 	1, 
	 = 	0.15, �	 =
                                                      
*
 A Finite Element Differential Equations Analysis Library (http://www.dealii.org/) 
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0.005,	�	 = 	0.025, 7	 = 100. В результате решения прямой задачи для од-

ного или нескольких начальных условий вычислялись ?C>��, �, ��	на гра-
нице ��, �� ∈ 	Γ, �	 ∈ 	 [0, �], в них вносилась погрешность и получались ?D>��, �, �� такие, что 

EFF ��>��, �, �; , , …	 , ,.� − ?D>��, �, ���8GH G�I
J
K

M
>N = L8. 

Затем с этими функциями решалась обратная задача с использова-

нием описанного численного метода. В ходе вычислительных экспери-

ментов решались обратные задачи по восстановлению областей ! двух 

видов – круга, параметризуемого 3 параметрами, и овала, параметризуе-

мого 5 параметрами. Погрешность при вычислениях бралась малой, рав-

ной  

L = 0.01{EFF ?C>8��, �, ��GH G�I
J
K

M
>N . 

При поиске области !, имеющей вид круга, функция	5 бралась рав-

ной 5��, �, , , ,8, ,|� = �� − , �8 + �� − ,8�8 − ,|8. 
Для решения обратной задачи использовалась информация о решении од-

ной прямой задачи. На рис.1 показан результат такого вычислительного 

эксперимента. На нем, как и на других приведенных ниже иллюстрациях 

решений обратной задачи, крестом обозначены точки локализации на-

чального распределения для прямой задачи, пунктирной линией обозна-

чена искомая область H и сплошной линией показана слева – область, 

бравшаяся в качестве первого приближения, справа – результат решения 

обратной задачи. 
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Рис. 1. 

При поиске области !, имеющей вид овала, функция 5 бралась 

равной 5��, �, , , ,8, ,|, ,}, ,~� = ���� − , �cos	�,~� 	−	�� − ,8��@�	�,~��/,|�8 +���� − , � ∗ sin�,~� +	�� − ,8� ∗ 4��	�,~��/,}�8 − 1.  

Были проведены численные эксперименты по нахождению функции % такого вида с использованием информации о решении одной и двух 

прямых задач. В случае восстановления овальной области по одному ре-

шению информации оказывалось недостаточно, и область находилась не-

точно, с сохранением формы первого приближения – круга, как это видно 

на рис. 2. 

 

 
Рис. 2. 

 

Вычислительные эксперименты восстановления овальной области 

по двум решениям прямой задачи  показали, что точность найденного ре-

шения зависит от взаимного расположения искомой области ! и точек 

локализации начального распределения. Большая точность решения об-

ратной задачи достигается, если точки локализации начального распреде-

ления близки разным осям овала, описывающего область ! (см. рис. 3). 

Если же точки локализации начального распределения лежат близко к од-

ной оси, найденная область больше отличается от искомой при одинако-

вых величинах погрешности L (см. рис. 4). 
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Рис. 3. 

 
 

Рис. 4. 
 

Приведенные результаты показывают эффективность предложенно-

го алгоритма решения этой обратной задачи.� 
 

Авторы благодарят А.М. Денисова за постановку задачи и обсуж-

дение полученных результатов. 
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