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Введение 

 

В настоящее время методы математического моделирования широ-

ко применяются в медицине для диагностики процессов электрической 

активности сердца. Для описания процесса распространения электриче-

ских импульсов в сердце используются начально-краевые задачи для сис-

тем эволюционных квазилинейных уравнений в частных производных в 

двумерной или трехмерной пространственной геометрии. Наиболее из-

вестной математической моделью, качественно описывающей распро-

странения электромагнитного возбуждения в миокарде, или системе нер-

вов, является модель Фитц-Хью–Нагумо [1,2]. В настоящее время суще-

ствует несколько моделей, более точно описывающих форму распростра-

няющегося импульса, например, модель Алиева–Панфилова [3]. В рабо-

тах [4–7] для данных моделей изучались некоторые обратные задачи, свя-

занные с развитием методов компьютерной диагностики в кардиологии, и 

предлагались некоторые численные методы решения таких задач.  

В данной работе для модифицированной математической модели 

Алиева–Панфилова ставится обратная задача, состоящая в определении 

зависящего от пространственных переменных коэффициента системы 

уравнений в частных производных по дополнительным измерениям ре-

шения на границе области. Эта обратная задача может быть интерпрети-

рована как задача определения формы и местоположения области сердца, 

пораженной инфарктом миокарда. В работе предлагается численный ме-

тод решения поставленной обратной задачи и приводятся вычислитель-

ные эксперименты, иллюстрирующие его работу. 

 

Постановка обратной задачи 

 

Рассмотрим математическую модель Алиева–Панфилова [3] 

                                                      
*
 Работа выполнена при поддержке Российского Фонда  

Фундаментальных Исследований (код проекта 11-01-00259). 
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�� = �∆� − ���� − 	
�� − 1
 − ��,																													��, �
 ∈ 	�, � ∈ �0, �], �� = −��� 	+ ����	 +	��� ��	 + 	����	 − 			 − 	1
 ,							��, �
 ∈ 	�, � ∈ �0, �], !�!" ��, �, �
 = 	0,																																																																						��, �
 ∈ Γ, �	 ∈ �0, �], ���, �, 0
 = 	$��, �
,																																																																															��, �
 ∈ 	�, ���, �, 0
 = 	0,																																																																																									��, �
 	∈ 	�. 
 

Здесь функция ���, �, �
 представляет собой трансмембранный по-

тенциал; функция ���, �, �
 – медленную восстанавливающую перемен-

ную, связанную с ионными токами, $��, �
 –начальное возмущение по-

тенциала. �, 	, �, ��, ��, 	�� – положительные постоянные. � – ограничен-

ная область с границей Γ. Эта модель применяется для описания распро-

странения электромагнитного возбуждения в миокарде, в предположении 

об однородности характеристик ткани, отвечающих за проводимость тока 

и возбуждение среды.  

Рассмотрим модификацию данной модели. Пусть функция 	χ��, �
 ∈'���
 такова, что она принимает значения, близкие к нулю на большей 

части области ( ⊂ �, и значения, близкие к единице на большей части 

области �\(+. То есть основные изменения функции χ��, �
 сосредоточе-

ны в окрестности границы области (. Модифицированная модель Алие-

ва–Панфилова имеет вид 
 �� = �∆� − ,��, �
���� − 	
�� − 1
 − ��,										��, �
 ∈ 	�, �	 ∈ �0, �], �1
 �� = −��� 	+ ����	 +	��� ��	 + 	����	 − 			 − 	1
 , ��, �
 ∈ 	�, �	 ∈ �0, �], �2
 !�!" ��, �, �
 = 	0,																																																											��, �
 ∈ Γ, �	 ∈ �0, �],									�3
 ���, �, 0
 = 	$��, �
,																																																																					��, �
 ∈ 	�, �4
 ���, �, 0
 = 	0,																																																																															��, �
 ∈ 	�.									�5
 

 

В модели Алиева–Панфилова нелинейный источник ����	– 		 ��	– 	1  определяет способность среды к возбуждению. В связи 

с этим в модифицированной модели Алиева–Панфилова нелинейный ис-

точник вида ,��, �
����	– 		 ��	– 	1  характеризует среду, способную к 

возбуждению в области �\(+ и не способную к возбуждению в области (. 

Таким образом, математическая модель (1)–(5) может быть использована 

для описания процессов  возбуждения в сердце, часть которого (об-

ласть () поражена в результате инфаркта миокарда. Подобного типа под-

ход для других моделей возбуждения рассматривался в [5,7]. 
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Будем считать, что граница области H задается "	 параметрами 2� …	24. Положим функцию ,��, �;	2�, … , 24
  равной  
 ,��, �;	2�, … , 24
 = 12 + 16 789�: ;<�:��, �;	2�, … , 24 = , 

где  :��, �;	2�, … , 24  – известная    функция,   принимающая   значения :��, �;	2�, … , 24 < 0, ��, �
 ∈ 	( и :��, �;	2�, … , 24 > 0, ��, �
 ∈ 	�\(+, а < – заданная постоянная.  

Сформулируем обратную задачу для модифицированной модели 

(1)–(5). Требуется найти функцию :��, �;	2�, … , 24 , определяющую гра-

ницу области (, если на множестве Γ × [0, �] заданы решения задачи (1)–

(5)  

 �B��, �, �
 = 	CB��, �, �
,							��, �
 ∈ 	Γ, �	 ∈ [0, �], D = 1,… ,E,         
соответствующие различным начальным условиям �B��, �, 0
 = $B��, �
. 
Коэффициенты �, �, 	, ��, ��, 	��, < и функции $B��, �
,				��, �
 ∈ 	�, D =1,… ,E заданы. 
 

Численный метод решения обратной задачи 

 

Рассмотрим численный метод решения сформулированной обрат-

ной задачи. Пусть �B��, �, �; 2̅�, …	 , 2̅4
,							D = 1,… ,E – решения задачи 

(1)–(5), соответствующие начальным условиям $B��, �
,			D = 1,… ,E, и  χG = χ��, �;	2̅�, … , 2̅4
. Обозначим через CGB��, �, �
, D = 1,… ,E, значения  �B��, �, �; 2̅�, …	, 2̅4
 при ��, �, �
 ∈ Γ × [0, �].	Будем считать, что функции CGB��, �, �
, D = 1,… ,E, нам неизвестны, а вместо них заданы функции CHB��, �, �
, D = 1,… ,E, такие, что  
 

IJJ �CHB��, �, �
 − CGB��, �, �

�KL K�M
N

� ≤ P�Q
BR� . 

 

В качестве приближенного решения обратной задачи будем рас-

сматривать такие значения параметров 2� …	24, для которых 
 

IJJ ��B��, �, �; 2�, …	, 24
 − CHB��, �, �

�KL K�M
N

�
Q
BR� ≤ P�. 

Таким образом, решение обратной задачи сводится к минимизации 

функции 

S�2�, …	 , 24
 = IJJ ��B��, �, �; 2�, …	, 24
 − CHB��, �, �

�KL K�.M
N

�
Q
BR�  

 

Для минимизации S�2�, …	, 24
	будем использовать метод гради-

ентного спуска.  
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Рассмотрим вопрос нахождения градиента функции  S�2�, …	 , 24
.	
Найдем её приращение PS. Введем функции T���
 = ����	– 		 ��	– 	1 , T���
 = ���� − 	 − 1
, TU��, �
 = �� + ����
 �� + ��
⁄ . Обозначим 

через	2 вектор параметров 2 = �2�, …	, 24
, а через P2 = �P2�, …	, P24
 – 

его приращение. Пусть функции ,��, �; 	2
 соответствует решение задачи 

(1)–(5)  {���, �, �; 2
,	 ���, �, �; 2
}, а функции ,��, �; 	2Y + YP2
 –	{���, �, �; 2 + P2
, ���, �, �; 2 + P2
}.	 Обозначим 
 ZB��, �, �; 2, P2
 = �B��, �, �; 2 + P2
 − �B��, �, �; 2
, 

 

 [B��, �, �; 2, P2
 = �B��, �, �; 2 + P2
 − �B��, �, �; 2
. 
 

Отметим, что 
 T���B + ZB
	,��, �; 2 + P2
 − T���B
	,��, �; 2
 == T���B
	I !,!2\

4
\R� P2\ + T�]̂��B
ZB,��, �; 2
 + _̀�, 

 ��B + ZB
��B + [B
 − �B�B = �BZB + �B[B + _̀�,		TU��B + ZB , �B + [B
��B + [B + T���B + ZB
 − TU��B , �B
��B + T���B
 =		= TU��B , �B
[B + TU��B , �B
T�]^ ��B
ZB + �TU]^ ��B , �B
ZB +Y		Y+TUa^ ��B , �B
[B
��B + T���B
 + _̀U,		
где 	_̀B = b�P2�
.		
Функции  ZB, [B являются решениями задачи 
 !ZB!� = �∆ZB − T���B
	I !,!2\

4
\R� P2\ − T�]̂��B
ZB,��, �; 2
 − 

−�BZB − �B[B − _̀� − _̀�,																	��, �
 ∈ 	�, �	 ∈ �0, �],						�6
 
 ![B!� = −TU��B , �B
�[B + T�]^ ��B
ZB
 − �TU]^ ��B , �B
ZB +Y +YTUa^ ��B , �B
[B
��B + T���B
 − _̀U					��, �
 ∈ 	�, �	 ∈ �0, �],					�7
 
 !ZB!" ��, �, �
 = 	0,																																																					��, �
 ∈ Γ, �	 ∈ �0, �],														�8
 

 ZB��, �, 0
 = 	0,																																																																										��, �
 ∈ 	�,														�9
 
 [B��, �, 0
 = 	0,																																																																											��, �
 ∈ 	�.											�10
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Рассмотрим приращение функции S�2�, …	 , 24
: 
 PS = S�2 + P2
 − S�2
 = 

 = ∑ h h ���B + ZB − CHB
� − ��B − CHB
�
KL K�MN�QBR� =   (11) 
 

= IJJ �2��B − CHB
ZB + ZB�
KL K�M
N

�
Q
BR�  

 

Получим другой вид для приращения функции S�2�, …	, 24
. Рас-

смотрим функции 7B��, �, �
, 	iB��, �, �
, являющиеся решениями сопря-

женных начально-краевых задач 
 !7B!� = −�∆7B + 7B�T�]̂��B
,��, �; 2
 + �B
+iB�TU��B , �B
T�]^ ��B
 + +TU]^ ��B , �B
��B + T���B
 
,						��, �
 ∈ 	�, �	 ∈ 	 [0, �
ббб, �12
 
 !iB!� = 7B�B +	iB ;TU��B , �B
 + TUa^ ��B , �B
��B + T���B
 =,		 		��, �
 ∈ 	�, �	 ∈ 	 [0, �
,								�13
 
 � !7B!" ��, �, �
 = 	2��B − CB
,																																		��, �
 ∈ Γ, �	 ∈ 	 [0, �],								�14
 
 7B��, �, T
 = 	0,																																																																													��, �
 ∈ 	�, �15
 
 iB��, �, T
 = 	0																																																																														��, �
 ∈ 	�.									�16
 
 

Введем интеграл 
 

k = IJlm7B �!ZB!� − �∆ZB + T�]̂��B
ZB,��, �; 2
 + �BZB + �B[B�Yn
N

�
Q
BR� + 

 +iB �![B!� +TU��B , �B
�[B + T�]^ ��B
ZB
 + �TU]^ ��B , �B
ZB +YYTUa^ ��B , �B
[B
 ∗Y 
 Y∗ ��B + T���B
 = + ZB �!7B!� + �∆7B − T�]̂��B
7B,��, �; 2
 − �B7B Y − 								 �17
 
 Y−YiBTU��B , �B
T�]^ ��B
 − TU]^ ��B , �B
��B + T���B
 iB +Yъъ 

 +[B �pqrp� − 7B�B − iB ;TU��B , �B
 + TUa^ ��B , �B
��B + T���B
 =�K� K� K�.  
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Очевидно, что 

k = IJl[�7BZB + iB[B
� − ��7B∆ZB − �ZB∆7B
] K� K� K�n
N

� .Q
BR�  

Используя формулу Грина, а также начальные и граничные условия 

(8)–(10), (14)–(16), получим 

ШШk = I lY(7BZB + iB[B	
|�R��RN K� K�n
Q
BR� − 

−∑ h h ;�7B p{rp4 − �ZB p|rp4= KL K�MN�QBR� =    (18) 

= IJJ�ZB2��B − CB

 KL K�M
N

�
Q
BR� . 

С  другой стороны, из (17), (6), (7), (12) и (13) следует, что 
 

k = − ∑ h ∬ 7B(T�(�B
 ∑ p~
p��

4\R� P2\ + _̀�
K� K�	K�nN�QBR� .  (19) 

 

Учитывая (18) и (19), выражение (11) для приращения S�2
 можно 

записать в виде 
 

PS = I�Jl−7B�T���B
I !,!2\
4

\R� P2\ + _̀�
K� K�	K�n
N

� +JJ ZB� KL K�M
N

� �Q
BR� . 

 

Пренебрегая величинами второго порядка малости, получим сле-

дующее выражение для градиента 
 !S!2\ = −IJl7BT���B
,����, �; 2
K� K� K�,			1 ≤ � ≤ "n

N
�

Q
BR� . 

 

С помощью вычисленного таким образом градиентa строится метод 

градиентного спуска для минимизации функции S�2�, …	, 24
. Итераци-

онный процесс останавливается как только выполняется неравенство S�2�, …	, 24
 ≤ 	δ�	. 
В качестве функций $B��, �
 будем использовать локализованные 

возмущения $B��, �
 = exp{−��x − xB
� + �y − y�
�
/σ�}. Первое прибли-

жение для метода градиентного спуска получается перебором небольшого 

числа наборов параметров 2: берется такой набор 2�, на котором S�2�
 
принимает минимальное значение. Множество для начального перебора 
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строится так, чтобы объединение областей, описываемых наборами пара-

метров, максимально покрывало область �. 
 

Вычислительные эксперименты 

 

Описанный численный метод решения обратной задачи был приме-

нен для определения областей ( эллиптической формы. Приведем схему 

вычислительных экспериментов и некоторые результаты работы метода. 

Прямые задачи для модифицированной модели Алиева–Панфилова 

(1)–(5) решались в области G, приближенной к сечению сердца (см. 

рис. 1, 2) с помощью метода конечных элементов; для программной реа-

лизации использовалась библиотека deal.II
*
. Число конечных элементов 

при расчетах бралось порядка 10�. Во всех вычислительных эксперимен-

тах параметры модели были равны: � = 1, � = 8, 	 = 0.15, �� = 0.002, 
�� = 0.2, �� = 0.3. В результате решения прямой задачи для одного или 

нескольких начальных условий вычислялись CGB(�, �, �
 на границе 

(�, �
 ∈  Γ, � ∈  [0, �], в них вносилась погрешность и получались 

CHB(�, �, �
 такие, что 

I J J (�B(�, �, �; 2�, … 	 , 24
 − CHB��, �, �

�KL K�M
N

�
Q
BR� = P�. 

 

Погрешность при вычислениях бралась равной  
 

P = 0.02�IJJ CGB���, �, �
KL K�M
N

�
Q
BR� . 

 

Затем с этими функциями решалась обратная задача с использова-

нием описанного численного метода. В ходе вычислительных экспери-

ментов решались обратные задачи по восстановлению областей ( эллип-

тической формы, параметризуемых 5 параметрами. Функция : бралась 

равной 

:��, �, 2�, 2�, 2U, 2�, 2�
 = �;�����
 ������
–�����
 ������
=�� �� +
;�����
∗������
�	�����
∗������
�� =� − 1. 

                                                      
*
 A Finite Element Differential Equations Analysis Library (http://www.dealii.org/) 
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В работе [7] была исследована схожая постановка задачи для моде-

ли Фитц-Хью–Нагумо. Её результаты показывают, что для определения 

эллиптической области необходимы данные решения по крайней мере 

двух прямых задач. Поэтому для модели Алиева–Панфилова область эл-

липтической формы мы также будем восстанавливать по двум решениям 

прямых задач. На рис. 1, 2 показаны результаты одного вычислительного 

эксперимента. На рисунках закрашены внутренние вырезы области G, со-

ответствующие желудочкам сердца; крестиками обозначены центры ло-

кализации функций начального распределения $B; простой линией обо-

значена точная искомая область, жирной линией на рис. 1 обозначено 

первое приближение, а на рис. 2 – полученный предложенным методом 

результат. 

 

 
Рис. 1. 

 

 

 

Рис. 2. 
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Приведенный результат показывает работоспособность метода для 

области G с внутренними вырезами и случаев, когда искомая область и 

источник возбуждения находятся по разные стороны от  внутренних вы-

резов. 
 

Авторы благодарят А.М. Денисова за постановку задачи и обсуж-

дение полученных результатов. 
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