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Д. С. Романов 

О ДИАГНОСТИЧЕСКИХ ТЕСТАХ ОТНОСИТЕЛЬНО  
ЛОКАЛЬНЫХ СЛИПАНИЙ ПЕРЕМЕННЫХ В БУЛЕВЫХ 

ФУНКЦИЯХ* 
 

В данной статье изучается поведение функции Шеннона длины ди-

агностического теста относительно локальных k -кратных слипаний пе-

ременных в булевой функции. При стремящихся к бесконечности числе 

переменных и кратности слипания устанавливается асимптотика функции 

Шеннона длины полного диагностического теста относительно локальных 

k -кратных слипаний. 

Под локальным k -кратным слипанием переменных в булевой функ-

ции ( )nf xɶ , порожденным системой k

tΦ  из t  функций k  переменных, по-

нимается функция, полученная в результате подстановки вместо каждой 

из каких-то k  последовательных переменных функции f  булевой функ-

ции ϕ  (из k

tΦ ) от этих переменных (1 k n≤ ≤ , 21 2
k

t≤ ≤ ). Более формаль-

но, пусть n , k , t  — натуральные числа (1 k n≤ ≤ , 21 2
k

t≤ ≤ ), 

1 2( ) ( )n

nf x x … x f x, , , = ɶ  — булева функция, и ( ) { ( ) 1 }
k kk

t i i ty yϕΦ = Φ = | = ;ɶ ɶ  — 

некоторая система попарно неравных булевых функций k  переменных, 

при этом нумерация этих функций соответствует лексикографическому 

порядку столбцов их значений. Обозначим через ( )k
t

n

n k t f
x, , , ,Φ

Ψ = Ψ ɶ  систе-

му функций, в которую входит функция ( )n
f xɶ  и всевозможные функции 

неисправностей ( )n

j i
f x,
ɶ  вида  

1 1 1 1 1 1( ) ( ( ) ( ) )n

j i j i j j j k i j j j k j k n

k

f x f x … x x x … x … x x … x x … xϕ ϕ, − + + − + + − += , , , , , , , , , , , , , , ,ɶ
�����������������

 

где 1 1j n k≤ ≤ − + , {1 }i … t∈ , , . Ясно, что ( 1) 1t n k| Ψ |= − + + . Матрицу, 

столбцами которой являются столбцы значений функций 

11 1 2 1 2 11 1t t n k n k tf f … f f … f … f … f, , , , − + , − + ,, , , , , , , , , ,  (в указанном порядке) назовем 

таблицей неисправностей и обозначим через ( ( ) )n k

tZ f x ,Φɶ . 

Множество T  наборов значений переменных 1 nx … x, ,  называется 

диагностическим тестом относительно локальных k -кратных слипаний 

переменных булевой функции ( )n
f xɶ , порожденных системой ( )

kk

t yΦ ɶ , то-

гда и только тогда, когда любые две не равные друг другу функции из Ψ  

                                                 
*
 Работа выполнена при поддержке ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры 

инновационной России» на 2009-2013 годы. 
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различаются на множестве T . При 22
k

t =  тест относительно локальных 

k -кратных слипаний переменных назовем полным. Тестом для матрицы 

M  называется всякое такое множество строк T  этой матрицы, что если 

два столбца не равны друг другу в M , то они не равны друг другу и в 

матрице, составленной из строк множества T . Число наборов (строк) в 

тесте T  называется его длиной и обозначается ( )l T . Тест, любое собст-

венное подмножество которого не является тестом того же типа, называ-

ется тупиковым. Тест минимальной длины называется минимальным. 

Обозначим через ( )l M  длину минимального диагностического теста мат-

рицы M , а через ( )w M  — максимальное число линейно независимых 

строк матрицы M  относительно операций покоординатного сложения 

строк по модулю 2 и умножения строки на число 0 или 1. 

Длину минимального диагностического теста относительно локаль-

ных k -кратных слипаний переменных булевой функции ( )nf xɶ , порож-

денных системой ( )
kk

t yΦ ɶ , будем обозначать через ( ( ))k
t

n

k t
L f x

, ,Φ
ɶ . Ясно, что 

( ( )) ( ( ( ) ))k
t

n n k

tk t
L f x l Z f x

, ,Φ
= ,Φɶ ɶ . Введем функцию Шеннона длины мини-

мальных диагностических тестов относительно локальных k -кратных 

слипаний переменных булевой функции, порожденных системой ( )
kk

t yΦ ɶ : 

( )
( ) max ( ( ))k k

nt t

n

k t k tf x

L n l f x
, ,Φ , ,Φ

= .
ɶ

ɶ   

 

Ранее рядом авторов изучались некоторые близкие к рассматривае-

мым в данной работе тесты при неисправностях переменных в булевых 

функциях n  переменных (так называемые тесты для входов схем). Следу-

ет отметить цикл работ В. Н. Носкова [1], [2], [3], [4], статью Н. Н. Нур-

меева [5] и препринт Г. Р. Погосяна [6]. Были установлены точные значе-

ния функций Шеннона длин тестов следующих типов: полного прове-

ряющего теста при константных неисправностях на входах схем [2] и 

единичного диагностического теста при константных неисправностях на 

входах схем [3], полного проверяющего теста при дизъюнктивных слипа-

ниях переменных и проверяющего теста при дизъюнктивных слипаниях 

переменных кратности не более k  [6], единичного проверяющего теста 

при инверсиях на входах схем [6]. С точностью до аддитивной константы 

1 найдена функция Шеннона длины полного проверяющего теста при ин-

версиях на входах схем [6]. В [1] установлены: асимптотика логарифма 

функции Шеннона длины диагностического теста относительно кон-

стантных неисправностей кратности не более k  на входах схем (при 

n → ∞ , ( )k o n= ) и порядок логарифма функции Шеннона длины полного 

диагностического теста относительно константных неисправностей. В [3] 

доказана логарифмичность по n  длины минимального единичного диаг-
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ностического теста относительно константных неисправностей на входах 

для почти всех булевых функций n  переменных. В [2] для почти всех бу-

левых функций при константных неисправностях на входах схем доказа-

ны линейность длины минимального полного проверяющего теста и ра-

венство 3 длины минимального единичного проверяющего теста. В [4], 

[5] рассматривались классы произвольных неисправностей, преобразую-

щих информацию на не более чем k  входах, и было доказано, что для 

почти всех булевых функций n  переменных при постоянном k  существу-

ет стандартный диагностический тест логарифмической по n  длины [4] и 

что при случайном выборе множества наборов некоторой логарифмиче-

ской по n  мощности при постоянном k  это множество почти всегда обра-

зует диагностический тест [5].  

В работе [7] была установлена (при стремящихся к бесконечности 

n , k  и ( )n k− ) асимптотика вида 12 ( )k
n k

− −  функции Шеннона длины 

полного проверяющего теста относительно локальных k -кратных слипа-

ний переменных булевой функции, а также было показано, что почти все 

булевы функции (при стремящихся к бесконечности n  и ( )n k− ) облада-

ют полным проверяющим тестом длины 3 относительно локальных k -

кратных слипаний переменных.  
 

Каждый подкуб B̂  n -мерного булева куба nB  будем задавать с по-

мощью n -разрядного набора ˆ( )Bκɶ  (кода подкуба B̂ ) из нулей, единиц и 

двоек. Именно, пусть 1 2
ˆ( ) ( ... )nBκ κ κ κ= , , ,ɶ , где {0 1 2}sκ ∈ , , , 1s n= ; . Тогда 

подкубу B̂  принадлежат те и только те наборы 1 2( )n…η η η η= , , ,ɶ  для каж-

дого из которых при любом {1 2 }s … n∈ , , ,  из того, что {0 1}sκ ∈ , , следует, 

что s sη κ= .  

Пусть теперь {1 2 1}j … n k∈ , , , − + , а 
1 2 1

( )
j

…α α α α −= , , ,ɶ  и 

1
( )

j k j k n
…β β β β+ + += , , ,ɶ  — наборы из нулей и единиц (каждый из них может 

быть пустым словом). Обозначим через 
( )n k j

Bα β,
, ,

ɶɶ
 подкуб, код которого имеет 

вид ˆ( ) ( 2 )kBκ α β= , ,ɶ ɶɶ . Для произвольной булевой функции ( )nf xɶ  через 

( )
( )

n k j
f n t k j Bα β,

, ,Ω , , , , ,Φ,
ɶɶ

 обозначим матрицу, строкам которой соответству-

ют все (следующие в лексикографическом порядке) наборы подкуба 

( )n k j
Bα β,

, ,

ɶɶ
, а столбцам — функции неисправностей 

1
( )n

j
f x,
ɶ , 

2
( )n

j
f x,
ɶ , …, 

( )n

j t
f x,
ɶ ; на пересечении строки набора 

( )

n

n k j
Bα βη ,

, ,∈
ɶɶ

ɶ  и столбца функции 

( )n

j i
f x,
ɶ  стоит значение ( )

n

j i
f η,
ɶ .  

Через ( )k

tM Φ  будем обозначать матрицу с размерами 2k t× , столб-

цами которой являются все следующие в лексикографическом порядке 
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столбцы значений функций из ( )
kk

t yΦ ɶ , а через ( )k

tM Φ  — поэлементное 

отрицание матрицы ( )k

tM Φ .  

 

Лемма 1. 11))  Если ( 0 ) ( 1 )k kf fα β α β σ, , = , , =ɶ ɶ ɶ ɶɶ ɶ  ( {0 1})σ ∈ , , то 

( ) 2
( ) [ ] kn k j t

f n t k j Bα β σ,
, , ×

Ω , , , , ,Φ, =
ɶɶ

 (где 
2

[ ] k t
σ

×
 — матрица размерами 2k t× , 

каждый элемент которой равен σ ).  

22))  Если ( 0 ) 0kf α β, , =ɶ ɶɶ , ( 1 ) 1kf α β, , =ɶ ɶɶ , то 
( )

( ) ( )k

n k j t
f n t k j B Mα β,

, ,Ω , , , , ,Φ, = Φ
ɶɶ

.  

33))  Если ( 0 ) 1kf α β, , =ɶ ɶɶ , ( 1 ) 0kf α β, , =ɶ ɶɶ , то 
( )

( ) ( )k

n k j t
f n t k j B Mα β,

, ,Ω , , , , ,Φ, = Φ
ɶɶ

.  

 

Доказательство. Пусть γɶ  — произвольный k -разрядный булев на-

бор, подаваемый на неисправные переменные 
1j j k

x … x + −, , . Тогда 

( ) ( ( ) ( ) )j i i i

k

f f …α γ β α ϕ γ ϕ γ β, , , = , , , ,ɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ ɶ
�������

. Теперь ясно, что в условиях пункта 1 

леммы имеем ( )
j i

f α γ β σ, , , =ɶɶ ɶ , в условиях пункта 2 — ( ) ( )
j i i

f α γ β ϕ γ, , , =ɶɶ ɶ ɶ , в 

условиях пункта 3 — ( ) ( )
j i i

f α γ β γϕ, , , =ɶɶ ɶ ɶ , откуда и следуют утверждения 

леммы.  

 

Лемма 2. (см., например, [8]). Если строки теста T  для матрицы 

M  линейно зависимы относительно операций покоординатного сложе-

ния строк по модулю 2  и умножения строки на число 0  или 1, то тест 

T  не является тупиковым.  

 

В следующей теореме будет получена верхняя оценка функции 

Шеннона ( )k
tk t

L n
, ,Φ

. Через ( )k

tM + Φ  будем обозначать матрицу, получен-

ную из ( )k

tM Φ  добавлением снизу строки из единиц.  

 

Теорема 1. Пусть n k, ∈N , 2 k n≤ ≤ , 2{1 2 2 }
k

t …∈ , , , . Тогда имеет 

место неравенство ( ) ( ( )) ( 1) 1k
t

k

tk t
L n w M n k

+

, ,Φ
≤ Φ ⋅ − + + .  

 

Доказательство. Образуем линейное пространство R  как линей-

ную оболочку всех строк матрицы ( )k

tM
+ Φ  относительно операций поко-

ординатного сложения строк по модулю 2 и умножения строки на число 0 

или 1, а линейное пространство r  — как пространство из двух элементов 

0, 1 относительно тех же операций. Ясно, что dim ( ( ))k

tw M
+= ΦR , 

dim 1=r . Рассмотрим произвольную булеву функцию ( )nf xɶ . Из леммы 1 
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следует, что каждая строка матрицы ( ( ) )kn

tZ f x ,Φɶ  (таблицы неисправно-

стей) имеет вид 
(1) ( 1)

( )
n k

…θ ξ ξ
− +

, , ,ɶ ɶ , где θ ∈r , 
( )j

ξ ∈ɶ R  ( 1 1j n k= ; − + ). Ли-

нейную оболочку всех строк такого вида обозначим через S . Пусть ли-

нейное пространство 0S  состоит из двух векторов ( 1)(1 0 )t n k− +, ɶ  и 
( 1)(0 0 )t n k− +, ɶ , а линейное пространство 

j
S  — из всех векторов 

( 1) ( )(0 0 0 )t j t n jξ− −, , ,ɶ ɶ ɶ  (ξ ∈ɶ R , 1 1j n k= ; − + ). Ясно, что 

0 1 1n k… − += ⊕ ⊕ ⊕S S S S  (прямая сумма подпространств), а, значит, 
1

0

dim dim 1 ( ( ))( 1)
n k

k

j t

j

w M n k
− +

+

=

= = + Φ − +∑S S . Теперь утверждение теоре-

мы следует (по лемме 2) из того, что минимальный диагностический тест 

для ( )nf xɶ  относительно локальных k -кратных слипаний переменных яв-

ляется минимальным (и, значит, тупиковым) тестом для матрицы 

( ( ) )kn

tZ f x ,Φɶ , и из произвольности выбора ( )nf xɶ .  

 

В дальнейшем будем для записи булевых наборов использовать 

символику записи слов в алфавите {0 1}, , считая, что набор 1 2( )n…α α α, , ,  

может быть записан как слово 1 2( )n…α α α . При этом через [ ]ps  будет за-

писываться слово �
разp

ss…s  (если слово s  состоит из одного символа, квад-

ратные скобки будут опускаться). Если же от слова [ ]p
s  берутся лишь 

первые r  символов, это будет записано как [ ]p

rs | .  

 

Теорема 2. Пусть n k, ∈N , 2 k n≤ ≤ , 2{1 2 2 }
k

t …∈ , , , . Тогда для всех 

n , начиная с некоторого,  

11)) при 2t ≥  имеет место неравенство ( ) ( ( ) 1) ( 1)k
t

k

tk t
L n l n k

, ,Φ
≥ Φ − ⋅ − + ,   

22)) а если, кроме того, ни в какой минимальный тест для матрицы 

( )k

tM Φ  не входит ее первая строка (или ни в какой минимальный тест 

для матрицы ( )k

tM Φ  не входит ее последняя строка), то при 2t ≥  

( ) ( ) ( 1)k
t

k

tk t
L n l n k

, ,Φ
≥ Φ ⋅ − + .   

 

Доказательство. При k n=  утверждения теоремы очевидны; будем 

далее считать, что 2 1k n≤ ≤ − . Рассмотрим функцию ( )nh xɶ , обращаю-

щуюся в нуль в точности на следующем множестве наборов  
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1

1 [0 1]
n

kk

h
n

N ε +
  
   
  
 


= = ,

ɶ  

1
1

2
1

1[0 1]
n
kk

n

ε
−
+

     
  

− 

= ,ɶ  
2
1

3
2

01[0 1]
n
kk

n

ε
−
+

     
  

− 

= ,ɶ  

3
1

4
3

001[0 1]
n
kk

n

…ε
−
+

     
  

− 

= , ,ɶ  
1

12

1

0 1[0 1]
n k

kk k
k

n k

ε
− +

+
  −   
  

− + 

= ,ɶ  11
1 0 1[0 1]

n k
kk k

k
n k

ε
−
+

  −    
+   − 

=ɶ . 

 

Последовательность наборов 1 1k…ε ε +, ,ɶ ɶ  обозначим через 1kG + .  

Пусть ( )j ′  всюду далее означает число из множества {1 2 1}… k, , , + , 

сравнимое с j  по модулю 1k +  ( {1 1}j … n k∈ , , − + ). Тогда через 
( )j

αɶ  обо-

значим набор, составленный из первых 1j −  компонент набора 
( )j

ε ′
ɶ , через 

( )j
βɶ  — набор, составленный из последних 1n k j− − +  компонент набора 

( )j
ε ′
ɶ  (каждый из наборов 

( )j
αɶ , 

( )j
βɶ  может быть пустым словом). Пусть 

( )ˆ jB
′
 — последовательность из идущих в лексикографическом порядке 

2 1k −  наборов подкуба 
( ) ( )

( )

j j

n k j
B

βα ,

, ,

ɶɶ
, начиная со второго ( {1 1}j … n k∈ , , − + ). 

Матрицу ( )k

tM Φ  без первой строки обозначим как M̂ , а первую строку 

матрицы ( )k

tM Φ  назовем µɶ . Обозначение 
( )j

R ′  используем для матрицы 

( 1)k t+ × , у которой строка с номером ( )j ′  есть µɶ , а остальные элементы 

суть единицы. Пусть, далее, [1]
p q p q

J , ×= , [0]
p q p q

O , ×=  — матрица из нулей 

и матрица из единиц (соответственно).  

Легко видеть, что для всякого входного набора функции ( )nh xɶ , не 

лежащего в подкубах 
( ) ( )

( )

j j

n k j
B

βα ,

, ,

ɶɶ
 ( {1 1}j … n k∈ , , − + ), соответствующая ему 

строка таблицы неисправностей ( ( ) )n k

tZ h x ,Φɶ  состоит только из единиц, и 

этот набор не может входить ни в какой тупиковый тест для ( )nh xɶ . Рас-

смотрим подматрицу матрицы ( ( ) )n k

tZ h x ,Φɶ , строки которой соответству-

ют наборам из 
( ) ( )

( )

j j

n k j
B

βα ,

, ,

ɶɶ
. Именно, пусть Ẑ  — матрица, составленная из 

строк матрицы ( ( ) )n k

tZ h x ,Φɶ , соответствующих следующей последова-

тельности входных наборов: 1kG + , (1)B̂
′
, (2)B̂

′
, …, ( 1)ˆ n kB

′− +  (ясно, что в усло-

виях теоремы все эти наборы попарно различны). Тогда по лемме 1 и оп-

ределению функции h  в соответствии с введенными выше обозначениями 

получим:  



97 

 

11 ( 1) ( 1)(1) (2) ( 2) ( 3)

2 1 2 1 2 12 11 2 1 2 1

2 1 2 12 11 2 1 2 1 2 1

2 11 2 1 2 12 1 2 1 2 1

2

ˆ

ˆ

ˆˆ

k k kk k k

k kk k k k

k k kk k k

k k n kk k

t t tt t

t tt t t

t tt t t

O R R … R R R … R

J M J … J J J … J

J J M … J J J … J

… … … … … … … … …

J J J … M J J … JZ

J

′ ′′ ′ ′ ′+ , + − ++ +

− , − , − ,− , − , − ,

− , − ,− , − , − , − ,

− , − , − ,− , − , − ,=

2 1 2 1 2 111 2 1 2 1

2 1 2 12 11 2 1 2 1 2 1

2 11 2 12 1 2 1 2 1 2 1

ˆ

ˆ

ˆ

k k kk k k

k kk k k k

k kk k k k

t t tt t

t tt t t

tt t t t

J J … J M J … J

J J J … J J M … J

… … … … … … … … …

J J J … J J J … M

− , − , − ,− , − , − ,

− , − ,− , − , − , − ,

− , − ,− , − , − , − ,

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Теперь утверждение теоремы с очевидностью следует из того, что для 

различения функций 
1 1j

h , , …, 
1j t

h ,  требуется по крайней мере ( ( ))k

tl M Φ  на-

боров, среди которых лишь один может быть из 
h

N , и лишь он может 

участвовать в различении функций 
2 1j

h , , …, 
2j t

h ,  ( 1 2 {1 1}j j … n k, ∈ , , − + , 

2 1j j≠ ). Для завершения доказательства следует учесть лишь то, что 

( ( )) ( )k k
t t

n

k t k t
L h L nx, ,Φ , ,Φ

≤ɶ .  

 

Теорема 3. Пусть n k s t, , , ∈N , n → ∞ , 2 k n≤ ≤ , {1 2 1}ks …∈ , , − , 

( )s s n= → ∞ . Тогда можно указать последовательность k

tΦ  

( ( ) )t t n= → ∞  так, что ( ) ( 1)(1 (1))k
tk t

L n s n k o
, ,Φ

= − + + .   

 

Доказательство. Нижняя оценка функции Шеннона вытекает из 

части 2 теоремы 2, если положить 1t s= + , а в качестве системы k

tΦ  взять 

систему, матрица которой ( )k

tM Φ  имеет вид  

2

0

ˆ( )

k

t

k

t t

t t

M E

J

 
 
 
 
 
 
 
 − , 

Φ = ,

ɶ

 

где ˆ
tE  — матрица, полученная из diag (1 1 1)

t

t

E …= , , ,
���

 удалением первой 

строки. Верхняя оценка функции Шеннона тривиальна (на 1 меньше чис-

ла столбцов таблицы неисправностей). Теорема доказана.  
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Теорема 4. Пусть n k, ∈N , n → ∞ , ( )k k n= → ∞ , 2 k n≤ ≤ , 22
k

t = . 

Тогда ( ) 2 ( 1)(1 (1))k
t

k

k t
L n n k o

, ,Φ
= − + + .   

Доказательство. Легко видеть, что 
22

( ( )) 2k

k kl M Φ = , 

22
( ( )) 2 1k

k kw M + Φ = + . Значит, по теоремам 1, 2 имеем:  

(2 1)( 1) ( ) (2 1)( 1) 1k
t

k k

k t
n k L n n k

, ,Φ
− − + ≤ ≤ + − + + ,  

откуда и следует утверждение теоремы.  

Таким образом, при стремящихся к бесконечности числе перемен-

ных n  и кратности слипания k  ( 2 k n≤ ≤ ) установлено, что асимптотика 

функции Шеннона длины полного диагностического теста относительно 

локальных k -кратных слипаний переменных в булевой функции имеет 

вид 2 ( 1)k
n k− + .  
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