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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ НЕОДНОРОДНОГО 
УРАВНЕНИЯ КОЛЕБАНИЙ НА ПОЛУПРЯМОЙ С 

КРАЕВЫМ УСЛОВИЕМ ТРЕТЬЕГО РОДА 

Введение 

Пусть при заданных положительных значениях  𝑎, 𝛽, 𝑇 и 𝑙 ∈ (0, 𝑎𝑇), 
прямая задача имеет вид начально-краевой постановки относительно функ-

ции 𝑢(𝑥, 𝑡) на полупрямой для уравнения гиперболического типа в области 

Λ𝑙,𝑇 = {(𝑥, 𝑡):  0 ⩽ 𝑡 ⩽ min{𝑇, 𝑇 − (𝑙 − 𝑥)/𝑎}, 0 ⩽ 𝑥 < +∞}:  

          𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝑎2𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝑓(𝑥)𝑔(𝑡),       (𝑥, 𝑡) ∈ Λ𝑙,𝑇 ,                (1) 

− 𝛽𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝜇(𝑡) − 𝑢(0, 𝑡),       0 ⩽ 𝑡 ⩽ �̂� = 𝑇 − (𝑙 𝑎⁄ ),            (2) 

𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥),     𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥),     0 ⩽ 𝑥.                       (3) 

Краевое условие (2) используется при моделировании малых колебаний 

конца стержня в упругой среде. 

Обратная задача пусть состоит в восстановлении функций 𝑓(𝑥), 𝜇(𝑡), 

0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑙, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ �̂� = 𝑇 − (𝑙 𝑎⁄ ), и затем в нахождении решения 𝑢(𝑥, 𝑡), 

(𝑥, 𝑡) ∈ Λ𝑙,𝑇, прямой задачи (1) – (3), так, чтобы найденные функции 𝑓(𝑥), 

𝜇(𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡) удовлетворяли уравнению (1) в области Λ𝑙,𝑇, краевому усло-

вию (2) при 𝑡 ∈ [0, �̂�] и начальному условию (3) при заданных положитель-

ных числах 𝑙, 𝑇, 𝑎, 𝛽, таких, что 𝑙 < 𝑎𝑇, и известных функциях 𝜑(𝑥), 𝜓(𝑥), 

𝑔(𝑡), 𝑓(𝑠) = 𝑓(𝑠), 𝑥 ⩾ 0, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇, 𝑠 > 𝑙, с дополнительно заданной функ-

цией ℎ(𝑡), такой, что  

ℎ(𝑡) = 𝑢(𝑙, 𝑡),      0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇,                                          (4) 

где 𝑢(𝑥, 𝑡) — решение задачи (1) – (3) в области Λ𝑙,𝑇. Исследуем разреши-

мость прямой и обратной задач, алгоритмы решения последней.  

Идентификация параметров в задачах для уравнений гиперболиче-

ского типа привлекает повышенное внимание при анализе геофизических 

моделей [1-6], в задачах оптимального управления [7-10], в постановках 

обратных задач [11-19], и сопровождается использованием проработанных 

алгоритмов [20, 21] для компьютерной обработки экспериментальных дан-

ных. Можно отметить, что современные результаты по разнохарактерным 

исследованиям обратных задач охватывают самые разные типы уравнений 

и моделей с различными областями приложений [22-28]. 
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2 МГУ имени М.В. Ломоносова, oksashka@gmail.com  



14 

Прямая задача 

Теорема 1. Если известны положительные значения 𝑇, 𝑎, 𝛽, 𝑙, такие, что 

𝑙 < 𝑎𝑇, и функция 𝜑(𝑥) дважды непрерывно дифференцируема и ограни-

чена при 𝑥 ⩾ 0, функция 𝜓(𝑥) непрерывно дифференцируема и ограничена 

при 𝑥 ⩾ 0, функция 𝑓(𝑥) непрерывна и ограничена при 𝑥 ⩾ 0, и функции 

𝑔(𝑡), 𝜇(𝑡) удовлетворяют условиям 

𝑔(𝑡) ∈ 𝐶1[0, 𝑇],                                                   (5) 

𝜇(𝑡) ∈ 𝐶[0, �̂�],   𝜇(0) = 𝜑(0) − 𝛽𝜑′(0),   ∃𝜇′(0) = 𝜓(0) − 𝛽𝜓′(0),    (6) 

где �̂� = 𝑇 − (𝑙 𝑎⁄ ), то задача (1) – (3) имеет единственное ограниченное, 

дважды непрерывно дифференцируемое на множестве Λ𝑙,𝑇 решение 

𝑢(𝑥, 𝑡).  

Доказательство. Покажем, что решение задачи (1) – (3) совпадает на мно-

жестве Λ𝑙,𝑇 с решением 𝑣(𝑥, 𝑡) задачи Коши, получаемой продлением 

начальных условий (3) за луч 𝑥 ⩾ 0 с выполнением условия (2), и покажем, 

что существование и единственность решения такой задачи Коши, установ-

ленные в [29] с использованием формулы Даламбера для неоднородного 

уравнения (1) при условии непрерывно дифференцируемого по обоим ар-

гументам произведения 𝑓(𝑥)𝑔(𝑡) на множестве Λ𝑙,𝑇, переносятся на случай 

непрерывной функции 𝑓(𝑥) на луче 𝑥 ⩾ 0 и функции 𝑔(𝑡) ∈ 𝐶1[0, 𝑇].  
Рассмотрим для функции 𝑣(𝑥, 𝑡) задачу Коши 

𝑣𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝑎2𝑣𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) + 𝑓(𝑥)𝑔(𝑡),       (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷[𝑙−𝑎𝑇,+∞),𝑇 ,           (7) 

𝑣(𝑥, 0) = �̃�(𝑥),         𝑣𝑡(𝑥, 0) = �̃�(𝑥),         𝑥 ∈ [𝑙 − 𝑎𝑇, +∞),           (8) 

где 𝐷[𝑙−𝑎𝑇,+∞),𝑇 = {(𝑥, 𝑡):  𝑙 − (𝑇 − 𝑡)𝑎 ⩽ 𝑥 < +∞, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇}. Пусть 

�̃�(𝑥) = {
   𝑧(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑙 − 𝑎𝑇, 0),

𝜑(𝑥),           𝑥 ∈ [0, +∞),
                                    (9) 

�̃�(𝑥) = {
𝜓(0) + 𝜓′(0)𝑥,   𝑥 ∈ [𝑙 − 𝑎𝑇, 0),

𝜓(𝑥),       𝑥 ∈ [0, +∞),
      𝑓(𝑥) = {

𝑓(0),   𝑥 ∈ [𝑙 − 𝑎𝑇, 0),

𝑓(𝑥),   𝑥 ∈ [0, +∞).
 

Введённые таким образом значения функций �̃�(𝑥) и 𝑓(𝑥), а также функции 

�̃�(𝑥) в случае её продолжения на полуинтервал [𝑙 − 𝑎𝑇, 0) дважды непре-

рывно дифференцируемой функцией 𝑧(𝑥), являются ограниченными и со-

храняют имеющуюся в условиях теоремы 1 исходную гладкость: �̃�(𝑥) — 

дважды непрерывно дифференцируема, �̃�(𝑥) — непрерывно дифференци-

руема, 𝑓(𝑥) — непрерывна на луче [𝑙 − 𝑎𝑇, +∞). На основе формулы Да-

ламбера для неоднородного уравнения [29] при ограниченных, дважды 

непрерывно дифференцируемой функции �̃�(𝑥) на луче [𝑙 − 𝑎𝑇, +∞) и 

непрерывно дифференцируемых функциях �̃�(𝑥) на луче [𝑙 − 𝑎𝑇, +∞) и 

𝑓(𝑥)𝑔(𝑡) при (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷[𝑙−𝑎𝑇,+∞),𝑇, однозначное решение 𝑣(𝑥, 𝑡) задачи (7), 

(8), дважды непрерывно дифференцируемое при (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷[𝑙−𝑎𝑇,+∞),𝑇 , суще-

ствует (по теореме 7.6 [29]) и имеет вид 
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𝑣(𝑥, 𝑡) =
1

2
(�̃�(𝑥 − 𝑎𝑡) + �̃�(𝑥 + 𝑎𝑡)) +

1

2𝑎
∫ �̃�(𝜉)

𝑥+𝑎𝑡

𝑥−𝑎𝑡

𝑑𝜉 + 

+ 
1

2𝑎
∫ 𝑔(𝜏)

𝑡

0

∫ 𝑓(𝜉)
𝑥+(𝑡−𝜏)𝑎

𝑥−(𝑡−𝜏)𝑎

𝑑𝜉𝑑𝜏,      (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷[𝑙−𝑎𝑇,+∞),𝑇 .         (10) 

Дифференцируя по аргументу 𝑥 формулу (10) ∀(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷[𝑙−𝑎𝑇,+∞),𝑇 с по-

следующими заменами в получаемых интегралах подынтегральных аргу-

ментов: 𝑥 + (𝑡 − 𝜏)𝑎 = 𝜉 и 𝑥 − (𝑡 − 𝜏)𝑎 = 𝜂, имеем ∀(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷[𝑙−𝑎𝑇,+∞),𝑇 

𝑣𝑥(𝑥, 𝑡) =
1

2
(�̃�′(𝑥 − 𝑎𝑡) + �̃�′(𝑥 + 𝑎𝑡)) +

1

2𝑎
(�̃�(𝑥 + 𝑎𝑡) − �̃�(𝑥 − 𝑎𝑡)) − 

−
1

2𝑎2
∫ 𝑔 (𝑡 −

𝑥 − 𝜂

𝑎
)

𝑥

𝑥−𝑎𝑡

𝑓(𝜂) 𝑑𝜂 +
1

2𝑎2
∫ 𝑔 (𝑡 +

𝑥 − 𝜉

𝑎
)

𝑥+𝑎𝑡

𝑥

𝑓(𝜉) 𝑑𝜉,   (11) 

𝑣𝑡(𝑥, 𝑡) =
𝑎

2
(�̃�′(𝑥 + 𝑎𝑡) − �̃�′(𝑥 − 𝑎𝑡)) +

1

2
(�̃�(𝑥 + 𝑎𝑡) + �̃�(𝑥 − 𝑎𝑡)) + 

+
1

2𝑎
∫ 𝑔 (𝑡 −

𝑥 − 𝜂

𝑎
)

𝑥

𝑥−𝑎𝑡

𝑓(𝜂) 𝑑𝜂 +
1

2𝑎
∫ 𝑔 (𝑡 +

𝑥 − 𝜉

𝑎
)

𝑥+𝑎𝑡

𝑥

𝑓(𝜉)𝑑𝜉,   (12) 

𝑣𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) =
1

2
(�̃�′′(𝑥 − 𝑎𝑡) + �̃�′′(𝑥 + 𝑎𝑡)) +

1

2𝑎
�̃�′(𝑥 + 𝑎𝑡) − 

−
1

2𝑎
�̃�′(𝑥 − 𝑎𝑡) +

1

2𝑎2
𝑔(0) (𝑓(𝑥 − 𝑎𝑡) + 𝑓(𝑥 + 𝑎𝑡)) −

1

𝑎2
𝑔(𝑡)𝑓(𝑥) + 

+
1

2𝑎3
∫ 𝑔′ (𝑡 −

𝑥 − 𝜂

𝑎
)

𝑥

𝑥−𝑎𝑡

𝑓(𝜂)𝑑𝜂 +
1

2𝑎3
∫ 𝑔′ (𝑡 +

𝑥 − 𝜉

𝑎
)

𝑥+𝑎𝑡

𝑥

𝑓(𝜉)𝑑𝜉, (13) 

𝑣𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) =
𝑎2

2
(�̃�′′(𝑥 − 𝑎𝑡) + �̃�′′(𝑥 + 𝑎𝑡)) +

𝑎

2
(�̃�′(𝑥 + 𝑎𝑡) − �̃�′(𝑥 − 𝑎𝑡)) + 

+
1

2
𝑔(0) (𝑓(𝑥 − 𝑎𝑡) + 𝑓(𝑥 + 𝑎𝑡)) +

1

2𝑎
∫ 𝑔′ (𝑡 −

𝑥 − 𝜂

𝑎
)

𝑥

𝑥−𝑎𝑡

𝑓(𝜂) 𝑑𝜂 + 

+
1

2𝑎
∫ 𝑔′ (𝑡 +

𝑥 − 𝜉

𝑎
)

𝑥+𝑎𝑡

𝑥

𝑓(𝜉) 𝑑𝜉,     (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷[𝑙−𝑎𝑇,+∞),𝑇 .       (14) 

Формулы (11) – (14) дают непрерывные ограниченные производные 

𝑣𝑡(𝑥, 𝑡), 𝑣𝑥(𝑥, 𝑡), 𝑣𝑡𝑡(𝑥, 𝑡), 𝑣𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) при непрерывных ограниченных функ-

циях �̃�′′(𝑥), �̃�′(𝑥) и в случае 𝑔(𝑡) ∈ 𝐶1[0, 𝑇] с непрерывной ограниченной 

функцией 𝑓(𝑥). При этом производные 𝑣𝑡𝑡(𝑥, 𝑡), 𝑣𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) удовлетворяют 

уравнению (7), а функция 𝑣(𝑥, 𝑡) и производная 𝑣𝑡(𝑥, 𝑡) — условиям (8). Из 

этого следует, что использование в уравнении (7) неоднородности в виде 

произведения 𝑓(𝑥)𝑔(𝑡), где каждый из сомножителей зависит от своего ар-

гумента, позволяет ослабить условия на функцию 𝑓(𝑥) до непрерывности 

𝑓(𝑥) на луче по сравнению с условием непрерывной дифференцируемости 

произведения 𝑓(𝑥)𝑔(𝑡) из теоремы 7.6 [29] c выражением однозначного ре-

шения задачи (7), (8) по той же формуле Даламбера (10). Итак, задача Коши 

(7), (8) имеет ограниченное, дважды непрерывно дифференцируемое 
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решение 𝑣(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷[𝑙−𝑎𝑇,+∞),𝑇 , и при исходных функциях �̃�(𝑥), �̃�(𝑥), 

𝑓(𝑥), 𝑔(𝑡), удовлетворяющих условиям теоремы 1. 

Определим функцию 𝑧(𝑥). Подставляя правые части формул (10) и 

(11) в условие (2) при 𝑥 = 0, получаем 

𝑎(�̃�(− 𝑎𝑡) + �̃�(𝑎𝑡)) − 𝑎𝛽(�̃�′(−𝑎𝑡) + �̃�′(𝑎𝑡)) − 𝛽 (�̃�(𝑎𝑡) − �̃�(−𝑎𝑡)) + 

+ ∫ �̃�(𝜉)𝑑𝜉
𝑎𝑡

−𝑎𝑡

+ ∫ 𝑔(𝜏)
𝑡

0

∫ 𝑓(𝜉)𝑑𝜉𝑑𝜏
(𝑡−𝜏)𝑎

−(𝑡−𝜏)𝑎

+
𝛽

𝑎
∫ 𝑔 (𝑡 +

𝜂

𝑎
) 𝑓(𝜂)𝑑𝜂

0

−𝑎𝑡

− 

−
𝛽

𝑎
∫ 𝑔 (𝑡 −

𝜉

𝑎
)

𝑎𝑡

0

𝑓(𝜉)𝑑𝜉 = 2𝑎𝜇(𝑡),       0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇.            (15) 

С учётом формул для функций �̃�(𝑥), �̃�(𝑥), 𝑓(𝑥), представленных выше, из 

равенства (15) для функции 𝑧(− 𝑎𝑡) при 𝑡 ∈ [0, �̂�] имеем  

1

2
(𝑧(− 𝑎𝑡) + �̃�(𝑎𝑡)) −

𝛽

2
(𝑧′(−𝑎𝑡) + �̃�′(𝑎𝑡)) +

𝑎𝑡 + 𝛽

2𝑎
𝜓(0) −

𝛽

2𝑎
�̃�(𝑎𝑡) − 

−
2𝛽 + 𝑎𝑡

4
𝑡𝜓′(0) +

1

2𝑎
∫ �̃�(𝜉)

𝑎𝑡

0

𝑑𝜉 +
1

2𝑎
𝑓(0) ∫ [𝛽 + (𝑡 − 𝜏)𝑎]𝑔(𝜏)

𝑡

0

𝑑𝜏 − 

− 
𝛽

2𝑎2
∫ 𝑔 (𝑡 −

𝜉

𝑎
)

𝑎𝑡

0

𝑓(𝜉)𝑑𝜉 +
1

2𝑎
∫ 𝑔(𝜏)

𝑡

0

∫ 𝑓(𝜉) 𝑑𝜉
(𝑡−𝜏)𝑎

0

𝑑𝜏 = 𝜇(𝑡)   (16) 

— дифференциальное уравнение первого порядка относительно функции 

𝑧(𝑠). С заменой 𝑠 = − 𝑎𝑡 для уравнения (16) получаем задачу Коши: 

𝑧′(𝑠) −
1

𝛽
𝑧(𝑠) = 𝐹1(𝑠) −

2

𝛽
𝜇 (

−𝑠

𝑎
) ,    𝑠 ∈ [−𝑎𝑇1, 0],     𝑧(0) = 𝜑(0),   (17) 

где функция 𝐹1(𝑠) ∀𝑠 ∈ [−𝑎�̂�, 0] имеет вид 

𝐹1(𝑠) =
1

𝛽
�̃�(−𝑠) − �̃�′(−𝑠) −

1

𝑎
�̃�(−𝑠) +

𝛽 − 𝑠

𝑎𝛽
𝜓(0) + (

𝑠

𝑎
−

𝑠2

2𝑎𝛽
) 𝜓′(0) + 

+
1

𝑎𝛽
∫ �̃�(𝜉)

−𝑠

0

𝑑𝜉 +
1

𝑎𝛽
𝑓(0) ∫ (𝛽 − 𝑠 − 𝑎𝜃)𝑔(𝜃)

−𝑠 𝑎⁄

0

𝑑𝜃 − 

−
1

𝑎2
∫ 𝑔 (−

𝑠 + 𝜉

𝑎
) 𝑓(𝜉)

−𝑠

0

𝑑𝜉 +
1

𝑎𝛽
∫ 𝑔(𝜃)

−𝑠 𝑎⁄

0

∫ 𝑓(𝜉)
−𝑠−𝑎𝜃

0

𝑑𝜉𝑑𝜃. 

Задача (17) имеет [30] единственное решение 𝑧(𝑠) = 𝑧1(𝑠), 𝑠 ∈ [−𝑎�̂�, 0]:  

𝑧1(𝑠) = 𝜑(0)𝑒𝑠 𝛽⁄ − ∫ 𝑒(𝑠−𝜉) 𝛽⁄
0

𝑠

(𝐹1(𝜉) −
2

𝛽
𝜇(− 𝜉 𝑎⁄ )) 𝑑𝜉.       (18) 

При этом 𝑧1(0) = 𝜑(0) по условию из (17). А из входящих в условие (6) 

равенств 𝜇(0) = 𝜑(0) − 𝛽𝜑′(0), 𝜇′(0) = 𝜓(0) − 𝛽𝜓′(0) следует, что 

𝑧1
′ (0) =

1

𝛽
𝑧1(0) + 𝐹1(0) −

2

𝛽
𝜇(0) =

2

𝛽
𝜑(0) −

2

𝛽
𝜇(0) − 𝜑′(0) = 𝜑′(0), 

𝑧1
′′(0) =

1

𝛽
𝑧1

′ (0) +
2

𝑎𝛽
𝜇′(0) + 𝐹1

′(0) = 𝜑′′(0). 
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Из равенств 𝑧1(0) = 𝜑(0), 𝑧1
′ (0) = 𝜑′(0), 𝑧1

′′(0) = 𝜑′′(0) и формул (18), (9) 

следует, что начальная функция �̃�(𝑥) задачи Коши (7), (8) имеет ограни-

ченную непрерывную производную �̃�′′(𝑥) при 𝑥 ∈ [𝑙 − 𝑎𝑇, +∞). 

По построению функции 𝑧(𝑥) = 𝑧1(𝑥) ограниченное, дважды непре-

рывно дифференцируемое решение 𝑣(𝑥, 𝑡) задачи (7), (8) удовлетворяет 

условиям (2), (3) и однозначно определяется формулой (10). Таким образом, 

формула (10) с учётом условий теоремы даёт на множестве Λ𝑙,𝑇 ⊂ 𝐷[0,𝑙],𝑇 и 

однозначное ограниченное, дважды непрерывно дифференцируемое реше-

ние 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝑥, 𝑡) задачи (1) – (3) на множестве Λ𝑙,𝑇. Теорема 1 доказана.  

Формулы для решения прямой задачи в некоторых подобластях 

С рассчитанными значениями 𝑧(𝑥) функция �̃�(𝑥) в начальном усло-

вии задачи (7), (8) принимает вид  

�̃�(𝑥) = {
𝜑(0)𝑒

𝑥
𝛽 − ∫ 𝑒

(𝑥−𝜃)
𝛽

0

𝑥

(𝐹1(𝜃) −
2

𝛽
𝜇 (

−𝜃

𝑎
)) 𝑑𝜃,    𝑥 ∈ [−𝑎�̂�, 0],

𝜑(𝑥),         𝑥 ∈ [0, +∞).

 

С найденной функцией �̃�(𝑥) формула (10) даёт решение 𝑢(𝑥, 𝑡) за-

дачи (1) – (3) на отдельных подмножествах области Λ𝑙,𝑇 следующего вида: 

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2
(𝜑(𝑥 − 𝑎𝑡) + 𝜑(𝑥 + 𝑎𝑡)) +

1

2𝑎
∫ 𝜓(𝜉)𝑑𝜉

𝑥+𝑎𝑡

𝑥−𝑎𝑡

+ 

+
1

2𝑎
∫ 𝑔(𝜏)

𝑡

0

∫ 𝑓(𝜉)
𝑥+(𝑡−𝜏)𝑎

𝑥−(𝑡−𝜏)𝑎

𝑑𝜉𝑑𝜏,       (𝑥, 𝑡) ∈ ∆(𝑙 2⁄ ),( 𝑙 (2𝑎)⁄ ), 

где  ∆(𝑙 2⁄ ),( 𝑙 (2𝑎)⁄ )= {(𝑥, 𝑡):  𝑎𝑡 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑙 − 𝑎𝑡, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ (𝑙 (2𝑎)⁄ )}.  

В областях, представляющих интерес для исследования обратной за-

дачи, с учётом разделения в постановке обратной задачи значений функции 

𝑓(𝑥) на известные: 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) при 𝑥 > 𝑙, и требующие восстановления в 

рамках обратной задачи значения 𝑓(𝑥) при 𝑥 ∈ [0, 𝑙], имеем 

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2
(𝜑(𝑥 − 𝑎𝑡) + 𝜑(𝑥 + 𝑎𝑡)) +

1

2𝑎
[∫ 𝜓(𝜉)𝑑𝜉

𝑥+𝑎𝑡

𝑥−𝑎𝑡

+ 

+ ∫ 𝑔(𝜏)
𝑡−(𝑙−𝑥) 𝑎⁄

0

(∫ 𝑓(𝜉)𝑑𝜉
𝑙

𝑥−(𝑡−𝜏)𝑎

+ ∫ 𝑓(𝜉)𝑑𝜉
𝑥+(𝑡−𝜏)𝑎

𝑙

) 𝑑𝜏 + 

+ ∫ 𝑔(𝜏)
𝑡

𝑡−(𝑙−𝑥) 𝑎⁄

∫ 𝑓(𝜉)
𝑥+(𝑡−𝜏)𝑎

𝑥−(𝑡−𝜏)𝑎

𝑑𝜉𝑑𝜏] , (𝑥, 𝑡) ∈ ∆2, (19) 

где ∆2= Λ𝑎𝑇,𝑇 ∖ (∆(𝑙 2⁄ ),𝑙 (2𝑎)⁄ ∪ Λ𝑙+𝑎𝑇,𝑇), и 

∆2= {(𝑥, 𝑡):   max {𝑎𝑡, 𝑙 − 𝑎𝑡} ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑙 + 𝑎𝑡,   0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇}; 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑒
𝑥−𝑎𝑡

𝛽 [
𝜑(0)

2
− ∫ (

𝐹1(𝜃)

2
−

1

𝛽
𝜇 (

−𝜃

𝑎
))

0

𝑥−𝑎𝑡

𝑒
−𝜃
𝛽 𝑑𝜃] +

𝑎𝑡 − 𝑥

2𝑎
𝜓(0) + 
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+
𝜑(𝑥 + 𝑎𝑡)

2
−

(𝑥 − 𝑎𝑡)2

4𝑎
𝜓′(0) +

1

2𝑎
[∫ 𝜓(𝜉)

𝑥+𝑎𝑡

0

𝑑𝜉 + 

+𝑓(0) ∫ ((𝑡 − 𝜏)𝑎 − 𝑥)𝑔(𝜏)𝑑𝜏
𝑡−(𝑥 𝑎⁄ )

0

+ ∫ 𝑓(𝜉)
𝑥+𝑎𝑡

𝑙

∫ 𝑔(𝜏)
𝑡+(𝑥−𝜉) 𝑎⁄

0

𝑑𝜏𝑑𝜉 + 

+ ∫ 𝑓(𝜉)
𝑥

0

∫ 𝑔(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝜉
𝑡−(𝑥−𝜉)/𝑎

0

+ ∫ 𝑓(𝜉)
𝑙

𝑥

∫ 𝑔(𝜏)𝑑𝜏𝑑𝜉
𝑡+(𝑥−𝜉)/𝑎

0

],   (20) 

где (𝑥, 𝑡) ∈ ∆5, и 

∆5= Λ𝑙,𝑇 ∖ Λ𝑎𝑇,𝑇 = {(𝑥, 𝑡):   max {0, 𝑙 − (𝑇 − 𝑡)/𝑎} ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑎𝑡,   0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇}. 

Обратная задача. Единственность решения обратной задачи 

Определение 1. Три функции 𝑓(𝑠), 𝜇(𝜏), 𝑢(𝑥, 𝑡), где 0 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑙, 0 ⩽τ ⩽ �̂�, 
(𝑥, 𝑡) ∈ Λ𝑙,𝑇 , �̂� = 𝑇 − 𝑙 𝑎⁄ , называются решением обратной задачи (1) – (4), 

если при заданных положительных значениях 𝑙, 𝑇, 𝑎, 𝛽, таких, что 𝑙 < 𝑎𝑇, 

и заданных функциях 𝜑(𝑥), 𝜓(𝑥), 𝑔(𝑡), ℎ(𝑡), 𝑓(𝑠), таких, что функция 𝜑(𝑥) 

ограничена и дважды непрерывно дифференцируема при 𝑥 ⩾ 0, функция 

𝜓(𝑥) ограничена и непрерывно дифференцируема при 𝑥 ⩾ 0, функция 𝑓(𝑠) 

ограничена и непрерывна при 𝑠 > 𝑙, выполняются условие (5) и условие  

ℎ(𝑡) ∈ 𝐶[0, 𝑇],      ℎ(0) = 𝜑(𝑙),      ℎ′(0) = 𝜓(𝑙),     𝑔(0) ≠ 0,       (21) 

функции 𝑓(𝑥), 𝜇(𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡) таковы, что 𝑓(𝑥) ограничена и непрерывна при 

𝑥 ∈ [0, 𝑙] с условием 𝑓(𝑙) = lim
𝑥→𝑙+0

𝑓(𝑥), для 𝜇(𝑡) выполняются условия (6), 

𝑢(𝑥, 𝑡) ограничена и дважды непрерывно дифференцируема на множестве 

Λ𝑙,𝑇, а также на Λ𝑙,𝑇 выполняются уравнение (1), условия (2) и (3). 

Теорема 2. Пусть заданы положительные значения 𝑙, 𝑇, 𝑎, 𝛽, такие, что 

𝑙 < 𝑎𝑇, и заданы функции 𝜑(𝑥), 𝜓(𝑥), 𝑔(𝑡), ℎ(𝑡), удовлетворяющие огра-

ничениям на них из условий теоремы 1, условиям (5), (21), а функция 𝑓(𝑠) 

задана, ограничена и непрерывна при 𝑠 > 𝑙. Тогда обратная задача (1) – (4) 

не может иметь более одного решения.  

Доказательство. Предположим, от противного, существование двух раз-

личных решений обратной задачи (1) – (4) функций 𝑓1(𝑠), 𝜇1(𝜏), 𝑢1(𝑥, 𝑡) и 

𝑓2(𝑠), 𝜇2(𝜏), 𝑢2(𝑥, 𝑡). Тогда, при заданных функциях 𝜑(𝑥), 𝜓(𝑥), 𝑔(𝑡), ℎ(𝑡) 

с учётом условия (4), формула (19) для значений 𝑡 ∈ [0, 𝑙/𝑎] при 𝑥 = 𝑙 при-

обретает вид уравнения относительно функции 𝑓(𝑠): 

ℎ(𝑡) =
1

2
(𝜑(𝑙 − 𝑎𝑡) + 𝜑(𝑙 + 𝑎𝑡)) +

1

2𝑎
[∫ 𝜓(𝜉)𝑑𝜉

𝑙+𝑎𝑡

𝑙−𝑎𝑡

+ 

+ ∫ 𝑔(𝜏)
𝑡

0

(∫ 𝑓(𝜉)𝑑𝜉
𝑙

𝑙−(𝑡−𝜏)𝑎

+ ∫ 𝑓(𝜉)𝑑𝜉
𝑙+(𝑡−𝜏)𝑎

𝑙

) 𝑑𝜏] ,       𝑡 ∈ [0, (𝑙 𝑎⁄ )].  (22) 

Изменяя порядок интегрирования в повторных интегралах и вычитая затем 

из уравнения (22) с функцией 𝑓1(𝑠) на месте 𝑓(𝑠) это же уравнение (22) с 
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функцией 𝑓2(𝑠) на месте 𝑓(𝑠), получаем относительно разности функций 

∆𝑓(𝑠) = 𝑓1(𝑠) − 𝑓2(𝑠), 𝑠 ∈ [0, 𝑙], уравнение 

1

2𝑎
∫ (∫ 𝑔(𝜏)𝑑𝜏

𝑡−(𝑙−𝑠)/𝑎

0

) ∆𝑓(𝑠)
𝑙

𝑙−𝑎𝑡

𝑑𝑠 = 0,       0 ⩽ 𝑡 ⩽ (𝑙 𝑎⁄ ).      (23) 

Дифференцируя уравнение (23) по аргументу 𝑡 дважды, имеем  

∆𝑓(𝑥) + ∫ 𝐾1(𝑥, 𝑠)∆𝑓(𝑠)
𝑙

𝑥

𝑑𝑠 = 0,       0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑙,               (24) 

— линейное однородное уравнение Вольтерра II рода относительно функ-

ции ∆𝑓(𝑥), 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑙, в котором ядро 𝐾1(𝑥, 𝑠) имеет вид 

𝐾1(𝑥, 𝑠) =
1

𝑎𝑔(0)
𝑔′ (

𝑠 − 𝑥

𝑎
) ,       0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑙.       (25)  

В силу непрерывности ядра (25) уравнение (24) имеет [31] только нулевое 

решение. Итак, ∆𝑓(𝑠) ≡ 0, и 𝑓1(𝑠) = 𝑓2(𝑠) = 𝑓(𝑠), 𝑠 ∈ [0, 𝑙].  

При заданных функциях 𝜑(𝑥), 𝜓(𝑥), 𝑔(𝑡), ℎ(𝑡), 𝑓(𝑠) с учётом ра-

венств 𝑓(𝑠) = 𝑓1(𝑠) = 𝑓2(𝑠) и условия (4), формула (20) при 𝑥 = 𝑙 прини-

мает для значений 𝑡 ∈ [(𝑙/𝑎), 𝑇] вид интегрального уравнения относи-

тельно функции 𝜇(𝑠): 

ℎ(𝑡) =
𝜑(0)

2
𝑒

𝑙−𝑎𝑡
𝛽 +

𝜑(𝑙 + 𝑎𝑡)

2
+

1

2𝑎
[(𝑎𝑡 − 𝑙)𝜓(0) −

(𝑙 − 𝑎𝑡)2

2
𝜓′(0) + 

+ ∫ 𝜓(𝜉)𝑑𝜉
𝑙+𝑎𝑡

0

+ 𝑓(0) ∫ 𝑔(𝜂)
𝑡−(𝑙 𝑎⁄ )

0

((𝑡 − 𝜂)𝑎 − 𝑙)𝑑𝜂 + 

+ ∫ 𝑓(𝜉)
𝑙

0

∫ 𝑔(𝜂)𝑑𝜂𝑑𝜉
𝑡−((𝑙−𝜉) 𝑎⁄ )

0

+ ∫ 𝑓(𝜉)
𝑙+𝑎𝑡

𝑙

∫ 𝑔(𝜂)
𝑡+((𝑙−𝜉) 𝑎⁄ )

0

𝑑𝜂𝑑𝜉] − 

− ∫ 𝑒
(𝑙−𝑎𝑡−𝜃)

𝛽 (
𝐹1(𝜃)

2
−

1

𝛽
𝜇 (

−𝜃

𝑎
))

0

𝑙−𝑎𝑡

𝑑𝜃,         (𝑙 𝑎⁄ ) ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇.     (26) 

Вычитая из уравнения (26) с функцией 𝜇1(𝑠) это же уравнение с функцией 

𝜇2(𝑠), имеем для разности ∆𝜇(𝑠) = 𝜇1(𝑠) − 𝜇2(𝑠), 𝑠 ∈ [0, 𝑇 − (𝑙 𝑎⁄ )], одно-

родное уравнение. После замен 𝜏 = 𝑡 − (𝑙/𝑎) и 𝑠 = − 𝜃/𝑎 получаем  

∫ 𝑒
−𝑎
𝛽

(𝜏−𝑠)
𝜏

0

∆𝜇(𝑠)𝑑𝑠 = 0,         0 ⩽ 𝜏 ⩽ 𝑇 − (𝑙 𝑎⁄ ).              (27) 

Дифференцируя равенство (27) по аргументу 𝜏, получаем 

∆𝜇(𝜏) −
𝑎

𝛽
∫ 𝑒

−𝑎
𝛽

(𝜏−𝑠)
𝜏

0

∆𝜇(𝑠)𝑑𝑠 = 0,         0 ⩽ 𝜏 ⩽ 𝑇 − (𝑙 𝑎⁄ ), 

— уравнение Вольтерра II рода с единственным решением ∆𝜇(𝜏) ≡ 0 [31], 

из чего можно заключить, что 𝜇1(𝜏) = 𝜇2(𝜏) = 𝜇(𝜏), 𝜏 ∈ [0, 𝑇 − (𝑙 𝑎⁄ )].  
Доказательство теоремы 2 завершается однозначным определением 

решения 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢1(𝑥, 𝑡) = 𝑢2(𝑥, 𝑡) прямой задачи в области ∆𝑙,𝑇 по фор-

муле (10). Теорема 2 доказана. 
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Существование решения обратной задачи 

Теорема 3. Пусть заданы положительные значения 𝑙, 𝑎, 𝛽,𝑇, 𝑙 < 𝑎𝑇, за-

даны функции 𝜑(𝑥), 𝜓(𝑥), 𝑔(𝑡), ℎ(𝑡), удовлетворяющие условиям теоремы 

2, и условию ℎ(𝑡) ∈ 𝐶2[0, 𝑇], и задана функция 𝑓(𝑠) непрерывная и ограни-

ченная при 𝑠 > 𝑙. Тогда существует решение обратной задачи (1) – (4).  

Доказательство. Дифференцируя дважды по аргументу 𝑡 полученное при 

доказательстве теоремы 2 уравнение (22) с изменённым порядком диффе-

ренцирования в повторных интегралах, имеем 

𝑓(𝑥) + ∫ 𝐾1(𝑥, 𝑠)𝑓(𝑠)
𝑙

𝑥

𝑑𝑠 = 𝜒(𝑥),       0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑙,                (28) 

— линейное интегральное уравнение Вольтерра II рода относительно 

функции 𝑓(𝑥), 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑙, где ядро 𝐾1(𝑥, 𝑠) уравнения (28) определяется 

формулой (25), и ∀𝑥 ∈ [0, 𝑙] 

𝜒(𝑥) =
1

𝑔(0)
[2ℎ′′ (

𝑙 − 𝑥

𝑎
) − 𝑎2(𝜑′′(𝑥) + 𝜑′′(2𝑙 − 𝑥)) + 𝑎𝜓′(𝑥) − 

− 𝑎𝜓′(2𝑙 − 𝑥) −
1

𝑎
∫ 𝑔′

2𝑙−𝑥

𝑙

(
2𝑙 − 𝑥 − 𝜉

𝑎
) 𝑓(𝜉)𝑑𝜉] − 𝑓(2𝑙 − 𝑥).    (29) 

Уравнение (28) имеет [31] единственное решение 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝑙] в силу не-

прерывности ядра 𝐾1(𝑥, 𝑠), 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑙, и функции 𝜒(𝑥), 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑙, что 

следует из наложенных на функции 𝜑(𝑥), 𝜓(𝑥), 𝑔(𝑡), ℎ(𝑡), 𝑓(𝑠) в условиях 

доказываемой теоремы ограничений. Из уравнения (28) при 𝑥 = 𝑙 непо-

средственно следует, что 𝑓(𝑙) = lim
𝑥→𝑙+0

𝑓(𝑥). Таким образом, функция 𝑓(𝑥), 

как составная часть решения обратной задачи (1) – (4), определяется одно-

значно исходными данными обратной задачи (1) – (4). 

Далее, выполняя в уравнении (26) замены 𝑠 = − 𝜃/𝑎 и 𝜏 = 𝑡 − 𝑙/𝑎, а 

затем дифференцируя по 𝜏 на отрезке [0, 𝑇 − (𝑙 𝑎⁄ )] полученное после за-

мен равенство, имеем относительно 𝜇(𝜏) функции линейное интегральное 

уравнение Вольтерра II рода 

𝜇(𝜏) −
𝑎

𝛽
∫ 𝑒

−
𝑎
𝛽

(𝜏−𝑠)
𝜏

0

𝜇(𝑠)𝑑𝑠 = 𝜎(𝜏),       0 ⩽ 𝜏 ⩽ 𝑇 − (𝑙 𝑎⁄ ),   (30) 

где правая часть уравнения (30) функция 𝜎(𝜏) имеет ∀𝜏 ∈ [0, 𝑇 − (𝑙/𝑎)] вид 

𝜎(𝜏) =
𝜑(0)

2
𝑒

−𝑎𝜏
𝛽 +

𝛽

2𝑎
[2ℎ′ (𝜏 +

𝑙

𝑎
) − 𝑎𝜑′(𝑎𝜏 + 2𝑙) − 𝜓(0) + 2𝑎𝜏𝜓′(0) − 

− 𝜓(𝑎𝜏 + 2𝑙) + 𝑎𝐹1(−𝑎𝜏) − 𝑓(0) ∫ 𝑔(𝜃)𝑑𝜃
𝜏

0

−
1

𝑎
∫ 𝑓(𝑠)

𝑙

0

𝑔 (
𝑠

𝑎
+ 𝜏) 𝑑𝑠 − 

− 
1

𝑎
∫ 𝑓(𝑠)

𝑎𝜏+2𝑙

𝑙

𝑔 (𝜏 +
2𝑙 − 𝑠

𝑎
) 𝑑𝑠] −

𝑎

2
∫ 𝑒

−𝑎
𝛽

(𝜏−𝑠)
𝜏

0

𝐹1(−𝑎𝑠)𝑑𝑠.    (31) 

Из условий теоремы 3 и в силу 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝑙] имеем непрерывность 

правой части формулы (31) при 𝜏 ∈ [0, 𝑇 − (𝑙 𝑎⁄ )]. Тогда на этом же отрезке 
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непрерывна и левая часть равенства (31) функция 𝜎(𝜏). В силу этого, урав-

нение (30) имеет [31] единственное непрерывное решение 𝜇(𝜏), такое, что 

𝜇(0) = 𝜎(0). С учётом формул (10), (12), (14), уравнения (30) и равенств  

𝐹1(0) =
𝜑(0)

𝛽
− 𝜑′(0),     𝐹1

′(0) = −
𝜑′(0)

𝛽
+ 𝜑′′(0) −

2

𝑎𝛽
𝜓(0) +

2

𝑎
𝜓′(0), 

следующих из представления для функции 𝐹1(𝑥), получаем 

𝜇(0) = 𝜎(0) =
1

2
𝜑(0) +

𝛽

2𝑎
[2ℎ′ (

𝑙

𝑎
) − 𝑎𝜑′(2𝑙) − 𝜓(0) − 𝜓(2𝑙) + 

+𝑎𝐹1(0) −
1

𝑎
∫ 𝑓(𝑠)

𝑙

0

𝑔 (
𝑠

𝑎
) 𝑑𝑠 −

1

𝑎
∫ 𝑓

2𝑙

𝑙

(𝑠) 𝑔 (
2𝑙 − 𝑠

𝑎
) 𝑑𝑠] = 𝜑(0) − 𝛽𝜑′(0), 

𝜇′(0) =
𝑎

𝛽
𝜇(0) + 𝜎′(0) =

𝑎

2𝛽
𝜑(0) − 𝑎𝜑′(0) +

𝛽

2𝑎
[2ℎ′′ (

𝑙

𝑎
) − 𝑎2𝜑′′(0) + 

+𝑎𝜓′(0) − (𝑓(0) + 𝑓(2𝑙))𝑔(0) −
1

𝑎
∫ 𝑓(𝑠)

𝑙

0

𝑔′ (
𝑠

𝑎
) 𝑑𝑠 − 

−
1

𝑎
∫ 𝑓

2𝑙

𝑙

(𝑠) 𝑔′ (
2𝑙 − 𝑠

𝑎
) 𝑑𝑠] −

𝑎𝛽

2
𝐹1

′(0) −
𝑎

2
𝐹1(0) = 𝜓(0) − 𝛽𝜓′(0) 

— выполнение равенств 𝜇(0) = 𝜑(0) − 𝛽𝜑′(0), 𝜇′(0) = 𝜓(0) − 𝛽𝜓′(0) из 

ограничений (6), входящих в условия теоремы 1 и определения 1. 

В итоге, решения уравнений (28) и (30) функции 𝑓(𝑥) и 𝜇(𝑡) удовле-

творяют условиям следствия 1, по которому существует и единственное ре-

шение 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2(Λ𝑙,𝑇) прямой задачи (1) – (3). Теорема 3 доказана.  

Оценка устойчивости решений обратной задачи 

Теоремы 1, 2, 3, уравнения (28), (30) и формула (10) позволяют полу-

чить оценки устойчивости решений обратной задачи (1) – (4), для выведе-

ния которых можно воспользоваться леммой Гронуолла-Беллмана [21]. 

При заданных положительных значениях 𝑎, 𝛽, 𝑇, 𝑙 < 𝑎𝑇 для двух ре-

шений обратной задачи (1) – (4) троек функций 𝑓1(𝜉), 𝜇1(𝜏), 𝑢1(𝑥, 𝑡) и 𝑓2(𝜉), 

𝜇2(𝜏), 𝑢2(𝑥, 𝑡), каждое из которых соответствует исходным функциям 

𝜑𝑗(𝑥), 𝜓𝑗(𝑥), 𝑔𝑗(𝑡), ℎ𝑗(𝑡), 𝑓𝑗(𝑠), 𝑗 = 1, 2, удовлетворяющим условиям из 

теоремы 3, и таким, что существуют значения 𝜑0, 𝜑𝐼, 𝜑𝐼𝐼, 𝜓0, 𝜓𝐼, 𝑔00, 𝑔0, 

𝑔𝐼, ℎ0, ℎ𝐼, ℎ𝐼𝐼, 𝑓0, 𝑓00, 𝜇0, при которых выполняются ограничения  

0 < 𝑔00 < |𝑔𝑗(0)|, |𝜑𝑗(𝑥)| ⩽ 𝜑0,       |𝜑𝑗
′(𝑥)| ⩽ 𝜑𝐼 ,       |𝜑𝑗

′′(𝑥)| ⩽ 𝜑𝐼𝐼 , 

|𝜓𝑗(𝑥)| ⩽ 𝜓0,    |𝜓𝑗
′(𝑥)| ⩽ 𝜓𝐼 ,     |ℎ𝑗(𝑡)| ⩽ ℎ0,    |ℎ𝑗

′(𝑡)| ⩽ ℎ𝐼 ,    |ℎ𝑗
′′(𝑡)| ⩽ ℎ𝐼𝐼 , 

|𝑔𝑗(𝑡)| ⩽ 𝑔0,     |𝑔𝑗
′(𝑡)| ⩽ 𝑔𝐼 ,      |𝑓𝑗(𝑠)| ⩽ 𝑓00,      |𝑓𝑗(𝜉)| ⩽ 𝑓0,      |𝜇𝑗(𝜏)| ⩽ 𝜇0, 

∀𝑥 ∈ [0, +∞) ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇] ∀𝑠 ∈ (𝑙, +∞) ∀𝜉 ∈ [0, 𝑙] ∀𝜏 ∈ [0, �̂�], для 𝑗 = 1,2, 
справедлива оценка 

‖𝑓1(𝑠) − 𝑓2(𝑠)‖𝐶[0,𝑙] ⩽ exp {
1

𝑎𝑔00
𝑔𝐼𝑙}

1

𝑔00
[
𝑎𝑔0 + 𝑔𝐼𝑙

𝑎
‖𝑓1(𝑠) − 𝑓2(𝑠)‖

𝐶(𝑙,2𝑙]
+ 
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+ 2‖ℎ1
′′(𝑡) − ℎ2

′′(𝑡)‖𝐶[0,𝑙/𝑎] + 𝑎2‖𝜑1
′′(𝑥) − 𝜑2

′′(𝑥)‖𝐶[0,2𝑙] + (𝑓0 + 𝑓00) ×  

× (|𝑔1(0) − 𝑔2(0)| +
𝑙

𝑎
‖𝑔1

′ (𝑡) − 𝑔2
′ (𝑡)‖𝐶[0,𝑙/𝑎]) + 𝑎‖𝜓1

′ (𝑥) − 𝜓2
′ (𝑥)‖𝐶[0,2𝑙]]. 

С учётом представленной оценки для нормы ‖𝑓1(𝑠) − 𝑓2(𝑠)‖𝐶[0,𝑙], 

аналогично выглядит и оценка для нормы ‖𝜇1(𝜏) − 𝜇2(𝜏)‖𝐶[0,�̂�], получае-

мая вслед за предыдущей из уравнения (30). При этом постоянные множи-

тели в правой части оценки для ‖𝜇1(𝜏) − 𝜇2(𝜏)‖𝐶[0,�̂�] определяются через 

числа 𝑙, 𝑇, 𝑎, 𝛽, 𝜑0, 𝜑𝐼, 𝜑𝐼𝐼, 𝜓0, 𝜓𝐼, 𝑔00, 𝑔0, 𝑔𝐼, ℎ0, ℎ𝐼, ℎ𝐼𝐼, 𝑓0, 𝑓00, 𝜇0, но имеют 

более сложную структуру по сравнению с множителями уже полученной 

оценки, в связи с чем представлены агрегированными значениями в виде:  

‖𝜇1(𝜏) − 𝜇2(𝜏)‖𝐶[0,�̂�] ⩽ exp {
𝑎

𝛽
𝑇} [𝑐1‖𝜑1(𝑥) − 𝜑2(𝑥)‖𝐶2[0,𝑙+𝑎𝑇] +   

+ 𝑐2‖𝜓1(𝑥) − 𝜓2(𝑥)‖𝐶1[0,𝑙+𝑎𝑇] + 𝑐3‖𝑔1(𝑡) − 𝑔2(𝑡)‖𝐶1[0,𝑇] +  

+ 𝑐4‖𝑓1(𝑠) − 𝑓2(𝑠)‖
𝐶(𝑙,𝑙+𝑎𝑇]

+ 𝑐5‖ℎ1
′ (𝑡) − ℎ2

′ (𝑡)‖𝐶1[0,𝑇]], 

где постоянные множители 𝑐𝑗, 𝑗 = 1,2, … ,5, зависят от значений 𝑙, 𝑇, 𝑎, 𝛽, 

𝜑0, 𝜑𝐼, 𝜑𝐼𝐼, 𝜓0, 𝜓𝐼, 𝑔00, 𝑔0, 𝑔𝐼, ℎ0, ℎ𝐼, ℎ𝐼𝐼, 𝑓0, 𝑓00, 𝜇0. 

После получения двух оценок для норм разностей коэффициентов 

𝑓(𝑥) и 𝜇(𝑡) аналогичное неравенство для значений |𝑢1(𝑥, 𝑡) − 𝑢2(𝑥, 𝑡)| сле-

дует из устойчивости получаемого по формуле (10) решения 𝑢(𝑥, 𝑡) прямой 

задачи (1) – (3) на множестве Λ𝑙,𝑇. Оценки для значений |𝑢1(𝑥, 𝑡) − 𝑢2(𝑥, 𝑡)| 
имеют различный вид на разных подмножествах множества Λ𝑙,𝑇:  

|𝑢1(𝑥, 𝑡) − 𝑢2(𝑥, 𝑡)| ⩽ 𝑐6‖𝜑1(𝑥) − 𝜑2(𝑥)‖𝐶2[0,𝑙+𝑎𝑇] +  

+ 𝑐7‖𝜓1(𝑥) − 𝜓2(𝑥)‖𝐶1[0,𝑙+𝑎𝑇] + 𝑐8‖𝑔1(𝑡) − 𝑔2(𝑡)‖𝐶1[0,𝑇] +  

+ 𝑐9‖𝑓1(𝑠) − 𝑓2(𝑠)‖
𝐶(𝑙,𝑙+𝑎𝑇]

+ 𝑐10‖ℎ1
′ (𝑡) − ℎ2

′ (𝑡)‖𝐶1[0,𝑇]   ∀(𝑥, 𝑡) ∈ ∆/, 

где постоянные значения 𝑐𝑗, 𝑗 = 6,7, … ,10, зависят от величин 𝑙, 𝑇, 𝑎, 𝛽, 𝜑0, 

𝜑𝐼, 𝜑𝐼𝐼, 𝜓0, 𝜓𝐼, 𝑔00, 𝑔0, 𝑔𝐼, ℎ0, ℎ𝐼, ℎ𝐼𝐼, 𝑓0, 𝑓00, 𝜇0 и область ∆/ имеет вид 

∆/= Λ𝑙,𝑇\𝐷[𝑙,+∞),𝑇 = {(𝑥, 𝑡): max{0, 𝑙 − (𝑇 − 𝑡)𝑎} ⩽ 𝑥 ⩽  𝑙 + 𝑎𝑡, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇}; 

|𝑢1(𝑥, 𝑡) − 𝑢2(𝑥, 𝑡)| ⩽
1

2
|𝜑1(𝑥 − 𝑎𝑡) − 𝜑2(𝑥 − 𝑎𝑡)| + 

+ 
1

2
|𝜑1(𝑥 + 𝑎𝑡) − 𝜑2(𝑥 + 𝑎𝑡)| + 𝑡‖𝜓1(𝑥) − 𝜓2(𝑥)‖𝐶[𝑥−𝑎𝑡,𝑥+𝑎𝑡] + 

+ 
1

4
𝑓00𝑡2‖𝑔1(𝑡) − 𝑔2(𝑡)‖𝐶1[0,𝑇] +

1

4
𝑔0𝑡2 ‖𝑓1(𝑠) − 𝑓2(𝑠)‖

𝐶[𝑥−𝑎𝑡,𝑥+𝑎𝑡]
  

 ∀(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷[𝑙,+∞),𝑇 , где 𝐷[𝑙,+∞),𝑇 = {(𝑥, 𝑡):  𝑙 + 𝑎𝑡 ⩽ 𝑥 < + ∞ , 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇}.  
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Заключение 

Для приближённого решения обратной задачи (1) – (4) при исходных 

функциях 𝜑(𝑥), 𝜓(𝑥), 𝑔(𝑡), 𝑓(𝑠) и, например, заданной вместо функции 

ℎ(𝑡) при 𝛿 > 0 функции ℎ𝛿(𝑡), такой, что ‖ℎ𝛿(𝑡) − ℎ(𝑡)‖𝐶[0,𝑇] ⩽ 𝛿, при вы-

полнении для исходных функций условий на них из теоремы 2 и ограниче-

ний (5), (21), могут быть использованы регуляризирующие алгоритмы [20, 

21]. Также может быть применён итерационный метод приближенного ре-

шения обратной задачи (1) – (4), основанный на использовании уравнений 

(28), (30) для формирования приближающих искомые функции 𝑓(𝑥), 𝜇(𝑡) 

последовательностей {𝑓(𝑚)(𝑥)} и {�̃�(𝑘)(𝑡)} в виде 

𝑓(𝑚+1)(𝑥) = 𝜒(𝑥) − ∫ 𝐾1(𝑥, 𝑠)𝑓(𝑚)(𝑠)
𝑙

𝑥

𝑑𝑠,      𝑓(1)(𝑥) = 𝜒(𝑥),    0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑙, 

на первом этапе решения, и затем, на втором этапе, в виде  

�̃�(𝑘+1)(𝑡) = 𝜎(𝑡) −
𝑎

𝛽
∫ 𝑒−𝑎(𝑡−𝜉) 𝛽⁄

𝑡

0

�̃�(𝑘)(𝜉)𝑑𝜉,   �̃�(1)(𝑡) = 𝜎(𝑡),   0 ⩽ 𝑡 ⩽ �̂�, 

где функции 𝐾1(𝑥, 𝑠), 𝜒(𝑥), 𝜎(𝑡) определяются формулами (23), (29), (31). 

Рекуррентные последовательности {𝑓(𝑚)(𝑥)} и {�̃�(𝑘)(𝑡)} сходятся [21] при 

выполнении условий на исходные функции. Для использования рекуррент-

ных формул регуляризировать придётся лишь процедуры численного диф-

ференцирования приближённо заданной функции ℎ𝛿(𝑡) ∈ 𝐶[0, 𝑇], первые 

две производные которой требуются для вычисления по формулам (29) и 

(31). Затем значения приближённых пределов 𝑓(𝑥) ≈ lim
𝑚→+∞

𝑓(𝑚)(𝑥) и 

�̃�(𝑡) ≈ lim
𝑘→+∞

�̃�(𝑘)(𝑡) дают возможность рассчитать вспомогательную функ-

цию 𝑧(𝑥), и использовать её значения для продолжения начальных условий 

прямой задачи на полуинтервал [𝑙 − 𝑎𝑇, 0). После этого по формуле (10) 

остаётся получить значения функции �̃�(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ Λ𝑙,𝑇. В результате 

функции 𝑓(𝑥), �̃�(𝑡), �̃�(𝑥, 𝑡) составят приближённое решение обратной за-

дачи (1) – (4), которое в силу представленных выше оценок устойчивости 

окажется близким к решению обратной задачи (1) – (4), соответствующему 

исходным функциям 𝜑(𝑥), 𝜓(𝑥), 𝑔(𝑡), ℎ(𝑡), 𝑓(𝑠).  
При использовании описанного итерационного алгоритма некор-

ректность обратной задачи связана лишь с необходимостью двукратного 

численного дифференцирования приближённо заданной функции ℎ𝛿(𝑡). 
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