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А.В.Шобухов1 

НОВАЯ ДИНАМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ  
ЭЛЕКТРОЛИТИЧЕСКОЙ ДИССОЦИАЦИИ 

Введение 

Математическое моделирование в электрокинетике привлекает 

внимание исследователей в последние двадцать лет ввиду активного 

развития миллимикронных производственных процессов. Интересные 

приложения электрокинетики в этой сфере связаны с управлением пото-

ками ионов [1]-[2]. Эти приложения включают в себя микронасосы и 

миксеры для электролитов, источники тока, устройства опреснения воды, 

сепараторы белков. Математическое моделирование является важным 

инструментом разработки таких устройств [3]-[4]. 

Система уравнений Пуассона-Нернста-Планка задаёт основу для 

моделирования движения ионов в приближении сплошной среды и может 

хорошо дополнять систему уравнений Навье-Стокса для вязкой несжима-

емой жидкости [5]-[6]. Однако в эту модель необходимо также включать 

адекватное описание диссоциации молекул и ассоциации ионов, как это 

делается в разных ситуациях, например, в [7]-[11]. 

Характерное время конвекции, диффузии или миграции намного 

больше, чем характерное время диссоциации и ассоциации [12]. 

Электролит достигает состояния химического равновесия в растворителе 

очень скоро, но и эти быстрые процессы происходят не мгновенно. В 

данной работе мы не рассматриваем конвекцию, диффузию и миграцию, а 

предлагаем динамическую модель диссоциации и ассоциации для симмет-

ричного бинарного электролита [12]. Модель построена на основании 

закона действующих масс, причём получено её точное аналитическое 

решение. 

Математическое описание диссоциации и ассоциации 

Рассмотрим симметричный бинарный электролит, состоящий из 

молекул AB и обратимо распадающийся в растворителе на ионы A+ и B−: 
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Здесь Dk  (с-1) и Ak  (м3·моль-1·с-1) – это константы скоростей диссоциации 

молекул и ассоциации ионов. Пусть исходно в растворителе есть только 

молекулы электролита AB, а катионов A+ и анионов B− нет. Обозначим 

как C=const начальную концентрацию молекул электролита (моль·м-3). 

Неизвестными переменными, зависящими от времени t, в модели будут:  

)(00 tCC = – текущая концентрация молекул AB; 

)(11 tCC = – текущая концентрация катионов A+; 

)(22 tCC = – текущая концентрация анионов B−. 

Тогда закон действующих масс [14] даёт следующую начальную задачу: 

 

 

(1) 

 

 

Правые части 2-го и 3-го уравнений (1) совпадают, а правая часть 1-го 

уравнения отличается от них только знаком. Это – естественное следствие 

свойств описываемого процесса: диссоциации одной молекулы AB соот-

ветствует образование одного иона A+ и одного иона B−; и наоборот, ассо-

циации одного иона A+ с одним ионом B− соответствует возникновение 

одной молекулы AB. 

Введём новые переменные: )()()( 10 tCtCtU +=  и )()()( 20 tCtCtV += . 

Тогда из (1) следует: 

 

(2) 

 

Подставим C1(t) и C2(t) из (2) в уравнение для C0(t) из (1); поделим его на 

Dk , обозначим: DA kkQ /=  и введём новое время tkD = . Мы получим: 

 

(3) 

(4) 

 

Введём новую переменную: )()( 0  CCW −= ; тогда (3)-(4) примет вид: 

 

(5) 

(6) 

 

Это – начальная задача для уравнения Риккати. Чтобы решить её, прежде 

всего мы находим частные стационарные решения уравнения (5) без учёта 

условия (6): 
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Затем мы делаем в (5)-(6) замену: *)()( WWZ −=  , где +=WW * или −=WW * . 

Получаем начальную задачу для уравнения Бернулли относительно )(Z : 

 

 

Поделив это уравнение на 
2Z  и сделав замену )()( 1  −= ZY , приходим к 

начальной задаче для линейного уравнения: 

 

 

 

Её решение имеет вид: 

 

(8) 

 

Сделав все необходимые обратные замены, найдём общее решение (3)-(4): 

 

(9) 

 

Сравним (9) и стационарные решения уравнения (3). Введём обозначения: 

 

(10) 

 

Тогда общее решение (3)-(4) приобретает вид:  

 

(11) 

 

а стационарные решения (3) можно записать в виде: 

 

(12) 

 

При этом независимо от выбора "+" или "−" в (10), решение (11) при 

→  будет стремиться только к 
1

0C  из (12). 

Легко проверить: как 
1

0C , так и 
2

0C  − положительны и могли бы быть 

предельными значениями концентрации. Однако ,2

0 CC   т.е., конечное 

значение концентрации молекул электролита оказалось бы больше её 

начального значения. С физической точки зрения это сомнительно, т.к. 

начальные концентрации ионов равны нулю; а в модели нет других 

источников молекул. 

С математической точки зрения любая траектория (3)-(4), которая 
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устойчивость стационарного решения следует из знака ddC /0  в окрест-

ности этого решения. Как видно из правой части уравнения (3), слева от 
1

00 CC =  производная ddC /0  положительна, а справа она отрицательна; в 

то же время слева от 
2

00 CC =  эта производная отрицательна, а справа она  

положительна. Таким образом, траектория )(0 tC , начинающаяся между 
1

0C  

и 
2

0C , монотонно убывает вплоть до достижения 
1

0C . Следует отметить, 

что иных начальных точек в модели (1) не может быть: как только задано 

начальное значение CC =)0(0 , так по нему определяются стационары 
1

0C  и 
2

0C ; причём начальная точка будет всегда лежать между ними. Это 

следует из (12), поскольку значение α по определению больше единицы. 

Итак, при →  концентрация )(0 C  недиссоциированных молекул 

симметричного бинарного электролита и концентрации )(1 C  и )(2 C  

катионов и анионов стремятся к следующим значениям: 

 

(13) 

 

Заключение 

Предложенная в данной работе математическая модель электроли-

тической диссоциации для симметричного бинарного электролита пред-

ставляет собой динамическую систему из трёх о.д.у. Этим она принципи-

ально отличается от существующих моделей, также основанных на законе 

действующих масс. Получено её точное аналитическое решение. 

Константа диссоциации K измеряется в опытах наиболее часто.  

Она равна отношению произведения концентраций катионов и анионов к 

концентрации недиссоциированных молекул. При сравнении модели, 

изучаемой в настоящей работе, с результатами, полученными эксперимен-

тально, это отношение ( ) *

0

2*

0 / CCCK −=  можно найти из (13). 

Не вполне обычным свойством этой модели является зависимость 

её стационарных решений не только от параметров правых частей уравне-

ний, но и от начальных значений искомых функций.   

Необходимо отметить, что в модели не учтено взаимодействие 

ионов друг с другом. Однако изучаемая здесь задача представляет собой 

лишь относительно самостоятельную часть большей модели, которая 

включает в себя систему Пуассона-Нернста-Планка и тем самым 

учитывает диффузию, миграцию и взаимодействие ионов друг с другом. 
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