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1 Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â êîìïëåêñíîì ïðîãðàììíîì îáåñïå÷åíèè ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ ïðî-
ãðàììíûå ïðèëîæåíèÿ, ðàçðàáîòàííûå ñòîðîííèìè ïðîèçâîäèòåëÿìè. Â ðÿäå ñëó÷àåâ òàêèå
ïðèëîæåíèÿ ïðåäîñòàâëÿþòñÿ áåç èñõîäíîãî êîäà íà ÿçûêå âûñîêîãî óðîâíÿ, íåîáõîäèìîãî
äëÿ èõ àóäèòà ñ òî÷êè çðåíèÿ èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè èõ èñïîëüçîâàíèÿ. Íåñìîòðÿ íà
ýòî, òàêèå ïðèëîæåíèÿ îáÿçàòåëüíî äîëæíû áûòü èññëåäîâàíû äëÿ îöåíêè ðèñêîâ èõ èñïîëü-
çîâàíèÿ. Â êà÷åñòâå îäíîãî èç èíñòðóìåíòàëüíûõ ñðåäñòâ äëÿ ïðîâåäåíèÿ òàêîãî ðîäà àíàëèçà
ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äåêîìïèëÿòîð.

Ïîä äåêîìïèëÿòîðîì ìû áóäåì ïîíèìàòü èíñòðóìåíòàëüíîå ñðåäñòâî, ïîëó÷àþùåå íà âõîä
ïðîãðàììó íà ÿçûêå àññåìáëåðà è âûäàþùåå íà âûõîä ýêâèâàëåíòíóþ åé ïðîãðàììó íà íåêî-
òîðîì ÿçûêå âûñîêîãî óðîâíÿ. Â ÷àñòíîñòè, íà ïðàêòèêå îñîáóþ çíà÷èìîñòü èìåþò äåêîìïè-
ëÿòîðû, òðàíñëèðóþùèå àññåìáëåðíûé ëèñòèíã â ÿçûê Ñè. Òàêàÿ çàäà÷à àêòóàëüíà, ïîòîìó
÷òî àññåìáëåðíûé ëèñòèíã íå ïîçâîëÿåò ñ ïðèåìëåìûìè òðóäîçàòðàòàìè îöåíèòü âçàèìîñâÿçü
ýëåìåíòîâ ïðîãðàììû, à òàêæå èäåíòèôèöèðîâàòü â ïðîãðàììå ñòàíäàðòíûå àëãîðèòìè÷å-
ñêèå êîíñòðóêöèè, â òî âðåìÿ êàê íàëè÷èå âîññòàíîâëåííîé ïðîãðàììû íà ÿçûêå âûñîêîãî
óðîâíÿ äàåò âîçìîæíîñòü ïðåîäîëåòü óêàçàííûå âûøå òðóäíîñòè. Â êà÷åñòâå âûõîäíîãî ÿçû-
êà ó äåêîìïèëÿòîðîâ íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþò ÿçûê Ñè, â ñèëó òîãî, ÷òî ñ îäíîé ñòîðîíû
ÿçûê Ñè øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ â ïðîìûøëåííîì ïðîãðàììèðîâàíèÿ, à ñ äðóãîé ñòîðîíû � ýòî
ïðîöåäóðíûé ÿçûê. Âîññòàíàâëèâàòü ïðîãðàììó èç àññåìáëåðà â îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûé
ÿçûê ïðèíöèïèàëüíî ñëîæíåå, äà è ê òîìó, æå ïðîãðàììà, ðåàëèçîâàííàÿ íà ïðîöåäóðíîé
ïàðàäèãìå ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíà â îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííóþ ïðîãðàì-
ìó ïîñðåäñòâîì ðåôàêòîðèíãà åå êîäà. Ñëåäîâàòåëüíî, â äàííîé ðàáîòå îãðàíè÷èì ìíîæåñòâî
ðàññìàòðèâàåìûõ äåêîìïèëÿòîðîâ äåêîìïèëÿòîðàìè, âîññòàíàâëèâàþùèìè ïðîãðàììû, ïðåä-
ñòàâëåííûå ëèáî íà ÿçûêå àññåìáëåðà, ëèáî â âèäå èñïîëíÿåìûõ ôàéëîâ, â ÿçûê Ñè.

Çàäà÷à äåêîìïèëÿöèè áûëà ïîñòàâëåíà â 60-å ãîäû XX âåêà ñðàçó æå, êîãäà ñòàëè øèðîêî
ïðèìåíÿòüñÿ êîìïèëÿòîðû ñ ÿçûêîâ âûñîêîãî óðîâíÿ, íî íå óòðàòèëà ñâîåé àêòóàëüíîñòè è ïî
ñåé äåíü [2]. Ýòà çàäà÷à íå ðåøåíà â ïîëíîé ìåðå äî ñèõ ïîð â ñèëó ðÿäà òðóäíîñòåé ïðèíöè-
ïèàëüíîãî õàðàêòåðà. Â ÷àñòíîñòè, ïðè êîìïèëÿöèè ïðîãðàììû èç ÿçûêà âûñîêîãî óðîâíÿ â
ÿçûê àññåìáëåðà õàðàêòåðíî îòîáðàæåíèå ¾ìíîãèå ê îäíîìó¿ êîíöåïöèé ÿçûêà âûñîêîãî óðîâ-
íÿ â êîíöåïöèè ÿçûêà àññåìáëåðà, è, êàê ñëåäñòâèå, îäíîçíà÷íîå âîññòàíîâëåíèå ïðîãðàììû
íà ÿçûêå âûñîêîãî óðîâíÿ ñòàíîâèòñÿ çà÷àñòóþ íåâîçìîæíûì.

Â ñèëó óêàçàííûõ âûøå ïðè÷èí ïîëíîñòüþ àâòîìàòè÷åñêèé äåêîìïèëÿòîð ðåàëèçîâàòü
ïðèíöèïèàëüíî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó ñèñòåìû äåêîìïèëÿöèè ïðîãðàìì äîëæíû ðàáîòàòü âî
âçàèìîäåéñòâèè ñ àíàëèòèêîì, êîòîðûé (çà÷àñòóþ ìåòîäîì ïðîá è îøèáîê) óïðàâëÿåò ïðîöåñ-
ñîì äåêîìïèëÿöèè. Â õîäå äåêîìïèëÿöèè ïðîãðàììû ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è: âûäåëåíèå
ñòðóêòóðíûõ åäèíèö ïðîãðàììû, â ÷àñòíîñòè, ïîäïðîãðàìì â îäíîðîäíîì àññåìáëåðíîì ëèñ-
òèíãå, âûÿâëåíèå ïàðàìåòðîâ ïîäïðîãðàìì è âîçâðàùàåìûõ èìè çíà÷åíèé, ñòðóêòóðíûé àíà-
ëèç, òî åñòü âîññòàíîâëåíèå îïåðàòîðîâ öèêëîâ, âåòâëåíèé è ò. ï., âîññòàíîâëåíèå òèïîâ äàííûõ
êàê áàçîâûõ, òàê è ïðîèçâîäíûõ è äðóãèå. Â ñèëó òîãî, ÷òî âñå ýòè çàäà÷è äîñòàòî÷íî òðóäî-
åìêè è àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìû, íà ñåãîäíÿøíèé ìîìåíò íåò èçâåñòíûõ äåêîìïèëÿòðîâ,
âîññòàíàâëèâàþùèõ ïðîãðàììû â ÿçûê Ñè, êîòîðûå êà÷åñòâåííî ñïðàâëÿþòñÿ ñî âñåìè ïåðå-
÷èñëåííûìè âûøå çàäà÷àìè. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîñðåäñòâîì èñïîëüçîâàíèÿ äåêîìïèëÿòðîâ
òðåáóåòñÿ õîðîøî ïðåäñòàâëÿòü âîçìîæíîñòè èñïîëüçóåìîãî èíñòðóìåíòà è äëÿ äîñòèæåíèÿ
íàèëó÷øåãî ðåçóëüòàòà, âîçìîæíî, ïîòðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàòü íàáîð äåêîìïèëÿòðîâ â íåêîòî-
ðîé êîìïîçèöèè. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ îáçîð íàèáîëåå èçâåñòíûõ äåêîìïèëÿòðîâ â
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ÿçûê Ñè èç áèíàðíûõ ôàéëîâ, ðàññìàòðèâàåòñÿ íàáîð òåñòîâ, ïî êîòîðîìó ìîæíî ñäåëàòü
ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðàáîòîñïîñîáíîñòè äåêîìïèëÿòðîâ è âûïîëíÿåòñÿ ýòîò àíàëèç.

Â äàííîé ðàáîòå â êà÷åñòâå ïðîöåññîðíîé àðõèòåêòóðû, ñ êîòîðîé âåä¼òñÿ äåêîìïèëÿöèÿ,
âûáðàíà àðõèòåêòóðà ia32, íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííàÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Â ëèñòèíãàõ ôðàã-
ìåíòîâ ïðîãðàìì íà ÿçûêå àññåìáëåðà èñïîëüçóåòñÿ ñèíòàêñèñ AT&T [3].

Ïðåäëàãàåìàÿ ðàáîòà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Â ñèëó òîãî, ÷òî êàê â ëèòåðàòóðå,
òàê è íà ïðàêòèêå çà÷àñòóþ ñìåøèâàþò ïîíÿòèÿ äèçàññåìáëèðîâàíèÿ ïðîãðàììû è äåêîì-
ïèëÿöèè ïðîãðàììû, òî êàçàëîñü áû óìåñòíûì ðàññìîòðåòü ðàçëè÷èÿ ýòèõ çàäà÷. Ýòîìó ïî-
ñâÿùåí âòîðîé ðàçäåë ñòàòüè. Â òðåòüåì ðàçäåëå ñòàòüè äàåòñÿ îïèñàíèå îñíîâíûõ ïîäçàäà÷
äåêîìïèëÿöèè ñ îïèñàíèåì âîçíèêàþùèõ òðóäíîñòåé ïðè èõ ðåøåíèè. ×åòâåðòûé ðàçäåë ïî-
ñâÿùåí îïèñàíèþ ñóùåñòâóþùèõ äåêîìïèëÿòðîâ. Â ïÿòîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû
ñðàâíèòåëüíîãî òåñòèðîâàíèÿ äåêîìïèëÿòîðîâ íà ðàçðàáîòàííîì íàáîðå òåñòîâûõ ïðèìåðîâ.
Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû âûâîäû ðàáîòû è íàïðàâëåíèÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

2 Äåêîìïèëÿöèÿ è äèçàññåìáëèðîâàíèå

Ðàññìîòðèì íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà çàäà÷ó äèçàññåìáëèðîâàíèÿ è çàäà÷ó äåêîìïèëèðî-
âàíèÿ ïðîãðàìì. Ïîä äåêîìïèëÿöèåé ïîíèìàåòñÿ ïîñòðîåíèå ïðîãðàììû íà ÿçûêå âûñîêîãî
óðîâíÿ, ýêâèâàëåíòíîé èñõîäíîé ïðîãðàììå íà ÿçûêå íèçêîãî óðîâíÿ (ÿçûêå àññåìáëåðà). À
ïîä äèçàññåìáëèðîâàíèåì ïîíèìàåòñÿ ïîñòðîåíèå ïðîãðàììû íà ÿçûêå àññåìáëåðà, ýêâèâà-
ëåíòíîé èñõîäíîé ïðîãðàììå â ìàøèííîì êîäå. Ïðîãðàììà â ìàøèííîì êîäå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
ëèáî â âèäå èñïîëíÿåìîãî ìîäóëÿ â ñòàíäàðòíîì äëÿ öåëåâîé îïåðàöèîííîé ñèñòåìû ôîðìàòå
(íàïðèìåð, äëÿ Win32 â ôîðìàòå PE [16], à äëÿ Linux � â ôîðìàòå ELF [15]), ëèáî â âèäå
äàìïà ñîäåðæèìîãî ïàìÿòè, ëèáî â âèäå òðàññû èñïîëíåíèÿ ïðîãðàììû.

Îäíàêî òðàäèöèîííî çàäà÷à äåêîìïèëÿöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ â áîëåå øèðîêîì ñìûñëå, à
èìåííî, çàäà÷à ïîñòðîåíèå ïðîãðàììû íà ÿçûêå âûñîêîãî óðîâíÿ ïî ïðîãðàììå â ìàøèí-
íîì êîäå. Î÷åâèäíî, ÷òî â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à äåêîìïèëÿöèè ïîãëîùàåò çàäà÷ó äèçàñ-
ñåìáëèðîâàíèÿ. Òàêîå ¾øèðîêîå¿ ïîíèìàíèå çàäà÷è äåêîìïèëÿöèè èçëèøíå â ñèëó òîãî, ÷òî
äèçàññåìáëèðîâàíèå è äåêîìïèëÿöèÿ ðåøàþò ðàçíûå ïî ñóòè çàäà÷è, õîòÿ è èñïîëüçóþò ñõî-
æèå ìåòîäû (â ÷àñòíîñòè, ïîñòðîåíèå ãðàôà ïîòîêà óïðàâëåíèÿ è ïîñòðîåíèå èñïîëíÿåìîãî
ïîêðûòèÿ ïðîãðàììû). Òàê ïðè äèçàññåìáëèðîâàíèè âûïîëíÿåòñÿ òðàíñëÿöèÿ èñïîëíÿåìîãî
ôàéëà, ïðåäñòàâëÿåìîãî â âèäå íàáîðà ìàøèííûõ êîìàíä â ïðîãðàììó íà ÿçûêå àññåìáëåðà.
ßçûê àññåìáëåðà � ýòî íèçêîóðîâíåâûé ÿçûê è ïðîãðàììû, íàïèñàííûå íà ÿçûêå àññåìáëåðà,
ñèëüíî ïðèáëèæåíû ïî ñòðóêòóðå ê èñïîëíÿåìûì ôàéëàì â ìàøèííîì êîäå. Ïðè äåêîìïè-
ëÿöèè ïðîãðàììà ñ ïðåäñòàâëåíèÿ íèçêîãî óðîâíÿ òðàíñëèðóåòñÿ â ïðåäñòàâëåíèå âûñîêîãî
óðîâíÿ. Äàëüíåéøèì óðîâíåì ïîâûøåíèÿ àáñòðàêöèè ïðîãðàììû ìîæåò áûòü ðåôàêòîðèíã,
ïîñðåäñòâîì êîòîðîãî èç ïðîãðàììû íà ÿçûêå Ñè ìîæíî ïîëó÷èòü ïðîãðàììó íà ÿçûêå Ñè++,
íàïðèìåð.

Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå çàäà÷ äåêîìïèëÿöèè è äèçàññåìáëèðîâàíèÿ íà ïîäçàäà÷è. Òàê, ïðè
äèçàññåìáëèðîâàíèè äîëæíû áûòü ðåøåíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå çàäà÷è:

1. Ðàçäåëåíèå êîäà è äàííûõ. Äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè ïðîãðàììû (èëè ÿ÷åéêè ïàìÿòè äàìïà)
äîëæíî áûòü óñòàíîâëåíî, õðàíèò ëè ÿ÷åéêà èñïîëíÿåìûå èíñòðóêöèè èëè äàííûõ. Çà-
äà÷à ýòà ñàìà ïî ñåáå àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà [7] è íå âñåãäà ìîæåò áûòü ðåøåíà
îäíîçíà÷íî (íàïðèìåð, â ñëó÷àå ñàìîìîäèôèöèðóþùåãîñÿ êîäà, äèíàìè÷åñêè ïîäãðóæà-
åìîãî êîäà è ò. ï.).

2. Çàìåíà àáñîëþòíûõ àäðåñîâ íà ñèìâîëè÷åñêèå.

Ïðè äåêîìïèëÿöèè äîëæíû áûòü ðåøåíû ñëåäóþùèå îñíîâíûå çàäà÷è:

1. Âûäåëåíèå ôóíêöèé â ïîòîêå èíñòðóêöèé.

2. Âûÿâëåíèå ïàðàìåòðîâ è âîçâðàùàåìûõ çíà÷åíèé.

3. Âîññòàíîâëåíèå ñòðóêòóðíûõ êîíñòðóêöèé ÿçûêà âûñîêîãî óðîâíÿ.
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4. Çàìåíà âñåõ îáðàùåíèé ê ïàìÿòè íà êîíñòðóêöèè ÿçûêà âûñîêîãî óðîâíÿ (â ÷àñòíîñòè,
ñþäà âõîäèò èäåíòèôèêàöèÿ îáðàùåíèÿ ê ëîêàëüíûì ïåðåìåííûì è ïàðàìåòðàì è èõ
çàìåíà íà ñèìâîëè÷åñêèå èìåíà, èäåíòèôèêàöèÿ îáðàùåíèé ê ìàññèâàì è èõ çàìåíà íà
îïåðàöèè ñ ìàññèâàìè è ò. ä.).

5. Âîññòàíîâëåíèå òèïîâ âûÿâëåííûõ íà ïðåäûäóùåì øàãå îáúåêòîâ ÿçûêà âûñîêîãî óðîâ-
íÿ.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó äåêîìïèëÿöèè â óçêîé ïîñòàíîâêå, òî åñòü
êàê çàäà÷ó òðàíñëÿöèè ïðîãðàììû èç ïðîãðàììû íà ÿçûêå íèçêîãî óðîâíÿ, â ÷àñòíîñòè íà
ÿçûêå àññåìáëåðà, â ïðîãðàììó íà ÿçûêå âûñîêîãî óðîâíÿ, â ÷àñòíîñòè íà Ñè.

3 Îáçîð îñíîâíûõ ïîäçàäà÷è äåêîìïèëÿöèè

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå çàäà÷è äåêîìïèëÿöèè è ïîäõîäû ê èõ ðåøåíèþ.

3.1 Âûäåëåíèå ôóíêöèé

Îäíîé èç îñíîâíûõ ñòðóêòóðíûõ åäèíèö ïðîãðàìì íà ÿçûêå Ñè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè, êî-
òîðûå ìîãóò ïðèíèìàòü ïàðàìåòðû è âîçâðàùàòü çíà÷åíèÿ. Îòêîìïèëèðîâàííàÿ ïðîãðàììà,
îäíàêî, ñîñòîèò èç ïîòîêà èíñòðóêöèé, ôóíêöèè â êîòîðîì íèêàê ñòðóêòóðíî íå âûäåëÿþòñÿ.
Êàê ïðàâèëî, êîìïèëÿòîðû ãåíåðèðóþò êîä ñ îäíîé òî÷êîé âõîäà â ôóíêöèþ è îäíîé òî÷êîé
âûõîäà èç ôóíêöèè. Ïðè ýòîì â íà÷àëî êîäà äëÿ ôóíêöèè ïîìåùàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìàøèííûõ èíñòðóêöèé, íàçûâàåìàÿ ïðîëîãîì ôóíêöèè, à â êîíåö êîäà, ãåíåðèðóåìîãî äëÿ
ôóíêöèè, ïîìåùàåòñÿ ýïèëîã ôóíêöèè. È ïðîëîã, è ýïèëîã ôóíêöèè, êàê ïðàâèëî, ñòàíäàðò-
íû äëÿ êàæäîé àðõèòåêòóðû, è ïðåòåðïåâàþò íà íåé íåçíà÷èòåëüíûå âàðèàöèè. Íàïðèìåð,
ñòàíäàðòíûé ïðîëîã è ýïèëîã ôóíêöèè äëÿ àðõèòåêòóðû i386 ïîêàçàíû íà ðèñ. íèæå:

Ïðîëîã:

pushl %ebp
movl %esp, %ebp

Ýïèëîã:

movl %ebp, %esp
popl %ebp
ret

Ïðîëîãè è ýïèëîãè ôóíêöèé ëåãêî ìîãóò áûòü âûäåëåíû â ïîòîêå èíñòðóêöèé. Êðîìå òîãî,
ïðè ðàáîòå ñ òðàññàìè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî èíñòðóêöèè, íà êîòîðûå óïðàâëåíèå ïåðåäàåòñÿ ñ
ïîìîùüþ èíñòðóêöèè call, ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè âõîäà â ôóíêöèè, à èíñòðóêöèè ret çàâåðøàþò
ôóíêöèè.

Âîçíèêàåò ñîáëàçí ñ÷èòàòü èíñòðóêöèè, ðàñïîëîæåííûå ìåæäó ïðîëîãîì è ýïèëîãîì, èëè
ìåæäó òî÷êîé âõîäà è âûõîäîì òåëîì ôóíêöèè, îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî íàòîëêíóòüñÿ íà
ðÿä ñëîæíîñòåé.

Âî-ïåðâûõ, ïðè êîìïèëÿöèè ïðîãðàììû ìîãóò áûòü óêàçàíû îïöèè, âëèÿþùèå íà ôîð-
ìó ïðîëîãà è ýïèëîãà ôóíêöèè. Íàïðèìåð, îïöèÿ êîìïèëÿòîðà GCC �fomit-frame-pointer
ïîäàâëÿåò èñïîëüçîâàíèå ðåãèñòðà %ebp â êà÷åñòâå óêàçàòåëÿ íà òåêóùèé ñòåêîâûé êàäð â
ñëó÷àÿõ, êîãäà ýòî âîçìîæíî. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîëîã è ýïèëîã ôóíêöèè áóäóò êàê òàêîâûå
îòñóòñòâîâàòü.

Âî-âòîðûõ, îòäåëüíûå îïòèìèçàöèîííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîãóò ðàçðóøàòü èñõîäíóþ
ñòðóêòóðó ôóíêöèé ïðîãðàììû. Î÷åâèäíûì ïðèìåðîì òàêîãî îïòèìèçàöèîííîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ÿâëÿåòñÿ âñòðàèâàíèå òåëà ôóíêöèè â òî÷êó âûçîâà. Âñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ íå ñóùåñòâóåò
êàê îòäåëüíàÿ ñòðóêòóðíàÿ åäèíèöà ïðîãðàììû, è åå àâòîìàòè÷åñêîå âûäåëåíèå ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì.
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Ñóùåñòâóþò îïòèìèçèðóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ â ìàøèí-
íîì êîäå êîíñòðóêöèé, ïðèíöèïèàëüíî íåâîçìîæíûõ â ÿçûêàõ âûñîêîãî óðîâíÿ. Òàêèì îïòè-
ìèçèðóþùèì ïðåîáðàçîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, sibling call optimization. Åñëè ñïèñîê ïàðà-
ìåòðîâ äâóõ ôóíêöèé èäåíòè÷åí, è ïåðâàÿ ôóíêöèÿ âûçûâàåò âòîðóþ ñ ýòèìè ïàðàìåòðàìè, òî
èíñòðóêöèÿ âûçîâà ïîäïðîãðàììû call ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â èíñòðóêöèþ áåçóñëîâíî-
ãî ïåðåõîäà jmp â ñåðåäèíó òåëà âòîðîé ôóíêöèè. Ðåçóëüòàòîì òàêîãî ðîäà ¾íåñòðóêòóðíûõ¿
îïòèìèçàöèé áóäåò ïîÿâëåíèÿ ïåðåõîäîâ èç îäíîé ôóíêöèè â äðóãóþ, ïîÿâëåíèå ôóíêöèé
ñ íåñêîëüêèìè òî÷êàìè âõîäà èëè íåñêîëüêèìè òî÷êàìè âûõîäà. Äðóãèì èñòî÷íèêîì òàêèõ
¾íåñòðóêòóðíûõ¿ êîíñòðóêöèé â ìàøèííîé ïðîãðàììå ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðû îáðàáîòêè èñêëþ-
÷åíèé òàêèõ ÿçûêîâ, êàê Ñè++.

Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ â ¾îáû÷íîì¿ ñëó÷àå êîìïèëÿòîð ãåíåðèðóåò õîðîøî ñòðóêòóðèðî-
âàííûé êîä, ïîääàþùèéñÿ ðàçáèåíèþ íà ôóíêöèè, äîñòàòî÷íî ëåãêî ìîæåò áûòü ïîëó÷åí è
¾íåñòðóêòóðèðîâàííûé¿ êîä. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âëèÿíèå ïðîãðàììèñòà, ïè-
øóùåãî íà ÿçûêå Ñè, íà ñòðóêòóðó ãåíåðèðóåìîãî êîäà äîñòàòî÷íî îãðàíè÷åíî âîçìîæíîñòÿ-
ìè ÿçûêà Ñè, íå ïîçâîëÿþùåãî áåñêîíòðîëüíîé ïåðåäà÷è óïðàâëåíèÿ ìåæäó ôóíêöèÿìè è íå
ïîääåðæèâàþùåãî ìåõàíèçì èñêëþ÷åíèé. Îäíàêî ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî åñëè âîññòàíàâëè-
âàåòñÿ ïðîãðàììà ñ ÿçûêà àññåìáëåðà, ïîëó÷åííàÿ ëèáî â ðåçóëüòàòå êîìïèëÿöèè ïðîãðàììû
íà ÿçûêå Ñè èëè â ðåçóëüòàòå ðàáîòû äèçàññåìáëåðà, òî îíà íå ñîäåðæèò ¾íåñòðóêòóðíûõ¿
îñîáåííîñòåé, îïèñàííûõ âûøå, è, òàêèì îáðàçîì, ìîæåò áûòü ðàçáèòà íà ôóíêöèè.

3.2 Âûÿâëåíèå ïàðàìåòðîâ è âîçâðàùàåìûõ çíà÷åíèé

ßçûêè âûñîêîãî óðîâíÿ, â ÷àñòíîñòè, Ñè ïîääåðæèâàþò ïåðåäà÷ó ïàðàìåòðîâ â ôóíêöèè è
âîçâðàò çíà÷åíèé. Â ÿçûêå Ñè ñóùåñòâóåò òîëüêî ïåðåäà÷à ïàðàìåòðîâ ïî çíà÷åíèþ, â äðóãèõ
ÿçûêàõ ìîãóò ïîääåðæèâàòüñÿ è äðóãèå ìåõàíèçìû. Çàìåòèì, ÷òî çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì
òîëüêî ìåõàíèçìû ïåðåäà÷è ïàðàìåòðîâ, îòîáðàæàåìûå â ãåíåðèðóåìûé ìàøèííûé êîä. Ïå-
ðåäà÷à ïàðàìåòðîâ ïî èìåíè, ïåðåäà÷à ïàðàìåòðîâ â øàáëîíû è äðóãèå ìåõàíèçìû ïåðèîäà
êîìïèëÿöèè ïðîãðàììû çäåñü íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.

Ñïîñîáû ïåðåäà÷è ïàðàìåòðîâ è âîçâðàòà çíà÷åíèé äëÿ êàæäîé ïëàòôîðìû ñïåöèôèöè-
ðîâàíû è ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâíîé ÷àñòüþ òàê íàçûâàåìîãî ABI (application binary interface). Ïîä
ïëàòôîðìîé çäåñü ïîíèìàåòñÿ, êàê îáû÷íî, òèï ïðîöåññîðà è òèï îïåðàöèîííîé ñèñòåìû, íà-
ïðèìåð, Win32/i386 èëè Linux/x86_64. Îäíîé èç çàäà÷ ABI ÿâëÿåòñÿ îáåñïå÷åíèå ñîâìåñòèìî-
ñòè ïî âûçîâàì ïðèëîæåíèé è áèáëèîòåê, ñêîìïèëèðîâàííûõ ðàçíûìè êîìïèëÿòîðàìè îäíîãî
ÿçûêà èëè íàïèñàííûõ íà ðàçíûõ ÿçûêàõ.

Òàê, äëÿ ïëàòôîðìû win32/i386 èñïîëüçóåòñÿ íåñêîëüêî ñîãëàøåíèé î ïåðåäà÷å ïàðàìåò-
ðîâ. Ñîãëàøåíèå î ïåðåäà÷å ïàðàìåòðîâ _cdecl èñïîëüçóåòñÿ ïî óìîë÷àíèþ â ïðîãðàììàõ íà
Ñè è Ñè++ è èìååò ñëåäóþùèå îñîáåííîñòè [9]:

1. Ïàðàìåòðû ïåðåäàþòñÿ â ñòåêå è çàíîñÿòñÿ â ñòåê ñïðàâà íàëåâî (òî åñòü, ïåðâûé â ñïèñêå
ïàðàìåòð çàíîñèòñÿ â ñòåê ïîñëåäíèì).

2. Ïàðàìåòðû âûðàâíèâàþòñÿ â ñòåêå ïî ãðàíèöå 4 áàéò, è àäðåñà âñåõ ïàðàìåòðîâ êðàò-
íû 4. Òî åñòü ïàðàìåòðû òèïà char è short ïåðåäàþòñÿ êàê int, íî è äîïîëíèòåëüíîå
âûðàâíèâàíèå äëÿ ðàçìåùåíèÿ, íàïðèìåð, double íå ïðîèçâîäèòñÿ.

3. Î÷èñòêó ñòåêà ïðîèçâîäèò âûçûâàþùàÿ ôóíêöèÿ.

4. Ðåãèñòðû %eax, %ecx, %edx è %st(0)�%st(7) ìîãóò ñâîáîäíî èñïîëüçîâàòüñÿ (íå äîëæíû
ñîõðàíÿòüñÿ ïðè âõîäå â ôóíêöèþ è âîññòàíàâëèâàòüñÿ ïðè âûõîäå èç íåå).

5. Ðåãèñòðû %ebx, %esi, %edi, %ebp íå äîëæíû ìîäèôèöèðîâàòüñÿ â ïðîöåññå ðàáîòû ôóíê-
öèè.

6. Çíà÷åíèÿ öåëûõ òèïîâ, ðàçìåð êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò 32 áèò âîçâðàùàþòñÿ â ðåãè-
ñòðå %eax, 64-áèòíûõ öåëûõ òèïîâ � â ðåãèñòðàõ %eax è %edx, âåùåñòâåííûõ òèïîâ � â
ðåãèñòðå %st(0).
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7. Åñëè ôóíêöèÿ âîçâðàùàåò ðåçóëüòàò ñòðóêòóðíîãî òèïà, ìåñòî ïîä âîçâðàùàåìîå çíà-
÷åíèå äîëæíî áûòü çàðåçåðâèðîâàíî âûçûâàþùåé ôóíêöèé. Àäðåñ ýòîé îáëàñòè ïàìÿòè
ïåðåäàåòñÿ êàê (ñêðûòûé) ïåðâûé ïàðàìåòð.

Îòìåòèì, ÷òî ýòîò íàáîð ïðàâèë � ýòî èìåííî ñîãëàøåíèÿ, êîòîðûå ¾äîáðîâîëüíî¿ âûïîë-
íÿþòñÿ â ñãåíåðèðîâàííîì êîäå. Ïîêà ðå÷ü íå çàõîäèò îá èíòåðôåéñå ñ íåçàâèñèìî ñêîìïèëè-
ðîâàííûìè ñòîðîííèìè ìîäóëÿìè ïðîãðàììèñò ìîæåò â îïðåäåëåííîé ìåðå ìîäèôèöèðîâàòü
ýòè ïðàâèëà, ñóùåñòâåííî çàòðóäíÿÿ çàäà÷ó àâòîìàòè÷åñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèé.

Îïÿòü æå ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî åñëè ïðîãðàììà òðàíñëèðóåòñÿ èç àâòîìàòè÷åñêè ïî-
ëó÷åííîãî àññåìáëåðíîãî êîäà (ëèáî êîìïèëÿòîðîì, ëèáî äèçàññåìáëåðîì), òî â íåé èñïîëüçó-
þòñÿ òîëüêî ñîãëàøåíèÿ î ïåðåäà÷å ïàðàìåòðîâ èç íåêîòîðîãî ïðåäîïðåäåëåííîãî ìíîæåñòâà.
Ïðè÷åì â îäíîé ïðîãðàììå äëÿ ðàçíûõ ôóíêöèé íå ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ðàçíûå ñîãëàøåíèÿ
î ïåðåäà÷å ïàðàìåòðîâ.

Íà ïåðâîì ýòàïå ðåøåíèÿ çàäà÷è âûÿâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ôóíêöèé ñëåäóåò îïðåäåëèòü ñëå-
äóþùèå îñîáåííîñòè âûçîâà ôóíêöèé:

1. Èñïîëüçóåìîå ñîãëàøåíèå î ïåðåäà÷å ïàðàìåòðîâ (âûáðàòü îäíî ñîãëàøåíèå èç íàáîðà
ïðåäîïðåäåëåííûõ ñîãëàøåíèé).

2. Ðàçìåð îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè. Áîëüøèíñòâî ñîãëàøåíèé î ïåðåäà÷å ïàðàìåòðîâ
ìîãóò áûòü äîñòàòî÷íî íàäåæíî èäåíòèôèöèðîâàíû ïî èñïîëüçóåìûì èíñòðóêöèÿì. Òàê,
ñîãëàøåíèå î ïåðåäà÷å ïàðàìåòðîâ _stdcall òðåáóåò, ÷òîáû ïàðàìåòðû èç ñòåêà óäàëÿ-
ëèñü âûçûâàåìîé ôóíêöèåé. Äëÿ ýòîãî ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ åäèíñòâåííàÿ èíñòðóêöèÿ
ñèñòåìû êîìàíä i386 � ret N, ãäå N � ðàçìåð óäàëÿåìûõ èç ñòåêà ïàðàìåòðîâ. Òàêèì
îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ýòîé èíñòðóêöèè äëÿ âîçâðàòà èç ôóíêöèè óêàçûâàåò êàê íà
ñîãëàøåíèå î ïåðåäà÷å ïàðàìåòðîâ, òàê è ðàçìåð ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè.

Â ñëó÷àå âûçîâà ôóíêöèè ïî óêàçàòåëþ ïðè ñòàòè÷åñêîì àíàëèçå íàì ìîæåò áûòü íåèç-
âåñòåí àäðåñ âûçûâàåìîé ôóíêöèè. Â ýòîì ñëó÷àå îòñëåäèòü, êàê âîçâðàùàåòñÿ óïðàâëåíèå
èç âûçûâàåìîé ôóíêöèè, íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Îïðåäåëåíèå ñîãëàøåíèÿ î âûçîâàõ
òîãäà äîëæíî áûòü îòëîæåíî íà ôàçû ïîñëåäóþùåãî àíàëèçà.

Èòàê, íà ôàçå âûÿâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ è âîçâðàùàåìûõ çíà÷åíèé îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåð ïå-
ðåäàâàåìûõ â ôóíêöèþ ïàðàìåòðîâ è ñïîñîá âîçâðàòà çíà÷åíèÿ èç ôóíêöèè. Â äàëüíåéøåì
ýòà èíôîðìàöèÿ èñïîëüçóåòñÿ êàê íà÷àëüíàÿ ïðè âîññòàíîâëåíèè ñèìâîëè÷åñêèõ èìåí è âîñ-
ñòàíîâëåíèè òèïîâ.

3.3 Ñòðóêòóðíûé àíàëèç

Îäíèì èç ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùèõ ôàç àíàëèçà àññåìáëåðíîãî ëèñòèíãà ïðîãðàììû ÿâëÿ-
åòñÿ ðàçáèåíèå ïîòîêà èíñòðóêöèé àññåìáëåðíîãî ëèñòèíãà íà îòäåëüíûå ôóíêöèè è âûÿâëåíèå
òî÷åê âõîäà â ôóíêöèè è âîçâðàòà èç ôóíêöèé.

Èíñòðóêöèè àññåìáëåðíîé ïðîãðàììû â ôóíêöèè ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðåäñòàâëå-
íèå íèæíåãî óðîâíÿ (Low-level intermediate representation) [12]. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäñòàâëåíèå
íèçêîãî óðîâíÿ îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäñòàâëåíèÿ âûñîêîãî óðîâíÿ (ïðîãðàììû íà ÿçûêå Ñè) îò-
ñóòñòâèåì ñòðóêòóðíûõ óïðàâëÿþùèõ êîíñòðóêöèé (if, for è ò. ï.).

Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ óïðàâëÿþùèõ êîíñòðóêöèé ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ ãðàô ïîòîêà óïðàâëåíèÿ
ïðîãðàììû. Ïî ãðàôó ïîòîêà óïðàâëåíèÿ ñòðîèòñÿ äåðåâî äîìèíàòîðîâ, çàòåì äóãè ãðàôà
ïîòîêà óïðàâëåíèÿ êëàññèôèöèðóþòñÿ íà ¾ïðÿìûå¿, ¾îáðàòíûå¿ è êîñûå.

Íà îñíîâàíèè ýòîé èíôîðìàöèè óæå ìîæíî âûïîëíÿòü íåïîñðåäñòâåííî ñòðóêòóðíûé àíà-
ëèç, òî åñòü âîññòàíîâëåíèå âûñîêîóðîâíåâûõ óïðàâëÿþùèõ êîíñòðóêöèé [6]. Ïîèñêîì â ãëó-
áèíó â ãðàôå âûäåëÿþòñÿ øàáëîíû îñíîâíûõ ñòðóêòóðíûõ êîíñòðóêöèé, êîòîðûå çàòåì îðãà-
íèçóþòñÿ â èåðàðõè÷åñêóþ ñòðóêòóðó.

3.4 Âîññòàíîâëåíèå òèïîâ

Çàäà÷à àâòîìàòè÷åñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ òèïîâ äàííûõ íà íàñòîÿùåå âðåìÿ � îäíà èç íàè-
ìåíåå ïðîðàáîòàííûõ ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷ â îáëàñòè äåêîìïèëÿöèè. Åå ìîæíî
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óñëîâíî ðàçäåëèòü íà ïîäçàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ áàçîâûõ òèïîâ äàííûõ ÿçûêà, òàêèõ êàê char,
unsigned long è ò. ï., è íà ïîäçàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ òèïîâ, òàêèõ êàê òèïû
ñòðóêòóð, ìàññèâîâ è óêàçàòåëåé. Â ðàáîòå [13] ðàññìàòðèâàåòñÿ âîññòàíîâëåíèå òèïîâ, êàê
áàçîâûõ, òàê è ïðîèçâîäíûõ ïðè äåêîìïèëÿöèè, îäíàêî ýòîò ïîäõîä èìååò ðÿä ñóùåñòâåííûõ
íåäîñòàòêîâ è íå èìååò ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè. Â ðàáîòå [4] îïèñàí ïîäõîä ê àâòîìàòè-
÷åñêîìó âîññòàíîâëåíèþ ïðîèçâîäíûõ òèïîâ ÿçûêà ïî èñïîëíÿåìîìó ôàéëó. Òàêîé ïîäõîä
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ àíàëèçà íà óÿçâèìîñòü ïðîãðàìì â âèäå èñïîëíÿåìûõ ôàéëîâ, è ïîýòîìó íå
ïðèìåíèì íàïðÿìóþ ê çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ òèïîâ ïðè äåêîìïèëÿöèè.

Íà ïðàêòèêå æå âñå äåêîìïèëÿòîðû, êðîìå Hex-Rays, âîîáùå íå âîññòàíàâëèâàþò äàæå
áàçîâûå òèïû ïåðåìåííûõ, à â âûðàæåíèÿõ èñïîëüçóþò ÿâíîå ïðèâåäåíèå òèïîâ, ÷òî äåëàåò
âîññòàíîâëåííûå âûðàæåíèÿ ñëîæíûìè äëÿ ïîíèìàíèÿ è ìîäèôèêàöèè.

4 Äåêîìïèëÿòîðû

Â äàííîì ðàçäåëå äàåòñÿ êðàòêîå îïèñàíèå ñóùåñòâóþùèõ íà ñåãîäíÿøíèé ìîìåíò äåêîì-
ïèëÿòðîâ. Ýòî � äåêîìïèëÿòîð Boomerang [5], äåêîìïèëÿòîð DCC [8], äåêîìïèëÿòîð REC [14]
è ïëàãèí Hex-Rays [10] ê äèçàññåìáëåðó Ida Pro [11]. Âñå ðàññìàòðèâàåìûå äåêîìïèëÿòîðû,
êðîìå ïëàãèíà Hex-Rays, íà âõîä ïðèíèìàþò èñïîëíÿåìûé ôàéë, à íà âûõîäå âûäàþò ïðîãðàì-
ìó íà ÿçûêå Ñè. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà äåêîìïèëÿòîð îêàçûâàåòñÿ íå â ñîñòîÿíèè âîññòàíîâèòü
íåêîòîðûé ôðàãìåíò èñõîäíîé ïðîãðàììû â ÿçûê Ñè, îí ñîõðàíÿåòñÿ â âèäå àññåìáëåðíîé
âñòàâêè. Íàäî çàìåòèòü, ÷òî äàæå íåáîëüøèå èñõîäíûå ïðîãðàììû ïîñëå äåêîìïèëÿöèè çà÷à-
ñòóþ ñîäåðæàò î÷åíü ìíîãî àññåìáëåðíûõ âñòàâîê, ÷òî ïðàêòè÷åñêè ñâîäèò íà íåò ýôôåêò îò
äåêîìïèëÿöèè.

Îòëè÷èå ñîñòàâëÿåò ïëàãèí Hex-Rays, êîòîðûé ïðèíèìàåò íà âõîä ïðîãðàììó, ÿâëÿþùóþñÿ
ðåçóëüòàòîì ðàáîòû äèçàññåìáëåðà Ida Pro, òî åñòü ñõåìó ïðîãðàììû íà àññåìáëåðî-ïîäîáíîì
ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà ïëàãèí Hex-Rays âûäàåò âîññòàíîâëåííóþ
ïðîãðàììó â âèäå ñõåìû íà Ñè-ïîäîáíîì íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Òåì íå ìåíåå, äëÿ
ïðîñòîòû ìû â äàëüøåéøåì îáúåäèíèì ïðîöåññ äèçàññåìáëèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì Ida Pro
è ïîñëåäóþùåé äåêîìïèëÿöèè.

4.1 Boomerang

Äåêîìïèëÿòîð Boomerang [5] ÿâëÿåòñÿ ïðîãðàììíûì îáåñïå÷åíèåì ñ îòêðûòûì èñõîäíûì
êîäîì (open source). Ðàçðàáîòêà ýòîãî äåêîìïèëÿòîðà àêòèâíî íà÷àëàñü 2002 ãîäó, íî ñåé÷àñ
ïðîåêò ðàçâèâàåòñÿ äîñòàòî÷íî âÿëî. Èçíà÷àëüíî çàäà÷åé ïðîåêòà áûëî ðàçðàáîòàòü òàêîé äå-
êîìïèëÿòîð, êîòîðûé âîññòàíàâëèâàåò èñõîäíûé êîä èç èñïîëíÿåìûõ ôàéëîâ, âíå çàâèñèìîñòè
îò òîãî, êàêèì êîìïèëÿòîðîì è ñ êàêèìè îïöèÿìè èñïîëíÿåìûé ôàéë áûë ïîëó÷åí. Äëÿ ýòîãî
â êà÷åñòâå âíóòðåííåãî ïðåäñòàâëåíèÿ áûëî ðåøåíî èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå ïðîãðàììû ñî
ñòàòè÷åñêèìè îäèíî÷íûìè ïðèñâàèâàíèÿìè (SSA). Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà ïîñòàâëåííóþ öåëü, â
ðåçóëüòàòå äåêîìïèëÿòîð íå ñèëüíî àäàïòèðîâàí ïîä ðàçëè÷íûå êîìïèëÿòîðû è ÷óâñòâèòåëåí
ê ïðèìåíåíèþ ðàçëè÷íûõ îïöèé, â ÷àñòíîñòè, îïöèé îïòèìèçàöèè. Åùå îäíîé îñîáåííîñòüþ,
çàòðóäíÿþùåé èñïîëüçîâàíèå äåêîìïèëÿòîðà Boomerang, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â íåì íå ïîääåð-
æèâàåòñÿ ðàñïîçíàâàíèå ñòàíäàðòíûõ ôóíêöèé áèáëèîòåêè Ñè.

4.2 DCC

Ïðîåêò ïî ðàçðàáîòêå ýòîãî äåêîìïèëÿòîðà [8] áûë îòêðûò â 1991 ãîäó è çàêðûò â 1994 ãîäó
ñ ïîëó÷åíèåì ãëàâíûì ðàçðàáîò÷èêîì ñòåïåíè PhD. Â êà÷åñòâå âõîäíûõ äàííûõ äåêîìïèëÿ-
òîð DCC ïðèíèìàåò 16-áèòíûå èñïîëíÿåìûå ôàéëû â ôîðìàòå DOS EXE. Àëãîðèòìû äåêîì-
ïèëÿöèè, ðåàëèçîâàííûå â ýòîì äåêîìïèëÿòîðå, îñíîâàíû íà òåîðèè ãðàôîâ (àíàëèç ïîòîêà
äàííûõ è ïîòîêà óïðàâëåíèÿ). Äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ áèáëèîòå÷íûõ ôóíêöèé èñïîëüçóåòñÿ ñèã-
íàòóðíûé ïîèñê, äëÿ êîòîðîãî áûëà ðàçðàáîòàíà áèáëèîòåêà ñèãíàòóð. Îäíàêî íàäî çàìåòèòü,
÷òî, íåñìîòðÿ íà ýòî, äåêîìïèëÿòîð ïëîõî ñïðàâëÿåòñÿ ñ âûÿâëåíèåì ôóíêöèé ñòàíäàðòíîé
áèáëèîòåêè.
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4.3 REC

Ýòîò ïðîåêò [14] áûë îòêðûò â 1997 ãîäó êîìïàíèåé BackerStreet Software, íî âñêîðå çà-
êðûëñÿ èç-çà óõîäà âåäóùåãî ðàçðàáîò÷èêà ïðîåêòà. Ïîçäíåå ðàçðàáîòêà äåêîìïèëÿòîðà ïðî-
äîëæèëàñü åãî àâòîðîì â ñòàòóñå ñîáñòâåííîãî ïðîäóêòà. Ñåé÷àñ äåêîìïèëÿòîð ðàñïðîñòðà-
íÿåòñÿ ñâîáîäíî, à ðàçâèâàåòñÿ äîñòàòî÷íî âÿëî. Îäíîé èç îñîáåííîñòåé ðàññìàòðèâàåìîãî
äåêîìïèëÿòîðà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí âîññòàíàâëèâàåò èñïîëíÿåìûå ôàéëû â ðàçëè÷íûõ ôîð-
ìàòàõ, â ÷àñòíîñòè ELF è PE. Òàê æå äåêîìïèëÿòîð REC ìîæíî èñïîëüçîâàòü íà ðàçëè÷íûõ
ïëàòôîðìàõ. Â õîäå òåñòèðîâàíèÿ ýòîãî äåêîìïèëÿòîðà áûëî îòìå÷åíî, ÷òî íàèáîëåå óñïåøíî
äåêîìïèëÿòîð âîññòàíàâëèâàåò èñïîëíÿåìûå ôàéëû, ïîëó÷åííûå ïðè êîìïèëÿöèè ñ âêëþ÷å-
íèåì îïöèé, îòâå÷àþùèõ çà îòêëþ÷åíèå îïòèìèçàöèé è äîáàâëåíèÿ îòëàäî÷íîé èíôîðìàöèè.

4.4 Hex-Rays

Êàê ñêàçàíî âûøå, èíñòðóìåíò Hex-Rays [10] íå ÿâëÿåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíûì ïðîãðàììíûì
ïðîäóêòîì, à ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ êàê ïëàãèí ê äèçàññåìáëåðó Ida Pro[11]. Ýòî ñàìîå íîâîå èç
ðàññìàòðèâàåìûõ ñðåäñòâ äåêîìïèëÿöèè: ïëàãèí ïîÿâèëñÿ íà ðûíêå â 2007 ãîäó. Îñîáåííîñòüþ
äàííîãî èíñòðóìåíòà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îí, êàê óæå áûëî îòìå÷åíî âûøå, âîññòàíàâëèâàåò ïðî-
ãðàììû, ïîëó÷åííûå íà âûõîäå äèçàññåìáëåðà Ida Pro. Â êà÷åñòâå àëãîðèòìîâ, èñïîëüçóåìûõ â
ðàññìàòðèâàåìîì èíñòðóìåíòå çàñëóæèâàþò âíèìàíèÿ àëãîðèòì ñèãíàòóðíîãî ïîèñêà FLIRT
[1] è àëãîðèòì ïîèñêà ïàðàìåòðîâ â ñòåêå PIT (Parameter Identi�cation and Tracking).

Â òàáëèöå 1 ïðåäñòàâëåíà ñâîäíàÿ õàðàêòåðèñòèêà âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ äåêîìïèëÿòðîâ.

Boomerang DCC REC Hex-Rays
ðàñïîçíàâàíèå áèáëèîòå÷íûõ ôóíêöèé íåò çàÿâëåíî íåò äà
àêòèâíîñòü ðàçðàáîòêè äà íåò äà äà
ïåðåíîñèìîñòü íåò äà äà äà
open source äà äà äà íåò

Òàáëèöà 1: Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ñóùåñòâóþùèõ äåêîìïèëÿòîðîâ

5 Èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòåé äåêîìïèëÿòîðîâ

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ âîçìîæíîñòåé ðàññìîòðåííûõ äåêîì-
ïèëÿòîðîâ. Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ áûë ðàçðàáîòàí òåñòîâûé íàáîð ïðîãðàìì íà ÿçûêå Ñè, ïîêðû-
âàþùèé îñíîâíûå ÿçûêîâûå êîíñòðóêöèè ÿçûêà Ñè.

Òåñòèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü ïî ñëåäóþùåé ìåòîäèêå. Èñõîäíûé êîä ïðîãðàììû íà Ñè êîì-
ïèëèðîâàëñÿ êîìïèëÿòîðîì gcc 3.4.5 â ñèñòåìå Debian Linux è êîìïèëÿòîðîì Borland C++ 3.1
â ñèñòåìå Windows XP. Â ïåðâîì ñëó÷àå ðåçóëüòàòîì ðàáîòû êîìïèëÿòîðà ÿâëÿëñÿ ôàéë ôîð-
ìàòà ELF äëÿ àðõèòåêòóðû ia32, âî âòîðîì ñëó÷àå � èñïîëíÿåìûé ôàéë DOS äëÿ 16-áèòíîãî
ðåæèìà ïðîöåññîðà. Èñïîëíÿåìûé ôàéë ôîðìàòà ELF ïîäàâàëñÿ íà âõîä äåêîìïèëÿòîðàì
Boomerang, REC è Hex-Rays, ðàáîòàþùèì â ñèñòåìå Windows XP. Èñïîëíÿåìûé ôàéë ôîðìà-
òà DOS EXE ïîäàâàëñÿ íà âõîä äåêîìïèëÿòîðó DCC. Ðåçóëüòàò äåêîìïèëÿöèè ñðàâíèâàëñÿ ñ
èñõîäíûì òåêñòîì.

Òàêàÿ êîìáèíàöèÿ èíñòðóìåíòàëüíûõ è öåëåâûõ ñðåä áûëà âûáðàíà ïî ñëåäóþùèì ïðè-
÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, äåêîìïèëÿòîð DCC ïîääåðæèâàåò òîëüêî 16-áèòíûå èñïîëíÿåìûå ìîäóëè
DOS, ïîýòîìó äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà ðàáîòû äåêîìïèëÿòîðà áûë èñïîëüçîâàí êîìïèëÿòîð 16-
áèòíîãî ðåæèìà. Äåêîìïèëÿòîðû Boomerang è REC íàîáîðîò íå ïîääåðæèâàþò 16-áèòíûé
ðåæèì DOS. Èñïîëíÿåìûé ìîäóëü ïîäàâàëñÿ íà âõîä äåêîìïèëÿòîðàì â ôîðìàòå ELF, à íå
â åñòåñòâåííîì äëÿ Windows ôîðìàòå PE, òàê êàê äåêîìïèëÿòîðû Boomerang è REC, êàê
îêàçàëîñü, íåêîððåêòíî îáíàðóæèâàëè òî÷êó íà÷àëà ïðîãðàììû íà Ñè â ôàéëàõ ôîðìàòà PE.
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Êîëè÷åñòâî áàëëîâ çà òåñò Êîììåíòàðèé
0 Äåêîìïèëÿòîð çàêîí÷èë ðàáîòó ñ îøèáêîé âûïîëíåíèÿ

èëè ïóñòûì ðåçóëüòàòîì.
1 Äåêîìïèëÿòîð âûäàë àññåìáëåðíûé êîä. Ïðîãðàììà íà

Ñè íå áûëà ïîëó÷åíà.
2 Äåêîìïèëÿòîð âûäàë ïðîãðàììó íà ÿçûêå Ñè, êîòîðàÿ

ëèáî íå êîìïèëèðóåòñÿ, ëèáî ðàáîòàåò íåâåðíî (íåýêâèâà-
ëåíòíà èñõîäíîé), ëèáî ñîäåðæèò àññåìáëåðíûå âñòàâêè,
òî åñòü íåäåêîìïèëèðîâàííûå ôðàãìåíòû ïðîãðàììû.

3 Äåêîìïèëÿòîð âûäàë êîððåêòíóþ ïðîãðàììó, êîòîðàÿ
ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé, íî èñïîëüçóåò êîíñòðóêöèè, îò-
ëè÷íûå îò êîíñòðóêöèé â èñõîäíîé ïðîãðàììå.

4 Äåêîìïèëÿòîð âûäàë ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà
èñõîäíîé è èñïîëüçóåò òå æå êîíñòðóêöèè, êîòîðûå èñ-
ïîëüçîâàëèñü â èñõîäíîé ïðîãðàììå.

Òàáëèöà 2: Øêàëà îöåíêè äåêîìïèëÿòîðîâ

Êà÷åñòâî ðàáîòû êàæäîãî äåêîìïèëÿòîðà äëÿ êàæäîãî òåñòà îöåíèâàëîñü ïî 4-áàëüíîé
ýêñïåðòíîé øêàëå, ïðèâåäåííîé â òàáëèöå 2. Òàê, îöåíêà ¾3¿ âûñòàâëÿëàñü â ñëó÷àÿõ, êîãäà
äåêîìïèëèðîâàííàÿ ïðîãðàììà èñïîëüçîâàëà àäðåñíóþ àðèôìåòèêó âìåñòî ìàññèâîâ èëè ïðè-
âåäåíèÿ òèïîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ óêàçàòåëüíûõ çíà÷åíèé âìåñòî êîððåêòíîãî îáúÿâëåíèÿ òèïîâ
ïåðåìåííûõ. Êðîìå òîãî, îöåíêà ¾3¿ âûñòàâëÿëàñü, åñëè â ðåçóëüòàòå äåêîìïèëÿöèè öèêë for
îêàçûâàëñÿ ïðåîáðàçîâûâàííûì â öèêë while.

5.1 Ñèñòåìà òåñòîâ

Òåñòîâûé íàáîð ñîäåðæàë ñëåäóþùèå îñíîâíûå ãðóïïû.

• Òèïû. Â òåñòàõ ýòîé ãðóïïû ïðîâåðÿëàñü êîððåêòíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ òèïîâ ïåðåìåí-
íûõ è ïàðàìåòðîâ ôóíêöèé. ßçûê Ñè ïîääåðæèâàåò áîãàòûé íàáîð áàçîâûõ öåëî÷èñëåí-
íûõ òèïîâ îò òèïà char äî òèïà unsigned long long. Äåêîìïèëÿòîð äîëæåí ïî âîçìîæ-
íîñòè òî÷íî âîññòàíîâèòü êàê ðàçìåð, òàê è çíàêîâîñòü ïåðåìåííîé.

Òàêæå ðàññìàòðèâàëèñü òèïû óêàçàòåëåé íà áàçîâûå òèïû. Ïðîâåðÿëñÿ ôàêò îáíàðóæå-
íèÿ òîãî, ÷òî ïåðåìåííàÿ ÿâëÿåòñÿ óêàçàòåëüíûì, à íå öåëûì òèïîì, è êîððåêòíîñòü
âîññòàíîâëåíèÿ öåëåâîãî òèïà óêàçàòåëÿ.

Äëÿ ìàññèâîâ ïðîâåðÿëñÿ ôàêò îáíàðóæåíèÿ òîãî, ÷òî ïåðåìåííàÿ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì
èëè ãëîáàëüíûì ìàññèâîì, òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ òèïà ýëåìåíòîâ ìàññèâà, òî÷íîñòü
âîññòàíîâëåíèÿ ðàçìåðà ìàññèâà êàê äëÿ îäíîìåðíûõ, òàê è äëÿ ìíîãîìåðíûõ ìàññèâîâ.

Äëÿ ñòðóêòóðíûõ òèïîâ ïðîâåðÿëñÿ ôàêò ðàñïîçíàâàíèÿ èñïîëüçîâàíèÿ ñòðóêòóðíîãî
òèïà è òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ïîëåé ñòðóêòóð.

Êðîìå òîãî, áûëè ðàññìîòðåíû ðàçíûå êîìáèíàöèè óêàçàòåëüíûõ, ìàññèâîâûõ è ñòðóê-
òóðíûõ òèïîâ è îöåíåíà êîððåêòíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ òàêèõ ñîñòàâíûõ òèïîâ. Â ÷àñòíî-
ñòè, ðàññìàòðèâàëèñü ìàññèâû ñòðóêòóð, óêàçàòåëè íà ñòðóêòóðû, ñòðóêòóðû, ñîäåðæà-
ùèå ìàññèâû, ñòðóêòóðû, ñîäåðæàùèå óêàçàòåëè íà ñàìèõ ñåáÿ.

• ßçûêîâûå êîíñòðóêöèè. Â òåñòàõ ýòîé ãðóïïû ïðîâåðÿëàñü êîððåêòíîñòü âîññòàíîâ-
ëåíèÿ óïðàâëÿþùèõ ñòðóêòóð ïðîãðàììû. Ïðîâåðÿëàñü êîððåêòíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ
îïåðàòîðà if ñ ïðîñòûì óñëîâèåì, â òîì ÷èñëå è ñ îòñóòñòâóþùåé ÷àñòüþ else, îïåðà-
òîðîâ öèêëà while è do while ñ ïðîñòûìè óñëîâèÿìè.

Â äðóãîé ãðóïïå òåñòîâ ïðîâåðÿëàñü êîððåêòíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé
&& (ëîãè÷åñêîå ¾è¿), || (ëîãè÷åñêîå ¾èëè¿) â óñëîâèÿõ îïåðàòîðîâ if è öèêëîâ. Ñîãëàñíî
ñåìàíòèêå ÿçûêà Ñè ýòè îïåðàòîðû òðàíñëèðóþòñÿ â óñëîâíûå è áåçóñëîâíûå ïåðåõîäû,
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òî åñòü ÿâëÿþòñÿ êîíñòðóêöèÿìè, çàäàþùèìè ïîòîê óïðàâëåíèÿ, à íå âû÷èñëåíèÿ çíà-
÷åíèé. Äåêîìïèëÿòîðû äîëæíû ïî âîçìîæíîñòè âîññòàíàâëèâàòü ñëîæíûå óñëîâèÿ â
îïåðàòîðàõ ÿçûêà.

Îòäåëüíî ïðîâåðÿëàñü êîððåêòíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ñòðóêòóðíûõ îïåðàòîðîâ ïåðåäà÷è
óïðàâëåíèÿ, òàêèõ êàê break, continue è return.

Îïåðàòîð switch ðàññìàòðèâàëñÿ îòäåëüíî, òàê êàê â áîëüøèíñòâå êîìïèëÿòîðîâ îí
òðàíñëèðóåòñÿ â êîñâåííûé áåçóñëîâíûé ïåðåõîä, ãäå àäðåñ ïåðåõîäà âûáèðàåòñÿ èç òà-
áëèöû â ñîîòâåòñòâèè ñ âû÷èñëåííûì â çàãîëîâêå îïåðàòîðà çíà÷åíèåì. Äåêîìïèëÿòîðû
äîëæíû ðàçïîçíàâàòü èñïîëüçîâàíèå ýòîãî îïåðàòîðà â ïðîãðàììå.

• Ôóíêöèè. Â òåñòàõ ýòîé ãðóïïû ïðîâåðÿëàñü êîððåêòíîñòü âûäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ
ôóíêöèé è ëîêàëüíûõ ïåðåìåííûõ â óñëîâèÿõ ðàçíûõ ñîãëàøåíèé î âûçîâàõ. Êðîìå
òîãî, ïðîâåðÿëàñü êîððåêòíîñòü îáðàáîòêè ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé.

• Îïòèìèçàöèè. Â òåñòàõ ýòîé ãðóïïû ïðîâåðÿëàñü êîððåêòíîñòü ðàáîòû äåêîìïèëÿòî-
ðîâ ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðè êîìïèëÿöèè áûëè èñïîëüçîâàíû íåêîòîðûå îïòèìèçàöèîííûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ, òàêèå êàê îòêðûòàÿ âñòàâêà ôóíêöèé (inlining) è îïòèìèçàöèè âûçîâîâ
ôóíêöèé (tail call optimization, tail recursion optimization, sibling call optimization).

• Âçàèìîäåéñòâèå ñ îêðóæåíèåì. Â äàííîé ãðóïïå íàõîäèëñÿ òåñò, ïðîâåðÿþùèé êîð-
ðåêòíîñòü îáíàðóæåíèÿ ôóíêöèè main â èñïîëíÿåìûõ ôàéëàõ ôîðìàòà PE. Êàê èçâåñò-
íî, âûïîëíåíèå ïðîãðàììû íà ÿçûêå Ñè íà÷èíàåòñÿ ñ ôóíêöèè main, êîòîðîé ïåðåäàåòñÿ
îïðåäåëåííûé ñïèñîê ïàðàìåòðîâ. Îäíàêî â èñïîëíÿåìûõ ôàéëàõ âûçîâó ôóíêöèè main
ïðåäøåñòâóåò âûïîëíåíèå ñïåöèàëüíîãî êîäà, çàäà÷à êîòîðîãî íàñòðîèòü îêðóæåíèå ïðî-
ãðàììû íà Ñè, ÷òî çàêëþ÷àåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â ñîçäàíèè ñòàíäàðòíûõ ïîòîêîâ ââîäà-
âûâîäà, èíèöèàëèçàöèè ñëóæåáíûõ ñòðóêòóð äàííûõ óïðàâëåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòüþ
è ò. ï. Ýòîò êîä ÷àñòè÷íî íàïèñàí íà ÿçûêå àññåìáåðà, êðîìå òîãî, îí íå ïðåäñòàâëÿåò
èíòåðåñà, òàê êàê ñòàíäàðòíûé äëÿ âñåõ ïðîãðàìì. Ïîýòîìó äåêîìïèëÿòîðû äîëæíû èã-
íîðèðîâàòü ýòîò èíèöèàëèçàöèîííûé êîä è íà÷èíàòü äåêîìïèëÿöèþ íåïîñðåäñòâåííî ñ
ôóíêöèè main.

Êðîìå òîãî, â òåñòàõ ýòîé ãðóïïû ïðîâåðÿëîñü ðàñïîçíàâàíèå ñòàíäàðòíûõ áèáëèîòå÷-
íûõ ôóíêöèé ÿçûêà Ñè (íàïðèìåð, strlen è ò. ï.). Ðåàëèçàöèÿ ñèãíàòóðíîãî ïîèñêà
ïðèñóòñâóåò â äåêîìïèëÿòîðå DCC, íî íàèáîëåå ðàçâèòà ýòà òåõíîëîãèÿ â äåêîìïèëÿòî-
ðå Hex-Rays.

5.2 Ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ

Â òàáëèöå 3 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû äåêîìïèëÿòîðîâ íà âûáðàííîì íàáîðå òåñòîâ â
ñîîòâåòñòâèè ñ ñèñòåìîé îöåíîê, óêàçííîé â òàáëèöå 2. Êàæäûé ñòîëáåö òàáëèöû ñîîòâåòñòâó-
åò äåêîìïèëÿòîðó, à êàæäàÿ ñòðîêà � òåñòó. Îáùèé ðåçóëüòàò äëÿ êàæäîãî äåêîìïèëÿòîðà
ïîëó÷åí ñóììèðîâàíèåì îöåíîê ïî âñåì òåñòàì.

Èç âñåõ ðàññìîòðåííûõ äåêîìïèëÿòîðîâ òîëüêî Boomerang ïîääåðæèâàåò äåêîìïèëÿöèþ
îïåðàòîðà switch. Îñòàëüíûå äåêîìïèëÿòîðû ãåíåðèðóþò â ýòîì ñëó÷àå íåêîððåêòíûé êîä íà
ÿçûêå àññåìáëåðà. Òîëüêî äåêîìïèëÿòîð REC ñóìåë âîññòàíîâèòü öèêë for, â òî âðåìÿ êàê
îñòàëüíûå äåêîìïèëÿòîðû â ýòîì ñëó÷àå ãåíåðèðóþò ïðîãðàììó, èñïîëüçóþùóþ öèêë while.

Íàèáîëåå ðàçâèòûì â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ äåêîìïèëÿòîð Hex-Rays, êîòîðûé, â îòëè-
÷èå îò äðóãèõ äåêîìïèëÿòîðîâ, ïîääåðæèâàåò ðàñïîçíàâàíèå ìàññèâîâ è ðàñïîçíàâàíèå áèá-
ëèîòå÷íûõ ôóíêöèé, õîòÿ äàæå è Hex-Rays èìååò ìíîãî ñëàáûõ ñòîðîí.

6 Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à äåêîìïèëÿöèè êàê âîññòàíîâëåíèÿ ïðîãðàììû íà ÿçû-
êå âûñîêîãî óðîâíÿ ïî ïðîãðàììå íà ÿçûêå àññåìáëåðà èëè â ìàøèííûõ êîäàõ. Äàíî êðàòêîå
îïèñàíèå îñíîâíûõ øàãîâ ïðîöåññà äåêîìïèëÿöèè ïðîãðàììû. Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíî ñðàâíè-
òåëüíîå òåñòèðîâàíèå ñóùåñòâóþùèõ äåêîìïèëÿòîðîâ è óêàçàíû èõ ñèëüíûå è ñëàáûå ñòîðîíû.
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Äåêîìïèëÿòîð/
Òåñòîâûé ïðè-
ìåð

Boomerang REC DCC Hex-Rays

Òèïû: struct 3 2 3 3
Òèïû: ìàññèâû 4 3 3 4
Òèïû: âñòðî-
åííûå,
unsigned int

4 3 3 3

Òèïû: âñòðî-
åííûå,
unsigned short

3 3 3 3

Ñòðóêòóðû: if 4 4 4 4
Ñòðóêòóðû: ëî-
ãè÷åñêèå îïåðà-
öèè

4 4 4 4

Ñòðóêòóðû: öèê-
ëû for

3 4 3 3

Ñòðóêòóðû: öèê-
ëû while

4 3 4 4

Ñòðóêòóðû: öèê-
ëû do while

4 4 4 4

Ñòðóêòóðû:
switch

4 2 2 2

Ôóíêöèÿ: ðåêóð-
ñèÿ

4 4 4 4

Îïòèìèçàöèè:
inlining

2 2 � 2

Îïòèìèçàöèè:
tail recursion

2 2 � 2

Îáíàðóæåíèå
main â PE ôàé-
ëàõ

1 1 � 4

Îáíàðóæåíèå
ñòàíäàðòíûõ
ôóíêöèé

2 2 3 4

Ñóììà áàëëîâ: 48 43 40 50

Òàáëèöà 3: Ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ äåêîìïèëÿòîðîâ
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Òàê, íè îäèí ñóùåñòâóþùèé íà äàííûé ìîìåíò äåêîìïèëÿòîð íå ïîääåðæèâàåò â äîñòàòî÷íîé
ìåðå âîññòàíîâëåíèå òèïîâ äàííûõ, êàê áàçîâûõ òàê è ïðîèçâîäíûõ. Ñóùåñòâóþùèå äåêîìïè-
ëÿòîðû èñïûòûâàþò ñëîæíîñòè ñ âîññòàíîâëåíèåì öèêëà for è îïåðàòîðà switch. Íàèáîëåå
ðàçâèòûì èç âñåõ äåêîìïèëÿòîðîâ ÿâëÿåòñÿ Hex-Rays, îäíàêî îí ÿâëÿåòñÿ êîììåð÷åñêèì è ñ
çàêðûòûìè èñõîäíûìè êîäàìè, ïîýòîìó åãî äîðàáîòêà íåâîçìîæíà.

Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿþòñÿ àêòóàëüíûìè ðàçðàáîòêà è ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿþùèõ
âîññòàíàâëèâàòü áàçîâûå è ïðîèçâîäíûå òèïû äàííûõ â ïðîöåññå äåêîìïèëÿöèè. Àëãîðèòìû
äîëæíû áûòü àïðîáèðîâàíû â ðàìêàõ ýêñïåðèìåíòàëüíîé èíñòðóìåíòàëüíîé ñðåäû äëÿ äåêîì-
ïèëÿöèè ïðîãðàìì. Ðàçðàáîòêà òàêèõ àëãîðèòìîâ è èíñòðóìåíòàëüíîé ñðåäû äåêîìïèëÿöèè
ïðîãðàìì ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé àâòîðîâ.
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Êàôåäðà Àëãîðèòìè÷åñêèõ ÿçûêîâ

1 Ââåäåíèå

Ïðîåêòèðîâàíèå è ïîñòðîåíèå èíòåëëåêòóàëüíûõ îáó÷àþùèõ ñèñòåì (ÈÎÑ) óæå äâàæäû
ìåíÿëî ñâîþ áàçîâóþ êîíöåïöèþ â ìèðîâîì èñòîðè÷åñêîì ðàçâèòèè. Â ïåðâûé ðàç ýòî îçíà-
÷àëî ïåðåõîä îò îñíîâíûõ èäåé èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà, à èìåííî ýêñïåðòíûõ äèàãíîñòè-
÷åñêèõ è êëàññèôèêàöèîííûõ ñèñòåì, ê ãèïåðòåêñòîâûì ñèñòåìàì, ïðåäîñòàâèâøèì òåîðå-
òè÷åñêè íåîãðàíè÷åííûå âîçìîæíîñòè íàâèãàöèè ïî ìàòåðèàëó. Âî âòîðîé� ïåðåõîä ê ñèñòå-
ìàì, ïîääåðæèâàþùèì îïðåäåëåííûå ïñèõîëîãè÷åñêèå òåîðèè, òàêèå êàê ¾òåîðèÿ ìíîæåñòâåí-
íîãî èíòåëëåêòà¿ Ãîâàðäà Ãàðäíåðà [1] èëè ¾ãåðìåíåâòèêè ðàçâèâàþùåãî îáó÷åíèÿ ìåòîä¿
Â. È. Ãðîìûêî [2]. Â íàñòîÿùèé ìîìåíò ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ê ðàñïðåäåëåííîé ìíîãîìîäóëü-
íîé àðõèòåêòóðå îáó÷àþùèõ ñèñòåì, ïîçâîëÿþùåé îïåðèðîâàòü ñî çíà÷èòåëüíûì êîëè÷åñòâîì
èñòî÷íèêîâ çíàíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèâëåêàòü ê ó÷àñòèþ â ðàçðàáîòêå ÈÎÑ î÷åíü øèðîêèé
êðóã ëþäåé, à òàêæå ïåðåôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó îáó÷åíèÿ â çàäà÷ó àäàïòèâíîãî ïîèñêà ïî
ýòèì èñòî÷íèêàì.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îñíîâíàÿ çàäà÷à ñîçäàíèÿ àâòîìàòèçèðîâàííîãî ó÷èòåëÿ ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè íå èçìåíèëàñü, óñëîæíèëñÿ åå êîíòåêñò è ôîðìàëèçîâàëîñü ïîíèìàíèå. Â íàñòîÿùåå
âðåìÿ äëÿ óñïåøíîé ðåàëèçàöèè ÈÎÑ íåîáõîäèìî ðåøèòü ðÿä çàäà÷:

• Óíèâåðñàëüíîñòü ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî èñòî÷íèêîâ çíàíèÿ: îáåñïå÷åíèå ðàáîòû ñî ìíî-
æåñòâîì ñóùåñòâóþùèõ ó÷åáíûõ ìàòåðèàëîâ. Îãðîìíîå êîëè÷åñòâî íàó÷íîãî, ó÷åáíîãî è
ïðîôåññèîíàëüíîãî ìàòåðèàëà ïîëíîñòüþ êîìïåíñèðóåòñÿ ðàçíîîáðàçèåì ôîðì, â êîòî-
ðûõ îí ñóùåñòâóåò. Â ðàìêàõ ýêñïåðèìåíòà, ïðîâåäåííîãî íà ñåìèíàðå, óñòàíîâëåíî, ÷òî
äëÿ ãðóáîé îáðàáîòêè è ðàçìåòêè ó÷åáíèêà, äàæå ïðè íàëè÷èè ïîëó-àâòîìàòèçèðîâàííûõ
ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ, òðåáóåòñÿ îêîëî ñóòîê. Â íàñòîÿùèé ìîìåíò ïàðàëëåëüíî ïðî-
èñõîäèò ïîñòðîåíèå êàê èíòåðôåéñîâ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ èíôîðìàöèè, òàê è ñðåäñòâ
ïðåîáðàçîâàíèÿ âî âíóòðåííåå ïðåäñòàâëåíèå.

• Óäîáíîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòåðèàëà: ãðàôû, ýëåìåíòû ïðåçåíòàöèé, ó÷åáíûå ìîäóëè è äè-
íàìè÷åñêè ôîðìèðóåìûå ÷àñòè ó÷åáíûõ êóðñîâ. Ñèñòåìà äîëæíà îáåñïå÷èâàòü óäîáíóþ
ðàáîòó ñ ìàêñèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì ðàçíîîáðàçíûõ âèäîâ îáîáùåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
èíôîðìàöèè, âêëþ÷àÿ ñèíòåçèðîâàííûå.

• Àäàïòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòåðèàëà: ïîèñê ìàòåðèàëà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîíèìàíèþ
ðåøåíèÿ çàäà÷è ó÷àùèìñÿ â ñèñòåìå îáó÷åíèÿ. Â ñâÿçè ñ ðåçêèì óâåëè÷åíèåì ÷èñëà
èñòî÷íèêîâ çíàíèÿ (íàó÷íûõ ñòàòåé, êíèã), â òîì ÷èñëå è â ýëåêòðîííîì âèäå, ýòà çàäà÷à
ñòàíîâèòñÿ êëþ÷åâûì ìåñòîì îáùåé êîíöåïöèè.

• Ìîäåëü îáó÷åíèÿ: îáùàÿ ñòðàòåãèÿ ðàçâèòèÿ ñèñòåìû (íàïðèìåð, ïîèñê íàèáîëåå ïîäõî-
äÿùèõ âèäîâ èíòåëëåêòà â ðàìêàõ ìîäåëè ìíîæåñòâåííîãî èíòåëëåêòà) è ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ îðãàíèçàöèÿ ïîäà÷è ìàòåðèàëà. Âûáîð è ôîðìàëèçàöèÿ ìîäåëè çàâèñèò îò öåëåé
ðåàëèçàöèè ñèñòåìû.

• Ìîäåëü ó÷àùåãîñÿ: èñòîðèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ó÷àùèìñÿ, èçìåíåíèå íåêîòîðîé àïðèîðíîé
ìîäåëè (íàïðèìåð, áàéåñîâñêîé ñåòè), ñòðóêòóðû, ñèíòåçèðîâàííûå âî âðåìÿ ðàáîòû ñ
ñèñòåìîé.
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• Îòêðûòîñòü, äîñòóïíîñòü è ìàñøòàáèðóåìîñòü: îáû÷íî ïðîåêòû ðåàëèçàöèè íîñÿò êðàò-
êîñðî÷íûé õàðàêòåð, ïîýòîìó îòñóòñòâèå ñòàíäàðòîâ â àðõèòåêòóðå ïðèâîäèò ê ñíèæå-
íèþ èõ ïðîäóêòèâíîñòè.

• Ñïîñîáíîñòü èíòåãðèðîâàòü çíàíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà ëþäåé: Ï. Áðóñèëîâñêèé â ñâîåé ñòà-
òüå [3] ïèøåò î íåîáõîäèìîñòè ïðåäîñòàâëåíèÿ ó÷èòåëÿì âîçìîæíîñòè ïðèíèìàòü ó÷àñòèå
â ôîðìèðîâàíèè åñëè íå ñòðàòåãèè îáó÷åíèÿ ñèñòåìû, òî õîòÿ áû ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà äåòàëüíîé ðàçðàáîòêå è íà÷àëüíîé ðåàëèçàöèè ïîèñêîâîãî àë-
ãîðèòìà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé ôàêòè÷åñêè ïåðâûé ýêñïåðèìåíò ïî ðåàëèçàöèè êîìïëåêñà
ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ ïîìîùè ó÷àùåìóñÿ. Ðàçðàáîòàííàÿ ðåàëèçàöèÿ íàçûâàåòñÿ ÈÎÑ Ñàòî-
ðè. Ðàáîòà ïîèñêîâîãî àëãîðèòìà ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî â ðàìêàõ îáó÷åíèÿ èíôîðìàòèêå
ñòóäåíòîâ 1-ãî è 2-ãî êóðîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ îòäåëåíèé ÂÓÇîâ. Â êà÷åñòâå ïðåäìåòíîé îáëà-
ñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî êóðñû ïî èíôîðìàòèêå èëè æå ñâÿçàííûå ñ íèìè êóðñû
ïî äðóãèì åñòåñòâåííî-íàó÷íûì äèñöèïëèíàì. Èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü îáó÷åíèÿ, ðàçðàáîòàííàÿ
Â. È. Ãðîìûêî [2].

2 Ìåõàíèçì èíòåëëåêòóàëüíîãî ïîèñêà

2.1 Ïîèñê â ÈÎÑ

ÈÎÑ îáåñïå÷èâàåò óäîáíóþ ðàáîòó ñ ìàòåðèàëîì è ïîçâîëÿåò îñóùåñòâëÿòü èíòåëëåêòóàëü-
íûé ïîèñê ïî íåìó. Ïðåäìåòíàÿ îáëàñòü îãðàíè÷åíà èíôîðìàòèêîé, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçî-
âàòü åå ñïåöèôèêó, ïîýòîìó â êà÷åñòâå áàçîâîé êîíöåïöèè èñïîëüçóåòñÿ ïîèñê ïî ìåòàäàííûì.

Ïðîáëåìà áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ìàòåðèàëà ðåøàåòñÿ çà ñ÷åò àäàïòèâíîé íàñòðîéêè íà ó÷à-
ùåãîñÿ, ðàáîòû ñ ìàòåðèàëîì íà óðîâíå íå íèæå ïîíÿòèéíîãî è ìåõàíèçìà âèçóàëèçàöèè. Çà
ñ÷åò ýêñïåðòíîãî çíàíèÿ è ðàçâèòèÿ ó÷àùåãîñÿ íà ïðåäìåòíîé îáëàñòè, â êîòîðîé îí ðàáî-
òàåò, óäàåòñÿ ïðåîäîëåòü íåòî÷íûå çàïðîñû ñàìîãî ó÷àùåãîñÿ. Îðèåíòèðîâàííîñòü ïîèñêà íà
êëþ÷åâûå ïðîáëåìû ïðåäìåòà ïîçâîëÿåò îñóùåñòâëÿòü ðàáîòó äàæå ïðè íåñòðîãîì îïðåäåëå-
íèè öåëè ïîèñêà. Íåòî÷íîñòü çàïðîñà ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ó÷àùèéñÿ, ðàáîòàÿ â íîâîé äëÿ ñåáÿ
îáëàñòè, íå ìîæåò äîñòàòî÷íî õîðîøî â íåé îðèåíòèðîâàòüñÿ.

2.2 Àäàïòèâíûé ïîèñê

Çàäà÷à ïîèñêà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñòàâèòñÿ óæå ñàìèì ó÷àùèìñÿ âî âðåìÿ ôîðìóëè-
ðîâàíèÿ íåêîòîðîé èíòåëëåêòóàëüíîé ïðîáëåìû ïî îâëàäåíèþ çíàíèåì êîíêðåòíîãî ó÷åáíîãî
ìàòåðèàëà. Îïðåäåëåííîå ïðåäñòàâëåíèå îá óñòðîéñòâå ìåõàíèçìà ïîèñêà çàðàíåå çàëîæåíî â
ñèñòåìó â êà÷åñòâå íàáîðà ñòðàòåãè÷åñêèõ è òàêòè÷åñêèõ ðåøåíèé. Ðàçðàáîòàííûé ìåõàíèçì
àäàïòèâíîãî ïîèñêà ñëóæèò óäîâëåòâîðåíèþ çàïðîñîâ ó÷àùåãîñÿ â ðàìêàõ îáùåé ìîäåëè åãî
ðàçâèòèÿ.

Íåîáõîäèìîñòü è àêòóàëüíîñòü ïîèñêîâûõ ìåòîäîâ ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì íåîáú-
ÿòíîñòè ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà è íåâîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ óíèâåðñàëüíîé ôóíêöèè, òî åñòü
íåêîòîðîãî àëãîðèòìà, êîòîðûé íà ëþáîé ïðåäìåòíîé îáëàñòè ïîçâîëÿë áû òî÷íî ìîäåëèðî-
âàòü ìûøëåíèå ó÷àùåãîñÿ. Íåâîçìîæíîñòü ðàáîòû îäíîâðåìåííî ñ äåñÿòêàìè ó÷åáíûõ êóðñîâ
îáû÷íî ïðèâîäèò ê ïðîñòîìó óçíàâàíèþ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷, ÷òî íå âïîëíå
ñîîòâåòñòâóåò öåëÿì, êîòîðûå õîòåë ïîñòàâèòü ïåðåä ó÷àùèìñÿ àâòîð ó÷åáíîãî êóðñà.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ó÷àùåãîñÿ ýòîò ìåõàíèçì óïðàâëåíèÿ è ïðåäñòàâëåíèÿ ñâÿçíîñòè ìàòåðèàëà
ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì êîíöåïòóàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ íåèçâåñòíûõ åìó ðàíåå ïðåäìåòíûõ îáëàñòåé.

Â ðàìêàõ çàäà÷è ïîèñêà ââîäÿòñÿ òåðìèíû ñòðàòåãèÿ è òàêòèêà. Ñòðàòåãèÿ ÿâëÿåòñÿ äîë-
ãîâðåìåííîé ðåàëèçàöèåé ðàçâèòèÿ ó÷àùåãîñÿ íà ïóòè ïåðåõîäà ïî îïðåäåëåííûì èíòåëëåêòó-
àëüíûì ñîñòîÿíèÿì [2], èëè èíòåëëåêòóàëüíûì ïðîðûâîì. Îíà îáåñïå÷èâàåòñÿ ôîðìàëèçàöèåé
â ìåòîäå ÃÐÎÌ ïðåäñòàâëåíèÿ î íàïðàâëåíèè ðàçâèòèÿ ó÷àùåãîñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîñòîÿíè-
åì â åãî äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè. Ñ òî÷êè çðåíèÿ èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà îíà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé âèä ìåòàçíàíèé â ïîíèìàíèè Ä. Ïîñïåëîâà [4]. Òàêòèêà � ýòî ìíîæåñòâî ìåòîäîâ, ðå-
àëèçóåìûõ â ðàìêàõ ñòðàòåãèè äëÿ äîñòèæåíèÿ îïðåäåëåííîãî ïðîìåæóòî÷íîãî ðåçóëüòàòà.

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2008, âûïóñê �5
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Êàæäàÿ òàêòèêà îòâå÷àåò çà öåëåñîîáðàçíîñòü âûáîðà îïðåäåëåííîãî ìàðøðóòà íà íåêîòî-
ðîì ìíîæåñòâå ìàòåðèàëà, àêòóàëüíîãî â êîíòåêñòå òåêóùåé ñòðàòåãèè. Â îòëè÷èå îò ñòðà-
òåãèè, ðåàëèçàöèÿ êîòîðîé ìîæåò ïîòðåáîâàòü çíà÷èòåëüíîãî âðåìåíè, òàêòèêà íàïðàâëåíà
íà èñïðàâëåíèå êîíêðåòíûõ íåäîñòàòêîâ ó÷àùåãîñÿ. Êîíå÷íîé öåëüþ êàæäîé òàêòèêè ÿâëÿ-
åòñÿ áîðüáà ñ îïðåäåëåííûì ôîðìàëüíûì ïðîÿâëåíèåì ¾áîëåçíè ó÷àùåãîñÿ¿ â ðàìêàõ îáùåé
ìîäåëè ðàçâèòèÿ ó÷àùåãîñÿ â ñèñòåìå.

Ðåçóëüòàòîì ïîèñêà ÿâëÿþòñÿ:

• Ñîîòâåòñòâóþùèå êëþ÷åâûå çàäà÷è â íàéäåííûõ êóðñàõ íàçûâàåìûå êîíêðåòíûìè
ïðèìåð-ïðîáëåìàìè.

• Ïîíÿòèÿ, îáðàçóþùèå ýòè ïðèìåð-ïðîáëåìû.

• Íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ó÷åáíûõ ýëåìåíòîâ òåêñòà, áàçîâûõ ÷àñòåé, íà êîòîðûå áûë ðàçäå-
ëåí êóðñ â ìîìåíò ïðåîáðàçîâàíèÿ âî âíóòðåííåå ïðåäñòàâëåíèå.

Ïîèñê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èòåðàòèâíûé ïðîöåññ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî, â ÷àñòíîñòè, ìîæåò
îñóùåñòâëÿòüñÿ ìàðøðóòèçàöèÿ ïî ìàòåðèàëó ââåðõ èëè âíèç [5]. Ìàðøðóòèçàöèÿ îòëè÷àåòñÿ
îò îáû÷íîé íàâèãàöèè äèíàìè÷åñêèì è àäàïòèâíûì ôîðìèðîâàíèåì ìàòåðèàëà.

3 Àðõèòåêòóðà ïîèñêà â ÈÎÑ Ñàòîðè

Àðõèòåêòóðà ÈÎÑ Ñàòîðè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåõóðîâíåâóþ ìîäåëü. Êàæäûé èç óðîâ-
íåé ñîäåðæèò â ñåáå îïðåäåëåííîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòåðèàëà. Ñàìà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñâîåãî
ðîäà èíòåðôåéñîì äëÿ äîñòóïà ê ìàòåðèàëó. Ó÷àùèéñÿ, ñòðåìÿñü ïîëó÷èòü èíòåðåñóþùèé
åãî ó÷åáíûé ìàòåðèàë, èñïîëüçóåò ôóíêöèîíàëüíîñòü àäàïòèâíîãî óðîâíÿ, ïðåäñòàâëåííóþ
ìåõàíèçìàìè ïîèñêà, êëàñòåðèçàöèè è ôèëüòðàöèè. Îíè, â ñâîþ î÷åðåäü, âçàèìîäåéñòâóþò ñ
ìîäåëÿìè ìàòåðèàëà è ó÷àùåãîñÿ, ðåàëèçóþùèìè óðîâåíü ïðåäñòàâëåíèÿ.

Óðîâåíü èñòî÷íèêîâ çíàíèé îáðàçóþò çàäà÷íèêè è ó÷åáíèêè ðàçëè÷íûõ òèïîâ è óðîâíåé.
Â íåãî âõîäÿò ðàçëè÷íûå àâòîðñêèå êóðñû, ïîêðûâàþùèå ðàçëè÷íûå ÷àñòè ìîäåëè ïðåäìåò-
íîé îáëàñòè â ðàìêàõ ìåòîäà îáó÷åíèÿ. Êóðñû ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà àáñòðàêòíûå, äåòàëüíûå è
çàäà÷íèêè. Àáñòðàêòíûå êóðñû ôîðèìðóþò ìîäåëü ïðåäìåòíîé îáëàñòè, à äåòàëüíûå è çàäà÷-
íèêè áîëåå ïîäðîáíî îïèñûâàþò íåêîòîðóþ åå ÷àñòü è ñîäåðæàò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðèìå-
ðîâ. Â ðàìêàõ ïðîâîäèìîãî ýêñïåðèìåíòà, ïðèìåðîì àáñòðàêòíîãî êóðñà ìîæíî ñ÷èòàòü êóðñ
Ý. Ýíãåëåðà ¾Ìåòàìàòåìàòèêà ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè¿, ïðèìåðîì äåòàëüíîãî � ó÷åáíèê
Â. À. Èëüèíà è Ý. Ã. Ïîçíÿêà ¾Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà: Â 2-õ ÷. ×àñòü 2¿. Êðîìå
òîãî, íà ýòîì óðîâíå ìîãóò íàõîäèòñÿ ëþáûå äðóãèå èñòî÷íèêè, íàïðèìåð, ó÷åáíûå ìîäóëè
äðóãèõ èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì.

Óðîâåíü ïðåäñòàâëåíèÿ ñîäåðæèò â ñåáå ñòðóêòóðû, ñèíòåçèðîâàííûå ñèñòåìîé è ó÷àùèìñÿ
íà îñíîâàíèè óðîâíÿ èñòî÷íèêîâ çíàíèé è ðàáîòû ó÷àùåãîñÿ â ñèñòåìå. Ñòðóêòóðû ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé ðàíæèðîâàííûå ãðàôû, äåìîíñòðèðóþùèå ñâÿçíîñòü ìàòåðèàëà èç ñìåæíûõ ïðåä-
ìåòíûõ îáëàñòåé, âíóòðåííåå óñòðîéñòâî ìàòåðèàëà è ìîäåëü ó÷àùåãîñÿ, êàê åãî ïðîåêöèþ íà
ó÷åáíûé ìàòåðèàë.

Óðîâåíü àäàïòàöèè ïðåäñòàâëåí ñòðóêòóðàìè, ñãåíåðèðîâàííûìè ïî çàïðîñó ó÷àùåãîñÿ è
îòâå÷àþùèìè åãî ìîäåëè â ñèñòåìå, êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü ñîîòâåòñòâóåò öåëè åãî ðàáîòû. Â
ðàìêàõ ýòîãî óðîâíÿ â ñèñòåìå èìåþòñÿ ìåõàíèçìû êëàñòåðèçàöèè, ôèëüòðàöèè, îñóùåñòâëå-
íèÿ çàïðîñîâ ê ñèñòåìå è àâòîìàòè÷åñêîé ãåíåðàöèè àäàïòèâíûõ ñòðóêòóð.

4 Ìîäåëü ïîèñêà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ÈÎÑ Ñàòîðè

Ãðàô ýëåìåíòîâ êóðñà ñîäåðæèò ýëåìåíòû êóðñà è ñâÿçè ìåæäó íèìè. Ïîçâîëÿåò îðãàíè-
çîâûâàòü ìàòåðèàë ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Íàõîäèòñÿ â öåëîñòíîì ñîñòîÿíèè ñ ñîîòâåò-
ñòâåííûì ãðàôîì ïîíÿòèé.

Ãðàô ïîíÿòèé êóðñà ñîäåðæèò ïîíÿòèÿ êóðñà, ñâÿçè ìåæäó íèìè è ñâÿçè ñ ïîíÿòèÿìè äðó-
ãèõ êóðñîâ.

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2008, âûïóñê �5
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Êàðòà êóðñà ñîäåðæèò êîíêðåòíûå ïðèìåð-ïðîáëåìû. Ïðèìåð-ïðîáëåìà âêëþ÷àåòñÿ â ãðàô
â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà ïîíÿòèé, îáðàçóþùèõ äàííóþ
ïðèìåð-ïðîáëåìó, è ìíîæåñòâà ïîíÿòèé, îáðàçóþùèõ äèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü ó÷àùåãîñÿ,
ñîñòàâëÿåò áîëåå ïîëîâèíû ïîíÿòèé ïðèìåð-ïðîáëåìû. Âåñà, ïðèïèñûâàåìûå ðåáðàì â
ãðàôå, ñîîòâåòñòâóþò êîëè÷åñòâó îáùèõ ïîíÿòèé äâóõ ïðèìåð-ïðîáëåì.

Ãðàô ìîäåëè ó÷àùåãîñÿ ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ïîíÿòèé, ñîñòàâëÿþùèõ ìîäåëü ó÷àùåãîñÿ.

4.1 Íà÷àëî ðàáîòû: âûáîð ó÷åáíîãî êóðñà è ïðèìåð-ïðîáëåìû

Ó÷àùèéñÿ, ðàáîòàÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âèçóàëüíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè, âûáèðàåò ó÷åá-
íûé êóðñ, èñõîäÿ èç ñâîèõ öåëåé îáó÷åíèÿ èëè ñâîåé îöåíêè çíàíèÿ ìàòåðèàëà. Ó íåãî åñòü
âîçìîæíîñòü ïðîñìàòðèâàòü âñå êîíñòðóêöèè, ïîääåðæèâàþùèå êóðñ. Âûáðàâ êóðñ, ó÷àùèé-
ñÿ ïîëó÷àåò äîñòóï ê íîâîé ñòðóêòóðå, ñîäåðæàùåé âñå ïðèìåð-ïðîáëåìû, îáðàçóþùèå ýòîò
êóðñ. È, â ñâîþ î÷åðåäü, ñíîâà äåëàåò âûáîð íàèáîëåå ïðèåìëåìîé ïðèìåð-ïðîáëåìû. Âîçìî-
æåí âàðèàíò âûáîðà îïðåäåëåííîãî ïîíÿòèÿ, â òàêîì ñëó÷àå ïðèìåð-ïðîáëåìà áóäåò ïîäîáðàíà
àâòîìàòè÷åñêè.

Êóðñ çàôèêñèðîâàí â íåêîòîðîé òî÷êå ìåòàìîäåëè ïðåäìåòíîé îáëàñòè, à òàêæå â íåêîòî-
ðîé èåðàðõèè, ðàçâåðíóòîé âíóòðè òî÷êè ìåòàìîäåëè. Ïîëîæåíèå êóðñà â ðàìêàõ ìåòàìîäåëè
ïðåäìåòíîé îáëàñòè ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î ïðîáëåìàõ, êîòîðûå âîçíèêàþò íà ïóòè èíòåë-
ëåêòóàëüíîãî ðàçâèòèÿ ó÷àùåãîñÿ.

4.2 Àíàëèç ñîñòîÿíèÿ ó÷àùåãîñÿ: âûáîð òàêòèêè è ïîèñê ìàòåðèàëà

1. Ïðîèñõîäèò âûáîð òàêòèêè. Òàêòèêà çàäàåò ïîâåäåíèå ñèñòåìû, îïðåäåëÿåìîå ïðàâèëü-
íûì ïðåäñòàâëåíèåì î ðàçâèòèè ó÷àùåãîñÿ, èñõîäÿ èç âûáðàííîãî êóðñà.
Ïðèìåðû:

• Íàïðàâëåíèå îáó÷åíèÿ â ñòîðîíó ¾øêîëüíîãî óðîâíÿ¿. Ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè, êî-
ãäà âûáðàííûé êóðñ íàõîäèòñÿ âíå ìíîæåñòâà âåðõíèõ òî÷åê èåðàðõèè êóðñîâ. Ñè-
ñòåìà äåëàåò âûâîä, ÷òî â ýòîì íàïðàâëåíèè ó÷àùåãîñÿ ðàçâèâàòü ëåã÷å â ñèëó
òîãî, ÷òî îí óæå èìååò êàêîå-òî ïðåäñòàâëåíèå îá óñòðîéñòâå ïðåäìåòà. Ïðåäëàãà-
åìûå ïðèìåð-ïðîáëåìû áóäóò â ïåðâóþ î÷åðåäü áðàòüñÿ èç òîé æå òî÷êè ìîäåëè
ïðåäìåòíîé îáëàñòè, íî áëèæå ê âåðøèíå èåðàðõèè.

• Íàïðàâëåíèå îáó÷åíèÿ â ñòîðîíó ¾âóçîâñêîãî óðîâíÿ¿. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó
ñëó÷àþ, ñèñòåìà äåëàåò âûâîä, ÷òî ó÷àùåìóñÿ ëåã÷å ðàçâèâàòüñÿ ÷åðåç ìíîæåñòâåí-
íûå ñèñòåìû àêñèîì, ÷åðåç ïðîãðàììèðîâàíèå, òàê êàê èìåííî â ýòîé îáëàñòè ó íåãî
â íàñòîÿùèé ìîìåíò ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî áîëüøîé îïûò.

• Íàïðàâëåíèå îáó÷åíèÿ â ñòîðîíó ¾âóçîâñêîãî óðîâíÿ¿ îò ¾øêîëüíîãî óðîâíÿ¿. Â
ñëó÷àå, åñëè âûáðàííûé êóðñ âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò ¾øêîëüíîìó óðîâíþ¿, òî åñòü
ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì êóðñîì îáëàñòè, íàõîäÿùèìñÿ â âåðøèíå èåðàðõèè, èëè
åñëè â ðàìêàõ ðàáîòû â ñèñòåìå ìîäåëü ó÷àùåãîñÿ ñàìà ñîîòâåòñòâóåò òàêîìó êóð-
ñó, ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå î ïîèñêå ïðèìåð-ïðîáëåì â ñìåæíûõ îáëàñòÿõ (íî ïî-
ïðåæíåìó ñîãëàñîâàííûõ ñ ìîäåëüþ ó÷àùåãîñÿ). Â ñëó÷àå ¾øêîëüíîãî óðîâíÿ¿ â
ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì îáó÷åíèÿ áóäåò âûäâèíóòà ãèïîòåçà, ñîãëàñíî êîòîðîé îáó-
÷àþùèéñÿ èìååò îïðåäåëåííûå ïðîáëåìû ñ ðàáîòîé ñî ñëîæíûìè è ðàçíîîáðàçíûìè
ìîäåëÿìè, ÷òî ñâÿçàíî ñ îòñóòñòâèåì ó íåãî îïûòà â äàííîé îáëàñòè. Ýòîò ôàêò áó-
äåò èìåòü ðåøàþùåå çíà÷åíèå ïðè âûáîðå ïðèìåð-ïðîáëåì.

• Íàïðàâëåíèå îáó÷åíèÿ â ñòîðîíó ¾øêîëüíîãî óðîâíÿ¿ îò ¾âóçîâñêîãî óðîâíÿ¿. Îá-
ùàÿ êîíöåïöèÿ ïîâåäåíèÿ àíàëîãè÷íà ïðåäûäóùåé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì îáó-
÷åíèÿ, ó÷àùèéñÿ, íàõîäÿùèéñÿ â òî÷êå, îòíîñÿùåéñÿ ê ¾âóçîâñêîìó óðîâíþ¿, íåäî-
ñòàòî÷íî õîðîøî ïîíèìàåò ðåàëüíîñòü, ñâÿçàííóþ ñ òåìè ìîäåëÿìè, ñ êîòîðûìè åìó
ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî. Äðóãèìè ñëîâàìè� íå õâàòàåò õîðîøèõ êîíêðåòíûõ ïðèìå-
ðîâ. Òàêòèêà, ðåàëèçóÿ ìåòîä îáó÷åíèÿ, áóäåò íàïðàâëåíà íà ðåøåíèå èìåííî ýòîé
ïðîáëåìû.
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2. Îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîèñê áîëåå êîíêðåòíûõ ïðèìåð-ïðîáëåì â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäûäóùèì
øàãîì.

3. Îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîèñê ýëåìåíòîâ ìàòåðèàëà, êîòîðûé ïîääåðæèâàåò âûáðàííûå ïðèìåð-
ïðîáëåìû.

4.3 Èçìåíåíèå ñòðóêòóð: íàñòðîéêà ñâÿçåé

Íà ïðåäûäóùåì ýòàïå ó÷àùèéñÿ ïîëó÷àåò èç ðàçëè÷íûõ òî÷åê ìîäåëè ïðåäìåòíîé îáëàñòè
áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàçíîîáðàçíîãî ìàòåðèàëà è ïðèìåð-ïðîáëåìó. Ðåçóëüòàò åãî ìîæåò êàê
óñòðîèòü, òàê è íå óñòðîèòü. Â ëþáîì ñëó÷àå â ðàìêàõ ñèñòåìû åìó ïðåäîñòàâëÿåòñÿ äîñòóï ê
ãðàôàì, ïîääåðæèâàþùèì êóðñ è åãî ñîáñòâåííóþ ìîäåëü. Îí ìîæåò äîáàâëÿòü èëè óäàëÿòü
íîâûå ïîíÿòèÿ, âûñòðàèâàòü ìåæäó íèìè íàïðàâëåííûå è íåíàïðàâëåííûå ñâÿçè. Îí ìîæåò:

• Èçìåíÿòü ñîñòàâ ó÷åáíîãî êóðñà â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè. Òî åñòü
îòñåêàòü ýëåìåíòû êóðñà, ïîìå÷àÿ èõ êàê íåïîíÿòíûå.

• Ðàñøèðÿòü ñâîþ äèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü, äîáàâëÿÿ òóäà íîâûå ïîíÿòèÿ.

• Â äàëüíåéøåì îñóùåñòâëÿòü íàñòðîéêó îäíîãî êóðñà íà äðóãîé, âûñòðàèâàÿ àíàëîãèè è
äðóãèå ñâÿçè ìåæäó ïîíÿòèÿìè.

Åãî öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ñòðóêòóð, ãðóáî ñîîòâåòñòâóþùèõ åãî íàñòîÿùåìó èíòåë-
ëåêòóàëüíîìó ñîñòîÿíèþ. Â ïîëó÷èâøèõñÿ ãðàôàõ íå äîëæíî îñòàòüñÿ ïîíÿòèé, êîòîðûå, ñ
òî÷êè çðåíèÿ ó÷àùåãîñÿ, ñîâåðøåííî íåïîíÿòíû ëèáî æå áåñïîëåçíû. Ïîñëå îñóùåñòâëåíèÿ
äàííîé ðàáîòû ó÷àùèéñÿ ìîæåò çàïðîñèòü ñèñòåìó ïðîâåñòè ïîâòîðíûé ïîèñê.

4.4 Ìàêðî-îïåðàöèè: êîððåêöèÿ ñèñòåìû

Ïðåäóñìîòðåí ðÿä ìàêðî-îïåðàöèé, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ñèëüíîé êîððåêòèðîâêè ðàáîòû
ñèñòåìû. Ýòî ìîæåò ïîíàäîáèòüñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè ñèñòåìà âûäàåò ñîâåðøåííî íåàäåêâàò-
íûå ìàòåðèàëû ñ òî÷êè çðåíèÿ ó÷àùåãîñÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå îïåðàöèè:

• êëàññèôèêàöèÿ ìàòåðèàëà êàê ñëèøêîì ñëîæíîãî;

• êëàññèôèêàöèÿ ìàòåðèàëà êàê ñëèøêîì ëåãêîãî;

• êëàññèôèêàöèÿ ìàòåðèàëà êàê íåðåëåâàíòíîãî çàïðîñó.

Èíôîðìàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìîé â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ýòèõ îïåðàöèé, íåñåò êðèòè-
÷åñêè âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ ïîèñêà è ó÷èòûâàåòñÿ ïðè êàæäîé ñëåäóþùåé èòåðàöèè ðàáîòû
ñèñòåìû. Ðåëåâàíòíîñòü ¾íåïîäõîäÿùåãî¿ ìàòåðèàëà ïîíèæàåòñÿ, âûáèðàþòñÿ äðóãèå ïðèìåð-
ïðîáëåìû è äðóãîé ìàòåðèàë äëÿ îáó÷åíèÿ.

5 Àðõèòåêòóðà ÈÎÑ Ñàòîðè

Â êà÷åñòâå îñíîâíîé öåëè ñòàâèëîñü ïîëó÷åíèå ðåàëèçàöèè, â ïåðâóþ î÷åðåäü íàïðàâëåí-
íîé íà îñóùåñòâëåíèå ïîääåðæêè êóðñîâ, â òîì ÷èñëå è äëÿ ñîçäàíèÿ óðîâíÿ ïðåäñòàâëåíèÿ.
Äëÿ ýòîãî áûëè èñïîëüçîâàíû ïðîãðàììíûå ñðåäñòâà, ïîääåðæèâàþùèå áûñòðûé öèêë
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â êà÷åñòâå ÿçûêîâ áûëè âûáðàíû Ruby [8] è èíòåãðèðîâàííûé â åãî
áèáëèîòåêó ÿçûê Tk. Ruby õîðîøî ïðèñïîñîáëåí äëÿ òàêèõ ïðîáëåìíûõ îáëàñòåé, êàê
îáðàáîòêà òåêñòà è XML.

Ñèñòåìà èìååò ìîäóëüíóþ ñòðóêòóðó è ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ÷àñòåé:

• Ìîäóëü óïðàâëåíèÿ îòâå÷àåò çà ñèíõðîíèçàöèþ ðàáîòû îñòàëüíûõ ìîäóëåé ñèñòåìû è
ïåðåäà÷ó ñîîáùåíèé.
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• Ìîäóëü ïî ðàáîòå ñ ãðàôàìè âêëþ÷àåò â ñåáÿ êëàññû, ðåàëèçóþùèå ðàáîòó ñ ãðàôàìè.
Ñîäåðæèò êàê áàçîâûå ñðåäñòâà äëÿ ðàáîòû ñ ãðàôàìè, òàê è îïðåäåëåííóþ ëîãèêó,
îïðåäåëÿþùóþ êàæäûé êîíêðåòíûé òèï ãðàôîâ.

• Ìîäóëü ïîèñêà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ëîãèêó ïîèñêà ìàòåðèàëà íà îñíîâàíèè ìåòîäà ÃÐÎÌ è
ñðåäñòâà åãî îáîáùåíèÿ.

• Ìîäóëü ðàáîòû ñ XML îáúåêòàìè îòâå÷àåò çà ðàáîòó ñ ôàéëàìè ìîäåëè ó÷àùåãîñÿ,
ó÷åáíûõ êóðñîâ è îáùåãî èíäåêñà ñèñòåìû.

• Ìîäóëü ïîëüçîâàòåëüñêîãî èíòåðôåéñà ðåàëèçóåò ãðàôè÷åñêèé îêîííûé èíòåðôåéñ.

ÈÎÑ Ñàòîðè ÿâëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðåàëèçàöèåé è íå îñóùåñòâëÿåò ïîëíûé öèêë
ðàáîòû èíòåëëåêòóàëüíîé îáó÷àþùåé ñèñòåìû. Â ÷àñòíîñòè, èñõîäíûå ó÷åáíûå êóðñû ïðè-
íèìàþòñÿ òîëüêî â îïðåäåëåííîì îïèñàííîì XML ôîðìàòå. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ XML ôàéëû
ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûì ñïîñîáîì ïåðåäà÷è äàííûõ ìåæäó ÈÎÑ Ñàòîðè è äðóãèìè ÷àñòÿìè ðàç-
ðàáàòûâàåìîé íà ñåìèíàðå ÈÎÑ.

Äëÿ èíòåãðàöèè ðàçëè÷íûõ êóðñîâ â ðàìêàõ ñóùåñòâóþùåé àðõèòåêòóðû ïðèõîäèòñÿ íà-
ñòðàèâàòü ñâÿçè âðó÷íóþ. Ïðè ýòîì óæå ðàçðàáîòàí íà÷àëüíûé âàðèàíò îáùåãî èíäåêñà, òàê
íàçûâàåìûé óíèâåðñàëüíûé èíäåêñ ïîíÿòèé, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ öåíòðàëèçîâàííîãî õðàíå-
íèÿ ìåòàäàííûõ îá óñòðîéñòâå ïîíÿòèé â èñïîëüçóåìûõ àâòîðñêèõ êóðñàõ è çàäà÷íèêàõ. Îí
ïîçâîëÿåò óñòàíàâëèâàòü îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè è èåðàðõèè ìåæäó ïîíÿòèÿìè îäíîãî
èëè íåñêîëüêèõ êóðñîâ.

6 Ðåàëèçàöèÿ

Îñíîâíîé ïðîáëåìîé, ðåøàåìîé â ñâÿçè ñ âèçóàëèçàöèåé ñòðóêòóð ÈÎÑ, ÿâëÿåòñÿ îáåñ-
ïå÷åíèå óäîáíîé ðàáîòû ñ î÷åíü áîëüøèì êîëè÷åñòâîì îáúåêòîâ. Â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóåìûå
îáðàáîòàííûå êóðñû ñîäåðæàò:

Íàçâàíèå êóðñà Ýëåìåíòû òåêñòà Ïîíÿòèÿ
¾Ìåòàìàòåìàòèêà ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè¿ 672 94
¾Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ àëãåáðû¿ 1335 499
¾Ëåêöèè ïî ìàòåìàòèêå: àíàëèç. Ò.1¿ 1051 199
¾Ëèíåéíàÿ àëãåáðà¿ 2229 381
¾Îáùàÿ àëãåáðà¿ 511 175
¾Óíèâåðñàëüíàÿ àëãåáðà¿ 1747 813
¾Àëãåáðà¿ 4554 1578

Òàáëèöà 1: Êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ êóðñîâ

Òàêèì îáðàçîì, óæå ïðè ðàáîòå ñ 3�5 êóðñàìè, îáùåå êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ ãðàôîâ, ñîäåðæà-
ùèõ ïîíÿòèÿ è ýëåìåíòû êóðñà, äîñòèãàåò íåñêîëüêèõ òûñÿ÷, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ýôôåêòèâíîé
ðàáîòû ó÷àùåãîñÿ ñ ðàçðàáîòàííûìè èíñòðóìåíòàìè íà ãðàôè÷åñêîé êàíâå íå äîëæíî áûòü
áîëåå 10�50 îáúåêòîâ.

Äëÿ âèçóàëèçàöèè áûëè èñïîëüçîâàíû âèçóàëüíûå ñõåìû, ðåàëèçóþùèå â ñåáå ñðåäñòâà
ðàáîòû ñ ãðàôàìè. Îíè ÿâëÿþòñÿ èíòåðôåéñîì ìåæäó ó÷àùèìñÿ è ñèñòåìîé. Ñ èõ ïîìîùüþ
ó÷àùèéñÿ èëè ÷åëîâåê, ñîçäàþùèé ïðåäìåòíóþ îáëàñòü, ìîãóò îñóùåñòâëÿòü ðàáîòó ïî èññëå-
äîâàíèþ ìàòåðèàëà, âûñòðàèâàíèþ â íåì ñâÿçåé, ïîèñêó.

6.1 Ìîäåëü ó÷àùåãîñÿ

Ðàáîòà ñ êîìïîíåíòàìè ñèñòåìû, âõîäÿùèìè â ìîäåëü ó÷àùåãîñÿ, ðåàëèçîâàíà ïðè ïîìîùè
äâóõ âèçóàëèçàöèîííûõ ñõåì: ãðàôà ïîíÿòèé ìîäåëè ó÷àùåãîñÿ è ãðàôà ìåòàìîäåëè.

Ãðàô ïîíÿòèé ìîäåëè ó÷àùåãîñÿ ïîçâîëÿåò äîáàâëÿòü ïîíÿòèÿ èç èíäåêñà ó÷åáíûõ êóðñîâ
è âûñòðàèâàòü ìåæäó íèìè íàïðàâëåííûå ñâÿçè. Ñâÿçü ìåæäó ïîíÿòèÿìè èíòåðïðåòèðóåòñÿ
êàê îáîáùåíèå èëè àññîöèàöèÿ.
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Ãðàô ìåòàìîäåëè ñîäåðæèò çàãðóæåííûå â ìîäåëü ó÷àùåãîñÿ êóðñû. Ïîääåðæèâàåòñÿ âîç-
ìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ñâÿçåé ìåæäó íèìè, êîòîðûå èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñèñòåìîé êàê ìîäåëè-
ðóþùèå ëîêàëüíóþ èåðàðõèþ â ðàìêàõ îïðåäåëåííîé òî÷êè ìåòàìîäåëè. ×åì âûøå ïî ýòèì
ñâÿçÿì íàõîäèòñÿ êóðñ, òåì îí ìåíåå êîíêðåòåí. Òî åñòü ñàìûìè íèæíèìè âåðøèíàìè äîëæíû
ÿâëÿòüñÿ çàäà÷íèêè è ó÷åáíèêè, ïîäðîáíî îïèñûâàþùèå êîíêðåòíóþ îáëàñòü çíàíèÿ.

6.2 Àâòîðñêèå êóðñû

Ãëàâíîå îêíî ïðîãðàììû ðåàëèçóåò èíòåðôåéñ äîñòóïà ê ó÷åáíîìó êóðñó, ïîçâîëÿÿ îñóùå-
ñòâëÿòü ïðîñìîòð èíäåêñà ïîíÿòèé, ýëåìåíòîâ òåêñòà è ïîíÿòèé èíäåêñà, àññîöèèðîâàííûõ ñ
íèìè. Ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü ïåðåõîäà íà îïðåäåëåííûé ýëåìåíò òåêñòà. Êðîìå ýòîãî,
åñòü âîçìîæíîñòü èçìåíÿòü ïîëîæåíèå ó÷åáíîãî êóðñà â ðàìêàõ ìåòàìîäåëè ïðåäìåòíîé îáëà-
ñòè. Ãëàâíàÿ çàäà÷à, ðåàëèçóåìàÿ â ðàìêàõ äàííîé ôóíêöèîíàëüíîñòè, � îáåñïå÷åíèå ðàáîòû
ñ ïîíÿòèåì.

Îñíîâíîé ñõåìîé ÿâëÿåòñÿ ãðàô ïîíÿòèé êóðñà. Îí ïîçâîëÿåò âûñòðàèâàòü îòíîøåíèÿ ìåæ-
äó ïîíÿòèÿìè â ðàìêàõ êàê îäíîãî àâòîðñêîãî êóðñà, òàê è îïðåäåëåííîãî ìíîæåñòâà êóðñîâ.
Ñâÿçè ìîãóò áûòü ñëåäóþùèõ òèïîâ:

• ýêâèâàëåíòíîñòü (íåíàïðàâëåííàÿ);

• àâòîðñêàÿ èåðàðõè÷åñêàÿ ñâÿçü (íàïðàâëåííàÿ);

• ïðåäñòàâëåíèå ó÷àùåãîñÿ (íàïðàâëåííàÿ).

Äëÿ ðåàëèçàöèè îïåðàöèè, îáåñïå÷èâàþùèé ïðåäñòàâëåíèå ñâÿçíîñòè ìàòåðèàëà, áûëè ðàç-
ðàáîòàíû àâòîìàòè÷åñêèå ãåíåðàòîðû âíóòðåííåé ñòðóêòóðû:

• Àâòîðñêàÿ ñòðóêòóðà: äîáàâëÿåò ñâÿçü ìåæäó ïîíÿòèÿìè â ñëó÷àå, åñëè â êóðñå ñóùå-
ñòâóåò ýëåìåíò òåêñòà ê êîòîðîìó îòíîñÿòñÿ îáà ïîíÿòèÿ.

• Êëàñòåðèçàöèÿ: èç àâòîðñêîé ñòðóêòóðû óäàëÿþòñÿ ïîíÿòèÿ ñ î÷åíü áîëüøèì êîëè÷å-
ñòâîì ñâÿçåé. Èç îñòàâøèõñÿ âåðøèí ïðè ïîìîùè ìåòîäà èåðàðõè÷åñêîé êëàñòåðèçàöèè
âûäåëÿåòñÿ N êëàñòåðîâ.

• Ñâÿçü ñ ìîäåëüþ ó÷àùåãîñÿ: îñòàâëÿåò ëèøü òå ïîíÿòèÿ, êîòîðûå âõîäÿò â ìîäåëü ó÷à-
ùåãîñÿ èëè íàïðÿìóþ ñâÿçàíû ñ íèìè.

Äëÿ óìåíüøåíèÿ êîëè÷åñòâà îáúåêòîâ áûë ïîñòðîåí ìåõàíèçì ôèëüòðàöèè. Ôèëüòðàöèÿ
ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ïî ìèíèìàëüíîìó êîëè÷åñòâó ñâÿçåé â ãðàôå è øàáëîíó òåêñòà.

Êðîìå ýòîãî ñóùåñòâóþò êàðòà êóðñà è ñõåìà ñ ãðàôîì ýëåìåíòîâ òåêñòà, ïîçâîëÿþùèå
ìîäåëèðîâàòü ñâÿçè íà ìíîæåñòâàõ ïðèìåð-ïðîáëåì è ýëåìåíòîâ òåêñòà ñîîòâåòñòâåííî.

Ãðàô ýëåìåíòîâ ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü ñ ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðîé êóðñà. Îí íàõîäèòñÿ â öå-
ëîñòíîì ñîñòîÿíèè îòíîñèòåëüíî ãðàôà ïîíÿòèé. Â íåì ñóùåñòâóþò ñâÿçè äâóõ òèïîâ:

• àâòîðñêàÿ èåðàðõè÷åñêàÿ ñâÿçü (íàïðàâëåííàÿ);

• ïðåäñòàâëåíèå ó÷àùåãîñÿ (íàïðàâëåííàÿ).

Êàðòà êóðñà ïîêàçûâàåò êóðñ èëè ìîäåëü ó÷àùåãîñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ îáðàçóþùèõ èõ ïðèìåð-
ïðîáëåì. Ñâÿçè ñîîòâåòñòâóþò âõîäÿùèì â ïðèìåð-ïðîáëåìû ïîíÿòèÿì.

6.3 Ïîèñê

Ïîèñê ðåàëèçîâàí â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëüíîñòè îêíà ãëàâíîé ïðîãðàììû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
âûïîëíèòü ïîèñêîâûé çàïðîñ ê ñèñòåìå ïîëüçîâàòåëü, â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì, äîëæåí:

1. âûáðàòü àáñòðàêòíóþ-ïðèìåð ïðîáëåìó èëè êóðñ;
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2. îòðåäàêòèðîâàòü ãðàô ïîíÿòèé ìîäåëè ó÷àùåãîñÿ;

3. âûïîëíèòü çàïðîñ.

Ïîñëå ýòîãî ñèñòåìà ìîæåò ñôîðìèðîâàòü äëÿ íåãî ðåçóëüòàòû çàïðîñà, ñôîðìóëèðîâàííûå
â âèäå íîâîãî ¾êóðñà¿, êîòîðûé ìîæíî óâèäåòü â ñïèñêå èñïîëüçóåìûõ êóðñîâ.

Ìåõàíèçì ïîèñêà ïîçâîëÿåò óâåëè÷èòü ýôôåêòèâíîñòü íàõîæäåíèÿ ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà
äëÿ íåôîðìàëèçîâàííûõ öåëåé ó÷àùåãîñÿ.

7 Ïåðñïåêòèâû

Â ïðîöåññå ýâîëþöèè îáó÷àþùåé ñèñòåìû êîëè÷åñòâî ìàêðî-îïåðàöèé äîëæíî óâåëè÷è-
âàòüñÿ. Òîíêàÿ ðó÷íàÿ íàñòðîéêà ìàòåðèàëà äëÿ âûïîëíåíèÿ ýôôåêòèâíîãî ïîèñêà ïîêàçàëà
ñâîþ íåýôôåêòèâíîñòü â ðàìêàõ ðàáîòû ñ î÷åíü áîëüøèì êîëè÷åñòâîì îáúåêòîâ. Â õîäå òå-
ñòèðîâàíèÿ íà ïÿòè ðàçëè÷íûõ àâòîðñêèõ êóðñàõ áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ
òåêñòà îäíîãî êóðñà îãðàíè÷åíî ñâåðõó 2000�3000, à êîëè÷åñòâî ïîíÿòèé ñîñòàâëÿåò 200�500.

Ìåõàíèçì ïîèñêà äîëæåí îáðàáàòûâàòü ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè
î ñòóäåíòå, åãî èñïîëüçóþùåì. Âîçìîæíûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàöèÿ êîíöåïöèè àòîìàð-
íûõ áàéåñîâñêèõ ñåòåé [6] â ìîäåëü ó÷àùåãîñÿ.

Õîðîøèì àðõèòåêòóðíûì ðåøåíèåì àâòîðó âèäèòñÿ èñïîëüçîâàíèå ðàñïðåäåëåííîé ñðåäû
äëÿ õðàíåíèÿ äîêóìåíòîâ, ãäå â êà÷åñòâå òðàíñïîðòà èñïîëüçîâàëñÿ áû óæå ñòàâøèé äîñòà-
òî÷íî ïîïóëÿðíûì (åãî ïîääåðæèâàþò îêîëî äåñÿòè ñèñòåì) â ðàçðàáîòêå ñèñòåì e-learning
èíòåðôåéñ SQI [7].

Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî ïîíèçèòü äåòàëüíîñòü îïèñàíèÿ èñõîäíûõ ó÷åáíûõ äàííûõ, îò-
äåëèâ îò íèõ ìåòàäàííûå îá èõ óñòðîéñòâå. Ýòî ïîçâîëèò èñïîëüçîâàòü áîëåå øèðîêèé êðóã
èñòî÷íèêîâ çíàíèé, à òàêæå ïîâûñèò ïåðåíîñèìîñòü è èíòåãðèðóåìîñòü ðàçðàáàòûâàåìîãî ðå-
øåíèÿ.
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Êàôåäðà Àëãîðèòìè÷åñêèõ ÿçûêîâ

1 Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ è ðàçðàáîòêè êðóïíûõ ïðîãðàììíûõ ïðîåêòîâ â
áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èñïîëüçóþòñÿ èíäóñòðèàëüíûå ÿçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðûå, êàê
ïðàâèëî, ÿâëÿþòñÿ îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûìè. Òàêèìè ÿçûêàìè, ê ïðèìåðó, ÿâëÿþòñÿ C++,
C#, Java.

Â òî æå âðåìÿ ïðè ðàçðàáîòêå ïîäîáíûõ ïðîåêòîâ ìîãóò âîçíèêàòü ðàçíîîáðàçíûå ïîäçà-
äà÷è, äëÿ êîòîðûõ ïðèìåíåíèå òðàäèöèîííûõ ÿçûêîâ íåýôôåêòèâíî ñ òî÷êè çðåíèÿ èñïîëü-
çîâàíèÿ òðóäà ïðîãðàììèñòà. Ïðèìåðàìè òàêèõ çàäà÷ ìîãóò ñëóæèòü çàäà÷è èñêóññòâåííî-
ãî èíòåëëåêòà, êîìïüþòåðíîé ëèíãâèñòèêè, çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè äåðåâüåâ,
ãðàôîâ, ìàòåìàòè÷åñêèõ ôîðìóë è ò. ï. Ïðè ýòîì îíè ìîãóò áûòü äîñòàòî÷íî õîðîøî ðåøåíû
ñðåäñòâàìè ÿçûêîâ ôóíêöèîíàëüíîãî èëè ëîãè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Íî ýòè ÿçûêè, â
ñâîþ î÷åðåäü, ëèáî ìåíåå óäîáíû äëÿ çàäà÷ îïèñàíèÿ ãðàôè÷åñêèõ èíòåðôåéñîâ, âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ñ îïåðàöèîííîé ñèñòåìîé, ëèáî îêàçûâàþòñÿ íåäîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûìè ïî âðåìåíè
ðàáîòû èëè ðàñõîäó ïàìÿòè. Îäíèì èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê ðàçðàáîòêå ñëîæíûõ ïðîãðàìì-
íûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííîå èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷íûõ ÿçûêîâûõ ñðåäñòâ è ðàçëè÷íûõ
ïàðàäèãì ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Planner ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ èñêóññòâåí-
íîãî èíòåëëåêòà. Ýòîò ÿçûê áûë ðàçðàáîòàí Êàðëîì Õüþèòòîì â Ëàáîðàòîðèè èñêóñòâåííîãî
èíòåëëåêòà Ìàññà÷óñåòñêîãî Òåõíîëîãè÷åñêîãî Èíñòèòóòà, ïåðâûå ïóáëèêàöèè î íåì ïîÿâè-
ëèñü â 1969 ã. [1]

Ýòîò ÿçûê âêëþ÷àåò â ñåáÿ â êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâà ìîäèôèêàöèþ ÿçûêà Ëèñï, ðàñøèðÿÿ
åãî âîçìîæíîñòÿìè àíàëèçà äàííûõ ïî îáðàçöàì, ïîèñêà ñ âîçâðàòàìè, ðàáîòû ñî âñòðîåííîé
áàçîé äàííûõ, äåäóêòèâíûì ìåõàíèçìîì.

Òàêèì îáðàçîì, Planner îðèåíòèðîâàí íà çàäà÷è îáðàáîòêè ñèìâîëüíîé èíôîðìàöèè, ðå-
øàåìûå ìåòîäàìè ïåðåáîðà è äåäóêòèâíûõ âûâîäîâ. ßçûê ÿâëÿåòñÿ óäîáíûì ñðåäñòâîì äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷ èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà, òàêèõ, êàê ïëàíèðîâàíèå äåéñòâèé ðîáîòà, äîêàçà-
òåëüñòâî òåîðåì, âîïðîñíî-îòâåòíûå ñèñòåìû, ïîíèìàíèå åñòåñòâåííîãî ÿçûêà.

Äëÿ ðåàëèçàöèè áûë âûáðàí äèàëåêò, ðàçðàáîòàííûé íà êàôåäðå Àëãîðèòìè÷åñêèõ ÿçû-
êîâ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ è ïîëó÷èâøèé íàçâàíèå Ïëýíåð [7], [9]. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
íåêîòîðîå óïðîùåíèå îðèãèíàëüíîãî âàðèàíòà ÿçûêà. Â ÷àñòíîñòè, â íåì îòñóòñòâóþò ïàðàë-
ëåëüíûå ïðîöåññû, èçìåíåí ñèíòàêñèñ ðÿäà âñòðîåííûõ ïðîöåäóð, îãðàíè÷åíî èñïîëüçîâàíèå
ñîïîñòàâèòåëåé � ïðîöåäóð, îñóùåñòâëÿþùèõ ðàñøèðåííîå ñîïîñòàâëåíèå ñ îáðàçöîì. Òàêèå
èçìåíåíèÿ óïðîùàþò ÿçûê è ïîçâîëÿþò åãî ýôôåêòèâíåå ðåàëèçîâûâàòü è èñïîëüçîâàòü, íî
ïðàêòè÷åñêè íå ñóæàþò îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ÿçûêà.

2 Ìåòîä íåïîñðåäñòâåííîé èíòåãðàöèè è áèáëèîòåêà InteLib

Îáúåäèíåíèå ðàçëè÷íûõ ñòèëåé ïðîãðàììèðîâàíèÿ âîçìîæíî, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ìå-
òîäà íåïîñðåäñòâåííîé èíòåãðàöèè [3]. Ñîãëàñíî ýòîìó ìåòîäó â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ñðåäñòâà
ðàçðàáîòêè ïðîåêòà âûáèðàåòñÿ îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûé ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïðåäî-
ñòàâëÿþùèé âîçìîæíîñòü ïåðåîïðåäåëåíèÿ ñèìâîëîâ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Ñåìàíòèêè
òðåáóåìûõ àëüòåðíàòèâíûõ ÿçûêîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ñïåöèôè÷íûå ïðåäìåòíûå îáëàñòè,
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êîòîðûå ìîäåëèðóþòñÿ ñðåäñòâàìè îñíîâíîãî ÿçûêà â âèäå îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûõ áèá-
ëèîòåê êëàññîâ. Ïðè ýòîì îïðåäåëÿþòñÿ ñïåöèàëüíûå ïîëüçîâàòåëüñêèå òèïû è íåêîòîðûå
èíôèêñíûå îïåðàöèè íàä íèìè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðîìîäåëèðîâàòü èçîáðàçèòåëüíûå ñðåäñòâà
âñïîìîãàòåëüíûõ ÿçûêîâ â âèäå àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèé áàçîâîãî.

Òàêèì îáðàçîì, ïîääåðæêà ôóíêöèîíàëüíîñòè âñïîìîãàòåëüíîãî ÿçûêà ðåàëèçóåòñÿ áèá-
ëèîòåêîé êëàññîâ, êîòîðóþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ íàïèñàíèÿ ÷àñòåé áîëüøîãî ïðîãðàììíî-
ãî ïðîäóêòà. Êîä, íàïèñàííûé ñ èñïîëüçîâàíèåì òàêîé áèáëèîòåêè, ïîëó÷àåòñÿ ñèíòàêñè÷åñêè
ïîõîæèì è ñåìàíòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûì êîäó íà âñïîìîãàòåëüíîì âñòðàèâàåìîì ÿçûêå, îñòà-
âàÿñü ïðè ýòîì ïðîãðàììîé íà îñíîâíîì ÿçûêå ðàçðàáîòêè ïðîåêòà.

Ìåòîä íåïîñðåäñòâåííîé èíòåãðàöèè ðåàëèçîâàí â ïðîåêòå InteLib [6], [4]. Â êà÷åñòâå îñíîâ-
íîãî ÿçûêà â áèáëèîòåêå InteLib âûáðàí ÿçûê C++. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ áèáëèîòåêà ïðåäî-
ñòàâëÿåò ïîääåðæêó ÿçûêîâ Lisp, Scheme, Refal. Áèáëèîòåêà ðåàëèçóåò S-âûðàæåíèÿ [10] êàê
ãåòåðîãåííûå ñòðóêòóðû äàííûõ [5] è ðàçâèòûå ñðåäñòâà ðàáîòû ñ íèìè.

Áàçîâûì êëàññîì áèáëèîòåêè ÿâëÿåòñÿ àáñòðàêòíûé êëàññ SExpression. Íà åãî îñíîâå ïî-
ñòðîåíà èåðàðõèÿ íàñëåäîâàíèÿ, ìîäåëèðóþùàÿ S-âûðàæåíèÿ ðàçíûõ òèïîâ, íàïðèìåð, òî-
÷å÷íûå ïàðû (êëàññ SExpessionCons), öåëî÷èñëåííûå êîíñòàíòû (êëàññ SExpressionInt), ÷èñ-
ëà ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé (êëàññ SExpressionFloat), ñèìâîëû-ìåòêè (êëàññ SExpressionLabel)
è íåêîòîðûå äðóãèå. Â áèáëèîòåêå ðåàëèçîâàíû ¾óìíûå¿ óêàçàòåëè íà S-âûðàæåíèÿ (êëàññ
SReference) è ìåòîä ñ÷åò÷èêà ññûëîê äëÿ ñáîðêè ìóñîðà.

Äëÿ ðåàëèçàöèè âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè ÿçûêà Ïëýíåð â ðàìêàõ áèáëèîòåêè InteLib áûëè
ðàçðàáîòàíû ñòðóêòóðû äàííûõ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ êîíñòðóêöèé ÿçûêà íà îñíîâå S-âûðàæåíèé
è ñ èõ ïîìîùüþ ðåàëèçîâàíû îñíîâíûå âîçìîæíîñòè ÿçûêà.

3 Îñîáåííîñòè ðåàëèçàöèè

3.1 Ñòðóêòóðû äàííûõ

Â Ïëýíåðå, êàê è â Ëèñïå, äëÿ èçîáðàæåíèÿ ïðîãðàìì è äàííûõ èñïîëüçóåòñÿ åäèíñòâåííûé
âèä êîíñòðóêöèé: âûðàæåíèÿ, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà àòîìàðíûå è ñïèñêîâûå. Â îòëè÷èå îò Ëèñïà
â Ïëýíåðå èñïîëüçóþòñÿ òðè òèïà ñïèñêîâ. Ñèíòàêñè÷åñêè îíè îòëè÷àþòñÿ ïî âèäó ñêîáîê,
êîòîðûìè îãðàíè÷åíû ýëåìåíòû. Ñïèñêè ñ êðóãëûìè ñêîáêàìè ïðèíÿòî íàçûâàòü L-ñïèñêàìè,
ñïèñêè ñ êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè�P-ñïèñêàìè, ñïèñêè ñ óãëîâûìè ñêîáêàìè� S-ñïèñêàìè.

Ïîñêîëüêó ñèíòàêñèñ L-ñïèñêîâ â Ïëýíåðå ñîâïàäàåò ñ ñèíòàêñèñîì ñïèñêîâ ÿçûêà
Ëèñï, äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ L-ñïèñêîâ èñïîëüçóåòñÿ èìåþùèéñÿ â áèáëèîòåêå InteLib êëàññ
SExpressionCons. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ äâóõ äðóãèõ òèïîâ ñïèñêîâ ââîäÿòñÿ äîïîëíèòåëüíûå
ñòðóêòóðû. P-ñïèñêè ïðåäñòàâëÿþòñÿ êëàññîì PlnExpressionCons. Âû÷èñëåíèå S-ñïèñêîâ îò-
ëè÷àåòñÿ îò P-ñïèñêîâ òîëüêî òåì, ÷òî ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ äîëæåí áûòü ïðè äàëüíåéøåì åãî
èñïîëüçîâàíèè ñåãìåíòèðîâàí. Àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì îáëàäàþò è ñåãìåíòíûå îáðàùåíèÿ ê
ïåðåìåííûì. Ïîýòîìó äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âñåõ ñåãìåíòèðîâàííûõ âûðàæåíèé áûëî ðåøåíî èñ-
ïîëüçîâàòü îáúåêòû îäíîãî îáùåãî êëàññà PlnExpressionSegmented. Îí ñîäåðæèò âíóòðè ñåáÿ
¾óìíûé¿ óêàçàòåëü íà ïðîñòóþ ôîðìó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðåäñòàâëÿåìîé ñåãìåíòíîé ôîðìå.

Â îñíîâå áèáëèîòåêè InteLib, êðîìå êëàññîâ èåðàðõèè S-âûðàæåíèé, ëåæèò êëàññ
SReference�¾óìíûé¿ óêàçàòåëü íà S-âûðàæåíèÿ. Îò íåãî áûë óíàñëåäîâàí êëàññ
PlnReference�¾óìíûé¿ óêàçàòåëü íà S-âûðàæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå îáúåêòàì Ïëýíåðà,
èìåþùèé ñïåöèàëüíûå ìåòîäû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëýíåðñêèõ ôîðì è ïðîâåðêè ñïèñêîâ ðàç-
ëè÷íûõ òèïîâ íà ïóñòîòó. Â íåì ïåðåãðóæåí îïåðàòîð ¾,¿, êîòîðûé òåïåðü èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
ñîçäàíèÿ ñïèñêîâ: ëåâûé îïåðàíä äîëæåí áûòü ñïèñêîì îäíîãî èç òðåõ òèïîâ, ê ýòîìó ñïèñêó
â õâîñò äîïèñûâàåòñÿ íîâûé ýëåìåíò � ïðàâûé îïåðàíä. Ïðè ýòîì äåéñòâèå îïåðàòîðà ¾,¿ ðàç-
ëè÷àåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò òèïà ëåâîé ÷àñòè, ÷òîáû ïîëó÷èòü êîððåêòíûå ïëýíåðñêèå ñïèñêè.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè îáúåêò list êëàññà PlnReference ÿâëÿåòñÿ ¾óìíûì¿ óêàçàòåëåì íà îáú-
åêò êëàññà PlnExpressionCons, ñîîòâåòñòâóùèé íåêîòîðîìó ñïèñêó â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, òî
ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèÿ âûðàæåíèÿ ÿçûêà Ñ++ (list, 5) ñòàíåò ñíîâà ¾óìíûé¿ óêàçàòåëü
íà ñïèñîê â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ.

Äëÿ áîëåå óäîáíîãî êîíñòðóèðîâàíèÿ ñïèñêîâ áûëè ââåäåíû äâà íîâûõ êëàññà:
PlnLListConstructor è PlnPListConstructor. Äëÿ íèõ ïåðåãðóæåí îïåðàòîð ¾|¿, êîòîðûé
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âîçâðàùàåò ñïèñîê â êðóãëûõ èëè êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ èç îäíîãî ýëåìåíòà � ñâîåãî ïðàâî-
ãî îïåðàíäà. Êðîìå òîãî, â êëàññå PlnReference ïåðåãðóæåí îïåðàòîð ¾!¿, ñåãìåíòèðóþùèé
åãî.

Â Ïëýíåðå èäåíòèôèêàòîðû âû÷èñëÿþòñÿ ñàìè â ñåáÿ, à äëÿ îáðàùåíèÿ ê ëîêàëüíûì è
ãëîáàëüíûì ïåðåìåííûì èñïîëüçóþòñÿ øåñòü òèïîâ ïðåôèêñîâ. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ èäåíòè-
ôèêàòîðîâ áûë ñîçäàí êëàññ PlnExpressionLabel, îáúåêòû êîòîðîãî õðàíÿò â ñåáå èìÿ èäåíòè-
ôèêàòîðà è çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåé êîíñòàíòû èëè ôóíêöèè. Ýòè æå îáúåêòû ñâÿçûâàþòñÿ
ñî çíà÷åíèÿìè ëîêàëüíûõ ïåðåìåííûõ â ëåêñè÷åñêîì êîíòåêñòå. Êëàññû äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
îáðàùåíèé ê ïåðåìåííûì ÿâëÿþòñÿ ¾îáåðòêàìè¿ PlnExpressionLabel è ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî
ñïîñîáîì âû÷èñëåíèÿ.

Êëàññ PlnSymbol ÿâëÿåòñÿ ¾óìíûì¿ óêàçàòåëåì íà PlnExpressionLabel è áûë ââåäåí ðàäè
ïåðåãðóæàåìûõ â íåì îïåðàöèé. Càì ïî ñåáå îáúåêò ýòîãî êëàññà ñîîòâåòñòâóåò èäåíòèôè-
êàòîðó ÿçûêà Ïëýíåð, à óíàðíûå îïåðàöèè ¾-¿, ¾~¿ è ¾*¿, ïðèìåíåííûå ê íåìó, âîçâðàùàþò
îáúåêòû êëàññîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå îáðàùåíèÿì ê ïåðåìåííûì ñ ïðåôèêñàìè ¾:¿, ¾.¿ è ¾*¿.
Çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ îïåðàòîðà ¾!¿ äëÿ ïîñëåäóþùåãî ñåãìåíòèðîâàíèÿ îáðàùåíèÿ ê ïå-
ðåìåííîé âûðàæåíèÿ ÿçûêà C++ ïîëó÷àþòñÿ âíåøíå äîñòàòî÷íî ïîõîæèìè íà êîíñòðóêöèè
Ïëýíåðà.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñîçäàòü îáúåêòû L è P êëàññîâ PlnLListConstructor è
PlnPListConstructor ñîîòâåòñòâåííî è îáúåêòû êëàññà PlnSymbol äëÿ êàæäîãî èñïîëüçóåìîãî
â ïðîãðàììå èäåíòèôèêàòîðà, òî ìîæíî áóäåò ïðîâåñòè ñëåäóþùèå àíàëîãèè ìåæäó âûðàæå-
íèÿìè íà ÿçûêå Ñ++ è âûðàæåíèÿìè íà ÿçûêå Ïëýíåð:

Âûðàæåíèå C++ Âûðàæåíèå Ïëýíåðà
(L| 2, 3, 4) (2 3 4)
(L| 2, ~X, !~Y) (2 .X !.Y)
(P| EQ, 3, 4) [EQ 3 4]
(P| IS, (L| 2, *Y, 4), ~X) [IS (2 *Y 4) .X]
!(P| 2, 3, 4) <2 3 4>

3.2 Âû÷èñëåíèå âûðàæåíèé è ðåæèì âîçâðàòîâ

Â ÿçûêå Ïëýíåð ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü ðåæèìà âîçâðàòîâ (áýêòðåêèíãà): â ïðîãðàììå
ìîæíî ïîñòàâèòü ðàçâèëêó, îðãàíèçóþùóþ ïåðåáîð. Åñëè â äàëüíåéøåì âû÷èñëåíèå çàõîäèò
â òóïèê, òî âûðàáàòûâàåòñÿ íåóñïåõ, ïðîãðàììà ïîëíîñòüþ âîññòàíàâëèâàåò ñâîå ñîñòîÿíèå
íà ìîìåíò ðàçâèëêè, âûáèðàåò äðóãîé âàðèàíò âû÷èñëåíèé è ïðîäîëæàåò ñâîþ ðàáîòó. Òî
åñòü äëÿ ðåàëèçàöèè ðåæèìà âîçâðàòîâ íåîáõîäèìà âîçìîæíîñòü â ëþáîé ìîìåíò âîññòàíî-
âèòü ðàíåå ñîõðàíåííîå ñîñòîÿíèå ïðîãðàììû è ïðîäîëæèòü âû÷èñëåíèå ñ âîññòàíîâëåííîé
òî÷êè. Ïîýòîìó, â îòëè÷èå îò Ëèñïà, âû÷èñëåíèå âûðàæåíèé Ïëýíåðà íåëüçÿ ðåàëèçîâûâàòü
ðåêóðñèâíî.

Äëÿ èòåðàòèâíîãî âû÷èñëåíèÿ âûðàæåíèé áûëî ðåøåíî ïðîìîäåëèðîâàòü âû÷èñëåíèå ñ
ïîìîùüþ ìîäèôèöèðîâàííîãî ñòåêà ôóíêöèé, ñóùåñòâîâàâøåå â ðåàëèçàöèè Ïëýíåðà äëÿ ñè-
ñòåìû ÁÝÑÌ-6 [8]. Â ýòîé ðåàëèçàöèè ôðåéìû ôóíêöèé, óñòàíàâëèâàþùèõ òî÷êó ðàçâèëêè,
ïîìå÷àëèñü îñîáûì ñïîñîáîì, è íè îíè, íè ôðåéìû, ðàñïîëîæåííûå âûøå ïî ñòåêó, íå óäàëÿ-
ëèñü èç ñòåêà ïîñëå âîçâðàòà èç íèõ. Ïðè óñòàíîâêå ðàçâèëêè ñîõðàíÿëîñü ïîëíîå ñîñòîÿíèå
ïðîãðàììû íà òîò ìîìåíò, íå èñ÷åçàþùåå äàæå ïîñëå çàâåðøåíèÿ ôóíêöèè, óñòàíîâèâøåé
ðàçâèëêó. Ïðè äàëüøåéøåì âîçíèêíîâåíèè â ïðîãðàììå íåóñïåõà ïðîèñõîäèë ïåðåõîä íà ñó-
ùåñòâóþùèé ôðåéì, õðàíÿùèé ïðàâèëüíûé ëåêñè÷åñêèé êîíòåêñò è òî÷êó âîçâðàòà. Îòäåëüíî
õðàíèëèñü îáðàòíûå îïåðàòîðû, êîòîðûå äîëæíû áûëè áûòü âûïîëíåíû ïðè âîçâðàòå äëÿ âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ êîððåêòíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîãðàììû.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ òàêîãî âû÷èñëåíèÿ â ðàìêàõ áèáëèîòåêè êëàññîâ ÿçûêà C++ áûë ñî-
çäàí êëàññ PlnEvaluator, ïîëíîñòüþ îòâå÷àþùèé çà âû÷èñëåíèå âûðàæåíèé. Îí õðàíèò â
ñåáå óêàçàòåëü íà äâóñâÿçíûé ñïèñîê ôðåéìîâ ôóíêöèé, óêàçàòåëè íà òåêóùèé è ïîñëåäíèé
ôðåéìû ýòîãî ñïèñêà, ñïèñîê ðàçâèëîê, ñâÿçàííûõ ñ äàííûì ñòåêîì è ðåçóëüòàò ïîñëåäíåãî
âû÷èñëåíèÿ (óñïåøíûé ëèáî íåóñïåøíûé).
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Êàæäûé ôðåéì ñîäåðæèò â ñåáå âû÷èñëÿåìîå âûðàæåíèå, ëåêñè÷åñêèé êîíòåêñò, ìàññèâ
äëÿ õðàíåíèÿ âû÷èñëåííûõ àðãóìåíòîâ ôóíêöèé è àäðåñ âîçâðàòà, êîòîðûé ìîæåò íå ñîâïà-
äàòü ñ àäðåñîì ïðåäûäóùåãî ôðåéìà, ïîñêîëüêó íåêîòîðûå óæå çàâåðøèâøèåñÿ ôðåéìû íå
óäàëÿþòñÿ èç ñòåêà.

Ïðè ðåàëèçàöèè ïåðåáîðà íåêîòîðûå ó÷àñòêè ïðîãðàììû ìîãóò âû÷èñëÿòüñÿ íåñêîëüêî
ðàç, òî åñòü êàæäàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà óìåòü ïðîäîëæàòü ñâîå âû÷èñëåíèå ñ êîíêðåòíîé òî÷êè,
íåçàâèñèìî îò òîãî, ñêîëüêî àðãóìåíòîâ óæå áûëî âû÷èñëåíî. Äëÿ ýòîãî ôðåéì ôóíêöèè õðà-
íèò ÷èñëî � íîìåð ïàðàìåòðà, êîòîðûì ýòî âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ. Ïðè âû÷èñëåíèè àðãóìåíòîâ
ôóíêöèè èëè ýëåìåíòîâ ñïèñêà äëÿ êàæäîãî i-ãî ýëåìåíòà ñîçäàåòñÿ íîâûé ñòåêîâûé ôðåéì,
è åìó íà õðàíåíèå ïåðåäàåòñÿ ÷èñëî i. Êîãäà ôðåéì âîçâðàùàåò óïðàâëåíèå âûðàæåíèþ, ñî-
çäàâøåìó åãî, îí, êðîìå ðåçóëüòàòà ñâîåãî âû÷èñëåíèÿ, âîçâðàùàåò è ýòî ÷èñëî. Èçìåíÿÿ ýòî
÷èñëî ïðè âîçâðàòå ê ôðåéìó ïî íåñóïåõó, ìîæíî çàñòàâèòü ôóíêöèþ ïîâòîðíî âû÷èñëèòü
êàêîé-òî åå àðãóìåíò.

Ðàáîòà ñ ðàçâèëêàìè îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç êëàññ PlnEvaluator, ïîçâîëÿþùèé äîáàâèòü
ðàçâèëêó, ñîîòâåòñòâóþùóþ òåêóùåìó âû÷èñëÿåìîìó ôðåéìó, èëè óäàëèòü ïîñëåäíþþ ðàç-
âèëêó. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå àêòèâíîé ðàçâèëêîé ñòàíîâèòñÿ ïðåäûäóùàÿ, è ïðè âîçíèêíîâåíèè
íåóñïåõà óïðàâëåíèå áóäåò ïåðåäàíî åå ôðåéìó.

Ïðè îòêàòå ïî íåóñïåõó ïðîãðàììà äîëæíà ïîëíîñòüþ âîññòàíîâèòü ñâîå ñîñòîÿíèå, ñî-
õðàíåííîå ïðè óñòàíîâêå ïîñëåäíåé ðàçâèëêè. Ïðè ýòîì âîññòàíîâëåíèå âû÷èñëÿåìîãî âûðà-
æåíèÿ, åãî àäðåñà âîçâðàòà è íîìåðà ïàðàìåòðà, êîòîðûé îíî äîëæíî áóäåò âåðíóòü ðîäè-
òåëüñêîìó ôðåéìó, îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷åò òîãî, ÷òî íóæíûé ôðåéì íå óäàëÿåòñÿ èç ñòåêà. Íî
çíà÷åíèÿ ëîêàëüíûõ è ãëîáàëüíûõ ïåðåìåííûõ ìîãëè áûòü èçìåíåíû íà íåóñïåøíîé âåòâè âû-
÷èñëåíèÿ. Ïîýòîìó âñå äåéñòâèÿ ïðîãðàììû íà íåóñïåøíîì ïóòè çàïîìèíàþòñÿ, è ïðè îòêàòå
âûïîëíÿþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûå äåéñòâèÿ. Â êàæäîì îáúåêòå êëàññà PlnStackFork õðàíèòñÿ
ñïèñîê îáðàòíûõ îïåðàòîðîâ �äåéñòâèé, êîòîðûå äîëæíû áûòü âûïîëíåíû ïðè îòêàòå ê ýòîé
ðàçâèëêå. Ïðè âîçâðàòå ê ðàçâèëêå íåîáõîäèìî ïåðåáðàòü ýëåìåíòû ñïèñêà è ïîñëåäîâàòåëüíî
âîññòàíîâèòü ñòàðûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, õðàíÿùèåñÿ â íèõ.

Ïðè òàêîé ðåàëèçàöèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ âûðàæåíèÿ ÿçûêà Ïëýíåð, çàïèñàííîãî â âèäå êîí-
ñòðóêöèé ÿçûêà Ñ++, â ïðîãðàììå äîëæåí áûòü ñîçäàí îáúåêò êëàññà PlnEvaluator, ñîîò-
âåòñòâóþùèé ñòåêó ôðåéìîâ ôóíêöèé. Ïðè âûçîâå ìåòîäà Evaluate ýòîãî êëàññà ñ íóæíûì
âûðàæåíèåì, ïðåäñòàâëåííûì îáúåêòîì êëàññà PlnReference, â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà, â ñïèñêå
ñîçäàåòñÿ íîâûé ôðåéì, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó âûðàæåíèþ, è íà÷èíàåòñÿ öèêëè÷åñêîå âû-
÷èñëåíèå ôðåéìîâ ñòåêà. Ïîñêîëüêó â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ âîçìîæíî ñîçäàíèå íîâûõ è óäà-
ëåíèå îòðàáîòàâøèõ ôðåéìîâ, òî öèêë áóäåò ðàáîòàòü, ïîêà èç ñòåêà íå áóäåò óäàëåí ôðåéì
èñõîäíîãî âûðàæåíèÿ, âûäàâ êîíå÷íûé ðåçóëüòàò. Ïðè ýòîì ìåòîä Evaluate íèêîãäà íå áóäåò
âûçâàí ðåêóðñèâíî.

Ïðè âû÷èñëåíèè âûðàæåíèÿ, íàõîäÿùåãîñÿ â íåêîòîðîì ñòåêîâîì ôðåéìå, èñïîëüçóþòñÿ
ðåçóëüòàò ïîñëåäíåãî âû÷èñëåíèÿ, êîëè÷åñòâî âû÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ (ïðè íîðìàëüíîì õîäå
âû÷èñëåíèÿ áåç ðàçâèëîê îíî ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì ïîïûòîê âû÷èñëåíèÿ äàííîãî ôðåéìà),
çíà÷åíèÿ âû÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ. Ñàìî âû÷èñëåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• L-ñïèñîê: åñëè êîëè÷åñòâî âû÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ ìåíüøå, ÷åì äëèíà ñïèñêà, òî â ñòåê
äîáàâëÿåòñÿ ôðåéì äëÿ âû÷èñëåíèÿ î÷åðåäíîãî ýëåìåíòà ñïèñêà, èíà÷å èç âû÷èñëåííûõ
çíà÷åíèé ôîðìèðóåòñÿ ðåçóëüòèðóþùèé ñïèñîê ñ ó÷åòîì âîçìîæíîé ñåãìåíòèðîâàííîñòè
ýëåìåíòîâ.

• P-ñïèñîê: ïåðâûì ýëåìåíòîì â íåì ìîæåò áûòü ëèáî èìÿ ôóíêöèè, ÿâëÿþùååñÿ èäåíòè-
ôèêàòîðîì, ëèáî îáðàùåíèå ê ïåðåìåííîé ñ ïðåôèêñîì ¾.¿ èëè ¾:¿. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
ñðàçó æå áåðåòñÿ çíà÷åíèå ïåðåìåííîé èç åå èäåíòèôèêàòîðà èëè ëåêñè÷åñêîãî êîíòåêñòà
ôðåéìà. Ïîëó÷åííûé òàêèì îáðàçîì èäåíòèôèêàòîð ñîäåðæèò çíà÷åíèå � îáúåêò êëàññà,
ïðåäñòàâëÿþùåãî ôóíêöèîíàëüíûå îáúåêòû. Äàëåå âû÷èñëåíèå çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî
ôóíêöèîíàëüíîãî îáúåêòà. Ïðè âû÷èñëåíèè ôóíêöèé ñîçäàþòñÿ íîâûå ñòåêîâûå ôðåéìû
äëÿ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå äîëæíû áûòü âû÷èñëåíû, ñîçäàåòñÿ íîâûé ëåêñè÷åñêèé êîí-
òåêñò, â êîòîðîì îñóùåñòâëÿåòñÿ ñâÿçûâàíèå ôîðìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñ ôàêòè÷åñêèìè, è
ëèáî äîáàâëÿåòñÿ íîâûé ôðåéì äëÿ òåëà ôóíêöèè, ëèáî âûçûâàåòñÿ ìåòîä, ñîäåðæàùèé
òåëî ôóíêöèè â âèäå êîäà íà C++.
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• ¾.¿-ïåðåìåííàÿ: âîçâðàùàåòñÿ S-âûðàæåíèå, ñâÿçàííîå ñ ñîîòâåòñòâóþùèì åé èäåíòèôè-
êàòîðîì â ëåêñè÷åñêîì êîíòåêñòå, õðàíÿùåìñÿ â ôðåéìå âû÷èñëåíèÿ.

• ¾:¿-ïåðåìåííàÿ: âîçâðàùàåòñÿ S-âûðàæåíèå, õðàíÿùååñÿ âíóòðè èäåíòèôèêàòîðà, ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ïåðåìåííîé.

• Ñåãìåíòèðîâàííûå âûðàæåíèÿ íå ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû, ïîïûòêà èõ âû÷èñëåíèÿ âû-
çûâàåò îøèáêó.

• Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ òèïîâ S-âûðàæåíèé çíà÷åíèÿìè ÿâëÿþòñÿ îíè ñàìè.
Åñëè âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî òåêóùåìó ñòåêîâîìó ôðåéìó,

áûëî óñïåøíî çàâåðøåíî, òî âîçâðàùàåòñÿ ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ è ÷èñëî � íîìåð âû÷èñëåí-
íîãî ïàðàìåòðà, êîòîðûå çàòåì ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèì âû÷èñëÿåìûì ôðåéìîì.
Çàòåì âûïîëíÿåòñÿ ïðîâåðêà, ìîæíî ëè óäàëÿòü âû÷èñëåííûé ôðåéì èç ñòåêà, è åñëè íèæå
íåãî íå áûëî ôðåéìîâ ñ ðàçâèëêàìè, òî îí óäàëÿåòñÿ. Òåêóùèì ñòàíîâèòñÿ ôðåéì, íàõîäèâ-
øèéñÿ â àäðåñå âîçâðàòà âû÷èñëèâøåãîñÿ.

Åñëè æå â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèÿ âûðàæåíèÿ âîçíèê íåóñïåõ, òî íèêàêîé ðåçóëüòàò íå
âîçâðàùàåòñÿ è ïðîèñõîäèò îòêàò ê ïîñëåäíåé ðàçâèëêå: åå ôðåéì ñòàíîâèòñÿ òåêóùèì, à âñå,
íàõîäÿùèåñÿ â ñòåêå ïîñëå íåãî, óäàëÿþòñÿ. Ïðè îòêàòå ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿþòñÿ âñå
ñîõðàíåííûå îáðàòíûå îïåðàòîðû, êîòîðûå çàòåì óäàëÿþòñÿ.

3.3 Ñîïîñòàâëåíèå âûðàæåíèÿ ñ îáðàçöîì

Â ÿçûêå Ïëýíåð ñîïîñòàâëåíèå áûâàåò äâóõ òèïîâ: âûðàæåíèÿ ñ îáðàçöîì è îáðàçöà ñ îá-
ðàçöîì. Ïåðâîå ñîïîñòàâëåíèå îáû÷íî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè âûçîâå ôóíêöèè IS èëè ïðè ïîèñêå
óòâåðæäåíèÿ â áàçå äàííûõ. Âòîðîå âîçíèêàåò òîëüêî ïðè âûçîâå òåîðåì ïî îáðàçöó.

Ïðè ñîïîñòàâëåíèè âûðàæåíèÿ ñ îáðàçöîì áûâàåò íåîáõîäèìî âûçûâàòü ôóíêöèè è ñî-
ïîñòàâèòåëè �ïðîöåäóðû, îñóùåñòâëÿþùèå ðàñøèðåííîå ñîïîñòàâëåíèå. Ïðè âû÷èñëåíèè
ôóíêöèé ìîãóò âîçíèêàòü íåóñïåõè, êîòîðûå äîëæíû áûòü îòñëåæåíû, è ñîçäàâàòüñÿ îáðàòíûå
îïåðàòîðû, ïðè÷åì ýòè îïåðàòîðû äîëæíû áûòü ñîõðàíåíû äàæå ïðè óäà÷íîì ñîïîñòàâëåíèè.
Ïîýòîìó ñîïîñòàâëåíèå ñ îáðàçöîì íåîáõîäèìî ðåàëèçîâûâàòü òîæå èòåðàòèâíî, ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ñòåêîâûõ ôðåéìîâ.

Ïðè ðåàëèçàöèè áûëè ââåäåíû íîâûå òèïû ñòåêîâûõ ôðåéìîâ, îòâå÷àþùèå çà ñîïîñòàâëå-
íèå âûðàæåíèÿ ñ îáðàçöîì. Ïðè ñîïîñòàâëåíèè âûðàæåíèÿ-ñïèñêà ñ îáðàçöîì, ñîäåðæàùèì
ñåãìåíòèðîâàííûå âûðàæåíèÿ, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïåðåáîðà ýëåìåíòîâ ñïèñêà, ÷òîáû
íàéòè ñåãìåíò, ñîîòâåñòâóþùèé ýëåìåíòó îáðàçöà. Ïîýòîìó äëÿ îïòèìèçàöèè ñîïîñòàâëåíèÿ
áûëî ðåøåíî èñïîëüçîâàòü äâà òèïà ôðåéìîâ: îäèí, âû÷èñëåíèå êîòîðîãî äîñòàòî÷íî ïðîñòî è
áûñòðî, äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ àòîìàðíûõ âûðàæåíèé, è âòîðîé, â êîòîðîì óæå ìîæåò âîçíèêàòü
ïåðåáîð, äëÿ L-ñïèñêîâ. Ñàì ïåðåáîð îðãàíèçîâàí íà îñíîâå ðåæèìà âîçâðàòîâ: åñëè âûáðàí-
íûé â êàêîé-òî ìîìåíò ñåãìåíò ñïèñêà ïðèâîäèò ê íåóäà÷íîìó ñîïîñòàâëåíèþ, â ïðîãðàììå
âîçíèêàåò íåóñïåõ, îñóùåñòâëÿåòñÿ âîçâðàò íà ôðåéì, âûáðàâøèé ýòîò ñåãìåíò, è ñîïîñòàâëå-
íèå ïðîäîëæàåòñÿ ñ óâåëè÷åííûì ñåãìåíòîì ñïèñêà.

Òàêîå ðåøåíèå íå âïîëíå êîððåêòíî, òàê êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ ÿçûêà ðåæèì âîçâðàòîâ è
ìåõàíèçì ñîïîñòàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñîâåðøåííî íåçàâèñèìûìè, íî îíî ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü
ñîïîñòàâëåíèå. Ïåðåáîð ýëåìåíòîâ ñïèñêà äîëæåí îñóùåñòâëÿòüñÿ â ðàìêàõ öèêëè÷åñêîãî âû-
÷èñëåíèÿ ñòåêîâûõ ôðåéìîâ, ïîýòîìó, åñëè íå èñïîëüçîâàòü èìåþùóþñÿ ðåàëèçàöèþ ðåæè-
ìà âîçâðàòîâ, ïîòðåáîâàëîñü áû ñîçäàòü ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íûé åìó ìåõàíèçì ïåðåáîðà, òî
åñòü çàäóáëèðîâàòü ôóíêöèîíàëüíîñòü áåêòðåêèíãà, ëèáî èñïîëüçîâàòü ìåõàíèçì èñêëþ÷å-
íèé ÿçûêà Ñ++, ÷òî ñèëüíî óõóäøèëî áû ïðîèçâîäèòåëüíîñòü. Êðîìå òîãî, ãàðàíòèðóåòñÿ,
÷òî íåóñïåõ, âîçíèêøèé ïðè íåóäà÷íîì ïåðåáîðå, áóäåò îáðàáîòàí ôðåéìîì-ñîïîñòàâèòåëåì
èëè ôóíêöèåé, íà÷àâøåé îñóùåñòâëÿòü ñîïîñòàâëåíèå, òî åñòü ìåõàíèçìû âîçâðàòîâ è ñîïî-
ñòàâëåíèÿ îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè òîëüêî íà óðîâíå ðåàëèçàöèè, íî íå íà óðîâíå ñåìàíòèêè
ïðîãðàììû íà ÿçûêå Ïëýíåð.

Âî ôðåéìàõ, îñóùåñòâëÿþùèõ ñîïîñòàâëåíèå àòîìàðíûõ âûðàæåíèé, ìîæåò âîçíèêíóòü
îáðàùåíèå ê ôóíêöèè-ñîïîñòàâèòåëþ. Òàêîå îáðàùåíèå îáðàáàòûâàåòñÿ êàê âû÷èñëåíèå îáû÷-
íîé ôóíêöèè. Ðàçíèöà çàêëþ÷àåòñÿ òîëüêî â òîì, ÷òî äëÿ òåëà ôóíêöèè ñîçäàåòñÿ ôðåéì ñî-
ïîñòàâëåíèÿ, à íå âû÷èñëåíèÿ, è ê ñïèñêó ôàêòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè, êðîìå çíà÷åíèé,
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ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìàëüíûì ïàðàìåòðàì, äîáàâëÿåòñÿ âûðàæåíèå, ñâîéñòâà êîòîðîãî äîëæ-
íà ïðîâåðèòü ôóíêöèÿ-ñîïîñòàâèòåëü. Òî åñòü ôóíêöèÿì-ñîïîñòàâèòåëÿì âñåãäà ïåðåäàåòñÿ íå
ìåíüøå îäíîãî àðãóìåíòà, ÷òî îñîáåííî âàæíî ïðè ðåàëèçàöèè âñòðîåííûõ ñîïîñòàâèòåëåé íà
ÿçûêå C++.

3.4 Âñòðîåííàÿ áàçà äàííûõ

Âñòðîåííàÿ áàçà äàííûõ ÿçûêà Ïëýíåð ÿâëÿåòñÿ ïî ñóòè ïðîñòî íàáîðîì óòâåðæäåíèé (L-
ñïèñêîâ, ñîñòîÿùèõ èç àòîìîâ) ñ âîçìîæíîñòüþ âûáîðà òåõ èç íèõ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò
êîíêðåòíîìó îáðàçöó. Ïîýòîìó ïðè èìåþùåìñÿ ñîïîñòàâëåíèè âûðàæåíèÿ ñ îáðàçöîì ðåàëè-
çàöèÿ áàçû äàííûõ òðåáóåò òîëüêî íàïèñàíèÿ òðåõ îñíîâíûõ âñòðîåííûõ ôóíêöèé äëÿ ðàáî-
òû ñ íåé: äîáàâëÿþùåé íîâîå âûðàæåíèå â ìàññèâ óòâåðæäåíèé, óäàëÿþùåé âûðàæåíèå èç
ìàññèâà è ôóíêöèè ïîèñêà. Ôóíêöèÿ ïîèñêà ïî áàçå äàííûõ äîëæíà ïåðåáèðàòü âñå èìåþùè-
åñÿ óòâåðæäåíèÿ è ïîñëåäîâàòåëüíî ñîïîñòàâëÿòü èõ ñ çàäàííûì îáðàçöîì (äîáàâëÿòü â ñòåê
ôðåéì äëÿ òàêîãî ñîïîñòàâëåíèÿ). Ïðè óñïåøíîì ñîïîñòàâëåíèè îíà äîëæíà çàâåðøàòüñÿ,
ïðè íåóñïåøíîì� îòêàòûâàòü âñå èçìåíåíèÿ, êîòîðûå ìîãëè áûòü ñäåëàíû ïðè ïðåäûäóùåì
ñîïîñòàâëåíèè, è âûáèðàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Äëÿ îïòèìèçàöèè ïåðåáîðà óòâåðæåíèé èç áàçû äàííûõ, êîòîðûõ ìîæåò áûòü äî-
ñòàòî÷íî ìíîãî, ìàññèâ ñ íèìè õðàíèòñÿ â êëàññå-êîíòåéíåðå DataBase, èìåþùåì ìåòîä
SearchSimilar(pattern) äëÿ âûáîðà óòâåðæäåíèé, êîòîðûå ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü îáðàçöó.
Ýòîò êëàññ íå èìååò äîñòóïà ê ñòåêó âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé è ïîýòîìó íå ìîæåò îñóùåñòâèòü
ïîëíîå ñîïîñòàâëåíèå âûðàæåíèé ñ îáðàçöîì, íî îí ïðîèçâîäèò ÷àñòè÷íîå ñîïîñòàâëåíèå: ïðî-
âåðÿåò ñîîòâåòñòâèå äëèí îáðàçöà è óòâåðæäåíèÿ; åñëè â îáðàçöå çàäàíû àòîìû, òî ïðîâåðÿåòñÿ
íàëè÷èå ýòèõ àòîìîâ â óòâåðæäåíèè. Ïîñëå ïðîâåðêè òàêèõ ìÿãêèõ óñëîâèé ñïèñîê óòâåð-
æäåíèé ñîêðàùàåòñÿ, è âïîñëåäñòâèè òðåáóåòñÿ îñóùåñòâëÿòü ïîëíîå ñîïîñòàâëåíèå ìåíüøåãî
÷èñëà âûðàæåíèé.

3.5 Âûçîâ ïðîöåäóð ïî îáðàçöó

Â ÿçûêå Ïëýíåð ñóùåñòâóåò åùå îäèí âèä ïðîöåäóð�òåîðåìû. Îíè îòëè÷àþòñÿ îò îáû÷-
íûõ ôóíêöèé òåì, ÷òî âûçûâàþòñÿ íå ïî èìåíè, à ïî îáðàçöó, êîòîðûé èãðàåò ðîëü è èìåíè,
è íàáîðà ôîðìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Â ïðîãðàììå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íåñêîëüêî ïðîöåäóð ñ
îäèíàêîâûìè èëè ïîõîæèìè îáðàçöàìè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåáèðàòü èõ ïî î÷åðåäè, ïðèìåíÿÿ
òó, êîòîðàÿ ñóìååò íàéòè ðåøåíèå.

Ëþáàÿ òåîðåìà âû÷èñëÿåòñÿ òàê æå, êàê è âñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ PROG, òî åñòü ó íåå åñòü
ñïèñîê ëîêàëüíûõ ïåðåìåííûõ è òåëî � íàáîð ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿþùèõñÿ âûðàæåíèé.
Ïîýòîìó âû÷èñëåíèå óæå âûáðàííîé òåîðåìû ðåàëèçîâûâàåòñÿ äîâîëüíî ïðîñòî íà îñíîâå óæå
ââåäåííûõ êîíñòðóêöèé.

Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü ïðè ðåàëèçàöèè òåîðåì çàêëþ÷àåòñÿ â îðãàíèçàöèè ñîïîñòàâëåíèÿ
îáðàçöîâ ìåæäó ñîáîé. È âûçûâàþùèé îáðàçåö, è îáðàçåö òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ ïîëíîöåííûìè
îáðàçöàìè, ïîñêîëüêó, íàïðèìåð, è â îäíîì, è â äðóãîì ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ îáðàùåíèÿ, ìåíÿ-
þùèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ: â îäíîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòà ðàáîòû òåîðåìû, â äðóãîì�
äëÿ ïåðåäà÷è ïàðàìåòðîâ.

Ñîïîñòàâëåíèå îáðàçöîâ ìåæäó ñîáîé ÿâëÿåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøè-
ìîé çàäà÷åé [9]. Êàê ìèíèìóì, åñëè â êàæäîì îáðàçöå âñòðå÷àþòñÿ îáðàùåíèÿ ê ïðîöåäóðàì-
ñîïîñòàâèòåëÿì, òî èõ êîððåêòíîå ñîïîñòàâëåíèå àíàëîãè÷íî ïðîâåðêå ýêâèâàëåíòíîñòè àë-
ãîðèòìîâ. Åñëè çàïðåòèòü èñïîëüçîâàíèå ñîïîñòàâèòåëåé, òî âñå ðàâíî âîçíèêàþò ïðîáëåìû
èç-çà íàëè÷èÿ ñåãìåíòíûõ îáðàçöîâ. Ïîýòîìó îáû÷íî äëÿ ðåàëèçàöèè òàêîãî ñîïîñòàâëåíèÿ
íà îáðàçöû íàêëàäûâàþò îãðàíè÷åíèÿ.

Â îïèñàíèè ÿçûêà Planner [2] ýòà ïðîáëåìà ðåàëèçàöèè íèêàê íå ðåãëàìåíòèðóåòñÿ. Â äèà-
ëåêòå Ïëýíåð â îáðàçöàõ, ñîïîñòàâëÿåìûõ äðóã ñ äðóãîì, çàïðåùåíî èñïîëüçîâàòü îáðàùåíèÿ
ê ëþáûì ïðîöåäóðàì (è ôóíêöèÿì, è ñîïîñòàâèòåëÿì) è ñåãìåíòíûå îáðàçöû, ïðè ýòîì âëî-
æåííîñòü ñïèñêîâ è ïðîñòûå îáðàùåíèÿ ê ïåðåìåííûì íå îãðàíè÷èâàþòñÿ. Ýòîãî äîñòàòî÷íî
è äëÿ ðåøåíèÿ áîëüøèíñòâà çàäà÷, è äëÿ ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè.

Äðóãîé ïðîáëåìîé, âîçíèêàþùåé ïðè ñîïîñòàâëåíèè îáðàçöîâ, ÿâëÿåòñÿ îñóùåñòâëåíèå ñâÿ-
çûâàíèÿ ïåðåìåííûõ. Åñëè ñîïîñòàâëÿþòñÿ äâå ïåðåìåííûå, íè îäíà èç êîòîðûõ íå èìååò çíà-
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÷åíèÿ, ìåæäó íèìè äîëæíà âîçíèêíóòü ñâÿçü: åñëè â äàëüíåéøåì îäíà èç ýòèõ ïåðåìåííûõ
ïîëó÷èò çíà÷åíèå, òî ýòî çíà÷åíèå äîëæíî áûòü ïðèñâîåíî è äðóãîé ïåðåìåííîé. Áîëåå òîãî,
åñëè ïåðåìåííàÿ áåç çíà÷åíèÿ ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñî ñïèñêîì, ñðåäè ýëåìåíòîâ êîòîðîãî åñòü äðó-
ãàÿ ïåðåìåííàÿ, òî íà çíà÷åíèå ïåðâîé ïåðåìåííîé íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ. Íàïðèìåð,
åñëè ïðîèçâîäèòñÿ ñîïîñòàâëåíèå [MATCH *X (A *Y B)], òî íà ïåðåìåííóþ X áóäåò íàëîæåíî
îãðàíè÷åíèå, ÷òî åå çíà÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ñïèñêîì, ïåðâûé è òðåòèé ýëåìåíòû êîòîðîãî îïðåäå-
ëåíû, à âòîðîé äîëæåí áóäåò ñîâïàäàòü ñî çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé Y.

Ýòè îãðàíè÷åíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êàðêàñ çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé, ¾ïîëóôàáðèêàò¿
[8]. Åñëè ââåñòè íîâûå ñòðóêòóðû äàííûõ äëÿ õðàíåíèÿ ýòîãî ïîëóñôîðìèðîâàííîãî çíà÷å-
íèÿ, òî ìîæíî ñäåëàòü åãî íåäîñòóïûì ïîëüçîâàòåëþ ñèñòåìû, íî èñïîëüçîâàòü â ñîïîñòàâ-
ëåíèÿõ íàðàâíå ñ äðóãèìè âûðàæåíèÿìè. Ïðè ýòîì ïðîâåðêà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè îãðàíè÷å-
íèé íà çíà÷åíèå ïåðåìåííîé ñâîäèòñÿ ê ñîïîñòàâëåíèþ èìåþùåãîñÿ ó ïåðåìåííîé çíà÷åíèÿ-
¾ïîëóôàáðèêàòà¿ ñ íîâûì îãðàíè÷åíèåì.

Äëÿ ðåàëèçàöèè òàêèõ ¾ïîëóôàáðèêàòîâ¿ ââîäèòñÿ êëàññ PlnHalfFormed, ñîäåðæàùèé âíó-
òðè ñåáÿ ¾óìíûé¿ óêàçàòåëü íà êàêîå-ëèáî âûðàæåíèå. Åñëè â êàêîì-ëèáî îáúåêòå ýòîãî êëàññà
ýòîò óêàçàòåëü ïóñòîé, òî îáúåêò ñ÷èòàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì è ìîæåò âïîñëåäñòâèè ïîëó÷èòü
ëþáîå çíà÷åíèå. Åñëè æå óêàçàòåëü óêàçûâàåò íà âûðàæåíèå-ñïèñîê, òî ó ýòîãî ñïèñêà òîæå
ìîãóò áûòü íå îêîí÷àòåëüíî ñôîðìèðîâàííûå ýëåìåíòû. Ïðè ñîïîñòàâëåíèè ïåðåìåííûõ ïðî-
èçâîäèòñÿ ñîïîñòàâëåíèå òàêèõ ïîëóñôîðìèðîâàííûõ çíà÷åíèé. Ïðè ñîïîñòàâëåíèè ïåðåìåí-
íûõ, íå èìåþùèõ íè íàñòîÿùåãî, íè ïîëóñôîðìèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ, ñîçäàåòñÿ íîâûé îáúåêò
êëàññà PlnHalfFormed, êîòîðûé ñòàíîâèòñÿ çíà÷åíèåì îáåèõ ïåðåìåííûõ. Òàêèì îáðàçîì îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ñâÿçü ìåæäó íèìè. Åñëè æå ïðîãðàììå íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü íàñòîÿùåå çíà÷åíèå
ïåðåìåííîé, íàïðèìåð, ÿâëÿþùåéñÿ àðãóìåíòîì ôóíêöèè, òî ïðîâåðÿåòñÿ, óêàçûâàåò ëè óêà-
çàòåëü èç îáúåêòà êëàññà PlnHalfFormed íà ïîëíîñòüþ ñôîðìèðîâàííîå âûðàæåíèå, è åñëè äà,
òî çíà÷åíèå, ñâÿçàííîé ñ ïåðåìåííîé îáíîâëÿåòñÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîëóñôîðìèðîâàííûå çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü òîëüêî ó ëîêàëüíûõ ïå-
ðåìåííûõ, òàê êàê èñïîëüçîâàíèå ãëîáàëüíûõ ïåðåìåííûõ â ñîïîñòàâëåíèÿõ ïîëíîñòüþ ðàâíî-
ñèëüíî èñïîëüçîâàíèþ èõ çíà÷åíèé. Ãëîáàëüíûå ïåðåìåííûå íå ìîãóò ïîëó÷èòü èëè èçìåíèòü
ñâîå çíà÷åíèå íè ïðè êàêîì ñîïîñòàâëåíèè.

4 Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ áèáëèîòåêè

Ïîëó÷åííàÿ áèáëèîòåêà êëàññîâ ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ïðîãðàììó íà ÿçûêå Ïëýíåð â âèäå
íàáîðà âûðàæåíèé ÿçûêà C++ è âû÷èñëèòü åå. Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïðîãðàììû íà Ïëýíåðå,
êîòîðàÿ ââîäèò íîâûé ñîïîñòàâèòåëü, ïðîâåðÿþùèé, ÿâëÿåòñÿ ëè ñïèñîê ïàëèíäðîìîì:

[DEFINE PALYNDROM (KAPPA ()
[AUT () ; ëèáî ïóñòîé ñïèñîê

[LIST 1] ; ëèáî ñïèñîê èç îäíîãî ýëåìåíòà
[SAME (X) (*X <PALYNDROM> .X)] ; ëèáî ïàëèíäðîì

]
)]

[IS [PALYNDROM] (A 5 A)] ; -> T

Àíàëîãè÷íàÿ ïðîãðàììà íà ÿçûêå C++ ñ èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåêè:

// îáúåêò, îñóùåñòâëÿþùèé âû÷èñëåíèÿ
PlnEvaluator stack;

// îáúåêòû, êîíñòðóèðóþùèå ñïèñî÷íûå âûðàæåíèÿ
PlnLListConstructor L;
PlnPListConstructor P;

// èñïîëüçóåìûå â ïðîãðàììå èäåíòèôèêàòîðû
PlnSymbol PALYNDROM("PALYNDROM"), X("X"), A("A");
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stack.Evaluate(
(P| DEFINE, PALYNDROM, (L| KAPPA, ~L,

(P| AUT, ~L,
(P| LIST, 1),
(P| SAME, (L| X), (L| *X, !(P| PALYNDROM), ~X))

)
)));

PlnReference result = stack.Evaluate(
(P| IS, (P| PALYNDROM), (L| A, 5, A)));

Ïîñëå ðàáîòû ýòîé ïðîãðàììû ïåðåìåííàÿ result áóäåò ñîäåðæàòü â ñåáå S-âûðàæåíèå,
ñîîòâåòñòâóþùåå ñèìâîëó T.

Îáúåêòû êëàññà PlnSymbol äîëæíû ñîçäàâàòüñÿ äëÿ âñåõ èäåíòèôèêàòîðîâ, èìåþùèõñÿ â
ïðîãðàììå, êðîìå îïèñàííûõ â áèáëèîòåêå. Ê ïîñëåäíèì îòíîñÿòñÿ àòîìû T, LAMBDA, KAPPA,
ANTEC, CONSEQ è ERASING. Àòîì T ïîÿâëÿåòñÿ â áèáëèîòåêå êàê ðåçóëüòàò ðàáîòû ôóíêöèé,
âîçâðàùàþùèõ ëîãè÷åñêèå çíà÷åíèÿ. Îñòàëüíûå ïÿòü àòîìîâ èñïîëüçóþòñÿ ôóíêöèåé DEFINE
äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïà ñîçäàâàåìîé ïðîöåäóðû.

Ñèìâîëû DEFINE, IS, AUT, SAME, LIST ÿâëÿþòñÿ èìåíàìè âñòðîåííûõ ôóíêöèé è ñîïîñòàâè-
òåëåé è òîæå ââîäÿòñÿ â áèáëèîòåêå.

5 Âñïîìîãàòåëüíîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå

Ñîçäàííûå ñðåäñòâà êîíñòðóèðîâàíèÿ è âû÷èñëåíèÿ âûðàæåíèé ÿçûêà Ïëýíåð ïîçâîëÿ-
þò ðåàëèçîâàòü èíòåðàêòèâíûé èíòåðïðåòàòîð ÿçûêà. ßäðîì èíòåðïðåòàòîðà ÿâëÿåòñÿ êëàññ
IntelibPlnLoop, îñóùåñòâëÿþùèé îñíîâíîé öèêë ðàáîòû: ñ÷èòûâàíèå âûðàæåíèÿ èç ôàéëà
èëè ïîòîêà ñòàíäàðòíîãî ââîäà, âû÷èñëåíèå ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ ñ ïîìîùüþ îáúåêòà êëàñ-
ñà PlnEvaluator è âûâîä òåêñòîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòà íà ýêðàí.

Ñ÷èòûâàíèå âûðàæåíèÿ è åãî ëåêñè÷åñêèé è ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèç îñóùåñòâëÿþòñÿ
ñ ïîìîùüþ ñðåäñòâ, ïðåäîñòàâëÿåìûõ áèáëèîòåêîé InteLib. Â áèáëèîòåêå èìååòñÿ êëàññ
IntelibGenericReader, îòâå÷àþùèé çà ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèç ÿçûêîâ, îñíîâàííûõ íà S-
âûðàæåíèÿõ. Îí ìîæåò áûòü ïåðåïðîãðàììèðîâàí äëÿ êîíêðåòíîãî ÿçûêà ñ ó÷åòîì åãî îñîáåí-
íîñòåé. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðåàëèçàöèè ÷òåíèÿ âûðàæåíèé ÿçûêà Ïëýíåð îò ýòîãî êëàññà íàñëå-
äóåòñÿ êëàññ PlannerReader, â êîíñòðóêòîðå êîòîðîãî óêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñèìâîëîì êîììåíòàðèÿ
ÿâëÿåòñÿ ¾;¿; ñïèñêè ìîãóò áûòü îãðàíè÷åíû ñêîáêàìè âèäà (), [] è <> (äëÿ êàæäîãî òèïà ñêî-
áîê óêàçûâàåòñÿ êîíêðåòíàÿ ôóíêöèÿ, óìåþùàÿ ôîðìèðîâàòü èç îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ ñïèñêà
òðåáóåìûå ñòðóêòóðû äàííûõ); ïðåôèêñû ïåðåä èäåíòèôèêàòîðàìè äîëæíû ñôîðìèðîâàòü èç
íèõ îáðàùåíèÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì.

Áëàãîäàðÿ ïåðåãðóæåííûì îïåðàöèÿì è ââåäåííûì êëàññàì äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ ñïèñêîâ
ÿçûêà Ïëýíåð, âûðàæåíèÿ íà ÿçûêå C++ ÿâëÿþòñÿ ñèíòàêñè÷åñêè ïîõîæèìè íà âûðàæåíèÿ
Ïëýíåðà. Òåì íå ìåíåå, ñèíòàêñèñ äâóõ ÿçûêîâ îòëè÷àåòñÿ, è íåäîñòàòî÷íî ïðîñòî íàïèñàòü
ïîäïðîãðàììó íà ÿçûêå Ïëýíåð äëÿ âêëþ÷åíèÿ åå â áîëüøîé ïðîåêò. Åå íàäî ïåðåïèñàòü ñ
ó÷åòîì ñèíòàêñèñà ÿçûêà C++, ÷òî ìîæåò áûòü íåóäîáíî èç-çà áîëüøîãî êîëè÷åñòâà âñïîìî-
ãàòåëüíûõ ñèìâîëîâ.

Ïîýòîìó óäîáíûì ñðåäñòâîì ÿâëÿåòñÿ òðàíñëÿòîð ïðîãðàììû íà ÿçûêå Ïëýíåð â ìîäóëü íà
ÿçûêå C++. Ïðè òðàíñëÿöèè âûðàæåíèÿ Ïëýíåðà ïåðåâîäÿòñÿ â àíàëîãè÷íûå èì êîíñòðóê-
öèè, âäîáàâîê â ìîäóëü äîáàâëÿþòñÿ âñå íåîáõîäèìûå îáúÿâëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Ñîçäàþòñÿ
îáúåêòû êëàññà PlnEvaluator äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ âû÷èñëåíèÿ, êëàññîâ PlnPListConstructor
è PlnLListConstructor äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ ñïèñêîâ, êëàññà PlnSymbol äëÿ âñåõ èñïîëüçóå-
ìûõ â ïðîãðàììå èäåíòèôèêàòîðîâ.

Ìîäóëü íà ÿçûêå C++, ñîäåðæàùèé ïðîãðàììó ÿçûêà Ïëýíåð, ãåíåðèðóåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè
ýòèì òðàíñëÿòîðîì, íî òåì íå ìåíåå ìîæåò áûòü ïðî÷èòàí è ïîíÿò ÷åëîâåêîì, ïîñêîëüêó âû-
ðàæåíèÿ êîíñòðóèðóþòñÿ âñå òåìè æå óäîáíûìè ñèíòàêñè÷åñêèìè ñïîñîáàìè. Îí ìîæåò áûòü
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ïîäêëþ÷åí ê îñíîâíîìó ïðîåêòó íà ÿçûêå C++, à îñòàëüíûå ìîäóëè ýòîãî ïðîåêòà òðåáóþò
íàïèñàíèÿ ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà êîäà ñ èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåêè. Â áîëüøèíñòâå ñè-
òóàöèé áóäåò äîñòàòî÷íî íàïèñàòü íåñêîëüêî P-ñïèñêîâ ñ âûçîâàìè ôóíêöèé, ðåàëèçîâàííûõ
â ïðîãðàììå Ïëýíåðà, è ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò èõ ðàáîòû â âèäå S-âûðàæåíèé.

Òðàíñëÿòîð ñàì íàïèñàí íà ÿçûêå Ïëýíåð. Äëÿ åãî çàïóñêà ìîæíî èñïîëüçîâàòü îïèñàííûé
âûøå èíòåðïðåòàòîð. Ïðè ýòîì èç òåêñòà ñàìîãî òðàíñëÿòîðà òîæå ìîæíî ñîçäàòü ìîäóëü íà
ÿçûêå C++. Òàêèì îáðàçîì, çàïóñêàÿ òðàíñëÿòîð èç-ïîä èíòåðïðåòàòîðà è ïðèìåíÿÿ åãî ê
ñîáñòâåííîìó êîäó, ìîæíî ïîëó÷èòü ìîäóëü íà ÿçûêå C++.

Îñíîâíàÿ ïðîãðàììà, íàïèñàííàÿ íà C++, àíàëèçèðóåò ïåðåäàííûå åé ÷åðåç êîìàíäíóþ
ñòðîêó ïàðàìåòðû, ñðåäè êîòîðûõ, êðîìå èìåíè òðàíñëèðóåìîãî ôàéëà, ìîãóò áûòü óïðàâëÿ-
þùèå äèðåêòèâû, èíèöèàëèçèðóåò ìîäóëü òðàíñëÿòîðà è âûçûâàåò åãî îñíîâíóþ ôóíêöèþ,
ïåðåäàâàÿ åé â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà èìÿ ôàéëà.

Ðåçóëüòàòîì êîìïèëÿöèè îñíîâíîé ïðîãðàììû âìåñòå ñî ñãåíåðèðîâàííûì ìîäóëåì ÿâëÿ-
åòñÿ èñïîëíÿåìûé ôàéë, ÿâëÿþùèéñÿ òðàíñëÿòîðîì èç ÿçûêà Ïëýíåð â êîä íà ÿçûêå C++.
Ýòîò ôàéë ñ îäíîé ñòîðîíû èñïîëüçóåò êîä íà ÿçûêå Ïëýíåð äëÿ ñâîåé ðàáîòû, íî ñ äðóãîé �
ðàáîòàåò íàìíîãî áûñòðåå, ÷åì òðàíñëÿòîð, çàïóùåííûé èç-ïîä èíòåðïðåòàòîðà.

Ðàáîòà ñàìîãî òðàíñëÿòîðà ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ:
1. Ñ÷èòûâàíèå âûðàæåíèé ïðîãðàììû íà ÿçûêå Ïëýíåð, îäíîâðåìåííî ñ ýòèì ïðîèñõîäèò

îáðàáîòêà äèðåêòèâ.
2. Ïåðâûé ïðîõîä ïî ïðîãðàììå: èìåíà èäåíòèôèêàòîðîâ ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ ïðàâèëàìè çàìåíû ñèìâîëîâ, âñå èñïîëüçóåìûå â ïðîãðàììå èäåíòèôèêàòîðû
çàíîñÿòñÿ â îáùóþ òàáëèöó.

3. Ãåíåðàöèÿ çàãîëîâî÷íîãî ôàéëà. Â çàãîëîâî÷íîì ôàéëå ñîçäàåòñÿ êëàññ, èíêàïñóëèðóþ-
ùèé îáúÿâëåíèÿ ïåðåìåííûõ äëÿ èäåíòèôèêàòîðîâ ïðîãðàììû. Äëÿ êàæäîãî âûðàæåíèÿ
â êëàññå îáúÿâëÿåòñÿ îòäåëüíûé ìåòîä, â êîòîðîì è áóäåò ïðîèñõîäèòü åãî âû÷èñëåíèå.
Êîíñòðóêòîð ýòîãî êëàññà äîëæåí ïîî÷åðåäíî âûçâàòü ýòè ìåòîäû, âûïîëíèâ òàêèì îá-
ðàçîì âñþ ïðîãðàììó. Îáúÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ èíèöèàëèçàöèè ìîäóëÿ

4. Âòîðîé ïðîõîä: ãåíåðàöèÿ ôàéëà ðåàëèçàöèè. Âûðàæåíèÿ ÿçûêà Ïëýíåð ïðåîáðàçóþòñÿ
â ñîîòâåòñòâóþùèå èì êîíñòðóêöèè ÿçûêà C++. Êàæäîå âûðàæåíèå âû÷èñëÿåòñÿ îáú-
åêòîì êëàññà PlnEvaluator â ñîîòâåòñòâóþùåì åìó ìåòîäå. Ãåíåðèðóåòñÿ êîä äëÿ êîí-
ñòðóêòîðà êëàññà, âûçûâàþùåãî ìåòîäû äëÿ âñåõ âûðàæåíèé, è ôóíêöèè èíèöèàëèçàöèè
ìîäóëÿ. Ïðè âûçîâå ýòîé ôóíêöèè èç îñíîâíîé ïðîãðàììû áóäåò ñîçäàí îáúåêò êëàññà,
îïèñàííîãî âûøå, âûçâàí åãî êîíñòðóêòîð è âû÷èñëèòñÿ ïîäêëþ÷àåìàÿ ïðîãðàììà Ïëý-
íåðà.

Ïðè ïåðâîì ïðîõîäå ïî òåêñòó ïðîãðàììû òðàíñëÿòîðîì îñóùåñòâëÿåòñÿ çàìåíà èìåí èäåí-
òèôèêàòîðîâ, åñëè ýòî íåîáõîäèìî. Àëôàâèò ÿçûêà Ïëýíåð íàìíîãî øèðå àëôàâèòà ÿçûêà
C++. Ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî èäåíòèôèêàòîðà, èñïîëüçóåìîãî â ïðîãðàììå, äîëæíà ñóùåñòâî-
âàòü ïåðåìåííàÿ êëàññà PlnSymbol, èìÿ êîòîðîé äîëæíî ñîîòâåòñòâîâàòü ïðàâèëàì çàïèñè
èäåíòèôèêàòîðîì ÿçûêà C++. Òàê ÷òî äîïóñòèìûå â ïðîãðàììå íà Ïëýíåðå èìåíà =A+B=, *,
A+-, /Zzz äîëæíû áûòü ïðåîáðàçîâàíû ê äðóãîìó âèäó, ïðè÷åì îäíîçíà÷íûì îáðàçîì.

Äëÿ òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ áûë èñïîëüçîâàí ñïîñîá, ïðèìåíÿþùèéñÿ â áèáëèîòåêå InteLib
äëÿ èäåíòèôèêàòîðîâ ÿçûêîâ Lisp è Scheme. Îí îñíîâàí íà òîì, ÷òî â ýòèõ ÿçûêàõ íå ðàçëè÷à-
þòñÿ çàãëàâíûå è ñòðî÷íûå ñèìâîëû, â îòëè÷èå îò ÿçûêà C++. Ïîýòîìó ïðè çàïèñè ïåðåìåí-
íûõ äëÿ ëàòèíñêèõ áóêâ èç èìåí èäåíòèôèêàòîðîâ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî çàãëàâíûå ëàòèíñêèå
áóêâû, à äëÿ ñïåöèàëüíûõ ñèìâîëîâ � èõ íàçâàíèÿ, çàïèñûâàííûå ñòðî÷íûìè áóêâàìè.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó èäåíòèôèêàòîðó èç ïðîãðàììû ñîîòâåòñòâóåò êîððåêòíûé óíè-
êàëüíûé èäåíòèôèêàòîð ÿçûêà C++. Íàïðèìåð:

Èäåíòèôèêàòîð ÿçûêà Ïëýíåð Ïåðåìåííàÿ ÿçûêà C++
TheAtomName THEATOMNAME
=A+B= equalAplusBequal
* star
A+- Aplusminus
/Zzz backslZZZ
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Äëÿ óïðàâëåíèÿ ðàáîòîé òðàíñëÿòîðà â ïðîãðàììå íà Ïëýíåðå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
íåêîòîðûå äèðåêòèâû. Îíè ïîçâîëÿþò çàäàâàòü ïðàâèëà ïåðåâîäà ñïåöèàëüíûõ ñèìâîëîâ â
èìåíàõ èäåíòèôèêàòîðîâ; èäåíòèôèêàòîðû, ïåðåìåííûå äëÿ êîòîðûõ óæå ñóùåñòâóþò â áèá-
ëèîòåêå; èìåíà, èñïîëüçóåìûå äëÿ ãåíåðèðóåìûõ çàãîëîâî÷íûõ è èñõîäíûõ ôàéëîâ; èìÿ ôóíê-
öèè èíèöèàëèçàöèè ìîäóëÿ, êîòîðàÿ äîëæíà áóäåò áûòü âûçâàíà èç îñíîâíîé ïðîãðàììû íà
C++; êëàññû äëÿ âñòðîåííûõ ôóíêöèé è íåêîòîðûå äðóãèå ïàðàìåòðû ðàáîòû òðàíñëÿòîðà.
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Êàôåäðà Ñèñòåìíîãî àíàëèçà1

1 Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âûáîðà ðåøåíèÿ, èìåþùóþ áîëüøîå ÷èñëî ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé.
Ïóñòü åñòü êîíå÷íîå ÷èñëî N àëüòåðíàòèâíûõ âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ (ïðè ýòîì îíî ìîæåò áûòü
ñêîëü óãîäíî áîëüøèì). Êàæäûé âàðèàíò çàäàí çíà÷åíèÿìè m õàðàêòåðèñòèê (òî åñòü ïî-
êàçàòåëÿìè êà÷åñòâà) y1, y2, . . . , ym. Íåîáõîäèìî íàéòè íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûé âàðèàíò
ñðåäè ïðåäëîæåííûõ. Çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé äëÿ àëüòåðíàòèâ ìîãóò áûòü, íàïðèìåð, ðåçóëü-
òàòàìè ýêñïåðèìåíòà (áûòü ìîæåò, âû÷èñëèòåëüíîãî) ëèáî ðåçóëüòàòàìè íàáëþäåíèé è ñáîðà
ñòàòèñòèêè.

Áóäåì èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî âûáîð íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîé àëüòåðíàòèâû íåîáõîäèìî
îñóùåñòâèòü íåêîåìó ëèöó, ïðèíèìàþùåìó ðåøåíèÿ (ËÏÐ). Îñíîâíàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ âîç-
íèêàåò ïðè ðàçðàáîòêå ñèñòåì ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé (ÑÏÏÐ) � ïîìî÷ü ËÏÐ (ëèáî
äðóãîìó ïîëüçîâàòåëþ ÑÏÏÐ) â àíàëèçå âîçìîæíîñòåé ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ.

Íåîáõîäèìîñòü ïðèìåíåíèÿ ÑÏÏÐ âîçíèêàåò â çàäà÷àõ âûáîðà ñ áîëüøèì ÷èñëîì âàðèàí-
òîâ. Êàê ïðàâèëî, ÷åëîâå÷åñêèé ðàçóì íå ñïîñîáåí óæå â çàäà÷å èç 20 âàðèàíòîâ è 7 õàðàê-
òåðèñòèê àäåêâàòíî âîñïðèíèìàòü èíôîðìàöèþ, ïðåäñòàâëåííóþ â âèäå ñïèñêà àëüòåðíàòèâ.
Ýòî ïðèâîäèò ê çàòðóäíåíèÿì ïðè åå ïðàêòè÷åñêîì ðåøåíèè. Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåòñÿ ïðè-
âåñòè èíôîðìàöèþ â òàêóþ ôîðìó, êîòîðàÿ áûëà áû ïîíÿòíà è â òî æå âðåìÿ ñîõðàíÿëà áû
âñå ñóùåñòâåííûå ÷åðòû èñõîäíîé çàäà÷è.

Ìàòåìàòè÷åñêè ïðîáëåìà âûáîðà ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü âîçìîæíûå
àëüòåðíàòèâíûå ðåøåíèÿ x ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X:

x ∈ X, |X| < ∞.

Ïóñòü âûáîð îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì íåêîëüêèõ ïîêàçàòåëåé êà÷åñòâà (êðèòåðèåâ
âûáîðà ðåøåíèé) y = f(x):

y = f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fm(x)).

Ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì, ïåðåâîäÿùèì èñõîäíîå ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé â ìíîæå-
ñòâî òî÷åê êðèòåðèàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì f : X → Rm. Äëÿ îïðåäåëåí-
íîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäïî÷òèòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ óâåëè÷åíèå çíà÷åíèé êðèòåðèåâ.

Äëÿ ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ â ýòîé çàäà÷å â 1994ã. À.Â. Ëîòîâûì è Ä.Â. Ãóñåâûì â
[1] áûë ïðåäëîæåí ìåòîä ðàçóìíûõ öåëåé (ÌÐÖ), ïîçâîëÿþùèé âûáðàòü ïîäìíîæåñòâî òî÷åê
ìíîæåñòâà X íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ ñîâîêóïíîñòè êðèòåðèàëüíûõ òî÷åê f(x), x ∈ X, â
ãðàôè÷åñêîì âèäå. ÌÐÖ áûë óñïåøíî ïðèìåíåí ê çàäà÷àì ýêîëîãè÷åñêîãî è ýêîíîìè÷åñêîãî
õàðàêòåðà.

ÌÐÖ ðàññ÷èòàí íà èñïîëüçîâàíèå ÷åòêî çàäàííîé èíôîðìàöèè: êàæäîé àëüòåðíàòèâå ñòà-
âèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðàÿ òî÷êà â êðèòåðèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Íà ïðàêòèêå æå çíà÷å-
íèÿ ïîêàçàòåëåé êà÷åñòâà äëÿ àëüòåðíàòèâ ÷àñòî çàäàíû íåòî÷íî, à çíà÷åíèÿ òîãî èëè èíîãî
êðèòåðèÿ óäàåòñÿ îöåíèòü îòðåçêîì, âíóòðè êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ýòî çíà÷åíèå. Â ýòîì ñëó÷àå

1Ðàáîòà áûëà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà ãðàíòàìè Ïðåçèäåíòà ÐÔ ïî ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêå âåäóùèõ íà-
ó÷íûõ øêîë (ïðîåêò �ÍØ-2982.2008.1), ÐÔÔÈ (ïðîåêò �07-01-00472), ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëå-
äîâàíèé ÐÀÍ �14 è ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÎÌÍ ÐÀÍ �3.
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êàæäîé àëüòåðíàòèâå ñîîòâåòñòâóåò íå òî÷êà â m-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, à m-ìåðíûé ïàðàëëå-
ëåïèïåä:

A = {y ∈ Rm|y
i
6 yi 6 yi, i = 1,m}.

ÌÐÖ áûë ïåðåíåñåí íà òàêèå çàäà÷è â [2,3].
Çàäà÷à äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äàòü îáîñíîâàíèå ÌÐÖ äëÿ ñëó÷àÿ íåòî÷íîé

èíôîðìàöèè. Ïðè ýòîì â ðàçäåëå 2 íà îñíîâå îïèñàíèÿ ÌÐÖ äëÿ òî÷íûõ äàííûõ ââîäÿòñÿ
îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, èñïîëüçóåìûå â èññëåäîâàíèè; â ðàçäåëå 3 îïèñûâàåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûé
ÌÐÖ äëÿ ñëó÷àÿ ñ íåòî÷íîé èíôîðìàöèè; â ðàçäåëå 4 ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ìåòîäà è ïðèâîäèòñÿ
åãî îáîñíîâàíèå; íàêîíåö, â ðàçäåëå 5 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà.

2 Ìåòîä ðàçóìíûõ öåëåé

Îïèøåì ñíà÷àëà ÌÐÖ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ äàííûìè, êîòîðûå çàäàíû òî÷íî, òî åñòü êî-
ãäà íåò íåîïðåäåëåííîñòè è êàæäîé àëüòåðíàòèâå ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðàÿ òî÷êà â
êðèòåðèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòîò ìåòîä ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé îñíîâàí íà èñïîëü-
çîâàíèè êîìïüþòåðíîé âèçóàëèçàöèè èíôîðìàöèè ïðè îòáîðå îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ïðåäïî-
÷òèòåëüíûõ âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ èç èõ áîëüøîãî ÷èñëà äëÿ äàëüíåéøåãî äåòàëüíîãî àíàëèçà è
îêîí÷àòåëüíîãî âûáîðà ðåøåíèÿ.

Òàê êàê äàííûå çàäàíû òî÷íî, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êîíå÷íîå ÷èñëî àëüòåðíàòèâ çàäàíî â
âèäå ñòðîê íåêîòîðîé òàáëèöû, ÷àñòü ñòîëáöîâ êîòîðîé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çíà÷åíèÿ êðèòåðè-
åâ âûáîðà. Îñîáåííîñòüþ ÌÐÖ ÿâëÿåòñÿ èíòåðàêòèâíàÿ âèçóàëèçàöèÿ ïàðåòîâîé (íåäîìèíè-
ðóåìîé) ãðàíèöû âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîãîìåðíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê, ïîðîæäàåìûõ ñòðîêàìè
òàáëèöû.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìíîãîêðèòåðèàëüíîé ìàêñè-
ìèçàöèè, òî åñòü ïîëüçîâàòåëü çàèíòåðåñîâàí â óâåëè÷åíèè çíà÷åíèé êàæäîãî èç êðèòåðèåâ.
Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü y = (y1, y2, . . . , ym) è y′ = (y′1, y

′
2, . . . , y

′
m) � íåêîòîðûå âåêòîðû èç Rm :

y, y′ ∈ Rm. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî y′ äîìèíèðóåò y ïî Ïàðåòî, åñëè
y′i > yi,∀i = 1,m è y′ 6= y.

Áóäåì îáîçíà÷àòü äîìèíèðîâàíèå ïî Ïàðåòî ÷åðåç y′ � y.
Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî y′ äîìèíèðóåò y ïî Ñëåéòåðó, åñëè

y′i > yi,∀i = 1,m.

Áóäåì îáîçíà÷àòü äîìèíèðîâàíèå ïî Ñëåéòåðó ÷åðåç y′ �S y.
Îáîçíà÷èì

Y = f(X) =
⋃

x∈X

f(x).

Ïóñòü Y = {y1, y2, ..., yN}.
Â ÌÐÖ èçó÷àåòñÿ íå ñàìî ìíîæåñòâî Y , à åãî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà:

YC = conv(y1, . . . , yN ) = {y ∈ Rm|y =
N∑

i=1

αiy
i, αi > 0,

N∑
i=1

αi = 1}.

Òàê êàê ËÏÐ çàèíòåðåñîâàí â óâåëè÷åíèè îöåíîê ïî âñåì êðèòåðèÿì, òî îí ñäåëàåò ñâîé
âûáîð íå èç âñåãî èñõîäíîãî ìíîæåñòâà YC , à èç åãî ïàðåòîâñêîãî (íåäîìèíèðóåìîãî ïî Ïàðåòî)
ïîäìíîæåñòâà:

P (YC) = {y ∈ YC |@y′ ∈ YC : y′ � y}.
Îïðåäåëåíèå. Âûïóêëîé îáîëî÷êîé Ýäæâîðòà-Ïàðåòî (ÂÎÝÏ) ìíîæåñòâà Y íàçûâàþò ìíî-
æåñòâî

Y P
C = {y ∈ Rm|∃y′ ∈ YC : y′i > yi,∀i = 1,m}.

Èç îïðåäåëåíèÿ âèäíî, ÷òî Y P
C = YC + (−Rm

+ ), ãäå Rm
+ = {y = (y1, ..., ym) ∈ Rm|yi > 0,∀i =

1,m}. Îòìåòèì, ÷òî P (YC) = P (Y P
C ).

ÌÐÖ ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ:

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2008, âûïóñê �5
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1. ïîñòðîåíèå (èëè àïïðîêñèìàöèÿ) âûïóêëîé îáîëî÷êè Ýäæâîðòà-Ïàðåòî (ÂÎÝÏ) ìíîæå-
ñòâà Y = f(X);

2. âèçóàëèçàöèÿ ïàðåòîâîé ãðàíèöû ÂÎÝÏ íàáîðàìè åå äâóêðèòåðèàëüíûõ ñå÷åíèé;

3. âûáîð ïîëüçîâàòåëåì öåëåâîé òî÷êè íà ïàðåòîâîé ãðàíèöå ÂÎÝÏ;

4. îòáîð àëüòåðíàòèâ, ïîêàçàòåëè êà÷åñòâà êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò â îïðåäåëåííîì ñìûñëå
öåëåâîé òî÷êå.

Ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè âûïóêëûõ òåë, ïðèìåíÿåìûå íà ïåðâîì øàãå, îïèñàíû â [4].
Ðàññìîòðèì ïðîáëåìó âèçóàëèçàöèè. Ïðè m = 2 íåäîìèíèðóåìàÿ ãðàíèöà YC ïîêàçûâàåò

ñâÿçü ìåæäó êðèòåðèÿìè â ãðàôè÷åñêîé ôîðìå è ïîýòîìó õàðàêòåðèçóåò çàìåùåíèå (òàê íàçû-
âàåìàÿ êðèâàÿ îáúåêòèâíîãî çàìåùåíèÿ). Ïðîàíàëèçèðîâàâ êðèâóþ îáúåêòèâíîãî çàìåùåíèÿ,
ïîëüçîâàòåëü ìîæåò âûáðàòü íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíîå ñî÷åòàíèå çíà÷åíèé êðèòåðèåâ (öåëü)
ïðÿìî íà íåäîìèíèðóåìîé ãðàíèöå ÂÎÝÏ. ßñíî, ÷òî öåëü, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîâïàäàåò íè ñ
îäíèì èç êðèòåðèàëüíûõ âåêòîðîâ èç Y , òàê ÷òî òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíà ïðîöåäóðà îòáîðà.

Åñëè ÷èñëî êðèòåðèåâ ðàâíî òðåì, òî äëÿ äåìîíñòðàöèè íåäîìèíèðóåìîé ãðàíèöû ÂÎÝÏ
ìîæíî èñïîëüçîâàòü áîëåå ñëîæíûå èçîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå â òî æå âðåìÿ ïðîñòîòó. Ýòî
òàê íàçûâàåìûå êàðòû ðåøåíèé, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ñîâîêóïíîñòè ãðàíèö ñå÷åíèé ÂÎÝÏ,
îïðåäåëÿåìûõ çíà÷åíèÿìè òðåòüåãî êðèòåðèÿ. Ýòè ãðàíèöû íå ïåðåñåêàþòñÿ, ÷òî îïðåäåëÿåò
èõ áëèçîñòü ê îáû÷íûì òîïîãðàôè÷åñêèì êàðòàì.

Åñëè æå ÷èñëî êðèòåðèåâ ïðåâîñõîäèò òðè, òî íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ïðîãðàììíîå îáåñ-
ïå÷åíèå äèàëîãîâûõ êàðò ðåøåíèé (ÄÊÐ), â êîòîðûõ âëèÿíèå ÷åòâåðòîãî, ïÿòîãî è äð. êðè-
òåðèåâ ìîæíî èçó÷èòü ñ ïîìîùüþ èíòåðàêòèâíîé âèçóàëèçàöèè è àíèìàöèè êàðò ðåøåíèé.
Âûáðàâ îäíó èç êàðò ðåøåíèé, ïîëüçîâàòåëü ìîæåò óêàçàòü öåëü íåïîñðåäñòâåííî íà ïðåäïî-
÷òèòåëüíîì ñå÷åíèè. Ïîäðîáíî âèçóàëèçàöèÿ íà îñíîâå ÄÊÐ îïèñàíà â [4].

Òàê êàê îáû÷íî öåëåâàÿ òî÷êà y∗ íå ñîâïàäàåò íè ñ îäíèì èç êðèòåðèàëüíûõ âåêòîðîâ,
òî îòáèðàþòñÿ îäíà èëè íåñêîëüêî àëüòåðíàòèâ, ñâÿçàííûõ ñ íåé çíà÷åíèÿìè êðèòåðèåâ â
òîì èëè èíîì ñìûñëå. Â [1] áûëî ïðåäëîæåíî îòáèðàòü àëüòåðíàòèâû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
êðèòåðèàëüíàÿ òî÷êà îòîáðàííîé àëüòåðíàòèâû äîëæíà áûòü ìàêñèìóìîì ïî y ∈ Y ïî êðàéíåé
ìåðå îäíîé ôóíêöèè U(y, λ), ãäå λi > 0, i = 1,m � ïàðàìåòðû ñâåðòêè êðèòåðèåâ, ïîñòðîåííîé
ñ èñïîëüçîâàíèåì öåëåâîé òî÷êè y∗:

U(y, λ) = −max
i

λi(y∗i − yi).

Òî÷íåå ãîâîðÿ, äëÿ ëþáîé îòîáðàííîé ñ ïîìîùüþ ÌÐÖ àëüòåðíàòèâû x′ ñóùåñòâóåò íàáîð
λ′ = (λ′1, λ

′
2, . . . , λ

′
m) > 0 òàêîé, ÷òî

f(x′) ∈ Argmax
y∈Y

U(y, λ′).

Ðåàëèçîâàòü òàêîé ïîäõîä "â ëîá" íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, òàê êàê ïðèøëîñü áû ðå-
øàòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî çàäà÷ îïòèìèçàöèè äëÿ âñåõ λ > 0,

m∑
i=1

λi = 1. Â [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ñîâîêóïíîñòü ðåøåíèé âñåõ òàêèõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè åñòü òî÷êè, âûáðàííûå ïî ñëåäóþùåìó
àëãîðèòìó (ñì. ðèñ. 1):

• Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî y∗ + (−Rm
+ ), êîòîðîå ñîäåðæèò âñå òî÷êè, äîìèíèðóåìûå

öåëåâîé òî÷êîé y∗, è ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì â Rm ñ âåðøèíîé â y∗.

• Íà êîíóñ y∗ + (−Rm
+ ) ïðîåöèðóþòñÿ òî÷êè ìíîæåñòâà Y , êîòîðûå ëåæàò âíå åãî. Äëÿ

ýòîãî ó êàæäîé òî÷êè y ìíîæåñòâà Y ñðàâíèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò ñî çíà÷åíèÿìè
ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò öåëåâîé òî÷êè y∗. Åñëè çíà÷åíèå êîîðäèíàòû yi ëó÷øå y∗i
(òî åñòü yi > y∗i ), òî ýòî çíà÷åíèå çàìåíÿåòñÿ íà çíà÷åíèå y∗i ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çíà÷åíèå
êîîðäèíàòû íå ìåíÿåòñÿ.

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2008, âûïóñê �5
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Ðèñ. 1: Àëãîðèòì îòáîðà êðòåðèàëüíûõ òî÷åê ïî öåëåâîé òî÷êå äëÿ çàäà÷è áåç íåîïðåäåëåí-
íîñòè

• Ñðåäè ìîäèôèöèðîâàííûõ êðèòåðèàëüíûõ òî÷åê âûáèðàþòñÿ íåäîìèíèðóåìûå ïî Ïà-
ðåòî. Îòáèðàþòñÿ àëüòåðíàòèâû èç X, êîòîðûå ïîðîæäàþò âûáðàííûå êðèòåðèàëüíûå
òî÷êè.

Íà ðèñ.1 àëãîðèòì îòáîðà òî÷åê ïðåäñòàâëåí äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ êðèòåðèåâ. Íà íåì âèäíî,
÷òî òî÷êè 1, 2, 4, 5 ëåæàò âíå êîíóñà è ïðîåöèðóþòñÿ íà íåãî. Òî÷êà 3 ëåæèò âíóòðè êîíóñà, à
ïîòîìó íå èçìåíÿåòñÿ. Ñðåäè òî÷åê 1′, 2′, 3, 4′, 5′ íåäîìèíèðóåìûìè ïî Ïàðåòî ÿâëÿþòñÿ òî÷êè
2′, 3, 4′. Ýòî çíà÷èò, ÷òî àëüòåðíàòèâàìè, îòîáðàííûìè íà îñíîâå öåëåâîé òî÷êè, âûáðàííîé
ËÏÐ, ÿâëÿþòñÿ àëüòåðíàòèâû, êðèòåðèàëüíûìè òî÷êàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ òî÷êè 2, 3, 4.

Èíòåðïðåòèðîâàòü ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîëüçîâàòåëü (ËÏÐ) ôèêñè-
ðóåò íåêîòîðûé óðîâåíü ïðèòÿçàíèÿ äëÿ êàæäîãî êðèòåðèÿ, ïðè÷åì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ
íåãî çíà÷èòåëüíî âàæíåå äîñòè÷ü ýòîò óðîâåíü, ÷åì ïðåâçîéòè åãî.

Çàìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, â ñîâîêóïíîñòè îòîáðàííûõ êðèòåðèàëüíûõ òî÷åê ìîãóò áûòü
òî÷êè, äîìèíèðóåìûå ïî Ïàðåòî (íî íå äîìèíèðóåìûå ïî Ñëåéòåðó). Ïðè ýòîì, îäíàêî, â òà-
êîé ñîâîêóïíîñòè áóäóò ñîäåðæàòüñÿ è òî÷êè, äîìèíèðóþùèå èõ ïî Ïàðåòî. Òàê ÷òî äëÿ âû-
äåëåíèÿ íåäîìèíèðóåìûõ ïî Ïàðåòî òî÷åê íåîáõîäèìî ïðîâåñòè äîïîëíèòåëüíûé îòáîð ñðåäè
ïîëó÷åííûõ àëüòåðíàòèâ.

3 Ìîäèôèêàöèÿ ÌÐÖ äëÿ ñëó÷àÿ íåòî÷íîé èíôîðìàöèè

Ìîäèôèêàöèÿ ÌÐÖ äëÿ ñëó÷àÿ íåòî÷íîé èíôîðìàöèè ïðåäëîæåíà â [2,3]. Êàæäîé àëüòåð-
íàòèâå x èç ìíîæåñòâà X ñîîòâåòñòâóåò óæå íå òî÷êà â m-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, à m-ìåðíûé
ïàðàëëåëåïèïåä:

A = {y ∈ Rm|y
i
6 yi 6 yi, i = 1,m}.

×åðåç Q(Rm) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ â ïðîñòðàíñòâå Rm, îãðàíè-
÷åííûõ ãèïåðïëîñêîñòÿìè, ïåðïåíäèêóëÿðíûìè îñÿì êîîðäèíàò. Òîãäà çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ
çàäàþòñÿ îòîáðàæåíèåì F : X → Q(Rm), òî åñòü äëÿ x ∈ X èìååì F (x) ∈ Q(Rm).
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Ââåäåì áèíàðíûå îòíîøåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Q(Rm), àíàëîãè÷íûå äîìèíèðîâà-
íèþ ïî Ïàðåòî è äîìèíèðîâàíèþ ïî Ñëåéòåðó äëÿ òî÷åê m-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü A è
B � íåêîòîðûå m-ìåðíûå ïàðàëëåëåïèïåäû: A,B ∈ Q(Rm).
Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A äîìèíèðóåò B ïî Ïàðåòî, åñëè

äëÿ ∀a ∈ A,∀b ∈ B âûïîëíÿåòñÿ a � b.

Áóäåì îáîçíà÷àòü äîìèíèðîâàíèå ïî Ïàðåòî äëÿ ìíîæåñòâ òàêæå êàê è äëÿ òî÷åê ÷åðåç
A � B. Àíàëîãè÷íî äàäèì ñëåäóþùåå
Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A äîìèíèðóåò B ïî Ñëåéòåðó, åñëè

äëÿ ∀a ∈ A,∀b ∈ B âûïîëíÿåòñÿ a �S b.

Áóäåì îáîçíà÷àòü äîìèíèðîâàíèå ïî Ñëåéòåðó äëÿ ìíîæåñòâ ÷åðåç A �S B.
Ìîäèôèöèðîâàííûé ÌÐÖ äëÿ çàäà÷è ñ íåòî÷íîé èíôîðìàöèåé ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øà-

ãîâ:

1. Ïîñòðîåíèå (èëè àïïðîêñèìàöèÿ) ÂÎÝÏ ìíîæåñòâà íàèëó÷øèõ òî÷åê ïàðàëëåëåïèïåäîâ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåì àëüòåðíàòèâàì (òî åñòü òî÷êåê y = (y1, ..., ym) ñ íàèáîëüøèìè
çíà÷åíèÿìè êîîðäèíàò);

2. Âèçóàëèçàöèÿ ïàðåòîâîé ãðàíèöû ÂÎÝÏ íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ ÄÊÐ;

3. Âûáîð ïîëüçîâàòåëåì öåëåâîé òî÷êè íà ïàðåòîâîé ãðàíèöå ÂÎÝÏ;

4. Îòáîð àëüòåðíàòèâ, ïîêàçàòåëè êà÷åñòâà êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò â íåêîòîðîì îïðåäåëåí-
íîì ñìûñëå öåëåâîé òî÷êå y∗.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïóíêòû 1-3 ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿþò ýòè ïóíêòû äëÿ ñëó÷àÿ áåç íåîïðåäåëåí-
íîñòè. Àëãîðèòì îòáîðà àëüòåðíàòèâ ïî âûáðàííîé ËÏÐ öåëåâîé òî÷êå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

• Íà ìíîæåñòâî y∗ + (−Rm
+ ), ãäå y∗ � öåëåâàÿ òî÷êà, ïðîåöèðóåì m-ìåðíûå ïàðàëëåëåïè-

ïåäû, êîòîðûå ëåæàò âíå åãî. Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî åñëè ÷àñòü ïàðàëëåëåïèïåäà ëåæèò
âíå ïîñòðîåííîãî êîíóñà, à ÷àñòü âíóòðè, òî ïðîåöèðóþòñÿ òîëüêî òå òî÷êè, êîòîðûå íà-
õîäÿòñÿ âíå êîíóñà. Òî÷êè, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ âíóòðè êîíóñà îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé.
Ïðîåöèðîâàíèå òî÷åê ïðîèñõîäèò ïî òàêîìó æå àëãîðèòìó, ÷òî â äåòåðìèíèðîâàííîì
ñëó÷àå.

• Ñðåäè ìîäèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâ âûáèðàþòñÿ íåäîìèíèðóåìûå ïî Ïàðåòî. Àëüòåðíà-
òèâû, êîòîðûå èì ñîîòâåòñòâóþò, è åñòü ìíîæåñòâî àëüòåðíàòèâ, îòáèðàåìûõ äëÿ äàëü-
íåéøåãî àíàëèçà.

Äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ êðèòåðèåâ àëãîðèòì ïðîèëëþñòðèðîâàí íà ðèñ.2.
Êàê óæå óïîìèíàëîñü, â [1] áûëî äîêàçàíî, ÷òî âñå ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ òî÷íî çàäàííûìè

äàííûìè, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ÌÐÖ, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷è îïòèìèçàöèè äëÿ êàêîé-
ëèáî èç ñâåðòîê êðèòåðèåâ. Ïðèâåäåì àíàëèç ìîäèôèöèðîâàííîãî ÌÐÖ, â õîäå êîòîðîãî áóäåò
äîêàçàíî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå, à, ñëåäîâàòåëüíî, äàíî îáîñíîâàíèå îòáîðà àëüòåðíàòèâ â
ïðåäëîæåííîì ìåòîäå.

4 Àíàëèç ìîäèôèöèðîâàííîãî ÌÐÖ

Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü

F (X) =
⋃

x∈X

F (x), Y = {y ∈ Rm|∃x ∈ X : y ∈ F (x)}.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî Y ⊂ Rm, F (X) ⊂ Q(Rm).
Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ÷èñëîâóþ ôóíêöèþ U(·), çàäàííóþ íà Rm, òî åñòü U(·) : Rm → R1.
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Ðèñ. 2: Àëãîðèòì îòáîðà àëüòåðíàòèâ ïî öåëåâîé òî÷êå äëÿ çàäà÷è ñ íåòî÷íûìè äàííûìè

Îïðåäåëåíèå. U(·) íàçîâåì ñòðîãî ìîíîòîííîé ôóíêöèåé, åñëè
äëÿ ∀a, b ∈ Rm : a �S b èìååì U(a) > U(b),
äëÿ ∀a, b ∈ Rm : a � b èìååì U(a) > U(b).

Äëÿ óäîáñòâà â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

U(A) =
⋃
y∈A

U(y),max U(A) = max
y∈A

U(y),minU(A) = min
y∈A

U(y).

Ïóñòü KY,y∗

M � êëàññ ñòðîãî ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, ó êîòîðûõ ìàêñèìóì íà ìíîæåñòâå Y ∪
{y∗} äîñòèãàåòñÿ â öåëåâîé òî÷êå y∗ ∈ Rm. Ðàññìîòðèì íåïóñòîé ïîäêëàññ ôóíêöèé K êëàññà
KY,y∗

M .
Îïðåäåëåíèå. Îáîáùåííî áëèçêèìè ïàðàëëåëåïèïåäàìè èç F (X) ê öåëè y∗ îòíîñèòåëüíî
êëàññà ôóíêöèé K íàçîâåì âñå A′ ∈ F (X) : ∃U ′(·) ∈ K, ãäå

max U ′(A′) > minU ′(A),∀A ∈ F (X).

Áóäåì îáîçíà÷àòü ñîâîêóïíîñòü îáîáùåííî áëèçêèõ âàðèàíòîâ èç F (X) ê öåëè y∗ îòíîñè-
òåëüíî êëàññà ôóíêöèé K ÷åðåç C(F (X),K, y∗).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü
G ⊂ Q(Rm) � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà m-ìåðíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ;
U ′(·) : Rm → R � íåêîòîðàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ.

Òðåáóåòñÿ íàéòè âñå A′ ∈ G òàêèå, ÷òî

max U ′(A′) > minU ′(A), äëÿ ∀A ∈ G. (1)

Òîãäà îáîáùåííî áëèçêèå âàðèàíòû èç F (X) ê öåëè y∗ îòíîñèòåëüíî êëàññà ôóíêöèé K �
ýòî îáúåäèíåíèå âñåõ ðåøåíèé çàäà÷è (1) ïî âñåì ôóíêöèÿì U(·) ∈ K íà ìíîæåñòâå F (X).
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Òàê êàê ìíîæåñòâî F (X) êîíå÷íî, òî ðåøåíèå êàæäîé èç çàäà÷ (1) íà ýòîì ìíîæåñòâå
ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, ïðîñòûì ïîñëåäîâàòåëüíûì ñðàâíåíèåì íàèáîëüøèõ è íàèìåíüøèõ
çíà÷åíèé ôóíêöèè íà âñåõ ýëåìåíòàõ F (X). Ñëîæíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ÷èñëî ôóíêöèé
U(·) â êëàññå K ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûì.
Îïðåäåëåíèå. Áèíàðíîå îòíîøåíèå R íàçîâåì ñîîòâåòñòâóþùèì òðîéêå (F (X),K, y∗), ãäå
K ⊆ KY,y∗

M , åñëè
ARB ⇔ minU(A) > max U(B), äëÿ ∀U(·) ∈ K.

Ñâîéñòâà áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ R:

1. Èððåôëåêñèâíîñòü
Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî äëÿ ∀A ∈ F (X) è äëÿ ∀U(·) : Rm → R âûïîëíÿåòñÿ, ÷òî
minU(A) 6 max U(A). Îòñþäà ïî îïðåäåëåíèþ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ R ñëåäóåò, ÷òî
ARA. Ñëåäîâàòåëüíî, R � èððåôëåêñèâíîå áèíàðíîå îòíîøåíèå.

2. Òðàíçèòèâíîñòü
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ARB,BRC. Òîãäà äëÿ ∀U(·) ∈ K{

minU(A) > max U(B),
minU(B) > max U(C).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

minU(A) > max U(B) > minU(B) > max U(C).

Â ñâîþ î÷åðåäü, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

minU(A) > max U(C).

Îòñþäà ïî îïðåäåëåíèþ ARC. Ñëåäîâàòåëüíî, R � òðàíçèòèâíîå áèíàðíîå îòíîøåíèå.

Çàìå÷àíèå. Ñâîéñòâà 1 è 2 áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ R ïîêàçûâàþò, ÷òî R ÿâëÿåòñÿ áèíàðíûì
îòíîøåíèåì ñòðîãîãî ïîðÿäêà.
Îïðåäåëåíèå. Ýëåìåíò A ∈ F (X) íàçûâàåòñÿ R-ìàêñèìàëüíûì íà F (X), åñëè BRA,∀B ∈
F (X).

Ñîâîêóïíîñòü R-ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ íà F (X) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç KR(F (X)).
Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî îòíîøåíèå R îáëàäàåò ñâîéñòâîì ôîí Íåéìàíà-Ìîðãåíøòåðíà
(ÍÌ-ñâîéñòâîì) íà F ∗(X) ⊂ F (X), åñëè ∀A ∈ F (X) ëèáî A ∈ F ∗(X), ëèáî íàéäåòñÿ B ∈
F ∗(X) òàêîé, ÷òî BRA.
Îïðåäåëåíèå. Åñëè îòíîøåíèå R îáëàäàåò ñâîéñòâîì ÍÌ-ñâîéñòâîì íà KR(F (X)), òî
KR(F (X)) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ïî ôîí Íåéìàíó-Ìîðãåíøòåðíó (ÿäðîì ïî ôîí Íåéìàíó-
Ìîðãåíøòåðíó) äëÿ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ R íà F (X).

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [5].
Òåîðåìà. Ïóñòü F (X) êîíå÷íî. Òîãäà KR(F (X)) íå ïóñòî è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïî ôîí
Íåéìàíó-Ìîðãåíøòåðíó äëÿ îòíîøåíèÿ R íà KR(F (X)) ⊆ F (X).

Òàê êàê ìíîæåñòâî X êîíå÷íî, òî ìíîæåñòâî F (X) òîæå êîíå÷íî. Òîãäà ïî óêàçàííîé
âûøå òåîðåìå ìíîæåñòâî âñåõ R-ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ è åñòü ÿäðî áèíàðîãî îòíîøåíèÿ R
íà F (X).

Äëÿ ââåäåííûõ ïîíÿòèé îáîáùåííî áëèçêèõ âàðèàíòîâ è ñîîòâåòñòâóþùåãî áèíàðíîãî îò-
íîøåíèÿ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
Òåîðåìà 4.1. Åñëè áèíàðíîå îòíîøåíèå R ñîîòâåòñòâóåò òðîéêå (F (X),K, y∗), òî

C(F (X),K, y∗) ⊆ KR(F (X)).

Äîêàçàòåëüñòâî.
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Ïóñòü A ∈ C(F (X),K, y∗). Äîêàæåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû îò ïðîòèâíîãî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A /∈ KR(F (X)), òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ÿäðà áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ñó-

ùåñòâóåò B ∈ F (X) : BRA. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ R ïîëó÷èì, ÷òî

∀U(·) ∈ K minU(B) > max U(A).

Çíà÷èò
@U ′(·) ∈ K : maxU ′(A) > minU ′(A′),∀A′ ∈ F (X),

òàê êàê ýòî íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ A′ = B. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî A íå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííî áëèç-
êèì âàðèàíòîì èç F (X) ê öåëè y∗ îòíîñèòåëüíî êëàññà ôóíêöèé K, òî åñòü A /∈ C(F (X),K, y∗).

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, èñõîäíîå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, ñëåäîâàòåëüíî, A ∈
KR(F (X)). ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Îïðåäåëåíèå. Áèíàðíîå îòíîøåíèåR, ñîîòâåòñòâóþùåå òðîéêå (F (X),K, y∗) íàçîâåì ñèëüíî
ñîîòâåòñòâóþùèì ýòîé òðîéêå, åñëè

C(F (X),K, y∗) = KR(F (X)).

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî çàäà÷à ïîèñêà îáîáùåííî áëèçêèõ âàðèàíòîâ ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ñèëü-
íî ñîîòâåòñòâóþùåãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ è âûäåëåíèþ ÿäðà ýòîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ.

Ïóñòü KS(F (X)) � ÿäðî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ äîìèíèðîâàíèÿ ïî Ñëåéòåðó ìíîæåñòâà
F (X). Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 4.2. Åñëè R � ñîîòâåòñòâóþùåå òðîéêå (F (X),K, y∗) áèíàðíîå îòíîøåíèå,
òî

KR(F (X)) ⊆ KS(F (X)).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âëîæåííîñòè ÿäåð äâóõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

∀A,B ∈ Q(Rm) : A �S B ñëåäóåò ARB.

Ïóñòü A �S B. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ∀a ∈ A, b ∈ B ñëåäóåò, ÷òî a �S b.
Ïî îïðåäåëåíèþ ñòðîãî ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, åñëè a, b ∈ Y : a �S b ⇒ U(a) > U(b).

Çíà÷èò, ∀a ∈ A, b ∈ B U(a) > U(b). Ñëåäîâàòåëüíî, minU(A) > max U(B).
Â òî æå âðåìÿ áèíàðíîå îòíîøåíèå R ñîîòâåòñòâóåò òðîéêå (F (X),K, y∗), åñëè ARB ⇔

∀U(·) ∈ K èìååò ìåñòî minU(A) > max U(B).
Çíà÷èò, èç A �S B ñëåäóåò ARB. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñëåäñòâèå. C(F (X),K, y∗) ⊆ KS(F (X))
Ïóñòü KP (F (X)) � ÿäðî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ äîìèíèðîâàíèÿ ïî Ïàðåòî ìíîæåñòâà F (X).
Ïîñêîëüêó KP (F (X)) ⊆ KS(F (X)), òî âîçìîæíî, ÷òî íåêîòîðûå èç ýëåìåíòîâ

C(F (X),K, y∗) ÿâëÿþòñÿ íåäîìèíèðóåìûìè ïî Ïàðåòî, â òî âðåìÿ êàê äðóãèå ÿâëÿþòñÿ äî-
ìèíèðóåìûìè ïî Ïàðåòî.

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî äîìèíèðóåìîãî ïî Ïàðåòî ýëåìåíòà èç C(F (X),K, y∗) â
ýòîì ìíîæåñòâå íàéäåòñÿ äîìèíèðóþùèé åãî ýëåìåíò. Ýòî ñëåäóåò èç ìîíîòîííîñòè ôóíêöèé
U(·). Ïóñòü A � B ⇒ äëÿ ∀a ∈ A, b ∈ B,∀U(·) ∈ K âûïîëíÿåòñÿ U(a) > U(b) ⇒ minU(A) >
max U(B). Ïóñòü ïðè ýòîì B ∈ C(F (X),K, y∗). Ýòî çíà÷èò, ÷òî B ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
(1) äëÿ êàêîé-ëèáî ôóíêöèè U(·) ∈ K. Òîãäà ïîíÿòíî, ÷òî è A áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì äëÿ
ýòîé æå çàäà÷è. Ñëåäîâàòåëüíî, A ∈ C(F (X),K, y∗).

Ðàññìîòðèì êîíêðåòíûé êëàññ ôóíêöèé

Ky∗

Ch = {U(·)|U(y) = −max
i

λi(y∗i − yi), λi > 0,∀i}.

Ñâîéñòâà êëàññà Ky∗

Ch :
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1. Äëÿ ∀U(·) ∈ Ky∗

Ch âûïîëíÿåòñÿ U(y∗) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
U(y∗) = −max

i
λi(y∗i − y∗i ) = −max

i
0 = 0, äëÿ ∀U(·) ∈ Ky∗

Ch.

2. max U(A) 6 0, äëÿ ∀A ∈ F (X).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî y∗ ïðèíàäëåæèò ïàðåòîâîé ãðàíèöå ÂÎÝÏ íàèëó÷øèõ òî÷åê ìíî-
æåñòâ F (X). Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ ∀A ∈ F (X),∀y ∈ A âûïîëíÿåòñÿ y∗i > yi.
Òîãäà U(y) = −max

i
λi(y∗i − yi) 6 0.

3. U(·) � ñòðîãî ìîíîòîííûå ôóíêöèè.
Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü y �S y′ ⇒ äëÿ ∀i yi > y′i ⇒ y∗i −yi < y∗i −y′i, äëÿ ∀i ⇒ max

i
λi(y∗i −yi) < max

i
λi(y∗i −

y′i) ⇒ U(y) > U(y′).
Ïóñòü y � y′ ⇒ äëÿ ∀i yi > y′i ⇒ y∗i − yi 6 y∗i − y′i, äëÿ ∀i ⇒ max

i
λi(y∗i − yi) 6 max

i
λi(y∗i −

y′i) ⇒ U(y) > U(y′).

Èç ñâîéñòâ 1− 3 êëàññà ôóíêöèé Ky∗

Ch ñëåäóåò, ÷òî Ky∗

Ch ⊂ KY,y∗

M .
Îïðåäåëèì áèíàðíîå îòíîøåíèå R0 íà F (X):

AR0B ⇔ äëÿ ∀a ∈ A,∀b ∈ B è ∀i : ai 6 y∗i èìååì ai > bi.

Òåîðåìà 4.3. R0 � ñîîòâåòñòâóþùåå òðîéêå (F (X),Ky∗

Ch, y∗) áèíàðíîå îòíîøåíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïî îïðåäåëåíèþ ñîîòâåòñòâèÿ áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ íàäî äîêàçàòü, ÷òî

∀A,B ∈ F (X) : AR0B ⇔ minU(A) > max U(B), äëÿ ∀U(·) ∈ Ky∗

Ch.

Íåîáõîäèìîñòü.
Ïóñòü AR0B. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ∀U(·) ∈ Ky∗

Ch âûïîëíÿåòñÿ minU(A) > max U(B). Áåðåì
∀a ∈ A,∀b ∈ B. Òîãäà äëÿ ∀U(·) ∈ Ky∗

Ch

U(a) = −max
i

λi(y∗i − ai), U(b) = −max
i

λi(y∗i − bi).

Òàê êàê AR0B, òî bi = ai − ci, ãäå{
ci > 0, ïðè ai 6 y∗i ,

ci ∈ (−∞,+∞), ïðè ai > y∗i .

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî: I = {1, 2, ...m}. Ðàçîáüåì I íà äâà ïîäìíîæåñòâà:

I6 = {i ∈ I|ai ≤ y∗i },

I> = {i ∈ I|ai > y∗i }.

Çàìåòèì, ÷òî I≤ 6= ∅, òàê êàê y∗ ïðèíàäëåæèò ïàðåòîâîé ãðàíèöå ÂÎÝÏ íàèëó÷øèõ òî÷åê
èñõîäíûõ ìíîæåñòâ.

Ïîêàæåì, ÷òî U(a) > U(b), òî åñòü

−max
i

λi(y∗i − ai) > −max
i

λi(y∗i − bi).
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Â ñèëó ââåäåííîãî c = (c1, c2, . . . , cm) ýòî òîæå ñàìîå, ÷òî

max
i

λi(y∗i − ai + ci) > max
i

λi(y∗i − ai).

Ðàññìîòðèì max
i

λi(y∗i − ai).

Ìàêñèìóì â äàííîì ñëó÷àå äîñòèãàåòñÿ ïðè i ∈ I6 6= ∅. Ýòî ïîòîìó, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ
ìíîæåñòâ I> è I6 ïðè i ∈ I> ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî λi(y∗i −ai) < 0, à ïðè i ∈ I6 èìååì, ÷òî λi(y∗i −ai) >
0.

Ðàññìîòðèì max
i

λi(y∗i − ai + ci).

Ïóñòü max
i

λi(y∗i−ai+ci) äîñòèãàåòñÿ ïðè i ∈ I6. Òîãäà òàê êàê ci > 0, òî max
i

λi(y∗i−ai+ci) >

max
i

λi(y∗i − ai)

Ïóñòü max
i

λi(y∗i − ai + ci) äîñòèãàåòñÿ ïðè i ∈ I>. Òîãäà

max
i∈I

λi(y∗i − ai + ci) > max
i∈I6

λi(y∗i − ai + ci) >

> { òàê êàê ci > 0 äëÿ i ∈ I6} > max
i∈I6

λi(y∗i − ai) = max
i∈I

λi(y∗i − ai).

Òàêèì îáðàçîì
max

i
λi(y∗i − ai + ci) > max

i
λi(y∗i − ai).

Çíà÷èò, äëÿ ∀U(·) ∈ Ky∗

Ch

U(a) > U(b), äëÿ ∀a ∈ A,∀b ∈ B.

Òàê êàê èç-çà êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâ A è B ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî minU(A) è max U(B) äîñòèãà-
þòñÿ. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè òî÷åê a ∈ A è b ∈ B èìååì, ÷òî

minU(A) > max U(B),∀U(·) ∈ Ky∗

Ch.

Äîñòàòî÷íîñòü.
Ïóñòü ∀U(·) ∈ Ky∗

Ch âûïîëíÿåòñÿ minU(A) > max U(B). Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî AR0B. Äîêà-
æåì îò ïðîòèâíîãî.

Ïóñòü AR0B. Òîãäà ∃a ∈ A,∃b ∈ B : è ∃j ∈ I : aj < y∗j è bj > aj . Ïîñòðîèì U ′(·) ∈ Ky∗

Ch :
U ′(a) 6 U ′(b). Òåì ñàìûì áóäåò ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå.

U ′(y) = max
i

λ′i(y
∗
i − yi),

ãäå
λ′i =

{
1, ïðè i = j,

ε, ïðè i 6= j,

ε � äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî.
Òàê êàê y∗j > aj , òî ∃ε :  max

i
λ′i(y

∗
i − ai) = y∗j − aj ,

max
i

λ′i(y
∗
i − bi) = y∗j − bj .

Ýòî çíà÷èò, ÷òî
max

i
λ′i(y

∗
i − bi) = y∗j − bj 6 y∗j − aj = max

i
λ′i(y

∗
i − ai).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
max

i
λ′i(y

∗
i − bi) 6 max

i
λ′i(y

∗
i − ai).
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Ñëåäîâàòåëüíî
U ′(a) 6 U ′(b).

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, èñõîäíîå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, ñëåäîâàòåëüíî, AR0B.
Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4.4. R0 � ñèëüíî ñîîòâåòñòâóþùåå òðîéêå (F (X),Ky∗

Ch, y∗) áèíàðíîå îòíî-
øåíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî.

Íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî

C(F (X),Ky∗

Ch, y∗) = KR0(F (X)).

Äëÿ ýòîãî äîêàæåì âçàèìíîå âëîæåíèå:

1. C(F (X),Ky∗

Ch, y∗) ⊆ KR0(F (X)),

2. C(F (X),Ky∗

Ch, y∗) ⊇ KR0(F (X)).

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåì 4.1 è 4.3: â òåîðåìå 4.3 ïîêàçàíî, ÷òî R0 � ñîîòâåò-
ñòâóþùåå òðîéêå (F (X),Ky∗

Ch, y∗) áèíàðíîå îòíîøåíèå, à òîãäà ïî òåîðåìå 4.1 ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
C(F (X),Ky∗

Ch, y∗) ⊆ KR0(F (X)).
Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Ïî ñóòè, òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî

∀A ∈ KR0(F (X)) ∃U ′(·) ∈ Ky∗

Ch : maxU ′(A) > minU ′(B),∀B ∈ F (X).

Ïóñòü A ∈ KR0(F (X)). Ïîñòðîèì U ′(·) ∈ Ky∗

Ch : maxU ′(A) ≥ minU ′(B),∀B ∈ F (X).
Ïóñòü y′ � íàèëó÷øàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà A, òî åñòü òî÷êà ñ ìàêñèìàëüíûìè êîîðäèíàòàìè

ñðåäè âñåõ òî÷åê ìíîæåñòâà A. Ðàçîáüåì âñå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ I = {1, 2, . . . ,m} íà ïîäìíî-
æåñòâà I< = {i ∈ I|y′i < y∗i } è I> = {i ∈ I|y′i > y∗i }.

Ïóñòü I< = ∅.
Òîãäà òàê êàê y∗ ïðèíàäëåæèò ïàðåòîâîé ãðàíèöå ÂÎÝÏ íàèëó÷øèõ òî÷åê ìíîæåñòâà

F (X) ïîëó÷àåì, ÷òî y′ = y∗. Òîãäà U(y′) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ñâîéñòâó 2 êëàññà ôóíêöèé
Ky∗

Ch ïîëó÷àåì, ÷òî

äëÿ ∀U ′(·) ∈ Ky∗

Ch : maxU ′(A) > minU ′(B),∀B ∈ F (X),

òàê êàê max U ′(A) = U ′(y′) = 0.
Ïóñòü I< 6= ∅.
Ïîñòðîèì U ′(y) = −max

i
λ′i(y

∗
i − yi), ãäå

λ′i =


ε

(y∗i − y′i)
, ïðè i ∈ I<,

1, ïðè i ∈ I>.

Èìååì
U ′(y′) = −max

i
(y∗i − y′i) = −ε.

À çíà÷èò
max U ′(A) = U ′(y′) = −ε.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ∃y ∈ Y : U ′(y) > U ′(y′) = −ε. Ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî è max
i

λ′i(y
∗
i −yi) < ε.

Ïóñòü max
i

λ′i(y
∗
i − yi) äîñòèãàåòñÿ ïðè i = j. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû.
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1. j ∈ I>.
Òîãäà λ′j = 1 è òàê êàê ε äîñòàòî÷íî ìàëî, òî

max
i

λ′i(y
∗
i − yi) = λ′j(y

∗
j − yj) = y∗j − yj > ε.

×òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî U ′(y) > U ′(y′) = −ε.

2. j ∈ I<.
Òîãäà λj = ε

(y∗
j−yj)

.

max
i

λ′i(y
∗
i − yi) = λ′j(y

∗
j − yj) = ε

y∗j − yj

y∗j − y′j
.

Åñëè ε
y∗

j−yj

y∗
j−y′

j
< ε, òî y∗j − yj < y∗j − y′j ⇒ yj > y′j .

Òàê êàê ∀i λ′i(y
∗
i − yi) < ε

y∗
j−yj

y∗
j−y′

j
, òî ∀i ∈ I< ε

y∗
i −yi

y∗
i −y′

i
< ε è òîãäà àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî

yi > y′i.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè i ∈ I> ïîëó÷àåì, ÷òî λ′i = 1. À çíà÷èò, ÷òî ïðè y∗i − yi < ε. ïîëó÷èì
yi > y∗i .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè U ′(y) > U ′(y′), òî yi > y′i,∀i ∈ I< è yj > y∗j ,∀j ∈ I>.

Ïóñòü ∃B ∈ F (X) : maxU ′(A) < minU ′(B). Òîãäà â ñèëó çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâ A è B
ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

U ′(y) > U ′(y′),∀y ∈ B,∀y′ ∈ A.

Òîãäà ïî äîêàçàííîìó ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

BR0A.

Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî

A ∈ KR0(F (X)).

Çíà÷èò,
max U ′(A) > minU ′(B),∀B ∈ F (X).

Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Äîêàçàííàÿ òåðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî ìîäèôèöèðîâàííûé ÌÐÖ îòáèðàåò àëüòåð-
íàòèâû êðèòåðèàëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ, íà êîòîðûõ ìîãóò äîñòèãàòüñÿ ìàêñèìóìû ïî õîòÿ
áû îäíîé èç ôóíêöèé U(y) òèïà (4)îòíîñèòåëüíî çàôèêñèðîâàííîé ËÏÐ öåëåâîé òî÷êè y∗, òî
åñòü ÌÐÖ îòáèðàåò îáúåäèíåíèå âñåõ ðåøåíèé çàäà÷è (1) íà ìíîæåñòâå F (X) ïî âñåì ôóíê-
öèÿì U(·) ∈ Ky∗

Ch. Áîëåå òîãî, äëÿ êàæäîé ñâåðòêè èç ðàññìîòðåííîãî êëàññà â ïîëó÷åííîé
ñîâîêóïíîñòè ïàðàëëåëåïèïåäîâ âñå ìíîæåñòâà èç F (X), äëÿ êîòîðûõ ýòîò ìàêñèìóì ìîæåò
äîñòèãàòüñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà çàäà÷ (1) ñâîäèòñÿ ê âûäåëåíèþ ÿäðà íåêî-
òîðîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ. Ïî âèäó áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ R0 ÿñíî, ÷òî äëÿ ìîäèôèöèðî-
âàííûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ îíî ñîâïàäàåò ñ áèíàðíûì îòíîøåíèåì ïî Ïàðåòî äëÿ ýëåìåíòîâ èç
Q(Rm).

5 Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ê êîíêðåòíîé çàäà÷å.

Îïèñàííàÿ ìåòîäèêà áûëà ïðèìåíåíà ê çàäà÷å óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà âîäû â áàññåéíå ðåêè.
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ ïîäðîáíî îïèñûâàåò èçó÷àåìóþ ïðîáëåìó, íàèáîëåå ïîëíî
ïðåäñòàâëåíà â ðàáîòå [6]. Ïðèâåäåì êðàòêîå îïèñàíèå ìîäåëè.

Â ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäàíî K ïðåäïðèÿòèé, îñóùåñòâëÿþùèõ âûáðîñ çàãðÿçíåí-
íûõ ñòî÷íûõ âîä â ðåêó. Êîíöåíòðàöèè çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ èçìåðÿþòñÿ â ãèäðîëîãè÷åñêèõ
ïóíêòàõ, ðàñïîëîæåííûõ íèæå òî÷åê âûáðîñà.
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Ãèäðîëîãè÷åñêèõ ïóíêòû, ðàñïîëîæåííûå íèæå òî÷åê âûáðîñà, ðàçáèâàþò ðåêó íà K
ó÷àñòêîâ (ñòâîðîâ). Ðàñõîä âîäû Qk â ðåêå â ðàéîíå k-ãî ãèäðîëîãè÷åñêîãî ïóíêòà çàäàí. Ïóñòü
I � ÷èñëî çàãðÿçíèòåëåé, ðàññìàòðèâàåìûõ â ìîäåëè. Óðàâíåíèå áàëàíñà i-ãî çàãðÿçíèòåëÿ äëÿ
k-ãî ñòâîðà èìååò âèä:

Mki =
K∑

r=1

δr
kimri + δ0

kim
0
i ,

ãäå
m0

i � ñáðîñ èç èñòî÷íèêîâ, ðàñïîëîæåííûõ âûøå ïåðâîãî ïðåäïðèÿòèÿ,
Mki � ïîòîê i-ãî çàãðÿçíèòåëÿ â ðåêå ÷åðåç k-é ãèäðîëîãè÷åñêèé ïóíêò,
δr
ki � êîýôôèöèåíò ðàñïàäà ê k -ìó ñòâîðó i-ãî çàãðÿçíèòåëÿ, ïîñòóïèâøåãî èç r-ãî ïðåäïðèÿ-
òèÿ,
mri � ñáðîñ i-ãî çàãðÿçíèòåëÿ â åäèíèöó âðåìåíè â ñîñòàâå ñòî÷íûõ âîä r-ãî ïðåäïðèÿòèÿ.
Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïîòîêè m0

i êàæäîãî èç I çàãðÿçíèòåëåé çàäàíû çàðàíåå.
Â òåõíîëîãè÷åñêîé ìîäåëè î÷èñòêè ñòîêîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü èç N âîçìîæíûõ

òåõíîëîãèé î÷èñòêè, çàäàííûõ ñâîèìè óäåëüíûìè ïðèâåäåííûìè çàòðàòàìè è êîýôôèöèåí-
òàìè î÷èñòêè ñáðîñîâ, ðàçëè÷íûìè äëÿ ðàçëè÷íûõ çàãðÿçíèòåëåé. Çàäà÷à ñîñòîèò â âûáîðå
íåêîòîðîé òåõíîëîãèè äëÿ êàæäîãî èç K ïðåäïðèÿòèé. Ïîòîêè çàãðÿçíèòåëåé â ñîñòàâå ñòî÷-
íûõ âîä ïîñëå î÷èñòêè, ò.å. âåëè÷èíû mki, çàäàíû ñîîòíîøåíèÿìè:

mki = m0
ki(1−

N∑
n=1

δintkn), k = 1,K, i = 1, I,

ãäå
m0

ki � ïîòîê i-ãî çàãðÿçíèòåëÿ â ñîñòàâå ñòî÷íûõ âîä, âûáðàñûâàåìûõ k-ì ïðåäïðèÿòèåì äî
ñòðîèòåëüñòâà î÷èñòíûõ ñîîðóæåíèé,
δin � êîýôôèöèåíò î÷èñòêè i-ãî çàãðÿçíèòåëÿ ïðè îáðàáîòêå ñòî÷íûõ âîä ïî n-é òåõíîëîãèè
î÷èñòêè (0 < δin < 1),
tkn � öåëî÷èñëåííàÿ ïåðåìåííàÿ, ðàâíàÿ åäèíèöå, åñëè òåõíîëîãèÿ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ î÷èñòêè
ñòî÷íûõ âîä k-ãî ïðåäïðèÿòèÿ, è íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà êàæäîì
ïðåäïðèÿòèè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà òîëüêî îäíà òåõíîëîãèÿ.

Êîíöåíòðàöèÿ i-ãî çàãðÿçíèòåëÿ â ðå÷íîé âîäå â k-îé ñòàíöèè ìîíèòîðèíãà âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå:

ϕki =
Mki

Qk
, k = 1,K, i = 1, I.

Îòíîñèòåëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ i-ãî çàãðÿçíèòåëÿ, èçìåðÿåìàÿ â èñïîëüçóåìûõ âîäîõîçÿé-
ñòâåííèêàìè åäèíèöàõ ïðåäåëüíî äîïóñòèìîé êîíöåíòðàöèè (ÏÄÊ), â k-ì ñòâîðå âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå:

Zki =
ϕki

ϕmax
i

,

ãäå ϕmax
i � ÏÄÊ äëÿ i-ãî çàãðÿçíèòåëÿ. Â êà÷åñòâå êðèòåðèåâ çàãðÿçíåííîñòè ðå÷íîé âîäû

èñïîëüçóþòñÿ ìàêñèìàëüíûå ïî âñåì ñòâîðàì çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíûõ êîíöåíòðàöèé, ò.å. âå-
ëè÷èíû

Zi = max
k

Zki, i = 1, I.

Ìîäåëü ðàñ÷åòà çàòðàò íà î÷èñòêó ñòî÷íûõ âîä èìååò ñëåäóþùèé âèä. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ
òåõíîëîãèÿ î÷èñòêè îïèñûâàåòñÿ ñòîèìîñòüþ îáðàáîòêè êóáè÷åñêîãî ìåòðà ñòîêîâ, òî ïðèâå-
äåííûå çàòðàòû íà âîäîîõðàííûå ìåðîïðèÿòèÿ íà k-ì ïðåäïðèÿòèè ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ôîð-
ìóëå:

Fk = qk

N∑
n=1

antkn, k = 1,K.
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Ðèñ. 3: Âèçóàëèçàöèÿ ïàðåòîâîé ãðàíèöû ÂÎÝÏ äëÿ çàäà÷è óëó÷øåíèÿ êà÷åñòâà âîäû

ãäå
qk � îáúåì ñòîêîâ k-ãî ïðåäïðèÿòèÿ â åäèíèöó âðåìåíè,
an � ñòîèìîñòü îáðàáîòêè êóáè÷åñêîãî ìåòðà ñòîêîâ ïî n-é òåõíîëîãèè î÷èñòêè.

Â êà÷åñòâå ñòîèìîñòíîãî êðèòåðèÿ â ñèñòåìå èñïîëüçóåòñÿ îáùàÿ ñòîèìîñòü ïðîåêòà óëó÷-
øåíèÿ êà÷åñòâà âîäû, ðàâíàÿ ñóììå ðàñõîäîâ ïî âñåì ïðåäïðèÿòèÿì.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, çàäà÷à ñîñòîèò â âûáîðå òåõíîëîãèé, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû
äëÿ î÷èñòêè ñòîêîâ äëÿ êàæäîãî èç ïðåäïðèÿòèé.

Äëÿ äåìîíñòðàöèè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäèêè, îïèñàííîé ñ ñòàòüå, íàìè áûëî ðàññìîòðåíî 3
êðèòåðèÿ: ñòîèìîñòü ïðîåêòà, à òàêæå ìàêñèìàëüíûå ïî ðåêå êîíöåíòðàöèè äâóõ âèäîâ çàãðÿç-
íåíèé. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàëîñü 14 ïðåäïðèÿòèé, ãäå äëÿ êàæäîãî èç ïðåäïðèÿòèé ñ÷èòàëñÿ
âîçìîæíûì âûáîð îäíîãî èç äâóõ âàðèàíòîâ òåõíîëîãè÷åñêèõ ðåøåíèé ïî î÷èñòêå âûáðîñîâ.
Òàêèì îáðàçîì, â íàøåì èññëåäîâàíèè áûëî ðàññìîòðåíî 214 = 16384 âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ
ïðîåêòà î÷èñòêè âûáðîñîâ. Íåîïðåäåëåííîñòü çàäàâàëàñü îòðåçêàìè âîçìîæíîãî èçìåíåíèÿ
îäíîãî èç êðèòåðèåâ, à èìåííî ñòîèìîñòè ïðîåêòîâ. Â êà÷åñòâå ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ñòîè-
ìîñòè ïðîåêòà áðàëàñü åãî ñòîèìîñòü â çàäà÷å ñ òî÷íûìè äàííûìè [7], äàëåå çàäàâàëîñü ïðî-
öåíòíîå îòêëîíåíèå çíà÷åíèÿ ñòîèìîñòè ïðîåêòà îò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ (îíî îäèíàêîâî
äëÿ âñåõ ïðîåêòîâ).

Íàïðèìåð, ïóñòü αi � ñòîèìîñòü i-ãî ïðîåêòà, ε � âûáðàííîå îòíîñèòåëüíîå îòêëîíåíèå
(âûðàæåííîå â ïðîöåíòàõ). Òîãäà çíà÷åíèå ñòîèìîñòè i-ãî ïðîåêòà áóäåò ëåæàòü â îòðåçêå
[αi, (1 + ε

100)αi].
Íà ðèñ.3 ïðåäñòàâëåíà ÷åðíî-áåëàÿ êîïèÿ êàðòû ðåøåíèé, ïðåäñòàâëÿþùåé ïàðåòîâó ãðà-

íèöó ÂÎÝÏ äëÿ ýòîé çàäà÷è. Çäåñü ïî îñè àáñöèññ ïîêàçûâàåòñÿ çíà÷åíèå ÏÄÊ äëÿ âòîðîãî
òèïà çàãðÿçíåíèÿ, à ïî îñè îðäèíàò � ÏÄÊ ïåðâîãî âèäà çàãðÿçíåíèÿ. Ðàçíûì øòðèõîâêàì
ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå ñòîèìîñòè ïðîåêòîâ. Êàðòà ðåøåíèé ïîñòðîåíà ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû
RGDB [8].

Ïóñòü â êà÷åñòâå öåëåâîé òî÷êè y∗ ïîëüçîâàòåëü (ËÏÐ) âûáðàë òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè
(1.4, 0.2, 0.74). Ïåðâàÿ êîîðäèíàòà - ñòîèìîñòü ïðîåêòà â ìèëëèàðäàõ ðóáëåé, âòîðàÿ è òðåòüÿ
êîîðäèíàòû � ÏÄÊ ïåðâîãî è âòîðîãî âèäîâ çàãðÿçíåíèé ñîîòâåòñòâåííî.

Â ýòîì ñëó÷àå ïðè ïîìîùè ÌÐÖ â çàäà÷å áåç íåîïðåäåëåííîñòåé îòáèðàåòñÿ 4 àëüòåðíàòè-
âû. Îäíàêî óæå ïðè ìàëîì îòêëîíåíèè 0.05% â ñòîèìîñòè ïðîåêòà íàõîäÿòñÿ 61 àëüòåðíàòèâà.
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Íèæå ïðèâåäåíà òàáëèöà, â êîòîðîé ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü ÷èñëà îòîáðàííûõ àëüòåð-
íàòèâ îò ε � îòíîñèòåëüíîãî îòêëîíåíèÿ ñòîèìîñòè ïðîåêòîâ îò èñõîäíûõ çíà÷åíèé.

Òàáëèöà ðåçóëüòàòîâ
Íåîïðåäåëåííîñòü ×èñëî àëüòåðíàòèâ

0% 4
0.05% 61
0.1% 82
0.5% 121
1% 133
2% 196

Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè õîòÿ áû íåáîëüøîé íåîïðåäåëåííîñòè ÷èñëî îòîáðàí-
íûõ àëüòåðíàòèâ ðåçêî óâåëè÷èâàåòñÿ. Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå íåîïðåäåëåííîñòè âåäåò ê åùå
áîëüøåìó óâåëè÷åíèþ ÷èñëà îòîáðàííûõ àëüòåðíàòèâ, íî â ýòîì ñëó÷àå ýòî ÷èñëî ðåøåíèé
ðàñòåò ìåäëåííåå ðîñòà íåîïðåäåëåííîñòè. Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåòñÿ ðàçðàáîòêà äîïîëíèòåëü-
íûõ ñðåäñòâ, ïîçâîëÿþùèõ óìåíüøèòü ÷èñëî îòîáðàííûõ àëüòåðíàòèâ ïåðåä èõ äåòàëüíûì
àíàëèçîì.
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Êàôåäðà Àëãîðèòìè÷åñêèõ ÿçûêîâ

1 Ââåäåíèå

Çíàíèÿ î äîïóñòèìîñòè â òåêñòàõ íà åñòåñòâåííîì ÿçûêå òåõ èëè èíûõ ñëîâîñî÷åòàíèé
âàæíû äëÿ ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ìàøèííûì ïîíèìàíèåì è ãåíåðàöèåé òåê-
ñòà íà åñòåñòâåííîì ÿçûêå. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ íóæíà èíôîðìàöèÿ î òîì, êàêèå ñëîâà
ñî÷åòàþòñÿ èëè íå ñî÷åòàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì, à òàêæå î òîì, íàñêîëüêî ñìûñë ïîëó÷åííûõ
ñëîâîñî÷åòàíèé îòëè÷àåòñÿ îò ñìûñëà êîìïîíåíò. Äîïóñòèìîñòü ñëîâîñî÷åòàíèé îáû÷íî îïðå-
äåëÿåòñÿ ïóòåì ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà òåêñòîâûõ êîðïóñîâ è ïîñëåäóþùåé îöåíêè ýêñïåð-
òîì. Îòîáðàííûå ñëîâîñî÷åòàíèÿ õðàíÿòñÿ â ôîðìàëèçîâàííîì âèäå â êîìïüþòåðíûõ ñëîâàðÿõ
ñëîâîñî÷åòàíèé.

Ïîäîáíûé ñëîâàðü ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì ñèñòåìû ÊðîññËåêñèêà [1] � ìíîãîôóíêöèîíàëüíîãî
òåçàóðóñà, íàïîëíåíèå êîòîðîãî ïðîèçâîäèò ýêñïåðò-ëèíãâèñò íà îñíîâå ïðîñìîòðà ìíîæåñòâà
òåêñòîâ. ÊðîññËåêñèêà ñîäåðæèò äîïóñòèìûå â ðóññêîì ÿçûêå ñëîâîñî÷åòàíèÿ, ðàçäåëåííûå
ïî òèïàì (ñòðåëêîé ïîêàçàíà ñèíòàêñè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü): ñóùåñòâèòåëüíîå�ñóùåñòâèòåëüíîå
(íàïðèìåð, ïîëîñà ïðèáîÿ, êîðîáêà ñ êàðàíäàøàìè), ñóùåñòâèòåëüíîå�ãëàãîë (ïèòü ÷àé, äó-
ìàòü î äåëàõ ), ïðèëàãàòåëüíîå�ñóùåñòâèòåëüíîå (öâåòíîå ñòåêëî, áåãóùèé ÷åëîâåê) è äðó-
ãèå. Îäíàêî â ñëîâàðå ÊðîññËåêñèêè ìîãóò îòñóòñòâîâàòü ñëîâîñî÷åòàíèÿ, ïîÿâèâøèåñÿ ñðàâ-
íèòåëüíî íåäàâíî.

Íîâûå ñëîâîñî÷åòàíèÿ áûñòðî îòðàæàþòñÿ â òåêñòàõ ñåòè Èíòåðíåò, è ïîèñêîâûå ìàøèíû,
èíäåêñèðóþùèå ñòðàíèöû Èíòåðíåòà, äàþò âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü åãî êàê òåêñòîâûé
êîðïóñ [2]. Íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå øóìà, èñïîëüçîâàíèå Èíòåðíåòà â êà÷åñòâå êîðïóñà ïîçâî-
ëèëî óñïåøíî ðåøèòü çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè ñìûñëîâîé áëèçîñòè ñóùåñòâèòåëüíûõ íà îñíîâå
ñî÷åòàþùèõñÿ ñ íèìè ïðèëàãàòåëüíûõ [3], à òàêæå îá àâòîìàòèçèðîâàííîì îáíàðóæåíèè ìàëà-
ïðîïèçìîâ (ëåêñèêî-ñåìàíòè÷åñêèõ îøèáîê, çàêëþ÷àþùèõñÿ â çàìåíå îäíîãî ñëîâà íà äðóãîå,
ïîõîæåå ïî íàïèñàíèþ è çâó÷àíèþ) [4].

Ïðè ðåøåíèè ýòèõ çàäà÷ äëÿ îöåíêè äîïóñòèìîñòè ñëîâîñî÷åòàíèé, ò.å. ñîâìåñòèìîñòè
ìåæäó ñîáîé ñîñòàâëÿþùèõ èõ ñëîâ, áûëà ââåäåíà ìåðà ñåìàíòè÷åñêîé ñîâìåñòèìîñòè SCI
(Semantic Compatibility Index). SCI âû÷èñëÿåòñÿ ïî âîçâðàùàåìîìó ïîèñêîâîé ìàøèíîé êîëè-
÷åñòâó âñòðå÷ â Èíòåðíåòå ñëîâ âìåñòå è ïî îòäåëüíîñòè, èçìåðåííîìó â âåá-ñòðàíèöàõ. ×åì
÷àùå èññëåäóåìûå ñëîâà âñòðå÷àþòñÿ âìåñòå, òåì áîëüøåå çíà÷åíèå ïðèíèìàåò SCI, ïîýòî-
ìó äëÿ ðàçäåëåíèÿ ñëîâîñî÷åòàíèé ïî äîïóñòèìîñòè èñïîëüçîâàëîñü ïîðîãîâîå ïðàâèëî âèäà
SCI > T , ãäå êîíñòàíòà T ïîäáèðàëàñü äëÿ êàæäîé çàäà÷è ýêñïåðèìåíòàëüíî.

Ïîêàçàòåëü SCI è ïîðîãîâîå ïðàâèëî-êðèòåðèé äîïóñòèìîñòè ñëîâîñî÷åòàíèé ïîñòðîåíû
ïî àíàëîãèè ñ ïîêàçàòåëåì âçàèìíîé èíôîðìàöèè MII [5], èñïîëüçóåìîì ïðè àíàëèçå òåêñòî-
âûõ êîðïóñîâ. Âàæíûìè îñîáåííîñòÿìè SCI ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìîñòü îò ïîñòîÿííîãî ðîñòà
ìàññèâîâ èíäåêñèðîâàííûõ ñòðàíèö, à òàêæå òî, ÷òî äëÿ åãî âû÷èñëåíèÿ íå òðåáóåòñÿ çíàíèå
ðàçìåðà ìàññèâà òåêñòîâ, â êîòîðûõ èùóòñÿ ñëîâà.

Õîòÿ ïðîâåäåííûå ýêñïåðèìåíòû [3, 4] äîêàçàëè ïðèìåíèìîñòü ïîêàçàòåëÿ SCI äëÿ çàäà÷,
ãäå òðåáóåòñÿ ðàçäåëèòü ñëîâîñî÷åòàíèÿ ïî èõ ñåìàíòè÷åñêîé äîïóñòèìîñòè, îñòàåòñÿ íåîáõî-
äèìîñòü èññëåäîâàíèÿ åãî êàê ìåðû ñî÷åòàåìîñòè ñëîâ íà áîëåå øèðîêîì ìíîæåñòâå ñëîâîñî÷å-
òàíèé, â òîì ÷èñëå ôðàçåîëîãèçìîâ � ñëîâîñî÷åòàíèé, ñìûñë êîòîðûõ íå âûâîäèòñÿ íàïðÿìóþ
èç ñìûñëà ñîñòàâëÿþùèõ èõ ñëîâ [6]. Â äàííîé ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ ýêñïåðèìåíò, â êîòîðîì ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ è îöåíèâàþòñÿ ñëîâîñî÷åòàíèÿ òèïà ïðèëàãàòåëüíîå�ñóùåñòâèòåëüíîå, âçÿòûå
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èç ñëîâàðÿ ÊðîññËåêñèêè è íåñêîëüêèõ èçâåñòíûõ ñëîâàðåé ôðàçåîëîãèçìîâ. Òàêæå àíàëè-
çèðîâàëèñü ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííûå ïàðû ñëîâ òîãî æå ñèíòàêñè÷åñêîãî òèïà, äëÿ êîòîðûõ
çàðàíåå íå áûëà èçâåñòíà èõ ñåìàíòè÷åñêàÿ ñîâìåñòèìîñòü. Îáùåå ÷èñëî ðàññìîòðåííûõ ñëî-
âîñî÷åòàíèé ñîñòàâëÿåò 69081 � ïî÷òè íà ïîðÿäîê áîëüøå, ÷åì â ïðåäûäóùèõ ýêñïåðèìåíòàõ.

2 Ìåðû îöåíêè ñî÷åòàåìîñòè

Äëÿ ïîèñêà óñòîé÷èâûõ äâóñëîâíûõ ñëîâîñî÷åòàíèé â êîðïóñàõ òåêñòîâ èñïîëüçóåòñÿ ïî-
êàçàòåëü âçàèìíîé èíôîðìàöèè MII (Mutual Information Index) [7, 5]:

MII = log2

S ·N12

N1 ·N2

Çäåñü N12 � êîëè÷åñòâî óïîòðåáëåíèé â êîðïóñå ñàìîãî ñëîâîñî÷åòàíèÿ, N1 è N2 � êîëè-
÷åñòâî âñòðå÷ â êîðïóñå ñîñòàâëÿþùèõ åãî ñëîâ, à S - ðàçìåð êîðïóñà. Ýòà ñòàòèñòè÷åñêàÿ
ìåðà îïðåäåëÿåò, íàñêîëüêî ÷àñòî óïîòðåáëÿåòñÿ ñëîâîñî÷åòàíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ íåçàâèñèìûì
óïîòðåáëåíèåì ñâîèõ êîìïîíåíò.

Ìåðà MII íå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà äëÿ ïîèñêà óñòîé÷èâûõ ñëîâîñî÷åòàíèé â Èíòåðíåòå
áåç ìîäèôèêàöèè, òàê êàê ïîèñêîâûå ñëóæáû Èíòåðíåòà íå âûäàþò êîëè÷åñòâî âñòðå÷ ñëîâà
èëè ñëîâ âî âñå èíäåêñèðîâàííûå òåêñòû, à ëèøü êîëè÷åñòâî ñòðàíèö, íà êîòîðûõ îíè âñòðå-
÷àþòñÿ (âîçìîæíî, ïî íåñêîëüêî ðàç íà îäíîé è òîé æå ñòðàíèöå). Ê òîìó æå ïîëíûé îáúåì
òåêñòîâ, èíäåêñèðîâàííûõ ïîèñêîâîé ìàøèíîé, íåèçâåñòåí, è, õîòÿ ìîæíî ïðåäïðèíÿòü øàãè
äëÿ åãî îöåíêè [2], îíà áûñòðî óñòàðåâàåò èç-çà ïîñòîÿííîãî ðîñòà ìàññèâîâ òåêñòîâ Èíòåðíåòà.

Äëÿ îöåíêè óñòîé÷èâîñòè è äîïóñòèìîñòè äâóñëîâíûõ ñëîâîñî÷åòàíèé â [4] áûëà ââå-
äåíà ìîäèôèöèðîâàííàÿ ìåðà � ïîêàçàòåëü ñåìàíòè÷åñêîé ñîâìåñòèìîñòè SCI (Semantic
Compatibility Index):

SCI = log2

P ·N12√
N1 ·N2

Áåçðàçìåðíàÿ êîíñòàíòà P = 216 áûëà ïîäîáðàíà òàê, ÷òîáû çíà÷åíèå SCI äëÿ äîïóñòèìûõ
ñëîâîñî÷åòàíèé îñòàâàëîñü ïîëîæèòåëüíûì. Ââåäåíèå â çíàìåíàòåëü êâàäðàòíîãî êîðíÿ îáåñ-
ïå÷èâàåò íåçàâèñèìîñòü çíà÷åíèé SCI îò ðàâíîìåðíîãî óâåëè÷åíèÿ âåëè÷èí N , èçìåðÿåìûõ
òåïåðü â ñòðàíèöàõ.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ñëîâîñî÷åòàíèå âîîáùå íå âñòðå÷àåòñÿ â êîðïóñå èëè â Èíòåðíåòå
(N12 = 0), çíà÷åíèÿ MII è SCI äëÿ íåãî ïðèíèìàþòñÿ ðàâíûì −∞.

3 Îöåíêà äîïóñòèìîñòè ïàð ñëîâ

Â ýêñïåðèìåíòå ïî îöåíêå ñåìàíòè÷åñêîé ñîâìåñòèìîñòè ñëîâ ó÷àñòâîâàëè òðè ãðóïïû ïàð
ñëîâ âèäà ïðèëàãàòåëüíîå�ñóùåñòâèòåëüíîå: ãðóïïà ñëîâîñî÷åòàíèé èç ñëîâàðÿ ñèñòåìû Êðîñ-
ñËåêñèêà, ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííûå ñ ïîìîùüþ òîãî æå ñëîâàðÿ ïàðû, è ãðóïïà ôðàçåîëîãèç-
ìîâ, âûáðàííûõ èç íåñêîëüêèõ ñëîâàðåé.

Äëÿ ïåðâîé ãðóïïû èç ñëîâàðÿ ÊðîññËåêñèêè áûëè âûáðàíû 30 ñóùåñòâèòåëüíûõ, îáîçíà-
÷àþùèõ êàê êîíêðåòíûå, òàê è àáñòðàêòíûå ïîíÿòèÿ, è äëÿ êàæäîãî âçÿòî âñå ìíîæåñòâî åãî
îïðåäåëåíèé (ïðèëàãàòåëüíûõ), ïðåäñòàâëåííûõ â ñëîâàðå. Òàêèõ ñëîâîñî÷åòàíèé îêàçàëîñü
4441. Â ñðåäíåì íà îäíî ñóùåñòâèòåëüíîå ïðèõîäèëîñü îêîëî 160 ïðèëàãàòåëüíûõ (ìàêñèìóì �
516 ó ñëîâà ãëàçà, ìèíèìóì � 10 ó ñëîâà ïîÿñíåíèå).

Âòîðóþ ãðóïïó ñîñòàâèëè ¾ïåðåêðåñòíûå¿ ïàðû ñëîâ, ïîñòðîåííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ê
êàæäîìó èç 30 âçÿòûõ ñóùåñòâèòåëüíûõ ïðèñîåäèíÿëèñü ïðèëàãàòåëüíûå, ÿâëÿþùèåñÿ îïðå-
äåëåíèÿìè äëÿ êàêîãî-ëèáî èç 29 äðóãèõ, íî íå óêàçàííûå êàê îïðåäåëåíèÿ ê íåìó ñàìîìó
(ñì. ðèñóíîê 1). Âñåãî òàêèõ ïàð îêàçàëîñü 64397. Äëÿ íèõ, â îòëè÷èå îò ðàíåå âûáðàííûõ
íàïðÿìóþ èç ÊðîññËåêñèêè ïàð, çàðàíåå íå áûëî èçâåñòíî íè÷åãî îá èõ ñåìàíòè÷åñêîé ñîâìå-
ñòèìîñòè. Íåêîòîðûå ïðèëàãàòåëüíûå ÿâëÿëèñü îïðåäåëåíèÿìè ñðàçó äëÿ íåñêîëüêèõ âûáðàí-
íûõ ñóùåñòâèòåëüíûõ (÷àùå âñåãî âñòðå÷àëîñü îïðåäåëåíèå õîðîøèé). Îíè íå âêëþ÷àëèñü â
ïåðåêðåñòíûå ïàðû íè ñ îäíèì èç ýòèõ ñóùåñòâèòåëüíûõ.

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2008, âûïóñê �5
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Ðèñ. 1: Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ïàð ïðèëàãàòåëüíîå�ñóùåñòâèòåëüíîå

ÊðîññËåêñèêà Ôðàçåîëîãèçìû Ïåðåêðåñòíûå ïàðû
Îáùåå ÷èñëî ïàð 4441 243 64397

Ñðåäíåå çíà÷åíèå SCI 3, 73 8, 06 −3, 21
Äèñïåðñèÿ SCI 3, 29 2, 87 3, 97
Ìèíèìóì SCI −8, 8 −0, 28 −13, 29
Ìàêñèìóì SCI 14, 85 14, 37 12, 2

Íå íàéäåíû â Èíòåðíåòå 120 (3%) 0 24771 (38%)
Ïàðû ñî SCI > 4 2179 (49%) 222 (91%) 1673 (3%)
Ïàðû ñî SCI > 7 642 (14%) 166 (68%) 179 (0,28%)

Òàáëèöà 1: Ñòàòèñòèêà SCI äëÿ èññëåäóåìûõ ïàð ñëîâ

Èç íåñêîëüêèõ ôðàçåîëîãè÷åñêèõ ñëîâàðåé áûëà âûáðàíà òðåòüÿ ãðóïïà èç 243 ñëîâîñî÷å-
òàíèé òîãî æå âèäà ïðèëàãàòåëüíîå�ñóùåñòâèòåëüíîå, íàïðèìåð, íîâûé ðóññêèé, áåëàÿ âîðîíà.

Äëÿ çàïðîñîâ ê Èíòåðíåòó èñïîëüçîâàëàñü ðóññêîÿçû÷íàÿ ïîèñêîâàÿ ñëóæáà ßíäåêñ [8].
Äëÿ êàæäîé èññëåäóåìîé ïàðû ïðèëàãàòåëüíîå�ñóùåñòâèòåëüíîå áûë ïðîèçâåäåí çàïðîñ ê
ßíäåêñó è ðàññ÷èòàí ïîêàçàòåëü ñåìàíòè÷åñêîé ñîâìåñòèìîñòè. Ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé SCI
äëÿ âñåõ ïîñòðîåííûõ ïàð ïîêàçàíî â òàáëèöå 1, à åãî ãðàôèê ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå 2. Ïàðû,
íå íàéäåííûå â Èíòåðíåòå âîîáùå, â ïîäñ÷åò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ è äèñïåðñèè íå âêëþ÷àëèñü.

Â ñðåäíåì ñàìóþ âûñîêóþ îöåíêó SCI îæèäàåìî ïîëó÷èëè ôðàçåîëîãèçìû, à ñàìóþ íèç-
êóþ � ïåðåêðåñòíûå ïàðû. Â òî æå âðåìÿ ó ïåðåêðåñòíûõ ïàð ñàìàÿ âûñîêàÿ äèñïåðñèÿ �
ñðåäè íèõ îêàçàëîñü äîâîëüíî ìíîãî êàê íåäîïóñòèìûõ, òàê è âåñüìà óñòîé÷èâûõ ñëîâîñî÷å-
òàíèé. ÔðàçåîëîãèçìûÏåðåêðåñòíûå ïàðûÊðîññËåêñèêà

Çíà÷åíèå SCIÏðîöåíòîòê
îëè÷åñòâàïàð 20151050-5-10-15-20

15 %10 %5 %0 % 1Ðèñ. 2: Ðàñïðåäåëåíèå çíà÷åíèé SCI äëÿ èññëåäóåìûõ ïàð

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2008, âûïóñê �5
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Íåäîïóñòèìûå Äîïóñòèìûå
Ïàðû ÊðîññËåêñèêè 7 193
Ïåðåêðåñòíûå ïàðû 146 54

Ïåðåêðåñòíûå ïàðû ñ 4 < SCI < 7 11 89
Ïåðåêðåñòíûå ïàðû ñî SCI > 7 7 93

Òàáëèöà 2: Ðåçóëüòàòû îöåíêè ñëîâîñî÷åòàíèé ýêñïåðòîì

Ïàðû Íåäîïóñòèìûå Äîïóñòèìûå
Îáùåå ÷èñëî 153 247

Ñðåäíåå çíà÷åíèå SCI −4.87 2.77
Äèñïåðñèÿ SCI 3.09 3.71
Ìèíèìóì SCI −10.23 −9.43
Ìàêñèìóì SCI 3.6 9.36

Íå íàéäåíû â Èíòåðíåòå 74 12

Òàáëèöà 3: Îöåíêè SCI äëÿ ãðóïï, ïîñòðîåííûõ ýêñïåðòîì

4 Ýêñïåðòíàÿ îöåíêà ïàð ñëîâ

Äëÿ ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè SCI êàê ìåðû ñåìàíòè÷åñêîé äîïóñòèìîñòè èç âñåãî ìíî-
æåñòâà îöåíåííûõ áûëè âçÿòû 600 ïàð: 200 ñëîâîñî÷åòàíèé èç ñëîâàðÿ ÊðîññËåêñèêè, 200
ïåðåêðåñòíûõ ïàð è ïî 100 îòäåëüíî âûáðàííûõ ïåðåêðåñòíûõ ïàð, äëÿ êîòîðûõ SCI ëåæàë
â äèàïàçîíàõ ñîîòâåòñòâåííî [4; 7] è [7;+∞). Âñå ïàðû âûáèðàëàñü ñëó÷àéíûì îáðàçîì èç
ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæåñòâà.

Âûáðàííûå ïàðû áûëè îòäàíû íà íåçàâèñèìóþ îöåíêó ýêñïåðòó, êîòîðûé ðàçäåëÿë ïàðû
íà äâà ìíîæåñòâà: äîïóñòèìûå è íåäîïóñòèìûå â ðå÷è. Ðåçóëüòàòû îöåíêè ïîêàçàíû â òàáëèöå
2, à ñòàòèñòèêà çíà÷åíèé SCI ñðåäè âñåõ ïàð � â òàáëèöå 3.

Ýêñïåðòíàÿ îöåíêà ïîêàçàëà, ÷òî, íåñìîòðÿ íà îáèëèå íåäîïóñòèìûõ ñðåäè ïåðåêðåñòíûõ
ïàð, äîïóñòèìûå ïàðû âñòðå÷àþòñÿ äîâîëüíî ÷àñòî. Ñðåäè ïàð, ïîëó÷èâøèõ îöåíêó SCI > 4,
91% ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè. Óâåëè÷åíèå ïîðîãà ñ 4 äî 7 íå äàåò ñóùåñòâåííîãî ïðèðîñòà äîëè
äîïóñòèìûõ ïàð, ïðè÷åì îíà áëèçêà ê äîëå äîïóñòèìûõ ñëîâîñî÷åòàíèé, âçÿòûõ ñîáñòâåííî èç
ñëîâàðÿ ÊðîññËåêñèêè, ãäå äîïóñòèìûìè áûëè ïðèçíàíû 96,5% (íåäîïóñòèìîñòü îñòàâøèõñÿ
3,5% ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåòî÷íîñòü ýêñïåðòíîé îöåíêè).

Ñðåäíåå çíà÷åíèå SCI ñðåäè äîïóñòèìûõ ïî ýêñïåðòíîé îöåíêå ïàð ãîðàçäî âûøå, ÷åì äëÿ
íåäîïóñòèìûõ, îäíàêî íåêîòîðûå äîïóñòèìûå ïàðû âñå æå ïîëó÷àþò áîëüøóþ ïî àáñîëþòíîé
âåëè÷èíå îòðèöàòåëüíóþ îöåíêó (íàïðèìåð, −8, 8 äëÿ ïàðû íåäîðîãàÿ øåðñòü è −6, 34 äëÿ
ïàðû îñìûñëåííàÿ èíòîíàöèÿ). Ýòîò ôàêò, à òàêæå 12 äîïóñòèìûõ ïàð, íå íàéäåííûõ âîîáùå,
òàêèõ, êàê ÷àéíîíàðåçíûå àâòîìàòû è íåóãîäíîå îáúÿñíåíèå, ñâèäåòåëüñòâóþò î íåïîëíîòå
ìàññèâîâ ðóññêîÿçû÷íîãî Èíòåðíåòà.

5 Çàêëþ÷åíèå

Ïðîâåäåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîäòâåðäèëè, ÷òî ìåðà ñåìàíòè÷åñêîé ñîâìåñòèìîñòè, ââåäåí-
íàÿ ðàíåå, ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñåìàíòè÷åñêîé äîïóñòèìîñòè ñëîâîñî÷åòàíèé
íà îñíîâå ìàññèâîâ Èíòåðíåòà, è êîððåêòíîñòü ýòîãî ïðèìåíåíèÿ ïîäòâåðæäåíà ýêñïåðòíîé
ïðîâåðêîé.

Ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïåðåêðåñòíûõ ïàð ñëîâ, à òàêæå ñàìè ïîñòðîåííûå â õîäå ýêñïåðèìåíòà
ïåðåêðåñòíûå ïàðû, ïîëó÷èâøèå âûñîêóþ îöåíêó SCI, ìîãóò òàêæå áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ
àâòîìàòèçèðîâàííîãî ïîïîëíåíèÿ ñëîâàðÿ ñèñòåìû ÊðîññËåêñèêà è äðóãèõ áàç ñëîâîñî÷åòà-
íèé.
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Êàôåäðà Àâòîìàòèçàöèè íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé

1 Ââåäåíèå

Ñîâðåìåííàÿ íàóêà, ïðåæäå âñåãî, îñíîâûâàåòñÿ íà ñèñòåìíîì ïîäõîäå ê èçó÷åíèþ ÿâëå-
íèé è ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ ïðè ðàçâèòèè ðàçëè÷íûõ ñèñòåì. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âñå ÷àùå
âñòðå÷àåòñÿ òàêîå ïîíÿòèå, êàê ñàìîîðãàíèçàöèÿ îòêðûòîé ñèñòåìû. Òî åñòü ñèñòåìà ðàçâè-
âàåòñÿ ïî íåêîòîðûì ñâîèì âíóòðåííèì çàêîíàì ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíèõ âëèÿíèé èëè âîç-
äåéñòâèé, ïðèñïîñàáëèâàÿñü çà ñ÷åò îïðåäåëåííûõ âíóòðåííèõ ðåñóðñîâ ê ñóùåñòâîâàíèþ ïðè
óñëîâèÿõ âíåøíåé ñðåäû.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ýêîíîìè÷åñêîé àêòèâíîñòè íà îïðåäåëåííîì ãåîãðàôè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå, çíà÷åíèå èìååò íå òîëüêî ãåîãðàôè÷åñêîå ïîëîæåíèå ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ, íî òàêæå ñè-
ñòåìà ðàññåëåíèÿ æèòåëåé íà ýòîé òåððèòîðèè, ðàñïîëîæåíèå ðåêðåàöèîííûõ çîí è ïðîèçâîä-
ñòâåííîé èíôðàñòðóêòóðû, î÷åíü áîëüøîå çíà÷åíèå èìåþò, êðîìå òîãî, òðàíñïîðòíûå ñåòè è
èõ ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè íà äàííîé òåððèòîðèè. Ïî ñóòè, âñå óêàçàííûå ôàêòîðû ôîðìèðó-
þò åäèíóþ ñôåðó æèçíåäåÿòåëüíîñòè ÷åëîâå÷åñêîãî îáùåñòâà, êîòîðàÿ ðàçâèâàåòñÿ, ó÷èòûâàÿ
êàæäûé èç ôàêòîðîâ â ðàìêàõ åäèíîé ñîöèàëüíî-ïðîèçâîäñòâåííîé ñèñòåìû.

Ïðè ðàññìîòðåíèè è àíàëèçå êàæäîé îòäåëüíî âûáðàííîé òåððèòîðèè íåîáõîäèìî îñîáîå
âíèìàíèå óäåëÿòü ñòåïåíè îñâîåíèÿ äàííîé ìåñòíîñòè, ó÷èòûâàòü óðîâåíü ðàçâèòèÿ òðàíñ-
ïîðòíîé ñèñòåìû. Â ñèëó íåîäíîðîäíîñòè ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ òåððèòîðèé
ïðèõîäèòñÿ èñêàòü ïóòè îïòèìàëüíîãî è íàèáîëåå âûãîäíîãî ðàçâèòèÿ ïðîèçâîäñòâåííîé,
òðàíñïîðòíîé è ñîöèàëüíîé èíôðàñòðóêòóðû.

Ïðè àíàëèçå è ìîäåëèðîâàíèè ðàçâèòèÿ îòäåëüíûõ òåððèòîðèé êðàéíå èíòåðåñíûì ÿâëÿåò-
ñÿ âîïðîñ î ñîõðàíåíèè õàðàêòåðèñòèê è ñâîéñòâ ðàññìàòðèâàåìîé òåððèòîðèè, êàê ñîöèàëüíî-
ïðîèçâîäñòâåííîé ñèñòåìû ïðè èçìåíåíèÿõ ðàçëè÷íûõ âëèÿþùèõ íà íåå ôàêòîðîâ. Äðóãèìè
ñëîâàìè - âîïðîñ î ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû.

Ìàòåìàòè÷åñêèå àñïåêòû ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè îáñóæäàþòñÿ â ìîíîãðàôèè [1], êîòî-
ðàÿ äàåò ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå: ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîé, åñëè äëÿ âñÿêîãî
äîñòàòî÷íî ìàëîãî èçìåíåíèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ, ïîëó÷àåìàÿ ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé.
Ïîýòîìó, åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷èâûå êîíôèãóðàöèè ìîãóò áûòü ïðå-
îáðàçîâàíû â ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå.

Ìû ðàññìàòðèâàåì ýâîëþöèþ óðáàíèñòè÷åñêîé ñèñòåìû êàê àíàëîã çàäà÷è ñòðóêòóðíîé
óñòîé÷èâîñòè âåêòîðíûõ ïîëåé. Ýêîíîìè÷åñêàÿ àêòèâíîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ îïðåäåëåííûì
âðåìåíåì è ìåñòîì, ïîýòîìó ðàçóìíî ó÷èòûâàòü íå òîëüêî âðåìåííûå, íî è ïðîñòðàíñòâåí-
íûå çàâèñèìîñòè ïðè ðàñ÷åòàõ â ìîäåëèðîâàíèè íåëèíåéíîãî ðàçâèòèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì.
Ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíèõ âîçäåéñòâèé, èëè â ñèëó ñòðóêòóðíîé íåóñòîé÷èâîñòè â ðåçóëüòà-
òå ñàìîñîãëàñîâàííîé ýâîëþöèè ìîãóò ïðîèñõîäèòü èçìåíåíèÿ â òîïîëîãèè óðáàíèñòè÷åñêîé
ñèñòåìû.

Óðáàíèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñòðóêòóðíî-íåóñòîé÷èâîå àçèìóòàëüíîå
ñèììåòðè÷íîå âåêòîðíîå ïîëå ñ îäíîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé âûñîêîãî ïîðÿäêà. Íà îñíîâå êîì-
ïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìû èññëåäîâàëè äèíàìèêó ðàçâèòèÿ ãîðîäñêèõ öåíòðîâ è ïðî-
äåìîíñòðèðîâàëè ðàçëè÷íûå ãîðîäñêèå ñèñòåìû, êîòîðûå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü: îäíîÿäåðíûå
ñèñòåìû, äâóÿäåðíûå ñèñòåìû è ìóëüòè-ÿäåðíûå ñèñòåìû. Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû
ðàñïîëîæåíèÿ áîëüøèõ ãîðîäîâ â îäíîÿäåðíîé ñèñòåìå:

• Öåíòðàëüíîå ðàñïîëîæåíèå ñòîëèöû, êàê â Èñïàíèè;
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• Ñìåùåííîå ðàñïîëîæåíèå ñòîëèöû, êàê â Àâñòðèè;

• Ïåðèôåðèéíîå ðàñïîëîæåíèå áîëüøèõ ãîðîäîâ, êàê â Àçèè.

Àíàëîãè÷íûå ïðîöåññû èìåþò ìåñòî è äëÿ ñîâðåìåííûõ ìåãàïîëèñîâ, ãäå áèçíåñ öåíòð
èãðàåò ðîëü ÿäðà.

2 Áàçèñíàÿ óðáàíèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Ïðè ïîñòðîåíèè óðáàíèñòè÷åñêîé ìîäåëè ðàçâèòèÿ ãîðîäà èñïîëüçîâàëàñü ìîäåëü ïðåäëî-
æåííàÿ Áåêìàíîì, îïèñàííàÿ â êíèãå Ïó. Ìîäåëü Áåêìàíà îñíîâûâàåòñÿ íà äâóõ óðàâíåíèÿõ,
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, âûðàæàåìûõ â ãðàäèåíòíîì è äèâåðãåíòíîì çàêîíàõ [2]. Ãðàäèåíòíûé
çàêîí âûðàæàåòñÿ óðàâíåíèåì

k
φ

|φ|
= ∇λ, (1)

ãäå k - ëîêàëüíàÿ ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè òîâàðà â äàííîé òî÷êå, φ ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì ëîêàëüíîãî
ïîòîêà òîâàðîâ, âçÿòîãî â íàïðàâëåíèè (sinφ, cos φ) = φ

|φ| , φ - êîëè÷åñòâî ïåðåìå÷àåìîãî òîâàðà,
à λ îáîçíà÷àåò öåíó òîâàðà. Âñå óêàçàííûå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ïðîñòðàíñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ x, y è âðåìåíè t. Ýòî óðàâíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ëþáîé ïîòîê èìååò íàïðàâëåíèå â
ñòîðîíó ìàêñèìàëüíîãî ðîñòà öåíû òîâàðà è ÷òî öåíà òîâàðà çàâèñèò îò ñòîèìîñòè ïåðåâîçêè.
Èç óðàâíåíèÿ (1) ñëåäóåò, ÷òî çàâèñèìîñòü ìåæäó ëîêàëüíîé ñòîèìîñòüþ ïåðåâîçêè òîâàðà è
öåíîé òîâàðà âûðàæàåòñÿ

k = |∇λ|. (2)

Òîãäà èç óðàâíåíèé (1) è (2) ìû èìååì φ = −χ∇λ, ãäå χ(λ) - íåêîòîðàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ λ
àíàëîãè÷íàÿ êîýôôèöèåíòó òåïëîïðîâîäíîñòè. Äèâåðãåíòíûé çàêîí â ìîäåëè Áåêìàíà èìååò
âèä:

divφ + z(λ) = 0, (4)

ãäå z(λ) - èçáûòîê ïðåäëîæåíèÿ. Â íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå èç ãðàäèåíòíîãî è äèâåðãåíòíîãî
çàêîíà, äàííûõ â óðàâíåíèÿõ (1) è (3) ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ λ

∂λ

∂t
+ div(χ∇λ) = −z(λ), (4)

èç êîòîðîãî ïîëó÷àåì ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ

∂A

∂t
+ divΦ = F (A), (5)

ãäå A - ïëîòíîñòü íåêîòîðîé âåëè÷èíû, Φ - âåêòîð òå÷åíèÿ ïëîòíîñòè è F (A) èñòî÷íèê ìîùíî-
ñòè. Â ñëó÷àå åñëè Φ = AV óðàâíåíèå îïèñûâàåò êîíâåêòèâíûé ïåðåíîñ, à â ñëó÷àå Φ = −k∇A
îïèñûâàåò ðàññåèâàíèå.

3 Ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Ìû ïðåäñòàâëÿåì ðåçóëüòàòû ñåðèè âû÷èñëåíèé ñàìîñîãëàñîâàííîãî ðàçâèòèÿ âåêòîðíîé
óðáàíèñòè÷åñêîé êîíôèãóðàöèé.

Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé øåñòèóãîëüíèê. Âûáîð èìåííî òàêîé ðàñ÷åòíîé îá-
ëàñòè îñíîâàí íà êëàññè÷åñêîé òåîðèè öåíòðàëüíûõ ìåñò Êðèñòàëëåðà, èìåííî òàêîå ðàéîíè-
ðîâàíèå ïîçâîëÿåò äîñòèãíóòü ìàêñèìàëüíîé ïëîùàäè çàìîùåíèÿ.

Îñíîâíîé ïîñòóëàò òåîðèè öåíòðàëüíûõ ìåñò çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðàçìåùåíèå ýêî-
íîìè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ãëàâíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå òðàíñïîðòíàÿ äîñòóïíîñòü âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ. Íà òàêîé òåððèòîðèè
èçäåðæêè ñíàáæåíèÿ ïîñåëåíèÿ áóäóò çàâèñåòü òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ìåñòîì ïðîèç-
âîäñòâà òîâàðà è ýòèì ïîñåëåíèåì. Ñ óâåëè÷åíèåì èçäåðæåê ñïðîñ íà áîëüøèíñòâî òîâàðîâ
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óìåíüøàåòñÿ, è ïîýòîìó î÷åâèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì ðàññòîÿíèÿ ñïðîñ íà ëþáîé òîâàð â ëþáîì
ðàéîíå áóäåò óìåíüøàòüñÿ. À òàê êàê íàñåëåíèå, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàçìåùåíî ðàâíîìåðíî è
òðàíñïîðòíûå èçäåðæêè ïðîïîðöèîíàëüíû ðàññòîÿíèþ, òî çîíà ñáûòà ëþáîãî òîâàðà áóäåò
èìåòü ôîðìó êðóãà è ìåñòî ïðîèçâîäñòâà ýòîãî òîâàðà ðàñïîëîæèòñÿ â öåíòðå çîíû ñáû-
òà, òî åñòü ñòàíåò "öåíòðàëüíûì ìåñòîì", à âñå ïîñåëåíèÿ, êîòîðûå ñíàáæàþòñÿ èç ýòîãî
öåíòðà, áóäóò "çàâèñèìûìè"ìåñòàìè. Ïîÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå êîíóñ ñïðîñà - ðàäèóñ çîíû ñáû-
òà öåíòðàëüíûõ òîâàðîâ, íèæíèé ïðåäåë êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ ïîðîãîâûì ðàçìåðîì ðûíêà,
à âåðõíèé - ðàññòîÿíèåì, âíå êîòîðîãî öåíòðàëüíîå ìåñòî óæå íåñïîñîáíî ñáûâàòü ñâîé òîâàð.

Ðèñóíîê 1. Ìîäåëü êîíóñ ñïðîñà

Âåñü èçó÷àåìûé ðàéîí ìîæíî áûëî áû ðàçäåëèòü íà ðÿä çîí êðóãëîé ôîðìû, îïðåäåëÿå-
ìûõ êîíóñîì ñïðîñà, íî çäåñü âîçíèêàåò îïðåäåëåííàÿ òðóäíîñòü: åñëè îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ
äðóã äðóãà, òî âîçíèêàþò íåîáñëóæèâàåìûå òåððèòîðèè, åñëè æå îêðóæíîñòè íàîáîðîò çà-
ïîëíÿþ âñþ òåððèòîðèþ, òî îíè äîëæíû ïåðåñåêàòüñÿ âñëåäñòâèå ÷åãî âîçíèêàþò çîíû ïåðå-
êðûòèÿ. Ïîýòîìó íàèáîëåå ýôôåêòèâíîé ôîðìîé ðàéîíîâ ñáûòà ÿâëÿåòñÿ ôîðìà ïðàâèëüíîãî
øåñòèóãîëüíèêà. Øåñòèóãîëüíàÿ (ãåêñàãîíàëüíàÿ) ñòðóêòóðà âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå ñòðåì-
ëåíèÿ ðàçìåñòèòü íà ïëîñêîñòè ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî êîíóñîâ ñïðîñà. Ðàéîíû
â ôîðìå øåñòèóãîëüíèêà ðàâíîìåðíî çàïîëíÿþò âñþ òåððèòîðèþ.

Êðèñòàëëåð ñôîðìóëèðîâàë âûÿâëåííûå çàêîíîìåðíîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì: ãðóïïà òîæ-
äåñòâåííûõ öåíòðàëüíûõ ìåñò èìååò øåñòèóãîëüíûå äîïîëíÿþùèå ðàéîíû, à ñàìè öåí-
òðàëüíûå ìåñòà îáðàçóþò ïðàâèëüíóþ òðåóãîëüíóþ ðåøåòêó. Ðàçìåùåíèå ãîðîäîâ â ìî-
äåëè Êðèñòàëëåðà îáåñïå÷èâàåò îïòèìàëüíîå ïåðåìåùåíèå ïîòðåáèòåëåé òîâàðîâ è óñëóã
- ê ñàìûì áëèçêèì ê ìåñòó èõ ïðîæèâàíèÿ öåíòðàëüíûì ìåñòàì. Òàêèì îáðàçîì ðû-
íî÷íàÿ, òðàíñïîðòíàÿ èíôðàñòðóêòóðà è àäìèíèñòðàòèâíàÿ ñòðóêòóðà îïòèìèçèðóþòñÿ.

Ðèñóíîê 2. Ïðèìåðû çàìîùåíèÿ òåððèòîðèè

Íà îñíîâå ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà íàìè áûëî ïîëó÷åíî óðàâíåíèå, õàðàêòåðèçóþùåå äèíà-
ìè÷åñêîå ðàçâèòèå óðáàíèñòè÷åñêîé ñèñòåìû:

∂λ

∂t
+ div(χ(λ)gradλ) = −z(λ), (6)

Êàê óæå áûëî óêàçàíî, çäåñü λ(x, y, t) > 0 - ëîêàëüíàÿ ñòîèìîñòü òîâàðà, χ - êîýôôèöèåíò äèô-
ôóçèè, z(λ) ëîêàëüíûé èçáûòîê ïðåäëîæåíèÿ. Íàìè ðàññìàòðèâàëèñü ñèñòåìû, ñ íóëåâûì ëî-
êàëüíûì èçáûòêîì ïðåäëîæåíèÿ, è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè îïòèìàëüíûì
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òîðãîâûì óñëîâèÿì ìåæäó âçàèìîäåéñòâóþùèìè ðåãèîíàìè ãîðîäà, òî åñòü λ = λ0 + 0,5√
x2+y2

,
ãäå λ0 = λ(x, y, t = 0) - íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû.

Ïðè ðàñ÷åòàõ íàìè áûëà èñïîëüçîâàíà ÿâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ñ ñåòêîé 200õ200.
Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ìû ðàññìàòðèâàëè óðáàíèñòè÷åñêóþ âåêòîðíóþ

êîíôèãóðàöèþ ñ îñåâîé ñèììåòðèåé òðåòüåãî ïîðÿäêà. Òàêàÿ êîíôèãóðàöèÿ çàäàåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: λ(x, y, t = 0) = x3 − 3xy2.

Ïðè ïîäîáíîì ìîäåëèðîâàíèè óðáàíèñòè÷åñêîé ñèñòåìû àíàëîãàìè äîðîã ÿâëÿþòñÿ "ñèëî-
âûå ëèíèè"â ïîëó÷àåìîé âåêòîðíîé ìîäåëè.

Íà ðèñóíêàõ 3-4 ñõåìàòè÷íî ïîêàçàí ïðîöåññ ýâîëþöèè ñèñòåìû âî âðåìåíè. Îò÷åòëèâî
âèäíî, ÷òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðîèñõîäèò "ðàçâàë"îäíîãî öåíòðà íà òðè äîïîëíèòåëü-
íûõ, ïðè ýòîì ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî öåíòðàëüíûé ñîõðàíÿåòñÿ, ìåíÿåòñÿ òîïîëîãèÿ äîðîã.

Ðèñóíîê 3. Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ìîäåëè-
ðóåìîé óðáàíèñòè÷åñêîé ñèñòåìû â ìîìåíò
âðåìåíè t = 0.

Ðèñóíîê 4. Ñîñòîÿíèå ìîäåëèðóåìîé óð-
áàíèñòè÷åñêîé ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè
t = 4.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ èìååò ìíîæåñòâî ïîäòâåðæäàþùèõ ïðèìåðîâ
â âèäå ñòðóêòóðû ðàçëè÷íûõ ãîðîäîâ, îäèí èç êîòîðûõ ïðèâåäåí íà ðèñóíêå 5.

Ðèñóíîê 5. Ïðèìåð ãîðîäà ñ êîíôèãóðàöèåé äîðîã, ïîäîáíûõ ðèñóíêó 1.

Âî âòîðîé ñåðèè âû÷èñëåíèé áûëà èñïîëüçîâàíà òà æå ìîäåëü, ñ òåìè æå ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè, à â êà÷åñòâå èçíà÷àëüíî çàäàííîé óðáàíèñòè÷åñêîé âåêòîðíîé êîíôèãóðàöèè áûëà
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âûáðàíà ñëåäóþùàÿ: λ(x, y, t = 0) = x3 − 3xy2 + 0, 5x.
Ðèñóíêè 6-7 ñõåìàòè÷íî ïîêàçûâàþò, ÷òî áóäåò ïðîèñõîäèòü ñ ïîäîá-

íîé ñèñòåìîé â ïðîöåññå ñàìîñîãëàñîâàííîãî ðàçâèòèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ñè-
ñòåìà ñ äâóìÿ ñîåäèíåííûìè öåíòðàìè, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè òðàíñôîð-
ìèðóåòñÿ â ñèñòåìó ñ äâóìÿ ñàìîñòîÿòåëüíî ñóùåñòâóþùèìè öåíòðàìè.

Ðèñóíîê 6. Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ìîäåëè-
ðóåìîé óðáàíèñòè÷åñêîé ñèñòåìû â ìîìåíò
âðåìåíè t = 0.

Ðèñóíîê 7. Ñîñòîÿíèå ìîäåëèðóåìîé óð-
áàíèñòè÷åñêîé ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè
t = 4.

Ïðèìåðàìè ãîðîäîâ ñ ïîäîáíîé ñòðóêòóðîé ñëóæàò Êàíçàñ è Áîëîíüÿ.

Ðèñóíîê 8. Ñòðóêòóðà ãîðîäà Áîëîíüè.

4 Çàêëþ÷åíèå

Â ýòîé ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçâèòèÿ ðàç-
ëè÷íûõ óðáàíèñòè÷åñêèõ ñèñòåì, è áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óðáàíèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñòðåìèòñÿ ê
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ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì êîíôèãóðàöèÿì, âíå çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé,
êîòîðûå âëèÿþò òîëüêî íà íåîáõîäèìîå äëÿ ïåðåñòðîåíèÿ âðåìÿ. Ïðîâåäåíèå ïîäîáíûõ èññëå-
äîâàíèé ïîìîæåò ïðîâåäåíèþ èññëåäîâàíèÿ ðàçâèòèÿ ãîðîäñêèõ ñòðóêòóð è ïðîãíîçèðîâàíèþ
èçìåíåíèÿ èõ ñòðóêòóðû, ÷òî ÿâëÿåòñÿ êðàéíå âàæíûì â ñîâðåìåííîì ìèðå.
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Êàôåäðà Îïòèìàëüíîãî Óïðàâëåíèÿ

1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåàâòîíîìíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ èíòåãðàëüíûì ôóíêöè-
îíàëîì íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè (P ):

ẋ(t) = f(x(t), t, u(t)), u(t) ∈ U, t ≥ 0; (1)
x(0) = x0 (2)

J(x, u) =
∫ ∞

0
f0(x(t), t, u(t))dt→ max,

ãäå x(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) ∈ Rn, - çíà÷åíèå ôàçîâîãî âåêòîðà x, à u(t) = (u1(t), . . . , um(t)) ∈
Rm - çíà÷åíèå óïðàâëåíèÿ u â ìîìåíò âðåìåíè t ≥ 0. Êëàññ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé ñîñòîèò
èç èçìåðèìûõ ôóíêöèé u : [0,∞) → Rm ñî çíà÷åíèÿìè èç íåïóñòîãî êîìïàêòà U . Âåêòîðíàÿ
ôóíêöèÿ f è ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f0 íåïðåðûâíû âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
ïî àðãóìåíòàì x è t íà ìíîæåñòâå G× [0,∞)×U , ãäå G - òàêîå çàäàííîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî
â Rn, ÷òî x0 ∈ G.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ f0 èìååò ñïåöèàëüíûé âèä

f0(x, t, u) = e−ρtg(x, u) äëÿ âñåõ x ∈ G, u ∈ U, t ≥ 0, (3)

ãäå ρ > 0 - ïàðàìåòð äèñêîíòèðîâàíèÿ, à ôóíêöèÿ g íåïðåðûâíà âìåñòå ñî ñâîåé ÷àñòíîé
ïðîèçâîäíîé ïî ïåðåìåííîé x íà ìíîæåñòâå G × U . Çàäà÷è äàííîãî òèïà ÷àñòî âîçíèêàþò â
ýêîíîìèêå.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ u, ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ðåøåíèå
(Êàðàòåîäîðè) x ñèñòåìû (1), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (2), îïðåäåëåíî íà [0,∞)
è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â G.

Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, îñíîâíàÿ òðóäíîñòü èññëåäîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çà-
äà÷è ñâÿçàíà ñ áåñêîíå÷íûì èíòåðâàëîì âðåìåíè. Íàëè÷èå áåñêîíå÷íîãî èíòåðâàëà âíîñèò â
çàäà÷ó îñîáåííîñòü, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé ðàçëè÷íîãî ðîäà ïàòîëîãèé â ñîîòíîøåíèÿõ ïðèí-
öèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, â ÷àñòíîñòè, â óñëîâèÿõ òðàíñâåðñàëüíîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè
(ñì. [1],[5],[9]).

Ïðè ýòîì, â îòëè÷èå îò çàäà÷ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè, â ñëó÷àå çàäà÷ íà áåñêî-
íå÷íîì èíòåðâàëå, íåàâòîíîìíûé ñëó÷àé íå ñâîäèòñÿ ê àâòîíîìíîìó ïîñðåäñòâîì ââåäåíèÿ
äîïîëíèòåëüíîé ôàçîâîé êîîðäèíàòû xn+1 ≡ t, à òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ. Ýòî
ñâÿçàíî ñ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî ïðè îñóùåñòâëåíèè ýòîãî ïðèåìà èñïîëüçóåòñÿ óñëîâèå
òðàíñâåðñàëüíîñòè â ïðàâîì êîíöå (ñì. [3]), êîòîðîå â çàäà÷àõ íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå âðå-
ìåíè, âîîáùå ãîâîðÿ, îòñóòñòâóåò.

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

H 1 Ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ íà [0,∞) ôóíêöèÿ C(t) ≥ 0, ÷òî

〈x, f(x, t, u)〉 ≤ C(t)(1 + ‖x‖2) äëÿ âñåõ x ∈ G, u ∈ U, t ≥ 0.
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H 2 Äëÿ ëþáûõ t ≥ 0, x ∈ G ôóíêöèÿ u→ f(x, t, u) ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé ïî ïåðåìåííîé u, ò.å.

f(x, t, u) = f0(x, t) +
m∑

i=1

fi(x, t)ui äëÿ âñåõ x ∈ G, u ∈ U, t ≥ 0,

ãäå âñå ôóíêöèè fi, i = 1 . . .m íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ
x, t.

H 3 Ìíîæåñòâî U âûïóêëî. Äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ t > 0, x ∈ G ôóíêöèÿ u → g(x, u)
âîãíóòà ïî ïåðåìåííîé u.

H 4 Ñóùåñòâóþò òàêèå íåâîçðàñòàþùèå íà [0,∞) ôóíêöèè µ(t) ≥ 0, ω(t) ≥ 0, ÷òî
limt→∞ µ(t) = 0, limt→∞ ω(t) = 0 è äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé ïàðû (x, u), âûïîëíÿþòñÿ ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ:

max
u∈U

e−ρt|g(x(t), u(t))| ≤ µ(t) ïðè âñåõ t > 0;∫ ∞

T
e−ρt|g(x(t), u(t))|dt ≤ ω(T ) ïðè âñåõ T > 0.

Â ñèëó óñëîâèé (H1)-(H4) îïòèìàëüíàÿ äîïóñòèìàÿ ïàðà (x∗, u∗) â çàäà÷å (P ) ñóùåñòâóåò
[1],[6].

2 Ïîñòðîåíèå àïïðîêñèìèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷

Ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷ {(Pk)}, k = 1, 2, . . . íà êîíå÷íûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè
[0, Tk] ïðè Tk → ∞ ïðè k → ∞, àïïðîêñèìèðóþùóþ èñõîäíóþ çàäà÷ó (P ), èñïîëüçóÿ ïîäõîä,
àíàëîãè÷íûé èçëîæåííîìó â ðàáîòàõ [1], [5].

Ïóñòü (x∗, u∗) - îïòèìàëüíàÿ ïàðà â èñõîäíîé çàäà÷å (P ). Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ìíîæå-
ñòâà U ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãëàäêèõ ôóíêöèé {zk}, k = 1, 2, . . . è ÷èñåë {σk}, k =
1, 2, . . . , óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì

sup
t∈[0,∞)

‖zk(t)‖ ≤ max
u∈U

‖u‖+ 1; (4)∫ ∞

0
e−t‖zk(t)− u∗(t)‖2dt ≤ 1

k
; (5)

sup
t∈[0,∞)

‖żk(t)‖ ≤ σk <∞, lim
k→∞

σk = ∞. (6)

Äëÿ ïîñòðîåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {zk} è {σk},âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæè-
òåëüíûõ ÷èñåë {Tk}, Tk < Tk+1, k = 1, 2, . . . , lim

k→∞
Tk = ∞ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

ω(Tk) ≤
1

k(1 + σk)
ïðè âñåõ k = 1, 2, . . . .

Òåïåðü îïðåäåëèì àïïðîêñèìèðóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷ {(Pk)}, k = 1, 2, . . . .

ẋ(t) = f(x(t), t, u(t)), u(t) ∈ U t ≥ 0; (7)
x(0) = x0; (8)

Jk(x, t, u) =
∫ Tk

0

[
e−ρtg(x(t), u(t))− 1

1 + σk
e−t‖zk(t)− u(t)‖2

]
dt→ max

u∈U
.

Â ñèëó [4] äëÿ ëþáîãî k = 1, 2, . . . â çàäà÷å {(Pk)} ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå
uk. Îáîçíà÷èì ÷åðåç xk - äîïóñòèìóþ òðàåêòîðèþ ñèñòåìû (7), óäîâëåòâîðÿþùóþ íà÷àëüíîìó
óñëîâèþ (8), ñîîòâåòñòâóþùóþ óïðàâëåíèþ uk. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðà (xk, uk) ïðîäîëæåíà
íà èíòåðâàëå [Tk,∞) ïðîèçâîëüíûì äîïóñòèìûì îáðàçîì.
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Ëåììà 1 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (H1) - (H4), u∗ - îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å (P ),
{(Pk)}, k = 1, 2, . . . - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷, ñîîòâåòñòâóþùàÿ u∗, è ïóñòü uk - îïòè-
ìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäà÷å (Pk). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî T > 0 èìååì ñõîäèìîñòü
uk ê u∗ â L

2([0, T ],Rm) ïðè k →∞.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1 ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 1 â [5] è ëåììû
7.1 â [1].

Òàê êàê ïàðà (xk, uk) îïòèìàëüíà â çàäà÷å (Pk), k = 1, 2, . . . íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè,
òî äëÿ íå¼ âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà [3]: ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïàðà ñîïðÿæ¼í-
íûõ ïåðåìåííûõ (ψk, ψ

0
k), ñîîòâåòñòâóþùàÿ (xk, uk), ÷òî ψ0

k > 0 è ïàðà (ψk, ψ
0
k) óäîâëåòâîðÿåò

íà [0, Tk] ñîïðÿæ¼ííîé ñèñòåìå

ψ̇k(t) = −
[
∂f(xk(t), t, uk(t))

∂x

]∗
ψk(t)− ψ0

ke
−ρt∂g(xk(t), uk(t))

∂x
(9)

è óñëîâèþ ìàêñèìóìà

Hk(xk(t), t, uk(t), ψk(t), ψ0
k)
ï.â.= Hk(xk(t), t, ψk(t), ψ0

k), (10)

ãäå

Hk(x, t, u, ψ, ψ0) = 〈f(x, t, u), ψ〉+ ψ0e−ρtg(x, u)− ψ0 e−t

1 + σk
‖u− zk(t)‖2, (11)

Hk(x, t, ψ, ψ0) = max
u∈U

Hk(x, t, u, ψ, ψ0).

Êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè

ψk(Tk) = 0. (12)

Èç ñîîòíîøåíèé (9) è (10) ñëåäóåò (ñì. [3]), ÷òî íà îòðåçêå [0, Tk]

d

dt
Hk(xk(t), t, ψk(t), ψ0

k)
ï.â.=

∂Hk

∂t
(xk(t), t, uk(t), ψk(t), ψ0

k). (13)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî k = 1, 2, . . . ôóíêöèÿ ψk ïðîäîëæåíà íà [0,∞) íóë¼ì ïî
íåïðåðûâíîñòè, ò.å. ψk(t) = 0 ïðè t ≥ Tk.

Ëåììà 2 Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (H1) - (H4), (x∗, u∗) - îïòèìàëüíàÿ ïàðà â çàäà÷å (P );
{(Pk)}, k = 1, 2, . . .- ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷, ñîîòâåòñòâóþùàÿ u∗, (xk, uk) - îïòèìàëüíàÿ
ïàðà â çàäà÷å (Pk) ïðè âñåõ k = 1, 2, . . .; (ψk, ψ

0
k) - ïàðà ñîïðÿæ¼ííûõ ïåðåìåííûõ, ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ (xk, uk), òàê, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà (9) - (13);
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ψk(0)} è {ψ0

k} îãðàíè÷åíû è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

‖ψk(0)‖+ ψ0
k ≥ a (k = 1, 2, . . .) (14)

ïðè íåêîòîðîì a > 0.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{(xk, uk, ψk, ψ
0
k)}, k = 1, 2, . . . , ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî T > 0 âûïîëíÿþòñÿ

ñîîòíîøåíèÿ:

1. lim
k→∞

uk(t)
ï.â.= u∗(t) íà îòðåçêå [0, T ];

2. xk ⇒ x∗ íà îòðåçêå [0, T ] ïðè k →∞;

3. lim
k→∞

ψ0
k = ψ0;
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4. ψk(t) ⇒ ψ(t), íà îòðåçêå [0, T ] ïðè k →∞, ãäå (ψ,ψ0) - íåòðèâèàëüíàÿ ïàðà ñîïðÿæ¼í-
íûõ ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ (x∗, u∗);

5. Ïàðà (ψ,ψ0) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

ψ̇(t) = −
[
∂f(x∗(t), t, u∗(t))

∂x

]∗
ψ(t)− ψ0e−ρt∂g(x∗(t), u∗(t))

∂x
; (15)

‖ψ(0)‖+ ψ0 > 0; (16)

H(x∗(t), t, u∗(t), ψ(t), ψ0) ï.â.= H(x∗(t), t, ψ(t), ψ0). (17)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2 ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 2 èç [5] è òåîðåìû
7.1 èç [1].

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé Ëåììû 2, ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ïðåäåëüíûé ïå-
ðåõîä â ñîïðÿæ¼ííîé ñèñòåìå è â óñëîâèè ìàêñèìóìà, àïïðîêñèìèðóÿ èñõîäíóþ çàäà÷ó (P ) íà
áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ çàäà÷ {(Pk)}, k = 1, 2, . . . íà êîíå÷íûõ
èíòåðâàëàõ.

3 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà äëÿ íåàâòîíîìíûõ ñèñòåì.
Ñëó÷àé ìîíîòîííîé çàâèñèìîñòè ôóíêöèîíàëà è ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ îò ôàçîâîé ïåðåìåííîé.

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, â êîòîðîì ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ â çàäà÷å (1),
à òàêæå ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â êðèòåðèè êà÷åñòâà ìîíîòîííî çàâèñÿò îò ïåðåìåííîé x.
Ò.å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

H 5 Äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé ïàðû (x, u) ïðè ïî÷òè âñåõ t > 0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

∂g(x(t), u(t))
∂xi

> 0,

è
∂f i(x(t), t, u(t))

∂xj
≥ 0 äëÿ ëþáûõ i, j = 1 . . . n

Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà â íîðìàëüíîé ôîðìå (ψ0 = 1)
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è (1). Êðîìå òîãî, âñå êîîðäèíàòû
ñîïðÿæ¼ííîãî âåêòîðà ψ(t) ïîëîæèòåëüíû.

Òåîðåìà 1 (Ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà) Ïóñòü (x∗, u∗) - îïòèìàëüíàÿ ïàðà â çàäà-
÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè. Ïóñòü, êðîìå òîãî, âåðíû
óñëîâèÿ H1-H4, à òàêæå óñëîâèå H5; èíòåãðàë∫ ∞

0

∂f(x(t), t, u(t))
∂t

dt

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé ïàðû (x, u); Ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå u0 ∈ U ,
÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∫ ∞

0

∂f(x(t), t, u(t))
∂t

dt < f(x0, 0, u0); (18)

Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ ψ : [0,∞) → Rn,
÷òî ïàðà (x∗, u∗) âìåñòå ñ (ψ,ψ0 = 1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) ôóíêöèÿ ψ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû (15);
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2) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ìàêñèìóìà (17);
3) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè â ôîðìå

H(x∗(t), t, ψ(t), 1) = −
∫ ∞

t

〈
∂f(x∗(s), s, u∗(s))

∂s
, ψ(s)

〉
ds+ ρ

∫ ∞

t
e−ρsg(x∗(s), u∗(s))ds, (19)

4) ñîïðÿæ¼ííàÿ ïåðåìåííàÿ ψ(t) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

ψ(t) > 0, ∀t ≥ 0. (20)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷ {(Pk)}, k = 1, 2, . . ., àïïðîêñèìèðó-
þùóþ çàäà÷ó (P ). Ïóñòü ïàðà (xk, uk) îïòèìàëüíà â çàäà÷å (Pk). Äëÿ çàäà÷ íà êîíå÷íîì
èíòåðâàëå âðåìåíè âåðíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè â ôîðìå ïðèíöèïà ìàêñèìó-
ìà Ïîíòðÿãèíà [3]. Ïóñòü ψk - ñîïðÿæ¼ííàÿ ïåðåìåííàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïàðå (xk, uk) (ò.å.
ψk, xk, uk óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà (9)-(13)).

Âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà
ψk(t) > 0, ∀t ∈ [0, Tk). (21)

äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî [1].
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ψk(0)} îãðàíè÷åíà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëü-

çóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì

∂H
∂t

(xk(t), t, uk(t), ψk(t)) =
〈
∂f(xk(t), t, uk(t))

∂t
, ψk(t)

〉
− ρe−ρtg(xk(t), uk(t)) + (22)

+
e−t

1 + σk
‖uk(t)− zk(t)‖2 + 2

e−t

1 + σk
〈uk(t)− zk(t), żk(t)〉.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îò t äî Tk, ïîëó÷àåì

Hk(xk(t), t, ψk(t)) = max
u∈U

[
e−ρTkg(xk(Tk), u)−

e−Tk

1 + σk
‖u− zk(Tk)‖2

]
− (23)

−
∫ Tk

t

〈
∂f(xk(s), s, uk(s))

∂s
, ψk(s)

〉
ds+ ρ

∫ Tk

t
e−ρsg(xk(s), uk(s))ds−

− 1
1 + σk

∫ Tk

t
e−s‖uk(s)− zk(s)‖2ds− 2

1
1 + σk

∫ Tk

t
e−s〈uk(s)− zk(s), żk(s)〉ds.

.
Èç ñîîòíîøåíèÿ (23), ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

Hk(x0, 0, ψk(0)) ≤M +
∫ ∞

0

〈
∂f(xk(s), s, uk(s))

∂t
, ψk(s)

〉
ds. (24)

Èç óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè (H5) è ñîïðÿæ¼ííîãî óðàâíåíèÿ (9), à òàêæå èç (21) ïîëó÷èì, ÷òî
ψk(t) íà îòðåçêå [0, Tk) ïîëîæèòåëüíà è ìîíîòîííî óáûâàåò. Ñëåäîâàòåëüíî,

ψk(t) ≤ ψk(0), ∀t ∈ [0, Tk].

Òàê êàê Hk(x0, 0, ψk(0)) - ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà-Ïîíòðÿãèíà, îò íåðà-
âåíñòâà (24) ìîæíî ïåðåéòè ê íåðàâåíñòâó

〈f(x0, 0, u0), ψk(0)〉+ g(x0, u0)−
‖u0 − zk(0)‖2

1 + σk
≤M + 〈ψk(0),

∫ ∞

0

∂f(xk(s), s, uk(s))
∂t

ds〉

îòñþäà, âîñïîëüçîâàâøèñü óñëîâèåì î ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà è íåðàâåíñòâîì (18), ïîëó÷èì
îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ψk(0). Òàê êàê ôóíêöèè ψk(t) ìîíîòîííî óáûâàþò, èç
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îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ψk(0)} ñëåäóåò ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {ψk(t)}
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ëåììû 2 èç êîòîðîé ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå âåê-
òîðíîé ôóíêöèè ψ(t) è âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèé 1) è 2). Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè (19).

Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì (13) èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà (ñì. [3]).
Ðàññìîòðèì îòäåëüíî êàæäîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè (23).

Â ñèëó (4) - (6) òðåòüå, ÷åòâ¼ðòîå è ïÿòîå ñëàãàåìûå ñòðåìÿòñÿ ê 0 ïðè k →∞;
Óñëîâèå

lim
Tk→∞

e−ρTkg(xk(Tk), u) = 0, ∀u ∈ U

âûïîëíåíî â ñèëó âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (H4). Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâîå ñëàãàåìîå òîæå ñòðåìèòñÿ
ê 0 ïðè k →∞.

Â ñèëó óñëîâèÿ (H4) äëÿ êàæäîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå T > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé äîïóñòèìîé
ïàðû (x, u) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∫ ∞

T
e−ρs |g(x(s), u(s))| ds < ε (25)

ïðè âñåõ T ≥ T . Êðîìå òîãî, èç óñëîâèÿ (H4) ñëåäóåò, ÷òî â èíòåãðàëå∫ T

t
e−ρsg(xk(s), uk(s))ds

ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà ñâåðõó ñóììèðóåìîé ôóíêöèåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåî-
ðåìå Ëåáåãà (ñì. [2]) íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè [t, T̄ ] ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïîä çíàêîì
èíòåãðàëà, âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé 2 î ñõîäèìîñòè è íåïåðåðûâíîñòüþ ôóíêöèè g. Ò. å. äëÿ
ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîé íîìåð k̄ > 0 ÷òî, äëÿ âñåõ k ≥ k̄, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣

∫ T̄

t
e−ρsg(xk(s), uk(s))ds−

∫ T̄

t
e−ρsg(x∗(s), u∗(s))ds

∣∣∣∣∣ < ε, (26)

ñëåäîâàòåëüíî, ∣∣∣∣∫ Tk

t
e−ρsg(xk(s), uk(s))ds−

∫ ∞

t
e−ρsg(x∗(s), u∗(s))ds

∣∣∣∣ ≤ (27)

≤

∣∣∣∣∣
∫ T̄

t
e−ρsg(xk(s), uk(s))ds−

∫ T̄

t
e−ρsg(x∗(s), u∗(s))ds

∣∣∣∣∣ +

+
∣∣∣∣∫ Tk

T̄
e−ρsg(xk(s), uk(s))ds−

∫ ∞

T̄
e−ρsg(x∗(s), u∗(s))ds

∣∣∣∣ ≤ 4ε,

íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî k â ñèëó âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ (25) è (26), à òàêæå â ñèëó íåðàâåíñòâà∣∣∣∣∫ Tk

T̄
e−ρsg(xk(s), uk(s))ds

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ ∞

T̄
e−ρsg(xk(s), uk(s))ds

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∫ ∞

Tk

e−ρsg(xk(s), uk(s))ds
∣∣∣∣ ≤ 2ε

ïðè Tk ≥ T̄ .
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ÷òî

lim
k→∞

ρ

∫ Tk

t
e−ρsg(xk(s), uk(s))ds = ρ

∫ ∞

t
e−ρsg(x∗(s), u∗(s))ds, (28)

Ðàññìîòðèì ñëàãàåìîå ∫ Tk

t

〈
∂f(xk(s), s, uk(s))

∂s
, ψk(s)

〉
ds. (29)
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Äîêàæåì, ÷òî â âûðàæåíèè (29) òàêæå ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè k ñòðåìÿùåì-
ñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Èç ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè {ψk(t)} è ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà∫ ∞

0

∂f(x(s), s, u(s))
∂s

ds ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå T > 0, ÷òî äëÿ ëþ-

áîé äîïóñòèìîé ïàðû (x, u) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∫ ∞

T

〈
∂f(x(s), s, u(s))

∂s
, ψ(s)

〉
ds

∣∣∣∣ < C

∣∣∣∣∫ ∞

T

∂f(x(s), s, u(s))
∂s

ds

∣∣∣∣ < ε

äëÿ âñåõ T ≥ T . Èç ýòèõ æå óñëîâèé ïîëó÷èì, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà ñâåð-
õó ñóììèðóåìîé ôóíêöèåé, ïîýòîìó íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå [t, T̄ ] ïðèìåíèìà òåîðåìà Ëåáåãà
(ñì. [2]).

Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷èì ÷òî∣∣∣∣∫ Tk

t

〈
∂f(xk(s), s, uk(s))

∂s
, ψk(s)

〉
ds−

∫ ∞

t

〈
∂f(x∗(s), s, u∗(s))

∂s
, ψ∗(s)

〉
ds

∣∣∣∣ ≤∣∣∣∣∣
∫ T̄

t

〈
∂f(xk(s), s, uk(s))

∂s
, ψk(s)

〉
ds−

∫ T̄

t

〈
∂f(x∗(s), s, u∗(s))

∂s
, ψ∗(s)

〉
ds

∣∣∣∣∣ +

+
∣∣∣∣∫ Tk

T̄

〈
∂f(xk(s), s, uk(s))

∂s
, ψk(s)

〉
ds−

∫ ∞

T̄

〈
∂f(x∗(s), s, u∗(s))

∂s
, ψ∗(s)

〉
ds

∣∣∣∣ ≤ 4ε,

íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî k. Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
k→∞

∫ Tk

t

〈
∂f(xk(s), s, uk(s))

∂s
, ψk(s)

〉
ds =

∫ ∞

t

〈
∂f(x∗(s), s, u∗(s))

∂s
, ψ∗(s)

〉
ds.

Â ðåçóëüòàòå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè k →∞, ïîëó÷èì èñêîìîå óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè,
îïðåäåëÿþùåå ïîâåäåíèå ãàìèëüòîíèàíà íà áåñêîíå÷íîñòè (19). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Êàôåäðà Îáùåé ìàòåìàòèêè

1 Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L, ïîðîæäåííûé äèôôåðåíöè-
àëüíîé îïåðàöèåé

lu ≡ u′′ + p1(x)u′ + q1(x)u, x ∈ G = (0, 1),

íà êëàññå ôóíêöèé D, àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ íà G = [0, 1] âìåñòå ñî ñâîåé ïåðâîé ïðîèçâîä-
íîé;

p1(x) ∈ Ls(G, C), s > 1, q1(x) ∈ L(G, C). (1)

Ðàíåå áûëè óñòàíîâëåíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè è ðàâíîñõîäèìîñòè ñ òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèì ðÿäîì Ôóðüå ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé øèðîêîãî êëàññà ôóíêöèé ïî êîðíåâûì
ôóíêöèÿì íåêîòîðîãî ñóæåíèÿ îïåðàòîðà L â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâ Lp, p ∈ [1,∞], íà âñåì èí-
òåðâàëå G (â ðàáîòå [1]) è íà ëþáîì âíóòðåííåì îòðåçêå (â ðàáîòå [2]). Ñóæåíèå îïåðàòîðà
îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ èçâåñòíûìè óñëîâèÿìè Èëüèíà. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî íîðìèðîâàííûå êî-
ýôôèöèåíòû Ôóðüå fk èìåþò àñèìïòîòèêó O(λ−ν

k ), ν = const > 0, k → ∞, λk− ñïåêòðàëüíûé
ïàðàìåòð. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíû àíàëîãè÷íûå îöåíêè â ñëó÷àå, êîãäà fk èìåþò àñèì-
ïòîòèêó O(λ−ν

k ln−β |λk|), |λk| > 1. Ïîêàçàíî, ÷òî ÷èñëî s− ñòåïåíü ñóììèðóåìîñòè ôóíêöèè
p1(x)− ìîæåò âëèÿòü íà ñêîðîñòü ðàâíîñõîäèìîñòè.

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äàäèì îïðåäåëåíèå êîðíåâûõ ôóíêöèé (ò.å. ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé) è
ïðèâåäåì îñíîâíûå óñëîâèÿ íà îïåðàòîðû. Êîðíåâûå ôóíêöèè îïåðàòîðà L îïðåäåëèì â îáîá-
ùåííîì (ïî Èëüèíó) ñìûñëå, ðàññìàòðèâàÿ èõ êàê ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé è îñâîáîæäàÿ èõ îò òðåáîâàíèÿ óäîâëåòâîðåíèÿ êàêèì-ëèáî êîíêðåòíûì êðàåâûì
óñëîâèÿì. Îãðàíè÷åíèÿ ïðè ýòîì íàëàãàþòñÿ íà ñâîéñòâà ñïåêòðà è êîðíåâûõ ôóíêöèé îïå-
ðàòîðà. Ýòî ïîçâîëÿåò èçó÷àòü êàê ñèñòåìû ôóíêöèé òèïà ñèñòåìû ýêñïîíåíò, íå óäîâëåòâî-
ðÿþùèå íèêàêèì êðàåâûì óñëîâèÿì áåç ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà, òàê è êîðíåâûå ôóíêöèè
êîíêðåòíûõ êðàåâûõ çàäà÷. Ðàññìîòðåíû äâà âñòðå÷àþùèõñÿ òèïà ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ (îòëè-
÷àþùèåñÿ íîðìèðîâêîé ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé). Ïîä ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà L,
îòâå÷àþùåé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ2 ∈ C, áóäåì ïîíèìàòü ëþáóþ íå ðàâíóþ òîæäåñòâåííî-
ìó íóëþ ôóíêöèþ 0

u(x) ∈ D, óäîâëåòâîðÿþùóþ ïî÷òè âñþäó â G óðàâíåíèþ l
0
u + λ2 0

u = 0. Ïîä
ïðèñîåäèíåííîé ôóíêöèåé ïîðÿäêà m, m=1,2,..., îòâå÷àþùåé òîìó æå λ2 è ñîáñòâåííîé ôóíê-
öèè 0

u, áóäåì ïîíèìàòü ëþáóþ ôóíêöèþ m
u(x), êîòîðàÿ ïî÷òè âñþäó â G óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-

íèþ l
m
u+λ2m

u = µm
m−1
u . Çäåñü ëèáî µm = 1 (ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à 1), ëèáî µm = λ(Reλ > 0) ïðè

|λ| > 1, µ = 1 ïðè |λ| < 1 (ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à 2). Ïðèâåäåì îñíîâíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ðàñ-
ñìàòðèâàåìûå ñèñòåìû êîðíåâûõ ôóíêöèé. Â ñëó÷àå êîíêðåòíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ýòè óñëîâèÿ
äîñòàòî÷íî ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ.
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Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {λ2
k}∞k=1 è ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó

uk(x) êîðíåâûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà L, îòâå÷àþùóþ ýòèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå ñëåäóþùèì òðåì óñëîâèÿì Èëüèíà, íàçîâåì èõ óñëîâèÿìè À:

1) ñèñòåìà {uk(x)} çàìêíóòà è ìèíèìàëüíà â Lr(G) ïðè íåêîòîðîì r ∈ [1,∞];

2) ñóùåñòâóþò c1, c2 = const > 0 òàêèå, ÷òî

|Imλk| 6 c1 ∀k;
∑

06|λk|−λ61

1 6 c2 ∀λ > 0; (2)

3) ñóùåñòâóåò c3 = const > 0 òàêàÿ, ÷òî
||uk||r||vk||r′ 6 c3 ∀k, (3)

ãäå {vk}− áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííàÿ ñ {uk} ñèñòåìà ôóíêöèé: vk ∈ Lr′
(G), (uk, vj) =

δkj ∀k, j ∈ N , r′ = r/(r − 1); || · ||r− îáîçíà÷åíèå íîðìû â Lr(G).
Áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü ÷åðåç ||f ||r,E íîðìó ôóíêöèè f(x) ∈ Lr(E), r ∈ [1,∞].
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(x) ∈ Lr(G) ñîñòàâèì ÷àñòè÷íûå ñóììû áèîðòîãîíàëüíîãî

ðàçëîæåíèÿ
σλ(x, f) =

∑
|λk|6λ

fkuk(x), λ > 0, fk ≡ (f, vk).

×åðåç Sλ(x, f) îáîçíà÷èì ÷àñòè÷íóþ ñóììó òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f(x),
ðàññìàòðèâàåìîãî êàê îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå f(x) äëÿ îïåðàòîðà L0u = u′′ ñ óñëîâèÿìè
ïåðèîäè÷íîñòè â 0 è 1.

Íàëîæèì äîïîëíèòåëüíî îãðàíè÷åíèå íà ñèñòåìó {uk, vk} è ôóíêöèè f(x) :

∃ν, β = const > 0 : αkfk = O(λ−ν
k ln−β |λk|), |λk| > 1, (4)

ãäå αk = ||vk||−1
r′ . Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî äëÿ îïåðàòîðà L0 óñëîâèå (4) âûïîëíÿåòñÿ.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óñòàíîâèòü ôàêò ðàâíîñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ
ðàçëîæåíèé σλ(x, f) è Sλ(x, f) ôóíêöèè f(x) â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâ Lp, p > 1, íà âñ¼ì èí-
òåðâàëå è íà ëþáîì âíóòðåííåì îòðåçêåK ⊂ G è îöåíèòü ñêîðîñòü ðàâíîñõîäèìîñòè óêàçàííûõ
ðàçëîæåíèé (èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, îöåíèòü ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè îäíîãî ðàçëîæåíèÿ
äðóãèì). Èç ýòîé îöåíêè áóäåò ñëåäîâàòü, â ÷àñòíîñòè, ÷òî îáà ðàçëîæåíèÿ ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõî-
äÿòñÿ â ìåòðèêå äàííîãî ïðîñòðàíñòâà Lp îäíîâðåìåííî. Òðåáóåòñÿ ïðè ýòîì âûÿâèòü ñòåïåíü
çàâèñèìîñòè îöåíîê ñêîðîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè îò ïîêàçàòåëÿ s.

3 Ðàâíîñõîäèìîñòü íà âíóòðåííåì êîìïàêòå

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà L è ôóíêöèè f(x) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1),(4) è óñëîâèÿ
À, s 6= 1. Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷èñåë λ è ëþáîãî îòðåçêà K ⊂ G ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

||σλ(x, f)− Sλ(x, f)||Lp(K) 6 cmax(λ−1, λ−ν ln−β+2 λ, λ−ν−1/p+1/s ln−β+1 λ, λ−ν−1/p+1/s) (5)

ñ ïîñòîÿííîé c, íå çàâèñÿùåé îò λ.

Ïóñòü Θλ(x, y) =
∑

|λk|6λ

uk(x)vk(y)− ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà L, Dλ(x, y)− ÿäðî

Äèðèõëå, ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà L0; σλ(x, f) =
∫
G

Θλ(x, y)f(y)dy. Ôèêñèðóåì ëþ-

áîé îòðåçîê K = [a, b] ⊂ G. Íàñ èíòåðåñóåò îöåíêà ðàçíîñòè ïðè λ → +∞ :

∆λ ≡
∫
K

|σλ(x, f)− Sλ(x, f)|pdx =
∫
K

∣∣∣∣∣∣∣
∫
G

f(y)[Θλ(x, y)−Dλ(x, y)]dy

∣∣∣∣∣∣∣
p

dx. (6)
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Çàôèêñèðîâàâ ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî R0 ∈ (0, (1/2)dist(K, ∂G)), äëÿ ëþáîãî ÷èñëà R ∈ [R0/2, R0]
è ëþáîãî x ∈ K ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

ωλ(ρ, R) =
{

(sinλρ)/(πρ), |ρ| 6 R, ρ = x− y,

0, |ρ| > R.
(7)

Äàëåå, êàê è â ðàáîòàõ Â.À. Èëüèíà [3,4], óñðåäíèì ôóíêöèþ (7) ïî R :

S0[ωλ(ρ,R)] =
8

3R2
0

R0∫
R0/2

Rωλ(ρ,R)dR (S0[1] = 1), (8)

äîáàâèì è âû÷òåì ïîä çíàêîì ìîäóëÿ â ïðàâîé ÷àñòè (6) âûðàæåíèå (8) è îöåíèì ìîäóëü
ñóììû ÷åðåç ñóììó ìîäóëåé (cp = 2p−1, v0(x, y) = S0[ωλ(ρ,R)]) :

∆λ 6 cp

∫
K

∣∣∣∣∣∣∣
∫
G

f(y)[Θλ(x, y)− v0(x, y)]dy

∣∣∣∣∣∣∣
p

dx + cp

∫
K

∣∣∣∣∣∣∣
∫
G

f(y)[Dλ(x, y)− v0(x, y)]dy

∣∣∣∣∣∣∣
p

dx ≡

≡ cp(I + Î). (9)

Îöåíèì ïåðâûé èíòåãðàë I â ïðàâîé ÷àñòè (9); èíòåãðàë Î îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî, ÷òî èñêîìàÿ îöåíêà ñêëàäûâàåòñÿ èç ÷åòûðåõ ñîñòàâëÿþùèõ:

K1, ||S1||p,K , |S2(x)| è ||S3||p,K .

Ñëàãàåìîå K1 =
∑
k

|fkuk(x)Iλ
k (R0)| îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñóììîé:

K1 6 c
[
λ−2

∑
1
|f̂k|+ λ−2

∑
2
|f̂k|+ λ−1

∑
3
|f̂kλ

−1
k |+

∑
4
|f̂k|+

∑
5
|f̂k||λ− |λk||−2

]
, (10)

f̂k ≡ αkfk,

ãäå ñóììû ∑
1,

∑
2,

∑
3,

∑
4 è

∑
5 ñîîòâåòñòâóþò ðàçáèåíèþ ìíîæåñòâà {λk} :

∑
1− ñóììà ïî

òåì λk, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |λk| < 1;
∑

2 : 1 < |λk| 6 λ/2;
∑

3 : |λk| >
3λ/2;

∑
4 : |λ− |λk|| 6 2/R0;

∑
5 : 2/R0 6 |λ− |λk|| 6 λ/2.

Îöåíèì ñóììû â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (10). Äëÿ ñóììû ∑
1 ïîëó÷èì îöåíêó O(λ−2).

Ñóììó ∑
2 îöåíèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: λ−2

∑
2 |f̂k| 6 cλ−2

[λ/2]∑
n=2

n−ν ln−β n = ϕ(λ), ãäå ϕ(λ) =

O(λ−2) ïðè ν > 1, ϕ(λ) = O(λ−2 ln−β+1 λ) ïðè ν = 1 è ϕ(λ) = O(λ−ν−1) ïðè ν < 1. Äëÿ
ñóììû ∑

3 ïîëó÷àåì λ−1
∑

3 |f̂kλ
−1
k | 6 cλ−1

∑
n>[3λ/2]

n−ν−1 ln−β n = O(λ−ν−1 ln−β λ). Ñóììà ∑
4

èìååò, î÷åâèäíî, îöåíêó O(λ−ν ln−β λ), à ñóììà ∑
5 |f̂k||λ−|λk||−2 6 O(λ−ν ln−β λ). Îáúåäèíÿÿ

óñòàíîâëåííûå îöåíêè, ïîëó÷àåì∑
k

|fkuk(x)Iλ
k (R0)| = O(max(λ−2, λ−ν ln−β λ)). (11)

Äëÿ ||S1||p,K èìååì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

||S1||p,K 6 c0(λ−1
∑

1
|f̂k|+ λ−1

∑
2
|f̂kλ

−1/p
k |+ λ1/q

∑
3
|f̂kλ

−2
k |+ λ−1/p

∑
4
|f̂k|+

+λ1/q
∑

5
|f̂kλ

−1
k ||λ− |λk||−1), (12)

ãäå p−1 + q−1 = 1.
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Óñòàíîâèì îáùóþ îöåíêó äëÿ ïðàâîé ÷àñòè (12). Êàê è âûøå, ïîëó÷àåì λ−1
∑

1 |f̂k| =
O(λ−1). Äàëåå èìååì

λ−1
∑

2
|f̂kλ

−1/p
k | 6 cλ−1

[λ/2]∑
n=2

n−ν−1/p ln−β n = ϕ(λ),

ãäå ϕ(λ) = O(λ−1) ïðè ν > 1/q, ϕ(λ) = O(λ−1 ln−β+1 λ) ïðè ν = 1/q è ϕ(λ) = O(λ−ν−1/p) ïðè
ν < 1/q. Äëÿ ñóììû ∑

3 íàõîäèì, ÷òî

λ1/q
∑

3
|f̂kλ

−2
k | 6 cλ1/q

∑
n>3λ/2

n−ν−2 ln−β n = O(λ−ν−1/p ln−β λ).

Îöåíêà äëÿ ñóììû ∑
4 èìååò âèä λ−1/q

∑
4 |f̂k| = O(λ−ν−1/p ln−β λ). Íàêîíåö, îöåíèâàåì ñóììó∑

5 :

λ1/q
∑

5
|f̂kλ

−1
k ||λ− |λk||−1 6 cλ−ν+1/q−1 ln−β λ

∑
5

|λ− |λk||−1 = O(λ−ν−1/p ln−β+1 λ).

Îáúåäèíÿÿ óñòàíîâëåííûå îöåíêè, ïîëó÷àåì

||S1||p,K = O(max(λ−1, λ−ν−1/p ln−β+1 λ, λ−ν−1/p)). (13)

Äëÿ ñóììû |S2(x)| èìååì:

|S2(x)| 6 λ−1
∑

1
|f̂k|+ λ−1

∑
2
|f̂k| ln |λk|+ lnλ

∑
3
|f̂kλ

−1
k |+ λ−1 lnλ

∑
4
|f̂kλk|+

+λ−1 lnλ
∑

5
|f̂kλk||λ− |λk||−1. (14)

Îöåíèì ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà. λ−1
∑

1 |f̂k| = O(λ−1), äàëåå âûâîäèì îöåíêè

λ−1
∑

2
|f̂k| ln |λk| 6 λ−1

[λ/2]∑
n=2

n−ν ln−β+1 n = ϕ(λ),

ãäå ϕ(λ) = O(λ−1) ïðè ν > 1, ϕ(λ) = O(λ−1 ln−β+2 λ) ïðè ν = 1 è
ϕ(λ) = O(λ−ν lnλ) ïðè ν < 1; ln λ

∑
3 |f̂kλ

−1
k | = O(λ−ν ln−β+1 λ); λ−1 lnλ

∑
4 |f̂kλk| =

O(λ−ν ln−β+1 λ); λ−1 lnλ
∑

5 |f̂kλk||λ− |λk||−1 6 λ−ν ln−β+1 ∑
5 |λ− |λk||−1 = O(λ−ν ln−β+2 λ).

Â ðåçóëüòàòå èìååì, ÷òî
S2(x) = O(max(λ−1, λ−ν ln−β+2 λ, λ−ν lnλ)). (15)

Äëÿ ||S3||p,K èìååì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

||S3||p,K 6 c0||p1||s(λ−1
∑

1
|f̂k|+ λ−1

∑
2
|f̂kλ

1−1/κ
k |+ λ1−1/κ

∑
3
|f̂kλ

−1
k |+ λ−1/κ

∑
4
|f̂kλk|+

+λ1−1/κ
∑

5
|f̂k||λ− |λk||−1), (16)

ãäå 1/κ = 1 + 1/p − 1/s. Îöåíèì ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïî ïðåæíåé ñõå-
ìå: λ−1

∑
1 |f̂k| = O(λ−1); λ−1

∑
2 |f̂kλ

1−1/κ
k | = ϕ(λ), ãäå ϕ(λ) = O(λ−1) ïðè ν > 2 − 1/κ,

ϕ(λ) = O(λ−1 ln−β+1 λ) ïðè ν = 2 − 1/κ è ϕ(λ) = O(λ−ν−1/κ+1) = O(λ−ν−1/p+1/s) ïðè
ν < 2 − 1/κ; λ1−1/κ ∑

3 |f̂kλ
−1
k | = O(λ−ν−1/κ+1 ln−β λ) = O(λ−ν−1/p+1/s ln−β λ); òàêàÿ æå

îöåíêà èìååò ìåñòî äëÿ ñóììû ∑
4;

λ1−1/κ ∑
5 |f̂k||λ− |λk||−1 = O(λ−ν−1/κ+1 ln−β+1 λ) = O(λ−ν−1/p+1/s ln−β+1 λ). Òàêèì îáðàçîì,

||S3||p,K = O(max(λ−1, λ−ν−1/p+1/s ln−β+1 λ, λ−ν−1/p+1/s)). (17)

Îáúåäèíÿÿ îöåíêè (11), (13), (15) è (17), ïîëó÷àåì îöåíêó (5) òåîðåìû.
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4 Ðàâíîñõîäèìîñòü íà âñåì îòðåçêå [0,1]

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà L è ôóíêöèè f(x) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1),(4) è óñëîâèÿ
À, s 6= 1. Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷èñåë λ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

||σλ(x, f)− Sλ(x, f)||Lp(G) 6 c max(λ−1, λ−ν−1/p+1, λ−ν ln−β+2 λ, λ−ν−1/p+1/s ln−β+1 λ) (18)

ñ ïîñòîÿííîé c, íå çàâèñÿùåé îò λ.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Θλ(x, y) =
∑

|λk|6λ

uk(x)vk(y)− ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ

îïåðàòîðà L, Dλ(x, y)− ÿäðî Äèðèõëå, ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà L0; σλ(x, f) =∫
G

Θλ(x, y)f(y)dy. Ôèêñèðóåì ëþáîé îòðåçîê K1 = [a, b] ⊂ G. Ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

||σλ(x, f)− Sλ(x, f)||pp = || · ||pp,(0,a) + || · ||pp,K1
+ || · ||pp,(b,1) ≡ ∆a

λ + ∆λ + ∆b
λ. (19)

Îöåíèì ñëàãàåìîå ∆a
λ (∆b

λ îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Ïîëîæèì t = (b − a)/4, x = z − t, x ∈
[0, a]. Òîãäà z ∈ K = [t, a + t] ⊂ G. Â èíòåãðàëå ∆a

λ ïåðåéäåì ê ïåðåìåííîé z :

∆a
λ =

∫
K

|σλ(z − t, f)− Sλ(z − t, f)|pdz =
∫
K

∣∣∣∣∣∣
∫
G

f(y)[Θλ(z − t, y)−Dλ(z − t, y)]dy

∣∣∣∣∣∣
p

dz.

Äàëåå ñëåäóåò ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿ (22)-(34) èç [1], â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåì, ÷òî èòî-
ãîâàÿ îöåíêà ñêîðîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé íà èíòåðâàëå ñêëàäûâàåòñÿ èç îöåíêè
ñêîðîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè íà êîìïàêòå (òåîðåìà 1) è îöåíîê ñëàãàåìûõ ∆a

λ è ∆b
λ (ôîðìóëà

(29) èç [1]). Íåîáõîäèìî îöåíèòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå, ñ ó÷åòîì óñëîâèé (1),(4) è óñëîâèÿ À:[
λ−q

∑
1
|f̂k|q + λ−q

∑
2
|f̂kλk|q + λq

∑
3
|f̂kλ

−1
k |q + lnq λ

∑
4
|f̂k

q|+
∑

5
|f̂k|q lnq λ

|λ− |λk||

]p/q

,

(20)

Äëÿ ñóììû ∑
1 ïîëó÷èì îöåíêó O(λ−1). Ñóììó ∑

2 îöåíèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

λ−q
∑

2 |f̂kλk|q 6 cλ−q
[λ/2]∑
n=2

n(−ν+1)q ln−βq n = ϕ(λ), ãäå ϕ(λ) = O(λ−q) ïðè ν > 1 + 1/q,

ϕ(λ) = O(λ−q ln−βq+1 λ) ïðè ν = 1 + 1/q è ϕ(λ) = O(λ−νq+1) ïðè ν < 1 + 1/q. Äëÿ ñóì-
ìû ∑

3 ïîëó÷àåì λ−q
∑

3 |f̂kλ
−1
k |q 6 O(λ−νq+1 ln−βq λ). Ñóììà ∑

4 èìååò, î÷åâèäíî, îöåíêó
O(λ−νq ln−βq+q λ), à ñóììà ∑

5 |f̂k|q lnq λ
|λ−|λk|| 6 O(λ−νq+1). Îáúåäèíÿåì ïîëó÷åííûå îöåíêè,

çàòåì ïîäñòàâëÿåì èõ â (20), è äàëåå, èçâëåêàÿ êîðåíü ñòåïåíè p, ïîëó÷àåì îöåíêè ñëàãàåìûõ
∆a

λ è ∆b
λ. Ó÷èòûâàÿ ðåçóëüòàòû òåîðåìû 1 (îöåíêà ñëàãàåìîãî ∆λ), ïîëó÷àåì îöåíêó (18).

Àâòîð ïðèçíàòåëåí È.Ñ. Ëîìîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ â ïðîöåññå
âûïîëíåíèÿ ðàáîòû.
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Êàôåäðà Ìàòåìàòè÷åñêîé Êèáåðíåòèêè

1 Ââåäåíèå.

Ñòåãàíîãðàôèÿ � ýòî íàóêà î ñêðûòîé ïåðåäà÷å èíôîðìàöèè ïóò¼ì ñîõðàíåíèÿ â òàéíå
ñàìîãî ôàêòà ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîä ñòåãàíîãðàôèåé ÷àùå âñåãî ïî-
íèìàþò ñêðûòèå èíôîðìàöèè â òåêñòîâûõ, ãðàôè÷åñêèõ, àóäèî è âèäåî ôàéëàõ ïóò¼ì èñïîëü-
çîâàíèÿ ñïåöèàëüíîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ.

Öèôðîâàÿ ñòåãàíîãðàôèÿ [1] êàê íàóêà ðîäèëàñü áóêâàëüíî â ïîñëåäíèå ãîäû. Îíà âêëþ-
÷àåò â ñåáÿ ñëåäóþùèå íàïðàâëåíèÿ:
1) âñòðàèâàíèå èíôîðìàöèè ñ öåëüþ åå ñêðûòîé ïåðåäà÷è;
2) âñòðàèâàíèå öèôðîâûõ âîäÿíûõ çíàêîâ (ÖÂÇ) (watermarking);
3) âñòðàèâàíèå èäåíòèôèêàöèîííûõ íîìåðîâ (�ngerprinting);
4) âñòðàèâàíèå çàãîëîâêîâ (captioning).

Â ñâÿçè ñ áóðíûì ðàçâèòèåì èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé îñòðî âñòàë âîïðîñ î çàùèòå
àâòîðñêèõ ïðàâ äëÿ ìóëüòèìåäèéíûõ ïðîäóêòîâ: èçîáðàæåíèé, àóäèî è âèäåîçàïèñåé. Îäíîé
èç ñàìûõ ýôôåêòèâíûõ òåõíîëîãèé çàùèòû ÿâëÿåòñÿ âñòðàèâàíèå ÖÂÇ � íåâèäèìûõ ìåòîê,
ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé íàáîð áàéò. Òåõíîëîãèÿ âñòðàèâàíèÿ èäåí-
òèôèêàöèîííûõ íîìåðîâ î÷åíü ïîõîæà íà òåõíîëîãèþ ÖÂÇ. Îòëè÷èåì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êàæäàÿ
êîïèÿ ìóëüòèìåäèéíîãî ôàéëà ñîäåðæèò ñâîé îïðåäåëåííûé ÖÂÇ, êîòîðûé êàêèì-ëèáî îáðà-
çîì ñâÿçàí ñ òåì ëèöîì, êîòîðîìó âûäàåòñÿ äàííàÿ êîïèÿ. Òåõíîëîãèÿ âñòðàèâàíèÿ çàãîëîâêîâ
ïðèìåíÿåòñÿ òîãäà, êîãäà íóæíî õðàíèòü èíôîðìàöèþ ðàçíîãî ðîäà â îäíîì êîíòåéíåðå. Íà-
ïðèìåð, õðàíèòü äèàãíîç ïàöèåíòà â åãî æå ðåíòãåíîâñêîì ñíèìêå.

Â ïðîòèâîäåéñòâèå ýòèì òåõíîëîãèÿì íàðóøèòåëü ìîæåò èñïîëüçîâàòü äîñòàòî÷íî áîëü-
øîå êîëè÷åñòâî ìåòîäîâ äëÿ óíè÷òîæåíèÿ èíôîðìàöèè, âñòðîåííîé â ñòàòè÷åñêîå èçîáðàæå-
íèå. Ê ýòèì ìåòîäàì îòíîñÿòñÿ èçìåíåíèå ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèÿ, äîáàâëåíèå ðàçëè÷íûõ
ôèëüòðîâ, øóìîâ, èçìåíåíèå öâåòà â íåêîòîðûõ îáëàñòÿõ èçîáðàæåíèÿ, ñæàòèå èçîáðàæåíèÿ è
ò.ä. Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëîæåí ñòåãàíîãðàôè÷åñêèé àëãîðèòì âíåäðåíèÿ ÖÂÇ â èçîáðàæåíèå
ôîðìàòà BMP óñòîé÷èâûé ê JPEG ñæàòèþ.

2 Ôîðìàò BMP ôàéëà è ñæàòèå JPEG.

Â íà÷àëå ôàéëà ôîðìàòà BMP èäóò äâà çàãîëîâêà: FILE HEADER è INFORMATION
HEADER. Â íèõ ñîäåðæèòñÿ èíôîðìàöèÿ î ðàçìåðå ôàéëà, ðàçðåøåíèè èçîáðàæåíèÿ, êîëè-
÷åñòâå áèòîâ íà ïèêñåëü è òàê äàëåå. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå èçîáðàæåíèÿ ôîðìàòà
BMP, äëÿ êîòîðûõ êîëè÷åñòâî áèòîâ íà ïèêñåëü ðàâíî 24. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ëþáîé ïèêñåëü çà-
äàåòñÿ ïðè ïîìîùè òðåõ áàéò, îòâå÷àþùèõ çà êðàñíóþ (Red), çåëåíóþ (Green) è ñèíþþ (Blue)
ñîñòàâëÿþùèå öâåòà ïèêñåëÿ. Òàêîå çàäàíèå öâåòà ïîëó÷èëî íàçâàíèå RGB.

JPEG [2] � îäèí èç ñàìûõ íîâûõ è äîñòàòî÷íî ìîùíûõ àëãîðèòìîâ. Ïðàêòè÷åñêè îí ÿâ-
ëÿåòñÿ ñòàíäàðòîì äå-ôàêòî äëÿ ïîëíîöâåòíûõ èçîáðàæåíèé. Îïåðèðóåò àëãîðèòì îáëàñòÿìè
8õ8, íà êîòîðûõ ÿðêîñòü è öâåò ìåíÿþòñÿ ñðàâíèòåëüíî ïëàâíî. Àëãîðèòì ðàçðàáîòàí ãðóï-
ïîé ýêñïåðòîâ â îáëàñòè ôîòîãðàôèè ñïåöèàëüíî äëÿ ñæàòèÿ 24-áèòíûõ èçîáðàæåíèé. JPEG
� Joint Photographic Expert Group � ïîäðàçäåëåíèå â ðàìêàõ ISO � Ìåæäóíàðîäíîé îð-
ãàíèçàöèè ïî ñòàíäàðòèçàöèè. Â öåëîì àëãîðèòì îñíîâàí íà äèñêðåòíîì êîñèíóñîèäàëüíîì
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ïðåîáðàçîâàíèè, ïðèìåíÿåìîì ê ìàòðèöå èçîáðàæåíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåêîòîðîé íîâîé ìàò-
ðèöû êîýôôèöèåíòîâ. JPEG ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñæàòèå èíôîðìàöèè ñ ïîòåðÿìè. Â íà÷àëå
àëãîðèòìà ñæàòèÿ ìû ïåðåâîäèì èçîáðàæåíèå èç öâåòîâîãî ïðîñòðàíñòâà RGB â öâåòîâîå
ïðîñòðàíñòâî YCrCb (èíîãäà íàçûâàþò YUV). Â íåì Y � ÿðêîñòíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ, à Cr, Cb
� êîìïîíåíòû, îòâå÷àþùèå çà öâåò (õðîìàòè÷åñêèé êðàñíûé è õðîìàòè÷åñêèé ñèíèé). Çà ñ÷åò
òîãî, ÷òî ÷åëîâå÷åñêèé ãëàç ìåíåå ÷óâñòâèòåëåí ê öâåòó, ÷åì ê ÿðêîñòè, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæ-
íîñòü àðõèâèðîâàòü ìàññèâû äëÿ Cr è Cb êîìïîíåíò ñ áîëüøèìè ïîòåðÿìè è, ñîîòâåòñòâåííî,
áîëüøèìè êîýôôèöèåíòàìè ñæàòèÿ, íå ñæèìàÿ ïðè ýòîì ÿðêîñòíóþ êîìïîíåíòó Y.

3 Àëãîðèòì óñòîé÷èâûé ê ñæàòèþ JPEG.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è: ðàçðàáîòàòü àëãîðèòì, âêëþ÷àþùèé ñëóæåáíóþ èíôîð-
ìàöèþ â ôàéë ôîðìàòà BMP, ñæàòü ýòîò ìóëüòèìåäèéíûé ôàéë â JPEG, �ðàç-
æàòü� îáðàòíî â BMP, àëãîðèòì ïîñëå äàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé äîëæåí áûòü
ñïîñîáåí èçâëå÷ü ñëóæåáíóþ èíôîðìàöèþ.

Äàííûé àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí äëÿ ðàáîòû òîëüêî ñ ôàéëàìè ôîðìàòà BMP, òàê êàê
ðàáîòàòü ñ íèìè íà ïîðÿäîê ïðîùå ÷åì ñ ôàéëàìè ôîðìàòà JPEG. Â õîäå ðàáîòû äàííîãî
àëãîðèòìà, ñðàçó æå ïîñëå JPEG ñæàòèÿ ìîæíî èçâëå÷ü ñëóæåáíóþ èíôîðìàöèþ, íå ïåðåâîäÿ
èçîáðàæåíèå â ôîðìàò BMP, íî äëÿ ýòîãî, î÷åâèäíî, íóæíî óìåòü ðàáîòàòü ñ ôàéëàìè JPEG.

Îäíèì èç ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ ñòåãàíîãðàôè÷åñêèõ ìåòîäîâ âíåäðåíèÿ èíôîðìàöèè ÿâëÿ-
åòñÿ ìåòîä Less Signi�cant Bit(LSB), êîòîðûé âíîñèò èçìåíåíèÿ â íàèìåíåå çíà÷àùèå áèòû,
îïðåäåëÿþùèå ïèêñåëü. Èçìåíåíèÿ âíîñÿòñÿ â ìëàäøèå áèòû, îòâå÷àþùèå êðàñíîé, çåëåíîé
è ñèíåé êîìïîíåíòàì öâåòà. Ïðåèìóùåñòâî äàííîãî ìåòîäà â ïðîñòîòå ðåàëèçàöèè è íåçàìåò-
íîñòè èçìåíåíèé èçîáðàæåíèÿ äëÿ ãëàçà ÷åëîâåêà, äàæå ïðè óñëîâèè òîãî, ÷òî ÷åëîâåê ìîæåò
îäíîâðåìåííî íàáëþäàòü è îðèãèíàë èçîáðàæåíèÿ è èçîáðàæåíèå ñ óæå âíåäðåííûì â íåãî
ÖÂÇ.

Ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðîâåðåíî, ÷òî ìåòîä LSB íå ïîäõîäèò äëÿ àëãîðèòìà, óñòîé÷èâîãî ê
ñæàòèþ JPEG. Ýòî òàê, ïîòîìó ÷òî JPEG ñæàòèå óíè÷òîæàåò çíà÷åíèÿ òåõ áèò, êîòîðûå íå
âíîñÿò ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé â âîñïðèÿòèå äàííîãî èçîáðàæåíèÿ, òàêèì îáðàçîì óíè÷òî-
æàþò òå ñàìûå íàèìåíåå çíà÷àùèå áèòû, â êîòîðûå ìåòîä LSB ïðåäëàãàåò âíîñèòü èçìåíåíèÿ.
Åñëè ðàññìîòðåòü êâàäðàò èç 8õ8 ïèêñåëåé (íåêîòîðóþ êâàäðàòíóþ îáëàñòü èçîáðàæåíèÿ),
èòîãî 8 ∗ 8 ∗ 3 = 192 áàéòà è â êàæäûé íàèìåíåå çíà÷àùèé áèò (8-é áèò) ýòèõ áàéò çàïèñàòü,
íàïðèìåð, �0�, òî ÷èñëî îøèáîê âñëåäñòâèå òðàíñôîðìàöèè BMP � JPEG � BMP ìîæåò áûòü
êàê áîëüøå 96, òàê è ìåíüøå 96. Ïðèìåðíî òàêîå æå êîëè÷åñòâî îøèáîê âîçíèêàåò åñëè çà-
ïèñûâàòü ñëóæåáíóþ èíôîðìàöèþ è â 7-é, è â 6-é áèòû. Òîëüêî ïðè çàïèñè â 5-é áèò, JPEG
ñæàòèå óíè÷òîæàåò ìåíåå ïîëîâèíû çíà÷åíèé áèòîâ. Ïðîáëåìà â òîì, ÷òî ïðè çàïèñè â 5-é
áèò èçîáðàæåíèå ñóùåñòâåííî, à ãëàâíîå íååñòåñòâåííî èñêàæàåòñÿ, ÷òî ñòàíîâèòñÿ çàìåòíî
äàæå íåâîîðóæåííûì ãëàçîì. Çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì JPEG ñæàòèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíî
íå ìåíÿåò ÿðêîñòè áëîêîâ ïèêñåëåé ðàçìåðîì 8õ8.

Ïóñòü R(P ), G(P ), B(P ) � çíà÷åíèå áàéò îòâå÷àþùèõ çà êðàñíûé, çåëåíûé è ñèíèé öâåò
ïèêñåëÿ P ñîîòâåòñòâåííî. ßðêîñòü ïèêñåëÿ L(P ) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

L(P ) = 0.299 ∗ R(P ) + 0.587 ∗ G(P ) + 0.114 ∗ B(P ).

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñóììà êîýôôèöåíòîâ â ýòîé ôîðìóëå ðàâíà 1. Äàííûé ôàêò èñïîëüçó-
åòñÿ â äàëüíåéøåì.

ßðêîñòü áëîêà ïèêñåëåé ðàçìåðà 8õ8 âû÷èñëÿåòñÿ êàê ñðåäíÿÿ ÿðêîñòü ïèêñåëåé ýòîãî

áëîêà L(BLOCK) =

8P
i=1

8P
j=1

L(Pi,j)

64 . Èìåííî âåëè÷èíó L(BLOCK) JPEG ñæàòèå è îñòàâëÿåò
íåòðîíóòûì. Î÷åâèäíî, ÷òî çíà÷åíèå ýòîé âåëè÷èíû âñåãäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåùåñòâåííîå
÷èñëî.

Ñóòü àëãîðèòìà: Åñëè íóæíî çàïèñàòü �0�, òî íåîáõîäèìî öåëóþ ÷àñòü âå-
ëè÷èíû L(BLOCK) ñäåëàòü ÷åòíûì ÷èñëîì, åñëè íóæíî çàïèñàòü �1�, òî íåîá-
õîäèìî öåëóþ ÷àñòü âåëè÷èíû L(BLOCK) ñäåëàòü íå÷åòíûì ÷èñëîì.
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Ïóñòü X = bL(BLOCK)c è íàì íåîáõîäèìî âíåäðèòü áèò bi. Åñëè |X| mod 2 = bi, òî ìû
îñòàâëÿåì âåëè÷èíó L(BLOCK) áåç èçìåíåíèé. Åñëè æå |X| mod 2 6= bi, òî ìû óìåíüøàåì
÷èñëî X íà åäèíèöó, ñîîòâåòñâåííî, âåëè÷èíà L(BLOCK) òàê æå óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó.

Äëÿ óìåíüøåíèÿ ÿðêîñòè áëîêà ïèêñåëåé íà åäèíèöó, ò.å. äëÿ èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû
L(BLOCK) íà âåëè÷èíó L̃(BLOCK) = L(BLOCK) − 1, íåîáõîäèìî óìåíüøèòü íà åäèíè-
öó âñå áàéòû, îòâå÷àþùèå çà êðàñíóþ, çåëåíóþ è ñèíþþ êîìïîíåíòû öâåòà êàæäîãî ïèêñåëÿ,
ïðèíàäëåæàùåãî äàííîìó áëîêó. Ýòî ñëåäóåò èç öåïî÷êè ðàâåíñòâ:

L̃(BLOCK) = {R(Pi,j) = R(Pi,j)−1, G(Pi.j) = G(Pi,j)−1, B(Pi,j) = B(Pi,j)−1 ∀i = 1..8 ∀j =

1..8} =

8P
i=1

8P
j=1

0.299∗(R(Pi,j)−1)+0.587∗(G(Pi,j)−1)+0.114∗(B(Pi,j)−1)

64 =

8P
i=1

8P
j=1

L(Pi,j)

64 − 1 = L(BLOCK)− 1.
Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî â êàæäûå 192 áàéòà èíôîðìàöèè ìîæíî ñîõðàíèòü 1 áèò. Íà-
ïðèìåð, â èçîáðàæåíèå 1024∗768 ìîæíî âêëþ÷èòü 1.5 êèëîáàéòà èíôîðìàöèè, ÷åãî áîëåå ÷åì
äîñòàòî÷íî äëÿ íåêîòîðîãî ÖÂÇ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ÖÂÇ íå èñêàçèëñÿ ïðè îïåðàöèè JPEG �
BMP ñëåäóåò âíåäðÿòü ÖÂÇ, çàêîäèðîâàííûé íåêîòîðûì ïîìåõîóñòîé÷èâûì êîäîì C.

4 Êðàòêîå ñðàâíåíèå ñ äðóãèìè àëãîðèòìàìè.

Ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî ñòåãàíîãðàôè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ, óñòîé÷èâûõ ê ñæàòèþ JPEG,
ìîãóò ïîñëå ñæàòèÿ èçâëå÷ü ÖÂÇ òîëüêî èç ôàéëîâ ôîðìàòà JPEG, òîãäà êàê îïèñàííîìó
â äàííîé ñòàòüå àëãîðèòìó òðåáóåòñÿ óìåòü ðàáîòàòü ëèøü ñ ôàéëàìè ôîðìàòà BMP, ÷òî
çíà÷èòåëüíî ïðîùå.

Ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ îáúåìà èíôîðìàöèè, êîòîðûå ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû ìîãóò âíåäðèòü
â ôèêñèðîâàííîå èçîáðàæåíèå, äîñòàòî÷íî ñèëüíî äðóã îò äðóãà îòëè÷àþòñÿ. Ê ïðèìåðó, àë-
ãîðèòì Patchwork, îïèñàííûé â [3], ïîçâîëÿåò âíåäðèòü âñåãî 1 áèò íà 20000 ïèêñåëåé. Ýòîò
ôàêò ñòàâèò ïîä ñîìíåíèå ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå äàííîãî àëãîðèòìà äëÿ èçîáðàæåíèé
íåáîëüøîãî ðàçìåðà. Àëãîðèòì, îïèñàííûé â [4] ïîçâîëÿåò âíåäðèòü 1 áèò èíôîðìàöèè â 25
ïèêñåëåé èçîáðàæåíèÿ, íî ðåêîìåíäóåò ïðåäâàðèòåëüíî çàêîäèðîâàòü âíåäðÿåìóþ èíôîðìà-
öèþ.
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Ëàáîðàòîðèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ôèçèêå

1 Ââåäåíèå

Ðàññìîòðåíèå ðàçëè÷íûõ îïòè÷åñêèõ ýôôåêòîâ ÷àñòî ïðèâîäèò ê íåëèíåéíûì óðàâíåíè-
ÿì, äëÿ êîòîðûõ íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. ×àñòî äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøå-
íèé òàêèõ óðàâíåíèé èñïîëüçóþòñÿ ñõåìû ñóììàðíîé àïïðîêñèìàöèè (ñõåìû ñ ðàñùåïëåíèåì).
Èäåÿ ïîñòðîåíèÿ ñõåì ñóììàðíîé àïïðîêñèìàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ðàñùåïëåíèè èñõîäíîãî íåëè-
íåéíîãî îïåðàòîðà íà äâà áîëåå ïðîñòûõ: ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, ó÷èòûâàþ-
ùèé äèñïåðñèîííûå è (èëè) äèôðàêöèîííûå ýôôåêòû è íåëèíåéíûé îïåðàòîð, îïèñûâàþùèé
âëèÿíèå íåëèíåéíîé ñðåäû íà ðàñïðîñòðàíåíèå èìïóëüñîâ. Âîîáùå ãîâîðÿ, äèñïåðñèîííûå (äè-
ôðàêöèîííûå) ýôôåêòû äåéñòâóþò íà èìïóëüñû îäíîâðåìåííî, îäíàêî â ìåòîäå ðàñùåïëåíèÿ
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà êàæäîì ìàëîì ó÷àñòêå ñðåäû îíè äåéñòâóþò íåçàâèñèìî. Äëÿ èíòåãðè-
ðîâàíèÿ íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû Ðóíãå-Êóòòà, èòåðàöèîííûé ìåòîä èëè
ìåòîä ôàçîâûõ ýêðàíîâ. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó ðåàëèçàöèè ìåòîäà ñóììàðíîé àïïðîê-
ñèìàöèè, ñõåìû ñ ðàñùåïëåíèåì íå îáëàäàþò ñâîéñòâîì êîíñåðâàòèâíîñòè. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ýòî
ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó èñêàæåíèþ ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó, êàê áûëî îòìå÷åíî â [1,4] äëÿ ñõåì ñ
ðàñùåïëåíèåì òðåáóåòñÿ î÷åíü àêêóðàòíûé âûáîð øàãà. Îäíàêî, ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîäõîäÿ-
ùåãî øàãà â ñõåìàõ ñóììàðíîé àïïðîêñèìàöèè ñíèæàåòñÿ ýôôåêòèâíîñòü èõ èñïîëüçîâàíèÿ.
Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñõåìû ñ ðàñùåïëåíèåì íå êîíñåðâàòèâíû, îíè èñïîëüçóþòñÿ ïðè êîì-
ïüþòåðíîì ìîäåëèðîâàíèè â áîëüøîì ÷èñëå ðàáîò [6-14]. Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè
âûáîðå íåïîäõîäÿùåé ñåòêè äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûå
ñ ïîìîùüþ ñõåì ñóììàðíîé àïïðîêñèìàöèè, ìîãóò áûòü îøèáî÷íûìè.

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Êàê èçâåñòíî, ðàñïðîñòðàíåíèå îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ â ñðåäå ñ êóáè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ â
àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå, îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì Øðåäèí-
ãåðà (ÍÓØ) [3,4]:

∂A

∂z
+ iD̃∆rA + iαA |A|2 = 0, 0 < r < L r, 0 < z ≤ L z. (1)

Çäåñü z - íîðìèðîâàííàÿ íà äèôðàêöèîííóþ äëèíó ïó÷êà îñíîâíîé âîëíû ïðîäîëüíàÿ
êîîðäèíàòà, L = 2ka2, k � âîëíîâîå ÷èñëî, a � íà÷àëüíûé ðàäèóñ ïó÷êà, ∆r = 1

r
∂
∂r

(
r ∂

∂r

)
� îïå-

ðàòîð Ëàïëàñà ïî êîîðäèíàòå r, èçìåðÿåìîé â åäèíèöàõ a, D � êîýôôèöèåíò äèôðàêöèè. Â
âûáðàííîé íîðìèðîâêå îí ðàâåí 1, íî îñòàâëåí â (1) äëÿ óäîáñòâà ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ. alpha
� êîýôôèöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé îòíîøåíèå íà÷àëüíîé ìîùíîñòè èìïóëüñà ê õàðàêòåðíîé
ìîùíîñòè ñàìîâîçäåéñòâèÿ, A(r, z) � êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà ïó÷êà, íîðìèðîâàííàÿ íà êâàä-
ðàòíûé êîðåíü èç ìàêñèìàëüíîé èíòåíñèâíîñòè îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ íà âõîäå â íåëèíåéíóþ
ñðåäó. Lz � áåçðàçìåðíàÿ äëèíà íåëèíåéíîé ñðåäû, Lr � åå ïîïåðå÷íûé ðàçìåð.

Íà âõîäå â íåëèíåéíóþ ñðåäó çàäàåòñÿ íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èìïóëüñà:

A(r, z = 0) = A 0(r), 0 ≤ r ≤ Lr. (2)
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Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (1) èìåþò âèä:

r
∂A

∂r
|r→0 = 0 , A |r=Lr = 0 . (3)

Â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî êîíòðîëèðîâàòü âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ çàêîíîâ
ñîõðàíåíèÿ:

E =

Lr∫
0

|A|2 rdr, H =

Lr∫
0

(
−D̃

∣∣∣∣∂A

∂r

∣∣∣∣2 + α |A|4
)

rdr. (4)

3 Ðàçíîñòíûå ñõåìû

Ïðè ïîñòðîåíèè ðàçíîñòíîé ñõåìû äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è (1) íåîáõîäèìî, ÷òîáû
äëÿ ðàçíîñòíûõ àíàëîãîâ ðåøåíèé âûïîëíÿëèñü çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è ãàìèëüòîíèàíà â
ðàçíîñòíîì âèäå. Íèæå áóäåò ïîñòðîåíà êîíñåðâàòèâíàÿ ñõåìà äëÿ çàäà÷è (1). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ðàçíîñòíîé ñõåìû ââåäåì â îáëàñòè Ω = Ωr × Ωz = {0 ≤ r ≤ Lr} ×{0 ≤ z ≤ Lz} ñåòêó
ω = ωr × ωz:

ωr = {rk = (k + 0.5)hr + ((k + 0.5)hr)
3 , k = 0, Nr, hr = Lr/(Nr + 0.5)},

ωz =
{
zn = nh, n = 0, Nz, h = Lz/Nz

}
.

Îïðåäåëèì ñåòî÷íóþ ôóíêöèþ Ah íà ω è ââåäåì òàêæå ñëåäóþùèå áåçûíäåêñíûå îáîçíà-
÷åíèÿ:

u = Ah(rk, zn), û = Ah(rk, zn+1),

0.5
u = 0.5(u + û),

| 0.5
u |2 = 0.5(|û|2 + |u|2),(
0.5
u
)2

= 0.5(û2 + u2).

Îïåðàòîð Ëàïëàñà ïî ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòå âî âíóòðåííèõ óçëàõ ñåòêè àïïðîêñèìèðóåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì [2,5]:

Λrw =
1

rk(rk+1 − rk−1)

[
(rk+1 + rk)

w(rk+1, zn)− w(rk, zn)
rk+1 − rk

− (rk + rk−1)
w(rk, zn)− w(rk−1, zn)

rk − rk−1

]
,

ãäå w - îäíà èç ñåòî÷íûõ ôóíêöèé u, û.
Ñõåìà 1. Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ, äëÿ óðàâíåíèÿ (1) çàïèøåì âî âíóòðåííèõ

óçëàõ ñåòêè ñëåäóþùóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó [2]:

û− u

hz
+ iD̃Λr

0.5
u = f(

0.5
u ) ≡ −iα

0.5
u | 0.5

u |2, (5)

Ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ (5) íåîáõîäèìî äîïîëíèòü ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè â ñîîòâåòñòâóþùèõ
ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ ñåòêè:

uNr,n = 0, n = 0...Nz,
û0−u0

hz
+ iD̃

0.5
u1 −

0.5
u0

0.5h2
r

= f(
0.5
u ),

(6)

Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ñåòî÷íîé ôóíêöèè u çàäà¼òñÿ â âèäå:

uk,0 = A0(rk), k = 0, ..., Nr. (7)
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Äëÿ ðàçðåøåíèÿ ýòîé ñõåìû ïðèìåíèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ:
s+1
û −u

hz
+ iD̃Λr

s+1
0.5
u = f(

s
0.5
u ), s = 0, 1, 2... (8)

Â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
s+1

uNr,n = 0, n = 0...Nz,
s+1
û0 −

s+1
u0

hz
+ iD̃

s+1
0.5
u1 −

s+1
0.5
u0

0.5h2
r

= f(
s

0.5
u ).

(9)

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèé íà íóëåâîé èòåðàöèè íà âåðõíåì ñëîå âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
s=0
û = u. (10)

Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïðåêðàùàåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ:

max
rk

|
s+1
û −

s
û | ≤ ε max

rk

|
s
û |+ δ. (11)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè
s+1
û èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïðîãîíêè. Äîêàçàòåëüñòâî êîí-

ñåðâàòèâíîñòè ñõåìû ïðèâîäèòñÿ, íàïðèìåð, â [2].
Ñõåìà 2. Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå ðàíåå îáîçíà÷åíèÿ, îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà ïî-

ëóöåëîì ñëîå:

zn+0.5 = (n + 0.5)hz, un+0.5 = Ah(rk, zn+0.5),
0.5

u(1) = 0.5(un−0.5 + un−1),
0.5

u(2) = 0.5(un+0.5 + un−0.5),
0.5

u(3) = 0.5(un+1 + un+0.5).

Ââåäåì òàêæå äîïîëíèòåëüíóþ ñåòêó ω̃n
z = {zl = zn−0.5 + lh̄z, l = 0, n̄z, h̄z = hz/n̄z}.

Ðàçíîñòíóþ ñõåìó íà îñíîâå ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü òàê [1]:

un−0.5 − un−1

hz
+ iD̃Λr

0.5

u(1) = 0, (12)

un+0.5 − un−0.5

2hz
= −iα

0.5

u(2) |
0.5

u(2) |2, (13)

un+1 − un+0.5

hz
+ iD̃Λr

0.5

u(3) = 0. (14)

Óðàâíåíèå (13) íåëèíåéíî, äëÿ åãî ðàçðåøåíèÿ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû.
Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà (ÐÊ) âòîðîãî ïîðÿäêà:

u
(2)
n,l+1 = u

(2)
n,l +

h̄z

2

[
f(zl, u

(2)
n,l ) + f

(
zl + h̄z, u

(2)
n,l + h̄zf

(
zl, u

(2)
n,l

))]
, l = 0...n̄z, u

(2)
n,0 = u(2)

n . (15)

è èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (ÈÏ):

s+1
un+0.5−

s+1
un−0.5

hz
= 2f


s

0.5

u(2)

 , (16)

ãäå s = 0, 1, 2, ... - íîìåð èòåðàöèè.
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à) á) â)

ã) ä) å)

Ðèñ. 1: Ñðàâíåíèå ãàìèëüòîíèàíà (à, ã), ïèêîâîé èíòåíñèâíîñòè (á, ä) è ðàñïðåäåëåíèÿ èí-
òåíñèâíîñòè â êîíå÷íîì ñå÷åíèè ñðåäû (â, å) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé Nz =2000 (ñïëîøíàÿ
ëèíèÿ), 5000 (ïóíêòèð), 10000 (òî÷å÷íàÿ ëèíèÿ), 20000 (øòðèõ-ïóíêòèð) äëÿ Ñõåìû 2 ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòà (à, á, â) è èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (ã, ä, å) äëÿ α = 5,
D = 0.1, Lz = 20 ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì, èìåþùèì ôîðìó òàóíñîâà ñîëèòîíà.

4 Ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, ñõåìû ñóììàðíîé àïïðîêñèìàöèè íå îáëàäàþò ñâîéñòâîì êîíñåð-
âàòèâíîñòè. Ýòî ìîæåò ïðèâîäèòü ê èñêàæåíèþ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1). Ïîñêîëüêó àíàëèòè-
÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) â îáùåì ñëó÷àå íåèçâåñòíî, íà÷àëüíîå óñëîâèå âûáèðàëîñü â
âèäå ïó÷êà, äëÿ êîòîðîãî çàâåäîìî èçâåñòíî åãî ïîâåäåíèå ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè â ñðåäå ñ êåð-
ðîâñêîé íåëèíåéíîñòüþ: òàóíñîâ ñîëèòîí. Ïîñêîëüêó ñîëèòîí ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ áåç èçìåíåíèÿ
ñâîåé ôîðìû, òî ïðè âîçíèêíîâåíèè èñêàæåíèé â ôîðìå ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ñ ïîìîùüþ îä-
íîé èç ðàçíîñòíûõ ñõåì, ìîæíî ãîâîðèòü î íåêîððåêòíîé ðàáîòå ýòîé ñõåìû. Äëÿ íàõîæäåíèÿ
ñîëèòîííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä, îïèñàííûé â ðàáîòàõ [15, 16].

Ïðè êîìïüþòåðíîì ìîäåëèðîâàíèè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ íàõîæäåíèÿ âåðíîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (1) ñõåìàìè ñóììàðíîé àïïðîêñèìàöèè (Ñõåìà 2 ) ñëåäóåò î÷åíü àêêóðàòíî ïîäõî-
äèòü ê âûáîðó øàãà ïî ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòå. Ðèñ.1 èëëþñòðèðóåò, êàê âëèÿåò øàã ñåòêè ïî
êîîðäèíàòå z íà íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ Ñõåìîé 2 .

Êàê èç íåãî âèäíî, ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå Ñõåìîé 2 ïðè øàãå ïî ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòå
áîëüøåì 0.002, ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò èñòèííîãî ñîëèòîíà (Ðèñ.1á,â,ä,å). Ïðè ýòîì ñó-
ùåñòâåííî èñêàæàåòñÿ è ãàìèëüòîíèàí H (Ðèñ.1à,ã). Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâà-
íèè Ñõåìû 2 íåîáõîäèìî âûáèðàòü î÷åíü ìåëêèé øàã ïî ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòå. Íåîáõîäèìî
ïîä÷åðêíóòü òàêæå, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè Ñõåìû 1 ìîæíî ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü ÷èñëî òî-
÷åê ïî ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòå ïî ñðàâíåíèþ ñî Ñõåìîé 2 áåç ïîòåðè êà÷åñòâà ðåøåíèÿ. Òàê,
íà Ðèñ.2 ïîêàçàíà ýâîëþöèÿ òàóíñîâà ñîëèòîíà íà òðàññå z < 20, ðàññ÷èòàííàÿ ñ ïîìîùüþ
Ñõåìû 1 ñ ïðîäîëüíûì øàãîì ðàâíûì 0.01. Èç ðèñóíêà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî èíòåíñèâíîñòü
ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ñ ïîìîùüþ êîíñåðâàòèâíîé ñõåìû, íå èçìåíÿåòñÿ âäîëü êîîðäèíàòû z,
ò.å. Ñõåìà 1 ðàáîòàåò êîððåêòíî.

Äàëåå ðàññìîòðèì, êàê âëèÿåò óâåëè÷åíèå äëèíû òðàññû Lz ïðè ôèêñèðîâàííîì ïðîäîëü-
íîì øàãå hz = 0.006 íà ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ñõåìàìè ñóììàðíîé àïïðîêñèìàöèè. Ñ ýòîé
öåëüþ íà Ðèñ.3 èçîáðàæåíà ýâîëþöèÿ ïèêîâîé èíòåíñèâíîñòè è ãàìèëüòîíèàíà ðåøåíèé óðàâ-
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Ðèñ. 2: Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), íàéäåííîå ñ ïîìîùüþ Ñõåìû 1 , íà òðàññå Lz = 20 ñ ÷èñëîì
òî÷åê ïî êîîðäèíàòå z ðàâíûì Nz =2000 äëÿ α = 5, D = 0.1, Lz = 20 ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì,
èìåþùèì ôîðìó òàóíñîâà ñîëèòîíà.

íåíèÿ (1) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé Lz. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ êîíñåðâàòèâíîé ñõåìû è ñõåì
ñ ðàñùåïëåíèåì íåñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ïðè Lz ≤ 20 (Ðèñ.3,I). Îäíàêî,
ïðè óâåëè÷åíèè òðàññû äî 40 (Ðèñ.3,II) ñòàíîâèòñÿ çàìåòíî, ÷òî ïèêîâàÿ èíòåíñèâíîñòü è ãà-
ìèëüòîíèàí, ïîëó÷åííûå Ñõåìîé 2 , íà÷èíàþò îòêëîíÿòüñÿ îò ñâîèõ êîíñòàíòíûõ çíà÷åíèé.
Äàëüíåéøèé ðîñò äëèíû òðàññû (Ðèñ.3,III) ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó ðàñõîæäåíèþ ðàñ÷åòîâ
ñõåì ñóììàðíîé àïïðîêñèìàöèè ñ èñòèííûì ðåøåíèåì.

Ïðè ýòîì âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî óâåëè÷åíèå äëèíû òðàññû íå âëèÿëî íà ðåøåíèå, ïî-
ëó÷àåìîå êîíñåðâàòèâíîé ñõåìîé. Ïðîâåäåííîå äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé hz êîìïüþòåðíîå ìî-
äåëèðîâàíèå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî äëÿ ñõåì ñóììàðíîé àïïðîêñèìàöèè äëÿ
ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî øàãà ïî êîîðäèíàòå z âñåãäà ìîæíî òàê ïîäîáðàòü äëèíó íåëèíåéíîé
ñðåäû, ÷òî ðåøåíèå áóäåò ñóùåñòâåííî îòêëîíÿòüñÿ îò ñâîåãî èñòèííîãî çíà÷åíèÿ. Íåîáõîäè-
ìî îòìåòèòü åùå îäíó îñîáåííîñòü ñõåì ñóììàðíîé àïïðîêñèìàöèè: ïðè ðàñ÷åòàõ íà áîëüøèõ
òðàññàõ âîçìîæíî òàêæå ñóùåñòâåííîå èñêàæåíèå ðåøåíèÿ ïðè äîñòèæåíèè ðåøåíèåì ãðàíèö
ïîïåðå÷íîé îáëàñòè. Ýòîò ñëó÷àé äåìîíñòðèðóåò Ðèñ.4.

5 Âûâîäû

Â äàííîé ðàáîòå áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå øèðîêî èñïîëüçóåìûõ ñõåì ñóììàðíîé àïïðîê-
ñèìàöèè ñ ñèììåòðè÷íîé êîíñåðâàòèâíîé ñõåìîé äëÿ çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ îïòè÷åñêîãî èç-
ëó÷åíèÿ â àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîé ñðåäå. Âûøå áûëè ïîêàçàíû ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè äëÿ
ñõåì ñóììàðíîé àïïðîêñèìàöèè, à òàêæå ïðåèìóùåñòâà èñïîëüçîâàíèÿ êîíñåðâàòèâíûõ ñõåì.
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à) á)

Ðèñ. 3: Ýâîëþöèÿ ïèêîâîé èíòåíñèâíîñòè (à) è ãàìèëüòîíèàíà (á) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), ïî-
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à) á)

Ðèñ. 4: Ýâîëþöèÿ ïèêîâîé èíòåíñèâíîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), ïîëó÷åííîãî ñ ïîìîùüþ
Ñõåìû 2 ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòà (à) è èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (á) ïðè äîñòè-
æåíèè ðåøåíèåì ãðàíèö ïîïåðå÷íîé îáëàñòè äëÿ ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ: α = 5,
D = 0.1, Lz= 80 (I), hz = 0.002, Lr= 2 ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì, èìåþùèì ôîðìó òàóíñîâà
ñîëèòîíà.
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Êàôåäðà ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè

1 Ââåäåíèå

Ñëîæíîñòü è ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè
îáúåêòàìè èññëåäîâàíèÿ ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè. Ïîñòðîåíèå áûñòðûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ
àëãåáðàè÷åñêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé àëãåáðû. Àëãåáðàè÷åñêàÿ
òåîðèÿ ñëîæíîñòè ðàñøèðÿåò ïðåäìåò ïîèñêîì íèæíèõ îöåíîê.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñëîæíîñòè èçó÷àåò ñëîæíîñòü àëãåáðàè÷åñêèõ çàäà÷ â àëãåáðàè-
÷åñêèõ ìîäåëÿõ âû÷èñëåíèé. Ïðèìåðàìè àëãåáðàè÷åñêèõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ óìíîæåíèå ÷èñåë,
çàäàííûõ â ïîçèöèîííîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, íàõîæäåíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, óìíîæåíèå ïîëèíîìîâ, çàäàííûõ âåêòîðàìè êîýôôèöèåíòîâ, âû÷èñëåíèå
çíà÷åíèÿ ïîëèíîìà â çàäàííîé òî÷êå, óìíîæåíèå ìàòðèö, íàõîæäåíèå îïðåäåëèòåëÿ êâàäðàò-
íîé ìàòðèöû, ïîèñê êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà êâàäðàòíîé ìàòðèöû, îáðàùå-
íèå íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû, ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ò. ä.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî êàæäûé èç âûøåïðèâåä¼ííûõ ïðèìåðîâ ïîäðàçóìåâàåò íàáîð âõîäíûõ
ïåðåìåííûõ è íàáîð ôóíêöèé îò âõîäíûõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü. Àë-
ãåáðàè÷åñêàÿ ìîäåëü âû÷èñëåíèé ïîäðàçóìåâàåò ïîøàãîâóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ïðîöåäóðó, ïðè-
íèìàþùóþ íà âõîä êîíå÷íûé íàáîð àëãåáðàè÷åñêèõ âåëè÷èí è âû÷èñëÿþùóþ íà êàæäîì øàãå
îïðåäåë¼ííóþ ôóíêöèþ îò âõîäà è ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùèõ øàãîâ. Ïðè ýòîì ðåçóëüòàò î÷å-
ðåäíîãî øàãà, êàê ïðàâèëî, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïîñëåäóþùèìè øàãàìè â êà÷åñòâå àðãó-
ìåíòà ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç. Ôîðìàëèçàöèÿ îïèñàííîé ïîøà-
ãîâîé ïðîöåäóðû íàçûâàåòñÿ îáû÷íî àëãåáðàè÷åñêèì àëãîðèòìîì, à ÷èñëî øàãîâ, íåîáõîäèìîå
è äîñòàòî÷íîå äëÿ âû÷èñëåíèÿ âûõîäíûõ ôóíêöèé, íàçûâàåòñÿ ñëîæíîñòüþ àëãåáðàè÷åñêîãî
àëãîðèòìà. Ìèíèìàëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãåáðàè÷åñêîãî àëãîðèòìà, ðåøàþùåãî äàííóþ àëãå-
áðàè÷åñêóþ çàäà÷ó, íàçûâàåòñÿ ñëîæíîñòüþ àëãåáðàè÷åñêîé çàäà÷è.

Îáû÷íî ôèêñèðóåòñÿ íåêîòîðûé ïîäêëàññ àëãåáðàè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ, îòíîñèòåëüíî êî-
òîðîãî èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î ñëîæíîñòè çàäà÷è. ×àñòî îãðàíè÷èâàåòñÿ ìíîæåñòâî ôóíêöèé, èñ-
ïîëüçóåìûõ â øàãàõ àëãîðèòìà, à òàêæå ðàçðåø¼ííûå àðãóìåíòû äëÿ ýòèõ ôóíêöèé èç ÷èñëà
âõîäîâ çàäà÷è è ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ.

Îäíîé èç âàæíåéøèõ çàäà÷ àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ñëîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîñòü óìíî-
æåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà-
ïðîèçâåäåíèÿ ïî âåêòîðàì êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ-ìíîæèòåëåé. Ìíîãî÷ëåíû ìîãóò ðàñ-
ñìàòðèâàòüñÿ êàê íàä ïîëÿìè, òàê è íàä êîëüöàìè, áûòü êàê ìíîãî÷ëåíàìè îäíîãî ïåðåìåí-
íîãî, òàê è íåñêîëüêèõ. Ïðè ýòîì íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñëî-
æåíèå, âû÷èòàíèå, óìíîæåíèå èëè äåëåíèå, àðãóìåíòàìè êîòîðûõ ìîãóò ÿâëÿòüñÿ âõîäíûå
êîýôôèöèåíòû, ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ øàãîâ èëè êîíñòàíòû èç ïîëÿ. Ðàáîòà àëãîðèòìà
ñ÷èòàåòñÿ çàâåðø¼ííîé, åñëè êàæäûé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà-ïðîèçâåäåíèÿ âû÷èñëåí íà
íåêîòîðîì øàãå àëãîðèòìà.

Ïóñòü äàíû ìíîãî÷ëåíû

a(X) =
m∑

µ=0

aµXµ, b(X) =
n∑

ν=0

bνX
ν

íàä ïîëåì k. Êîýôôèöèåíòû èõ ïðîèçâåäåíèÿ

a(X)b(X) = c(X) =
m+n∑
λ=0

cλXλ
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îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

cλ =
min{λ, m}∑

µ=max{0, λ−n}

aµbλ−µ, λ = 0, . . . , m + n. (1)

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñåõ êîýôôèöèåíòîâ cλ ñîãëàñíî (1) òðåáóåòñÿ mn îïåðàöèé
óìíîæåíèÿ è O(mn) îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, òî åñòü âñåãî O(mn) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Èçâåñòíî, ÷òî äàííàÿ ñõåìà íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé. Âïåðâûå ýòî áûëî óñòàíîâëåíî â [7],
ãäå áûë ïîñòðîåí àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ÷èñåë â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè, èìåþùèé ñëîæíîñòü
O(nlog2 3) (àëãîðèòì Êàðàöóáû) äëÿ óìíîæåíèÿ äâóõ ÷èñåë äëèíû n, íåïîñðåäñòâåííî òðàíñ-
ôîðìèðóþùèéñÿ â àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè n − 1 íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì,
èìåþùèé òàêóþ æå ñëîæíîñòü ïî ÷èñëó àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Èäåÿ àëãîðèòìà çàêëþ-
÷àåòñÿ â óìíîæåíèè äâóõ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè 2 ñ èñïîëüçîâàíèåì íå ÷åòûð¼õ (ñîãëàñíî (1)), à
òð¼õ îïåðàöèé óìíîæåíèÿ, è ïðèìåíåíèè òåõíèêè ðàçäåëÿé-è-âëàñòâóé.

Â [10] àëãîðèòì Êàðàöóáû áûë îáîáù¼í Òîîìîì, ïðåäëîæèâøèì ìåòîä ïîñòðîåíèÿ àëãî-
ðèòìà óìíîæåíèÿ ÷èñåë äëèíû n, èìåþùèé àðèôìåòè÷åñêóþ ñëîæíîñòü O(n1+ε) äëÿ ëþáîãî
íàïåð¼ä çàäàííîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε, ñîäåðæàùèé àëãîðèòì òîé æå ñëîæíîñòè äëÿ óìíîæåíèÿ
ïîëèíîìîâ ñòåïåíè n íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì. Àëãîðèòì Òîîìà îñíîâàí íà òîì, ÷òî ïîëèíîì
ñòåïåíè n ìîæíî çàäàâàòü êàê âåêòîðîì åãî n + 1 êîýôôèöèåíòîâ

(a0, a1, . . . , an) (2)

òàê è âåêòîðîì åãî çíà÷åíèé â n + 1 ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ

(a(X0), a(X1), . . . , a(Xn)). (3)

Ïðè ýòîì âî âòîðîì ïðåäñòàâëåíèè óìíîæåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ òðèâèàëü-
íî � äîñòàòî÷íî ëèøü âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ îáîèõ ïîëèíîìîâ â 2n + 1 ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ
è ïîïàðíî ïåðåìíîæèòü èõ; ðåçóëüòèðóþùèé âåêòîð è áóäåò âåêòîðîì çíà÷åíèé ïîëèíîìà-
ïðîèçâåäåíèÿ â âûáðàííûõ 2n+1 òî÷êàõ. Ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ïåðåõîäà îò âåêòîðà êîýôôè-
öèåíòîâ ê âåêòîðó çíà÷åíèé îñíîâàí íà ñõåìå Ãîðíåðà âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ïîëèíîìà â òî÷êå,
à îò âåêòîðà çíà÷åíèé ê âåêòîðó êîýôôèöèåíòîâ � íà ìåíåå ýôôåêòèâíîé, íî, òåì íå ìåíåå,
íå óõóäøàþùåé ïîðÿäîê ñëîæíîñòè O(n1+ε) èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëå Ëàãðàíæà.

Ýòè èäåè áûëè ðàçâèòû è îáîáùåíû Ø¼íõàãå è Øòðàññåíîì â [26], ïðåäëîæèâøèì àëãî-
ðèòì ñëîæíîñòè O(n log n log log n) óìíîæåíèÿ äâóõ ÷èñåë äëèíû n â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè,
ñîäåðæàùèé àëãîðèòì òîé æå ñëîæíîñòè äëÿ óìíîæåíèÿ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè n íàä ïðîèçâîëü-
íûì ïîëåì. Â òå÷åíèå 36 ëåò ýòîò àëãîðèòì îñòàâàëñÿ ñàìûì áûñòðûì, îäíàêî Ôþðåð â 2007
ãîäó, èñïîëüçóÿ ïîäõîäû, îïèñàííûå Ø¼íõàãå è Øòðàññåíîì â [26], è êîìáèíèðóÿ èõ íåñêîëü-
êî èíà÷å, ïðåäëîæèë â [20] àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ÷èñåë äëèíû n â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè
(è ïîëèíîìîâ ñòåïåíè n íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì), èìåþùèé ñëîæíîñòü n log n2O(log∗ n).1 Íà
ñåãîäíÿøíèé äåíü ýòîò àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ëó÷øèì ïî ñëîæíîñòè àëãîðèòìîì óìíîæåíèÿ ïî-
ëèíîìîâ íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì.

Îäíîâðåìåííî ñ ýòèì èçâåñòíû áîëåå ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû óìíîæåíèÿ ïîëèíîìîâ íàä
ïîëÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ïå-
ðåõîäà îò ïðåäñòàâëåíèÿ (2) ê ïðåäñòàâëåíèþ (3), ðàáîòàþùèé â ñëó÷àå, êîãäà ïîëå k, íàä
êîòîðûì ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíû, ñîäåðæèò ðîâíî n + 1 ðàçëè÷íûõ êîðíåé èç 1 (ñì.,
íàïðèìåð, [15]). Ýòîò àëãîðèòì, èìåþùèé ñëîæíîñòü O(n log n), èçâåñòåí êàê áûñòðîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå Ôóðüå, à ëåæàùåå â åãî îñíîâå ïðåîáðàçîâàíèå � êàê äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-
ðüå. Óñëîâèþ íàëè÷èÿ íåîáõîäèìûõ êîðíåé èç 1 óäîâëåòâîðÿåò, íàïðèìåð, ïîëå êîìïëåêñíûõ
÷èñåë (äëÿ ëþáîãî n) èëè ëþáîå àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p (â ñëó÷àå,
êîãäà p - n). Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò òàêóþ æå ñëîæíîñòü, òàêèì îáðàçîì, íàä òàêèìè

1Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ log∗ n íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà n, îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèáîëüøåå `, äëÿ êîòîðîãî
îïðåäåë¼í log . . . log| {z }

` ðàç

n.

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2008, âûïóñê �5
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ïîëÿìè k ìîæíî ñòðîèòü àëãîðèòìû óìíîæåíèÿ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè n, èìåþùèå ñëîæíîñòü
O(n log n).

Ëó÷øàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè n íàä ïðîèçâîëüíûì
ïîëåì ðàâíà 2n− 1 (ñì., íàïðèìåð, [11]). Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ýòà îöåíêà ïîëó÷åíà äëÿ ÷èñëà
àêòèâíûõ óìíîæåíèé ëþáîãî àëãîðèòìà, âû÷èñëÿþùåãî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîëèíîìîâ ñòå-
ïåíè n. Îäíàêî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ è áåç îãðàíè÷åíèé âèäà àëãîðèòìà áîëåå âûñîêèõ
íèæíèõ îöåíîê ïîêà íå ïîëó÷åíî.

Â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ïîëÿ èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà, ïðèíàäëåæàùàÿ Êàìèíñêîìó
(ñì. [21]):

Cq(n) ≥
(

3 +
(q − 1)2

q5 + (q − 1)3

)
n− o(n),

ãäå Cq(n) � ñëîæíîñòü áèëèíåéíîãî2 àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè n íàä ïîëåì,
ñîñòîÿùåì èç q ýëåìåíòîâ.

Áþðãèññåð è Ëîòö ðàññìîòðåëè â [16] ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ïîëèíîìîâ â ìîäåëè âû-
÷èñëåíèé, äîïóñêàþùåé èñïîëüçîâàíèå â ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ êîýôôèöèåíòû,
îãðàíè÷åííûå íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé êîíñòàíòîé. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷åíà íèæíÿÿ îöåí-
êà Ω(n log n) ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ïîëèíîìîâ ïîðÿäêà n íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë èëè
ëþáûì åãî ïîäïîëåì (íàïðèìåð, ïîëÿìè ðàöèîíàëüíûõ, âåùåñòâåííûõ èëè àëãåáðàè÷åñêèõ
÷èñåë). Ýòà îöåíêà ñïðàâåäëèâà, â äåéñòâèòåëüíîñòè, äëÿ ÷èñëà àääèòèâíûõ îïåðàöèé àëãî-
ðèòìà.

Ñóùåñòâóåò ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ïîëèíîìîâ ñòåïåíè n íàä ïðîèç-
âîëüíûìè ïîëÿìè ðàâíà O(n log n) (ñì. [15]).

Ïóñòü òåïåðü äàíû ìíîãî÷ëåíû

a(X1, . . . , Xs) =
m1∑

µ1=0

· · ·
ms∑

µs=0

a(µ1, ..., µs)X
µ1
1 · · ·Xµs

s ,

b(X1, . . . , Xs) =
n1∑

ν1=0

· · ·
ns∑

νs=0

b(ν1, ..., νs)X
ν1
1 · · ·Xνs

s

íàä íåêîòîðûì ïîëåì k, è ïóñòü a(m1, ..., ms), b(n1, ..., ns) 6= 0. Çàìåòèì, ÷òî ñòåïåíü a, îïðåäåëÿ-
åìàÿ êàê ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ìîíîìà3 â a, ðàâíà m1 · · ·ms, à ñòåïåíü b ðàâíà n1 · · ·ns. Èõ
ïðîèçâåäåíèå

c(X1, . . . , Xs) =
m1+n1∑
λ1=0

· · ·
ms+ns∑
λs=0

c(λ1, ..., λs)X
λ1
1 · · ·Xλs

s

èìååò ñòåïåíü (m1 + n1) · · · (ms + ns). Êîýôôèöèåíòû c îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

c(λ1, ..., λs) =
∑

0≤µ1≤m1, 0≤ν1≤n1: µ1+ν1=λ1
...

0≤µs≤ms, 0≤νs≤ns: µs+νs=λs

a(µ1, ..., µs)b(ν1, ..., νs), 0 ≤ λσ ≤ mσ + nσ, 1 ≤ σ ≤ s. (4)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñåõ c(λ1, ..., λs) íåïîñðåäñòâåííî ïî ôîðìóëàì (4) òðåáó-
åòñÿ O((m1 + n1) · · · (ms + ns)) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Óêàçàííûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ íå ÿâëÿåò-
ñÿ îïòèìàëüíûì. Ïàí â [24] ïðåäëîæèë ñïîñîá ñâåäåíèÿ óìíîæåíèÿ ïîëèíîìîâ íåñêîëüêèõ

2Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå áèëèíåéíîãî àëãîðèòìà áóäåò äàíî â ðàçäåëå 2, îäíàêî çàìåòèì, ÷òî áèëèíåéíûå
àëãîðèòìû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé åñòåñòâåííóþ ìîäåëü âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèé â àëãåáðàõ: áîëüøèíñòâî çàäà÷
èìåþò îïòèìàëüíûìè áèëèíåéíûå àëãîðèòìû, à ïî÷òè âñå èçâåñòíûå íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ
ïîëó÷àþòñÿ äëÿ áèëèíåéíûõ àëãîðèòìîâ.

3Ñòåïåíüþ ìîíîìà íàçûâàåòñÿ, êàê îáû÷íî, ñóììà ñòåïåíåé âñåõ âõîäÿùèõ â ìîíîì ïåðåìåííûõ.
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ïåðåìåííûõ ñòåïåíè N ê óìíîæåíèþ ïîëèíîìîâ îäíîãî ïåðåìåííîãî ñòåïåíè O(N), ïîçâîëÿþ-
ùèé ïîëó÷èòü àëãîðèòìû óìíîæåíèÿ ñëîæíîñòè, íå ïðåâîñõîäÿùåé O(N log N log log N), íàä
ïðîèçâîëüíûì ïîëåì è ñëîæíîñòè, íå ïðåâîñõîäÿùåé O(N log N), íàä ïîëåì, ïîääåðæèâàþ-
ùèì áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Ìåòîä Ïàíà îñíîâàí íà âçàèìíî îäíîçíà÷íîé êîäèðîâêå
ìîíîìîâ ïîëèíîìà ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, ñîõðàíÿåìîé óìíîæåíèåì ïîëèíîìîâ.

Â äàííîé ñòàòüå ìû ïðèâåä¼ì ïðîñòîé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ áûñòðûõ àëãîðèòìîâ óìíîæåíèÿ
ïîëèíîìîâ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, èìåþùèõ òàêóþ æå ñëîæíîñòü, êàê è ïîñòðîåííûå ìåòîäîì
Ïàíà. Íîâûé ìåòîä îñíîâàí íà èçîìîðôíîì âëîæåíèè àëãåáðû ïîëèíîìîâ ìíîãèõ ïåðåìåí-
íûõ â äîëæíûì îáðàçîì ïîäîáðàííóþ êîììóòàòèâíóþ ãðóïïîâóþ àëãåáðó è ýôôåêòèâíîì
àëãîðèòìå óìíîæåíèÿ â ãðóïïîâîé àëãåáðå.

Öåíòðàëüíîé çàäà÷åé ñîâðåìåííîé àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ñëîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîñòü
óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Ïóñòü

a =

(
a11 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . .
am1 . . . amn

)
, b =

(
b11 . . . b1s

. . . . . . . . . . . . .
bn1 . . . bns

)

� ìàòðèöû íàä ïîëåì k. Èõ ïðîèçâåäåíèå

c =

(
c11 . . . c1s

. . . . . . . . . . . . . .
cm1 . . . cms

)

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

cµσ =
n∑

ν=1

aµνbνσ, 1 ≤ µ ≤ m, 1 ≤ σ ≤ s. (5)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìàòðèöû c ïî ôîðìóëàì (5) íåîáõîäèìî ñîâåðøèòü mns
óìíîæåíèé è m(n − 1)s ñëîæåíèé â k. Èçâåñòíî, ÷òî äàííàÿ ïðîöåäóðà íå ÿâëÿåòñÿ îïòè-
ìàëüíîé. Âïåðâûå ýòî áûëî óñòàíîâëåíî Øòðàññåíîì â [28], ïðåäëîæèâøèì àëãîðèòì ñëîæ-
íîñòè O(nlog2 7) óìíîæåíèÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì. Àëãîðèòì
Øòðàññåíà îñíîâàí íà êîíñòðóêöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö ðàçìåðà 2×2 ñ èñïîëüçîâàíèåì 7, à íå
8 óìíîæåíèé, à òàêæå íà ïðèìåíåíèè òåõíèêè ðàçäåëÿé-è-âëàñòâóé. Â òå÷åíèå 9 ïîñëåäóþùèõ
ëåò ýòà âåðõíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè îñòàâàëàñü íàèëó÷øåé. Â 1978 ãîäó Ïàí â (ñì. [23]) ñìîã
âïåðâûå íåñêîëüêî óëó÷øèòü ýòó îöåíêó, è â ïîñëåäóþùèå 9 ëåò áûëè ïðåäëîæåíû ðàçëè÷-
íûå ìåòîäû è àëãîðèòìû óìíîæåíèÿ ìàòðèö, ëó÷øèé èç êîòîðûõ � àëãîðèòì Êîïïåðñìèòà-
Âèíîãðàäà (ñì. [19]), ïðåäëîæåííûé âïåðâûå â 1987 ãîäó (îïóáëèêîâàííûé, îäíàêî, íåñêîëüêî
ïîçæå) è èìåþùèé ñëîæíîñòü, íå ïðåâîñõîäÿùóþ O(n2,376), äëÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîðÿäêà
n, � îñòà¼òñÿ ëó÷øèì ïî ñëîæíîñòè íà ñåãîäíÿøíèé äåíü.

Ïðè ïîëó÷åíèè âåðõíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìàòðèö áûëà ðàçðàáîòàíà åñòå-
ñòâåííàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ìîäåëü äëÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ëèíåéíîé àëãåáðû. Áûëî ïðåäëîæå-
íî íåñêîëüêî ïîäõîäîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïîçâîëÿë óëó÷øèòü òåêóùóþ âåðõíþþ îöåíêó
ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Â ÷èñëå íàèáîëåå çíà÷èòåëüíûõ � ïðèáëèæ¼ííûå (èëè ïà-
ðàìåòðèçîâàííûå ¾λ-¿) àëãîðèòìû, ÷àñòè÷íîå óìíîæåíèå ìàòðèö, óìíîæåíèå íåñêîëüêèõ
íåçàâèñèìûõ ïàð ìàòðèö îäíèì àëãîðèòìîì (òåîðåìà î ïðÿìîé ñóììå èëè τ -òåîðåìà) è
îòíîñèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ (ñì. [1]). Âñå ýòè ïîäõîäû áûëè ñôîðìóëèðîâàíû íåçàâèñèìî, ñ
èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ áàçîâûõ ïîíÿòèé è îñíîâûâàÿñü íà ïðàêòè÷åñêè íå ñâÿçàííûõ ñî-
îáðàæåíèÿõ.

Áîëüøèíñòâî ñóùåñòâóþùèõ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìàòðèö ñïðàâåäëèâî
â äåéñòâèòåëüíîñòè äëÿ ÷èñëà óìíîæåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
ìàòðèö. Äîëãîå âðåìÿ ëó÷øåé îöåíêîé áûëà îöåíêà 2n2 − 1 óìíîæåíèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðî-
èçâåäåíèÿ äâóõ ìàòðèö ïîðÿäêà n× n (ñì., íàïðèìåð, [11, 15]). Îäíàêî Áëåçåðó â [12] óäàëîñü
ïîäíÿòü ýòó îöåíêó äî

5
2
n2 − 3n (6)
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äëÿ ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîðÿäêà n× n. Äëÿ ìàëåíüêèõ çíà÷åíèé n ≥ 3 â [14] ïîëó-
÷åíà îöåíêà

2n2 + n− 2, (7)

ïðåâîñõîäÿùàÿ (6) äëÿ n ≤ 7. Îöåíêà Áëåçåðà ñïðàâåäëèâà äëÿ ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìàòðèö
íàä ïðîèçâîëüíûìè ïîëÿìè. Íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè Øïèëüêîé â [27] ïîëó÷åíà áîëåå âûñîêàÿ
íèæíÿÿ îöåíêà: 3n2− o(n2) äëÿ ïîëÿ GF (2) è

(
5
2 + 3

2(p3−1)

)
n2− o(n2) äëÿ ïîëÿ GF (p). Íà ñåãî-

äíÿøíèé äåíü îöåíêè Áëåçåðà è Øïèëüêè ÿâëÿþòñÿ ëó÷øèìè íèæíèìè îöåíêàìè ñëîæíîñòè
óìíîæåíèÿ ìàòðèö.

Ðàí Ðàç â [25] ïîëó÷èë ïåðâóþ íåëèíåéíóþ íèæíþþ îöåíêó ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìàò-
ðèö â îãðàíè÷åííîé ìîäåëè âû÷èñëåíèé. Åñëè â àëãîðèòìàõ ðàçðåøåíî èñïîëüçîâàíèå ëèøü
êîýôôèöèåíòîâ, îãðàíè÷åííûõ ïî ìîäóëþ íåêîòîðîé çàðàíåå ôèêñèðîâàííîé êîíñòàíòîé, òî
àðèôìåòè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìàòðèö íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì Ω(n2 log n) äëÿ
óìíîæåíèÿ äâóõ ìàòðèö ïîðÿäêà n × n. Ýòà îöåíêà ñïðàâåäëèâà, â äåéñòâèòåëüíîñòè, è äëÿ
÷èñëà àääèòèâíûõ îïåðàöèé àëãîðèòìà.

Èçâåñòíî, ÷òî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî óìíîæåíèé, äîñòàòî÷íîå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ
äâóõ ìàòðèö ïîðÿäêà 2 × 2 ðàâíî 7 (ñì., íàïðèìåð, [15]). Èç îöåíêè (7) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìàòðèö ïîðÿäêà 3×3 íåîáõîäèìî 19 óìíîæåíèé, à èç àëãîðèòìà
Ëàäåðìàíà (ñì. [22]) ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íî 23 óìíîæåíèé. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íåèçâåñòíî,
÷åìó ðàâíî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî óìíîæåíèé, äîñòàòî÷íîå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
ìàòðèö ïîðÿäêà 3× 3.

Â 2003 ãîäó Êîýí è Óìàíñ â [17] ïðåäëîæèëè òåîðåòèêî-ãðóïïîâîé ïîäõîä ê ñëîæíîñòè
óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Ýòîò ïîäõîä îñíîâàí íà èçâåñòíîì ôàêòå òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé (ñì. [5, 6])
î òîì, ÷òî ëþáîå ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë êîíå÷íîé ãðóïïû èçî-
ìîðôíî àëãåáðå êâàäðàòíûõ ìàòðèö íåêîòîðîãî ïîðÿäêà. Âìåñòå ñ òåîðåìîé î ïðÿìîé ñóììå
ýòî äà¼ò ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ âåðõíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Â [18]
áûëè ïîëó÷åíû ïåðâûå íåòðèâèàëüíûå âåðõíèå îöåíêè, îñíîâàííûå íà òåîðåòèêî-ãðóïïîâîì
ïîäõîäå. Ýòè âåðõíèå îöåíêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñòàðûå êîíñòðóêöèè, çàïèñàííûå íà íî-
âîì òåîðåòèêî-ãðóïïîâîì ÿçûêå. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îöåíêà Êîïïåðñìèòà-Âèíîãðàäà â [18]
óëó÷øåíà íå áûëà, ïîÿâëåíèå íîâîãî ïîäõîäà è âåðõíèõ îöåíîê, ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå íåãî,
ñòèìóëèðîâàëî íîâóþ âîëíó èíòåðåñà ê ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìàòðèö, òàê êàê ïîçâîëèëî
ñèñòåìàòèçèðîâàòü è åäèíîîáðàçíî èçëîæèòü áîëüøèíñòâî ïðåäûäóùèõ âåðõíèõ îöåíîê.

Èç ìîäåëè âû÷èñëåíèé, ïîñòðîåííîé â [17], âûòåêàåò, ÷òî ðåøåíèå âîïðîñà î ñëîæíîñòè
óìíîæåíèÿ â ãðóïïîâûõ àëãåáðàõ, èñ÷åðïûâàþùå ðåøàåò çàäà÷ó ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìàò-
ðèö. Ýòîò ôàêò ñòèìóëèðîâàë ðîñò èíòåðåñà ê ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ â ãðóïïîâûõ àëãåáðàõ.
Â [4, 3] áûëà ðàçðàáîòàíà òåõíèêà îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû ãðóïïîâûõ àëãåáð è ìîäåëü ïîëó÷å-
íèÿ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè. Òàì æå áûëà èçó÷åíà ãðóïïîâàÿ àëãåáðà ïîäñòàíîâîê òðåòüåãî
ïîðÿäêà íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ è âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ïîëó÷åíà å¼ ñòðóêòóðà è ñëîæíîñòü
óìíîæåíèÿ. Â [2] ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû áûëè ïðèìåíåíû äëÿ èçó÷åíèÿ ãðóïïîâîé àëãåáðû
ñèììåòðèé êâàäðàòà íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, äëÿ óñòàíîâëåíèÿ å¼ ñòðóêòóðû è ñëîæ-
íîñòè óìíîæåíèÿ â íåé. Â [8, 9] áûëè èçó÷åíû ïðîèçâîëüíûå êîììóòàòèâíûå àëãåáðû íàä
ðàçëè÷íûìè ïîëÿìè. Â [9] áûëà ïîëó÷åíà ñòðóêòóðà è ñëîæíîñòü êîììóòàòèâíûõ ãðóïïîâûõ
àëãåáð íàä ïîëÿìè âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, à â [8] ýòîò ðåçóëüòàò áûë îáîáù¼í
òàêæå íà àëãåáðû íàä ïðîèçâîëüíûìè àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûìè ïîëÿìè. Â äåéñòâèòåëüíî-
ñòè, ðåçóëüòàò [8] ñïðàâåäëèâ òàêæå íàä ïîëÿìè, ñîäåðæàùèìè ëèøü âñåâîçìîæíûå êîðíè
îïðåäåë¼ííîé ñòåïåíè èç åäèíèöû.

Â äàííîé ñòàòüå ïîñðåäñòâîì àíàëèçà îäíîé ãðóïïîâîé àëãåáðû ìû ïîêàæåì íîâûé ñïîñîá
óñòàíîâëåíèÿ ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîðÿäêà 3× 3. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ìû ðàññìîò-
ðèì íàèìåíüøóþ ãðóïïîâóþ àëãåáðó, ñîäåðæàùóþ àëãåáðó ìàòðèö ïîðÿäêà 3×3 êàê èçîìîðô-
íóþ ïîäàëãåáðó, èìåþùóþ îòíîñèòåëüíî ïðîñòóþ ñòðóêòóðó è ïîêàæåì, ÷òî ëþáîå óëó÷øåíèå
íèæíåé èëè âåðõíåé îöåíêè ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ â ýòîé àëãåáðå óëó÷øàåò íèæíþþ (ñîîòâåò-
ñòâåííî, âåðõíþþ) îöåíêó ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìàòðèö 3× 3. Ìû ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì
àëüòåðíàòèâó î áèëèíåéíîé ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ â àëãåáðå ìàòðèö òðåòüåãî ïîðÿäêà, àëãåáðå
÷¼òíûõ ïîäñòàíîâîê ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà è ãèïîòåçå î ïðÿìîé ñóììå.
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2 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Áóäåì íàçûâàòü àëãåáðîé íàä ïîëåì k ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
íàä ïîëåì k ñ äîïîëíèòåëüíî çàäàííîé àññîöèàòèâíîé îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ. Óìíîæåíèå â àë-
ãåáðå, êàê ôóíêöèÿ äâóõ âåêòîðîâ, ëèíåéíî ïî îáîèì àðãóìåíòàì (èíûìè ñëîâàìè, óìíîæåíèå
ÿâëÿåòñÿ áèëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì â àëãåáðå). Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî â àëãåáðå åñòü íåéòðàëü-
íûé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ (åäèíèöà). Åñëè óìíîæåíèå êîììóòàòèâíî, òî àëãåáðó
áóäåì íàçûâàòü êîììóòàòèâíîé àëãåáðîé. Áàçèñîì àëãåáðû áóäåì íàçûâàòü ëþáîé áàçèñ ñî-
îòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, à ðàçìåðíîñòüþ àëãåáðû � ðàçìåðíîñòü îñíîâíîãî
ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Àëãåáðû A è B íàä ïîëåì k íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì
ϕ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ A è B (äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïóñòü φ : A → B), äëÿ êîòîðîãî
φ(ab) = φ(a)φ(b) äëÿ ëþáûõ a, b èç A. Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçìåðíîñòè èçîìîðôíûõ àëãåáð ðàâíû,
à ñâîéñòâà íàëè÷èÿ åäèíèöû è êîììóòàòèâíîñòè â èçîìîðôíûõ àëãåáðàõ îäíîâðåìåííî ëèáî
âûïîëíÿþòñÿ, ëèáî íå âûïîëíÿþòñÿ.

Îäíèì èç ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ áîëüøèõ àëãåáð èç ìåíüøèõ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå.
Ïóñòü A è B � àëãåáðû íàä k. Ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì A è B íàçûâàåòñÿ àëãåáðà C = A×B
íàä k, ýëåìåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïàðàìè ýëåìåíòîâ (a, b), ãäå a ∈ A, b ∈ B. Ñëîæåíèå è
óìíîæåíèå â C ïðîèçâîäèòñÿ ïîêîìïîíåíòíî:

α(a, b) + β(c, d) = (αa + βc, αb + βd), (a, b)(c, d) = (ac, bd).

Î÷åâèäíî, dim A + dim B = dim C.
Ïîäìíîæåñòâî B àëãåáðû A íàçûâàåòñÿ ïîäàëãåáðîé àëãåáðû A, åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå ëè-

íåéíîé ïðîñòðàíñòâî B ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì A, è óìíîæåíèå â A ýëåìåíòîâ
èç B íå âûâîäèò çà ïðåäåëû B: äëÿ ëþáûõ b1, b2 ∈ B èõ ïðîèçâåäåíèå b1b2 òàêæå ïðèíàäëåæèò
B. Ïîäàëãåáðà I àëãåáðû A íàçûâàåòñÿ ëåâûì (ïðàâûì) èäåàëîì A, åñëè äëÿ ëþáîãî a ∈ A
ñïðàâåäëèâî aI = I (ñîîòâåòñòâåííî, Ia = I)4. Ëåâûé èäåàë, ÿâëÿþùèéñÿ îäíîâðåìåííî ïðà-
âûì, íàçûâàåòñÿ äâóñòîðîííèì. Òðèâèàëüíûìè ëåâûìè è ïðàâûìè èäåàëàìè â A ÿâëÿþòñÿ A
è {0}. Î÷åâèäíî, ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ëåâûõ (ïðàâûõ) èäåàëîâ ÿâëÿåòñÿ òàêæå ëåâûì
(ñîîòâåòñòâåííî, ïðàâûì) èäåàëîì. Ëåâûé (ïðàâûé) èäåàë I â A íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì,
åñëè èç I ( J ⊆ A, ãäå J � èäåàë â A, ñëåäóåò, ÷òî J = A.

Ïóñòü A � àëãåáðà íàä ïîëåì k ðàçìåðíîñòè n, è ïóñòü a1, . . . , an � íåêîòîðûé áàçèñ A.
Åñëè ìíîæåñòâî {a1, . . . , an} îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ â A, òî òàêîé áàçèñ
íàçûâàåòñÿ ãðóïïîâûì áàçèñîì, à àëãåáðà ñîîòâåòñòâåííî ãðóïïîâîé àëãåáðîé. Îáðàòíî, ïóñòü
G = {g1, . . . , gn} � ãðóïïà ïîðÿäêà n, è k � ïîëå. Òîãäà àëãåáðà

B = {α1g1 + · · ·+ αngn|αν ∈ k, 1 ≤ ν ≤ n}

ñ óìíîæåíèåì, îïðåäåëÿåìûì ïî ïðàâèëó(
n∑

ν=1

ανgν

) n∑
µ=1

βνgν

 =
n∑

κ=1

 ∑
ν, µ:gνgµ=gκ

ανβµ

 gκ,

ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîâîé. Áóäåì îáîçíà÷àòü àëãåáðó íàä k ñ ãðóïïîâûì áàçèñîì, îáðàçóþùèì ãðóï-
ïó G, ÷åðåç k[G]. Î÷åâèäíî, ÷òî k[G] êîììóòàòèâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G � àáåëåâà.

Íàøåé îñíîâíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå òðóäîåìêîñòè âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ
ýëåìåíòîâ â àëãåáðàõ. Ñ ýòîé öåëüþ íåîáõîäèìî çàôèêñèðîâàòü ìîäåëü âû÷èñëåíèé è ôóíêöè-
îíàë ñëîæíîñòè. Îáùåïðèíÿòûìè â àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ñëîæíîñòè ÿâëÿþòñÿ áèëèíåéíàÿ
è ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ìîäåëü âû÷èñëåíèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñëîæíîñòÿìè (ñì. [15]).

Ïóñòü U, V, W � êîíå÷íîìåðíûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì k, è φ : U × V →
W � áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Áèëèíåéíûì âû÷èñëåíèåì (áèëèíåéíûì àëãîðèòìîì) äëÿ φ

4Ïîä ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòà íà ìíîæåñòâî ïîíèìàåòñÿ ìíîæåñòâî ïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòà íà âñå ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà.
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íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (f1, g1, w1, . . . , fr, gr, wr), ãäå fρ ∈ U∗, gρ ∈ V ∗, wρ ∈ W ,
1 ≤ ρ ≤ r, ÷òî äëÿ ëþáûõ u ∈ U, v ∈ V

φ(u, v) =
r∑

ρ=1

fρ(u)gρ(v)wρ.

r íàçûâàåòñÿ äëèíîé áèëèíåéíîãî âû÷èñëåíèÿ. Ðàíãîì èëè áèëèíåéíîé ñëîæíîñòüþ φ íàçû-
âàåòñÿ äëèíà êðàò÷àéøåãî áèëèíåéíîãî âû÷èñëåíèÿ äëÿ φ. Ðàíã φ îáîçíà÷àåòñÿ rkφ.

Ðàíã óìíîæåíèÿ â àëãåáðå A (ÿâëÿþùåãîñÿ áèëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì A×A → A) íàçû-
âàåòñÿ ðàíãîì àëãåáðû A è îáîçíà÷àåòñÿ rkA.

Îáîáùåíèåì áèëèíåéíîãî âû÷èñëåíèÿ è ðàíãà ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîå âû÷èñëåíèå è ìóëü-
òèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü. Êâàäðàòè÷íûì âû÷èñëåíèåì (êâàäðàòè÷íûì àëãîðèòìîì) äëÿ φ
ÿâëÿåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (f1, g1, w1, . . . , f`, g`, w`), ãäå fλ, gλ ∈ (U × V )∗, wλ ∈ W ,
1 ≤ λ ≤ `, ÷òî äëÿ ëþáûõ u ∈ U, v ∈ V

φ(u, v) =
∑̀
λ=1

fλ(u, v)gλ(u, v)wλ.

` íàçûâàåòñÿ äëèíîé êâàäðàòè÷íîãî âû÷èñëåíèÿ. Ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëîæíîñòüþ φ íàçû-
âàåòñÿ äëèíà êðàò÷àéøåãî êâàäðàòè÷íîãî âû÷èñëåíèÿ äëÿ φ. Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü
φ íàçûâàåòñÿ C(φ).

Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ â àëãåáðå A íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ñëîæíîñòüþ àëãåáðû A è îáîçíà÷àåòñÿ C(A).

Î÷åâèäíî, äëÿ ëþáîãî φ ñïðàâåäëèâî C(φ) ≤ rkφ ≤ 2C(φ).
Ãëàâíûì èíñòðóìåíòîì ïîëó÷åíèÿ âåðõíèõ îöåíîê ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêöèÿ àëãîðèòìà óìíî-

æåíèÿ â àëãåáðå, èìåþùåãî ñëîæíîñòü, íå ïðåâîñõîäÿùåé òðåáóåìóþ âåðõíþþ îöåíêó. Ãëàâ-
íûì èíñòðóìåíòîì ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê ìóëüòèïëèêàòèâíîé è áèëèíåéíîé ñëîæíîñòåé
àëãåáð ÿâëÿþòñÿ íèæíÿÿ îöåíêà Àëäåðà-Øòðàññåíà è òåîðåìà Áëåçåðà, îïèñûâàþùàÿ âñå àë-
ãåáðû, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ îöåíêà Àëäåðà-Øòðàññåíà.

Òåîðåìà 1 (À. Àëäåð, Ô. Øòðàññåí, ñì. [11]). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû
A âûïîëíÿåòñÿ

C(A) ≥ 2 dim A− t(A), (8)

ãäå t(A) � ÷èñëî ìàêñèìàëüíûõ äâóñòîðîííèõ èäåàëîâ A.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî rkA ≥ 2 dim A− t(A). Àëãåáðû, äëÿ êîòîðûõ îöåíêà (8)
ñîâïàäàåò ñ âåðõíåé, íàçûâàþòñÿ àëãåáðàìè ìèíèìàëüíîãî ðàíãà.

Ïðåæäå ÷åì îïèñàòü ñòðóêòóðó àëãåáð ìèíèìàëüíîãî ðàíãà íàä ïðîèçâîëüíûìè ïîëÿìè,
äàäèì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Ëåâûé (ïðàâûé, äâóñòîðîííèé) èäåàë I â A íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíûì, åñëè äëÿ íåêîòî-
ðîãî öåëîãî ÷èñëà n âûïîëíÿåòñÿ In = {0}. Ñóììà âñåõ íèëüïîòåíòíûõ ëåâûõ èäåàëîâ àëãåáðû
A ÿâëÿåòñÿ íèëüïîòåíòíûì äâóñòîðîííèì èäåàëîì â A, íàçûâàåòñÿ ðàäèêàëîì A è îáîçíà÷àåò-
ñÿ radA. Èçâåñòíî (ñì. [5]), ÷òî radA ñîäåðæèòñÿ â ëþáîì ìàêñèìàëüíîì äâóñòîðîííåì èäåàëå
A. Òàê, íàïðèìåð, åñëè ïåðåñå÷åíèå âñåõ ìàêñèìàëüíûõ äâóñòîðîííèõ èäåàëîâ A ðàâíî {0}, òî
radA = {0}. Îáðàòíî, åñëè ïåðåñå÷åíèå âñåõ ìàêñèìàëüíûõ äâóñòîðîííèõ èäåàëîâ A ÿâëÿåòñÿ
ëåâûì íèëüïîòåíòíûì èäåàëîì, òî îíî ñîâïàäàåò ñ radA.

Ýëåìåíò a àëãåáðû A íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé a−1 ∈ A, ÷òî
aa−1 = a−1a = e, ãäå e � åäèíèöà àëãåáðû. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ
àëãåáðû A ÷åðåç A×. Àëãåáðà D íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé ñ äåëåíèåì, åñëè D× = D \ {0}. Àëãåáðà
A íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé, åñëè ôàêòîð-àëãåáðà A/radA ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ñ äåëåíèåì, è A íà-
çûâàåòñÿ îñíîâíîé, åñëè A/radA ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì àëãåáð ñ äåëåíèåì. Áóäåì
íàçûâàòü àëãåáðó A íàä ïîëåì k ñâåðõîñíîâíîé (ñì. [13]), åñëè A/radA ∼= kt äëÿ íåêîòîðîãî t.
Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ ñâåðõîñíîâíàÿ àëãåáðà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé.
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Òåîðåìà 2 (Ì. Áëåçåð, ñì. [13]). Àëãåáðà A íàä ïîëåì k ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ìèíèìàëüíîãî
ðàíãà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

A ∼= C1 × · · · × Cs × k2×2 × · · · × k2×2︸ ︷︷ ︸
u ðàç

×B, (9)

ãäå C1, . . . , Cs ñóòü ëîêàëüíûå àëãåáðû ìèíèìàëüíîãî ðàíãà, ó êîòîðûõ dim(Cσ/radCσ) ≥ 2,
òî åñòü Cσ

∼= k[X]/(pσ(X)dσ) äëÿ íåêîòîðîãî íåïðèâîäèìîãî íàä k ïîëèíîìà pσ, deg pσ ≥ 2,
dσ ≥ 1 è ]k ≥ 2 dim Cσ − 2, σ = 1, . . . , s, à B � ñâåðõîñíîâíàÿ àëãåáðà ìèíèìàëüíîãî ðàíãà
íàä k. B ÿâëÿåòñÿ ñâåðõîñíîâíîé àëãåáðîé ìèíèìàëüíîãî ðàíãà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
íàéäóòñÿ òàêèå w1, . . . , wm ∈ radB, wiwj = 0, i 6= j, ÷òî

radB = LB + Bw1B + · · ·+ BwmB = RB + Bw1B + · · ·+ BwmB

è ]k ≥ 2N(B)−2, ãäå LB è RB ñóòü ïðàâûé è ëåâûé àííèãèëÿòîðû radB (òî åñòü ìíîæåñòâî
âñåõ òàêèõ x ∈ radB, ÷òî x(radB) = 0, ñîîòâåòñòâåííî (radB)x = 0), à N(B) � íàèáîëü-
øåå öåëîå j, äëÿ êîòîðîãî (radB)j 6= {0}. Ëþáîå èç ÷èñåë s, u ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ, à
ìíîæèòåëü B ÿâëÿåòñÿ íåîáÿçàòåëüíûì.

3 Óìíîæåíèå â ãðóïïîâûõ àëãåáðàõ

Áèëèíåéíàÿ è ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ â ãðóïïîâûõ àëãåáðàõ èçó÷àëèñü
ðàíåå â [2, 4, 3, 8, 9]. Ïðèâåä¼ì îñíîâíûå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 3 (ñì. [9]). Ïóñòü k � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå ïðîñòîé õàðàêòåðèñòèêè
p, G � àáåëåâà ãðóïïà êîíå÷íîãî ïîðÿäêà n, è n = pdt, p - t. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñâåðõ-
îñíîâíàÿ àëãåáðà B ìèíèìàëüíîãî ðàíãà, ÷òî

k[G] ∼= Bt, dim B = pd.

Ïðè ýòîì

rk k[G] = C(k[G]) = 2n− t, rkB = C(B) = 2pd − 1.

Àëãåáðà k[G], ñîãëàñíî (9), ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ìèíèìàëüíîãî ðàíãà.

Çàìå÷àíèå. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, óñëîâèå òåîðåìû ìîæíî îñëàáèòü, àëãåáðàè÷åñêàÿ çàìêíó-
òîñòü ïîëÿ k íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî, åñëè k
ëèøü ñîäåðæèò ðîâíî t ðàçëè÷íûõ êîðíåé ñòåïåíè t èç åäèíèöû.

Òåîðåìà 4 (ñì. [9]). Ïóñòü k � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0, è G �
àáåëåâà ãðóïïà êîíå÷íîãî ïîðÿäêà n. Òîãäà

k[G] ∼= kn,

è

rk k[G] = C(k[G]) = n.

Àëãåáðà k[G], ñîãëàñíî (9), ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ìèíèìàëüíîãî ðàíãà.

Çàìå÷àíèå. Ñíîâà àëãåáðàè÷åñêàÿ çàìêíóòîñòü ïîëÿ k íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì.
Óòâåðæäåíèå òåîðåìû áóäåò òàêæå ñïðàâåäëèâî, åñëè k ëèøü ñîäåðæèò ðîâíî n ðàçëè÷íûõ
êîðíåé ñòåïåíè n èç åäèíèöû.
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Òåîðåìà 5 (ñì. [9]). Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà êîíå÷íîãî ïîðÿäêà n, è

G ∼= Zn1 × · · · × Zns

(ïðè ýòîì n = n1 · · ·ns). Ïóñòü m � ÷èñëî ÷¼òíûõ ÷èñåë ñðåäè n1, . . . , ns. Òîãäà

R[G] ∼= R2m × (R[X]/(X2 + 1))
n−2m

2 ,

è

rk R[G] = C(R[G]) =
3
2
n− 2m−1.

Àëãåáðà R[G], ñîãëàñíî (9), ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé ìèíèìàëüíîãî ðàíãà.

Çàìåòèì, ÷òî âñå èçâåñòíûå íèæíèå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè îòíîñèòåëüíî ðàçìåð-
íîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ àëãåáð, à îïòèìàëüíûå àëãîðèòìû îáëàäàþò ëèíåéíîé ñëîæíîñòüþ.
Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ àñèìïòîòèêà áèëèíåéíîé (à òàêæå ìóëüòèïëèêàòèâíîé)
ñëîæíîñòè, åñëè å¼ ìîæíî íåêîòîðûì îáðàçîì îïðåäåëèòü. Ïóñòü A1, A2, . . . � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü àëãåáð íàä ïîëåì k, n1, n2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èõ ðàçìåðíîñòåé à r1, r2, . . . �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èõ áèëèíåéíûõ ñëîæíîñòåé (íàòóðàëüíûõ ÷èñåë). Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü îòíîøåíèé

r1

n1
,

r2

n2
, . . . (10)

(ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë). Åñëè ó ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñóùåñòâóåò ïðåäåë, òî íàçîâ¼ì åãî êîí-
ñòàíòîé àñèìïòîòèêè ñëîæíîñòè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àëãåáð A1, A2, . . . è îáîçíà÷èì
åãî ÷åðåç cA.

Çàìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî òåîðåìàì 3, 4 áèëèíåéíàÿ ñëîæíîñòü â àëãåáðàõ íàä àëãåáðàè÷åñêè
çàìêíóòûìè ïîëÿìè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ èõ ðàçìåðíîñòüþ. Â ñëó÷àå æå ïîëÿ âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë ýòî íåâåðíî.

Òåîðåìà 6 (ñì. [8, 9]). 1. Ïóñòü A1, A2, . . . � êîììóòàòèâíûå ãðóïïîâûå àëãåáðû íàä
ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Åñëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A1, A2, . . . ñóùåñòâóåò êîí-
ñòàíòà àñèìïòîòèêè ñëîæíîñòè cA, òî íàéä¼òñÿ òàêîå öåëîå i ≥ 0, ÷òî cA ðàâíà
îäíîìó èç ci, ãäå

c0 =
3
2
, ci =

3
2
− 1

2i
, i ≥ 1. (11)

2. Äëÿ ëþáîãî i ≥ 0 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîììóòàòèâíûõ ãðóïïîâûõ àëãåáð
íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë A1, A2, . . . ñ êîíñòàíòîé àñèìïòîòèêè ñëîæíîñòè ci

(ñì. (11)).

3. Äëÿ ëþáîãî i ≥ 1 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîììóòàòèâíûõ ãðóïïîâûõ
àëãåáð íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë A1, A2, . . . , ÷òî rkAn = ci dim An äëÿ n ≥ 1, òî
åñòü ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (10) ñîñòîèò èç îäíèõ åäèíèö.

4. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîììóòàòèâíûõ ãðóïïîâûõ àëãåáð íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ
÷èñåë A1, A2, . . . èìååò êîíñòàíòó àñèìïòîòèêè ñëîæíîñòè ci, i ≥ 1, òî, íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî N ≥ 1 ïðè n ≥ N âûïîëíÿåòñÿ rkAn = ci dim An.

5. Åñëè ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîììóòàòèâíûõ ãðóïïîâûõ àëãåáð íàä ïîëåì âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë A1, A2, . . . ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà àñèìïòîòèêè ñëîæíîñòè, êîòîðàÿ ðàâíà
c0, òî äëÿ ëþáîãî n ≥ 1 âûïîëíÿåòñÿ rkAn > c0 dim An.

Áûëè èçó÷åíû òàêæå íåêîòîðûå íåêîììóòàòèâíûå àëãåáðû, óñòàíîâëåíà èõ ñòðóêòóðà è
ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ.
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Òåîðåìà 7 (ñì. [4, 3]). Ïóñòü S3 � ãðóïïà ïîäñòàíîâîê òðåòüåãî ïîðÿäêà. Òîãäà

C[S3] ∼= C2×2 × C2, R[S3] ∼= R2×2 × R2,

rk C[S3] = C(C[S3]) = 9, rk R[S3] = C(R[S3]) = 9.

Â C[S3] (â R[S3]) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîäàëãåáðà, èçîìîðôíàÿ C2×2 (ñîîòâåòñòâåííî,
èçîìîðôíàÿ R2×2).

Òåîðåìà 8 (ñì. [2]). Ïóñòü Q � ãðóïïà ñèììåòðèé êâàäðàòà íà ïëîñêîñòè (ãðóïïà ïîä-
ñòàíîâîê (1)(2)(3)(4), (1234), (13)(24), (1432), (13), (24), (12)(34), (14)(23)). Òîãäà

C[Q] ∼= C2×2 × C4,

ïðè÷¼ì
C[Q] ∼= C[H],

ãäå H � ãðóïïà, îáðàçîâàííàÿ ãàìèëüòîíîâûìè êâàòåðíèîíàìè 1, −1, i, −i, j, −j, k, −k
îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ, è Q � H.

4 Óìíîæåíèå ïîëèíîìîâ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó óìíîæåíèÿ ïîëèíîìîâ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ è ïîêàæåì, êàêèì îáðàçîì
èç áûñòðûõ àëãîðèòìîâ óìíîæåíèÿ â êîììóòàòèâíûõ ãðóïïîâûõ àëãåáðàõ ïîëó÷àþòñÿ ýôôåê-
òèâíûå àëãîðèòìû óìíîæåíèÿ ïîëèíîìîâ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

Èçâåñòíî (ñì. [24]), ÷òî ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ïîëèíîìîâ îò m ïåðåìåííûõ ñòåïåíè c ïî
êàæäîé ïåðåìåííîé íå ïðåâîñõîäèò cm(2, 5m + 2 log2 c + 1) íàä ïîëåì, ïîääåðæèâàþùèì áû-
ñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íà c òî÷êàõ, è O(cmm log c log log c) íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì. Ìû
ïîêàæåì ïðîñòîé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ àëãîðèòìîâ ëèíåéíîé ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñëîæíîñòè äëÿ
óìíîæåíèÿ ïîëèíîìîâ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

Íàø ïîäõîä îñíîâàí íà òîì, ÷òî àëãåáðó ïîëèíîìîâ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ìîæíî âëî-
æèòü â êîììóòàòèâíóþ ãðóïïîâóþ àëãåáðó ñ ïîäõîäÿùèì ãðóïïîâûì áàçèñîì G. Ðàçëàãàÿ G â
ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå öèêëè÷åñêèõ ãðóïï, äîñòàòî÷íî îáåñïå÷èòü, ÷òîáû äëÿ êàæäîé ïåðåìåí-
íîé Xi, èìåþùåé ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü di â ïîëèíîìå, â G áûë öèêëè÷åñêèé ñîìíîæèòåëü
Z2di+1. Ýòî îáåñïå÷èò ñîõðàíåíèå ïîëíîé ñòåïåíè Xi â ïîëèíîìå-ïðîèçâåäåíèè, êîòîðàÿ, êàê
ëåãêî âèäåòü, ìîæåò áûòü íå áîëåå 2di.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü p1 è p2 � ïîëèíîìû m ïåðåìåííûõ X1, . . . , Xm ñòåïåíåé dµ ïî ïåðåìåí-
íûì Xµ, dµ > 0, 1 ≤ µ ≤ m íàä ïîëåì k, ñîäåðæàùåì âñå êîðíè ñòåïåíè M =

∏m
µ=1(2dµ + 1)

èç 1. Ïóñòü òàêæå p � õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ k, è M = pdt, ãäå p - t. Òîãäà ñóùåñòâóåò
áèëèíåéíûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ïîëèíîìîâ p1 è p2 äëèíû 2M − t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p3 = p1 · p2. Î÷åâèäíî, ÷òî p3 èìååò ñòåïåíü 2dµ ïî ïåðåìåííîé Xµ,
1 ≤ µ ≤ m. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

p3 = p3 mod
m∏

µ=1

(X2dµ+1
µ − 1) = p3 mod (X2d1+1

1 − 1) · · · mod (X2dm+1
m − 1),

ãäå mod îçíà÷àåò îñòàòîê îò äåëåíèÿ ëåâîãî îïåðàíäà íà ïðàâûé5. Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî

p1 = p1 mod (X2d1+1
1 − 1) · · · mod (X2dm+1

m − 1),

p2 = p2 mod (X2d1+1
1 − 1) · · · mod (X2dm+1

m − 1).

5Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îïåðàöèÿ mod îáëàäàåò ëåâîé àññîöèàòèâíîñòüþ.
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Ðàññìîòðèì àëãåáðó A = k[X1, . . . , Xm]/(X2d1+1 − 1)/ · · · /(X2dm+1 − 1) ïîëèíîìîâ íàä k îò
X1, . . . , Xm ñòåïåíåé dµ ïî Xµ, 1 ≤ µ ≤ m. Ïîðÿäîê G, à òàêæå ðàçìåðíîñòü k[G], ðàâíû M .
Àëãåáðà A èçîìîðôíà àëãåáðå k[G] ïðè

G = Z2d1+1 × · · · × Z2dm+1.

Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì ýëåìåíòû G ÷åðåç gi1, ..., im , 0 ≤ iµ ≤ 2dm, ïðè÷¼ì

gi1, ..., im · gj1, ..., jm = g(i1+j1) mod 2d1, ..., (im+jm) mod 2dm
.

Òîãäà âëîæåíèå
Xi1

1 Xi2
2 · · ·Xim

m 7→ gi1, i2, ..., im ,

êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, îïðåäåëÿåò èçîìîðôèçì. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3, rkB = 2M − t, îòêóäà
ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. 1. Åñëè k � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 0, òî ñóùåñòâóåò áèëèíåéíûé àëãîðèòì óìíî-
æåíèÿ ïîëèíîìîâ p1 è p2 äëèíû M .

2. Åñëè p -
∏m

µ=1(2dµ + 1), òî ñóùåñòâóåò áèëèíåéíûé àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ïîëèíîìîâ p1 è
p2 äëèíû M .

Êîíñòàíòà M , îïðåäåë¼ííàÿ â òåîðåìå 9, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ÿâëÿåòñÿ äîñòèæèìûì ìàê-
ñèìàëüíûì ÷èñëîì íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìà-ïðîèçâåäåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî M äåëèòñÿ íà p òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåêîòîðûå ìíîæèòåëè (2di + 1)
äåëÿòñÿ íà p. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò òàêèõ ìíîæèòåëåé, ìû ìîæåì îñóùåñòâëÿòü
âëîæåíèå â àëãåáðó

k[. . . , Xi, . . . ]/(X2d1+1
1 − 1)/ . . . / mod (X2di+2

i − 1)/ . . . /(X2dm+1
m − 1),

ïîâûøàÿ ñòåïåíü îáðàçà äëÿ âñåõ òàêèõ ïåðåìåííûõ Xi. Äëÿ îñòàëüíûõ ìíîæèòåëåé áóäåì
âûáèðàòü ïðåæíèå ìíîãî÷ëåíû äëÿ ôàêòîðèçàöèè. Â ýòîì ñëó÷àå ðàçìåðíîñòü àëãåáðû-îáðàçà
áóäåò

M ′ =
m∏

µ=1
p-2dµ+1

(2dµ + 1) ·
m∏

µ=1
p|2dµ+1

(2dµ + 2),

è âëîæåíèå, ñîãëàñíî òåîðåìå 3, áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ â kM ′
. Â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòì óìíî-

æåíèÿ ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíûì è èìååò ñëîæíîñòü M ′.

5 Óìíîæåíèå ìàòðèö 3× 3

Ðàññìîòðèì àëãåáðó ÷¼òíûõ ïîäñòàíîâîê íàä ïîëåì k õàðàêòåðèñòèêè, îòëè÷íîé îò 2. Áà-
çèñîì äàííîé àëãåáðû ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà A4, ñîñòîÿùàÿ èç 12 ïîäñòàíîâîê:

e = g1 = (1)(2)(3)(4), g2 = (12)(34), g3 = (13)(24),
g4 = (14)(23), g5 = (1)(234), g6 = (2)(143),
g7 = (3)(124), g8 = (4)(132), g9 = (1)(243),

g10 = (2)(134), g11 = (3)(142), g12 = (4)(123).

Òåîðåìà 10. Ïóñòü õàðàêòåðèñòèêà k îòëè÷íà îò 2. Òîãäà â k[A4] ñóùåñòâóåò ïîäàëãåáðà,
èçîìîðôíàÿ k3×3.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü mij , 1 ≤ i, j ≤ 3, îáîçíà÷àåò ìàòðèöó ïîðÿäêà 3 íàä k, â êîòîðîé â íà
ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà ñòîèò åäèíèöà, à â îñòàëüíûõ ïîçèöèÿõ ðàñïîëîæåíû
íóëè. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî âëîæåíèå

m11 7→ e1 =
1
4
(g1 + g2 − g3 − g4), m22 7→ e2 =

1
4
(g1 − g2 + g3 − g4),

m33 7→ e3 =
1
4
(g1 − g2 − g3 + g4), m12 7→ e4 =

1
4
(g5 + g6 − g7 − g8),

m23 7→ e5 =
1
4
(g5 − g6 + g7 − g8), m31 7→ e6 =

1
4
(g5 − g6 − g7 + g8),

m32 7→ e7 =
1
4
(g9 + g10 − g11 − g12), m13 7→ e8 =

1
4
(g9 − g10 + g11 − g12),

m21 7→ e9 =
1
4
(g9 − g10 − g11 + g12)

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôíûì.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ïîäàëãåáðà k3×3 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì
k[A4], îïðåäåëÿåìûì óðàâíåíèÿìè

α1 + α2 + α3 + α4 = 0,

α5 + α6 + α7 + α9 = 0,

α9 + α10 + α11 + α12 = 0,

ãäå αi � êîýôôèöèåíòû ïðè gi, 1 ≤ i ≤ 12.

Òåîðåìà 11. Èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì

C[A4] ∼= C3 × C3×3, (12)

à òàêæå ñëîæíîñòíîå ðàâåíñòâî

rk C[A4] = rk C3×3 + 3. (13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ε � êîðåíü òðåòüåé ñòåïåíè èç 1 â C, îòëè÷íûé îò 1.
Òîãäà ìíîæåñòâî âåêòîðîâ e1, . . . , e12, ïåðâûå äåâÿòü èç êîòîðûõ îïðåäåëåíû âûøå â òåîðåìå
10, à

e10 =
1
12

(g1 + g2 + g3 + g4 + g5 + g6 + g7 + g8 + g9 + g10 + g11 + g12),

e11 =
1
12

(g1 + g2 + g3 + g4 + ε(g5 + g6 + g7 + g8) + ε2(g9 + g10 + g11 + g12)),

e12 =
1
12

(g1 + g2 + g3 + g4 + ε2(g5 + g6 + g7 + g8) + ε(g9 + g10 + g11 + g12)),

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â C[A4]. Ïðè ýòîì eiej = ejei = 0, e2
j = ej , 1 ≤ i ≤ 9, 10 ≤ j ≤ 12; eres = 0,

10 ≤ r, s ≤ 12, r 6= s.
Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé èç âåêòîðîì e10, e11, e12 ïîðîæäàåò èäåàë, èçîìîðôíûé C. Îòñþäà,

à òàêæå èç òåîðåìû 10, ñëåäóåò (12). Èç ãèïîòåçû î ïðÿìîé ñóììå6 (ñì. [15]), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
òðèâèàëüíî ñïðàâåäëèâîé, êîãäà îäèí èç ñîìíîæèòåëåé ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïîëÿ, ñëåäóåò (13).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

6Ãèïîòåçà î ïðÿìîé ñóììå ãëàñèò, ÷òî, åñëè C = A×B, òî rk C = rk A + rk B.
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Òåîðåìà 12. Èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì

R[A4] ∼= R× R[X]/(X2 + 1)× R3×3, (14)

à òàêæå ñëåäóþùàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìàòðèö òðåòüåãî ïîðÿäêà

rk R3×3 ≥ rk R[A4]− 4. (15)

Äîêàçàòåëüñòâî. ìíîæåñòâî âåêòîðîâ e1, . . . , e12, ïåðâûå äåñÿòü èç êîòîðûõ îïðåäåëåíû â
òåîðåìàõ 10, 11, à

e11 =
1
4
(2(g1 + g2 + g3 + g4)− (g5 + g6 + g7 + g8)− (g9 + g10 + g11 + g12)),

e12 =
1
4
(−(g5 + g6 + g7 + g8) + (g9 + g10 + g11 + g12)),

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â R[A4]. Ïðè ýòîì eiej = ejei = 0, 1 ≤ i ≤ 10, j = 11, 12;

e11e11 = e11, e12e12 = −e11,

e12e11 = e12, e11e12 = e12.

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðû e11, e12 ïîðîæäàþò èäåàë, èçîìîðôíûé R[X]/(X2 + 1). Âåêòîð
e10 ïîðîæäàåò èäåàë, èçîìîðôíûé R. Îòñþäà, à òàêæå èç òåîðåìû 10, ñëåäóåò (14). Èç (14)
ñëåäóåò

rk R[A4] ≤ rk R3×3 + rk R[X]/(X2 + 1) + 1 = rk R3×3 + 4,

òàê êàê rk R[X]/(X2 + 1) = 3, îòêóäà ñëåäóåò (13).
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî ëó÷øàÿ íèæíÿÿ îöåíêà (ñïðàâåäëèâàÿ íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì) áèëèíåéíîé
ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìàòðèö òðåòüåãî ïîðÿäêà ïðèíàäëåæèò Áëåçåðó (ñì. [14]) è ðàâíà 19.
Òàêèì îáðàçîì, èç (13) ñëåäóåò

rk C[A4] ≥ 22.

Â òî æå âðåìÿ, èçâåñòíà âåðõíÿÿ îöåíêà, ïîëó÷àåìàÿ èç àëãîðèòìà Ëàäåðìàíà (ñì. [22]), è
ðàâíàÿ 23. Òàêèì îáðàçîì, èç (13) è (15) ñëåäóåò

rk C[A4] ≤ 26, rk R[A4] ≤ 27.

Èç òåîðåì 11 è 12 ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ àëüòåðíàòèâó.

Òåîðåìà 13. Ñïðàâåäëèâî, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

1. rk C3×3 < rk R3×3,

2. rk C[A4] < rk R[A4],

3. ãèïîòåçà î ïðÿìîé ñóììå ÿâëÿåòñÿ íåâåðíîé.

Âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, êàêàÿ èç àëüòåðíàòèâ òåîðåìû 13 ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå âåðîÿòíîé. Ñ
îäíîé ñòîðîíû, âñå èìåþùèåñÿ íèæíèå è âåðõíèå îöåíêè ðàíãà àëãåáðû ìàòðèö ïîðÿäêà 3× 3
ñîâïàäàþò äëÿ ïîëåé êîìïëåêñíûõ è âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Îäíàêî, ðàçíèöà ìåæäó âåðõíèìè
è íèæíèìè îöåíêàìè âñ¼ åù¼ îòíîñèòåëüíî âåëèêà, ÷òî íå äà¼ò óâåðåííîñòè â óòâåðæäåíèè,
÷òî ñëîæíîñòü îäèíàêîâà äëÿ âåùåñòâåííîãî è êîìïëåêñíîãî ïîëåé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìåþ-
ùèåñÿ îöåíêè ñëîæíîñòè àëãåáðû ÷¼òíûõ ïîäñòàíîâîê ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà ðàçëè÷íû. Îäíàêî,
âñå îíè îñíîâàíû íà îöåíêàõ ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîðÿäêà 3 × 3, ñëåäîâàòåëüíî,
ïîñëåäíèå çàâèñÿò îò ýòèõ îöåíîê, è ðàçíèöà ìåæäó âåðõíèìè è íèæíèìè îöåíêàìè òàêæå
âåëèêà. Çàìåòèì, ÷òî ãèïîòåçà î ïðÿìîé ñóììå íåâåðíà äëÿ ïðèáëèæ¼ííûõ àëãîðèòìîâ (ñì.,
íàïðèìåð, [1, 15]).
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6 Çàêëþ÷åíèå

Â çàêëþ÷åíèå ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî îòêðûòûõ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ óñòàíîâëåíèåì
ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ â ãðóïïîâûõ àëãåáðàõ è â àëãåáðå ìàòðèö. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ óñòà-
íîâëåíèå òî÷íîãî çíà÷åíèÿ áèëèíåéíîé ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ â êîììóòàòèâíûõ ãðóïïîâûõ
àëãåáðàõ íàä ïðîèçâîëüíûìè ïîëÿìè, â ÷àñòíîñòè, íàä ïîëÿìè, íå ñîäåðæàùèìè íóæíûé íà-
áîð êîðíåé èç åäèíèöû. Íåèçâåñòíû õîðîøèå âåðõíèå îöåíêè è ìåòîäû èõ ïîëó÷åíèÿ íàä
êîíå÷íûìè ïîëÿìè, ñîäåðæàùèìè ìàëîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïîëó-
÷åíèå íåòðèâèàëüíûõ îöåíîê áèëèíåéíîé ñëîæíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íåêîììóòàòèâíûõ
ãðóïïîâûõ àëãåáð ðàñòóùåé ðàçìåðíîñòè, òàê êàê ýòî ïðèâåä¼ò ê íåòðèâèàëüíûì îöåíêàì
ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìàòðèö.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ïðîôåññîðó Â. Á. Àëåêñå-
åâó çà ââåäåíèå â òåìó è ìíîãî÷èñëåííûå äèñêóññèè. Àâòîð òàêæå âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü
ïðîôåññîðàì Ì. Áëåçåðó, Ì. Êàìèíñêîìó è À. Øïèëüêå çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ è öåííûå
çàìå÷àíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ � 06�01�00438à.
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Êàôåäðà Îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î ñòàáèëèçàöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîæåñòâ ñïåöèàëü-
íîãî âèäà. Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èñïîëüçóåòñÿ äëÿ êîíñòðóêòèâíîãî îïèñàíèÿ ìèíèìàëüíîé
âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà â En. Íàïîìíèì ðÿä îïðåäåëåíèé è óòâåðæäåíèé, íåîáõîäèìûõ
äëÿ ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìèíèìàëüíîé âûïóêëîé îáîëî÷êîé convF ìíîæåñòâà F ⊂ En íàçûâà-
åòñÿ íàèìåíüøåå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ìíîæåñòâî F .

Îïðåäåëåíèå 2. Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé òî÷åê x1, . . . , xm ∈ En, åñëè
ñóùåñòâóþò ÷èñëà λi, i = 1, . . . ,m, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì λi ≥ 0, λ1+· · ·+λm = 1,
òàêèå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

x = λ1x1 + · · ·+ λmxm.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü x, y � òî÷êè ïðîñòðàíñòâà En. Îòðåçêîì [x, y] ñ êîíöàìè x, y
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

[x, y] = {z ∈ En : z = λx + (1− λ)y, λ ∈ [0, 1]} ,

èëè

[x, y] =
⋃

λ∈[0,1]

{λx + (1− λ)y} .

Ñóùåñòâóåò äâà ïîäõîäà ê îïèñàíèþ ìèíèìàëüíîé âûïóêëîé îáîëî÷êè. Ïåðâûé ñâÿçàí ñ
èìåíåì Êàðàòåîäîðè. Îí áàçèðóåòñÿ íà ñëåäóþùèõ äâóõ óòâåðæäåíèÿõ, äîêàçàòåëüñòâî êîòî-
ðûõ ìîæíî íàéòè â [2].

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà F ⊂ En ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ âûïóêëàÿ îáî-
ëî÷êà convF , êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ ñîâîêóïíîñòüþ âñåõ âûïóêëûõ êîìáèíàöèé òî÷åê èç
ìíîæåñòâà F .

Ëåììà 2 (òåîðåìà Êàðàòåîäîðè). Ïóñòü F ⊂ En. Ëþáàÿ òî÷êà x ∈ convF ïðåäñòàâè-
ìà â âèäå âûïóêëîé êîìáèíàöèè íå áîëåå ÷åì n + 1 òî÷åê èç ìíîæåñòâà F , ãäå n � ðàçìåð-
íîñòü ïðîñòðàíñòâà En.

Âòîðîé ïîäõîä ê îïèñàíèþ ìèíèìàëüíîé âûïóêëîé îáîëî÷êè ìîæíî íàçâàòü ãåîìåòðè÷å-
ñêèì. Â åãî îñíîâå ëåæèò ëåììà 3, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ìîæíî íàéòè â [1].

Ëåììà 3 (î ïîñòðîåíèè ìèíèìàëüíîé âûïóêëîé îáîëî÷êè). Äëÿ ëþáîãî ìíîæå-
ñòâà F ⊂ En ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíàÿ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà convF , êîòîðóþ ìîæíî ïîñòðî-
èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ

F0, F1, . . . , Fm, . . . , (1)
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ãäå
F0 = F,

F1 =
⋃

x,y∈F0

[x, y],

F2 =
⋃

x,y∈F1

[x, y],

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Fm+1 =
⋃

x,y∈Fm

[x, y],

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Òîãäà convF =
∞⋃

m=0

Fm.

Èç îïðåäåëåíèÿ öåïî÷êè ìíîæåñòâ (1) âèäíî, ÷òî ïîñòðîåííàÿ â ëåììå 3 ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ìíîæåñòâ �ðàçáóõàåò� (îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè ïî âêëþ÷åíèþ):

F0 ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ Fm ⊂
∞⋃

m=0

Fm ≡ convF.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âûïóêëîãî ìíîæåñòâà F èìååì F0 = F1 = · · · = convF , ò. å. F = convF . Äëÿ
ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç äâóõ òî÷åê â En, âûïóêëîé îáîëî÷êîé áóäåò îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé
ýòè òî÷êè, convF = F1.

Ëîãè÷íî ïîñòàâèòü âîïðîñ: ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîé âûïóêëîé îáîëî÷êè èìååò
áåñêîíå÷íûé õàðàêòåð, èëè îí çàêàí÷èâàåòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ
äà¼ò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà � îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ñòàòüè.

Òåîðåìà (î ñòàáèëèçàöèè öåïî÷êè ìíîæåñòâ (1)). Â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
öåïî÷êà ìíîæåñòâ (1) ñòàáèëèçèðóåòñÿ, ò. å. ñóùåñòâóåò íîìåð s, çàâèñÿùèé îò ðàçìåð-
íîñòè ïðîñòðàíñòâà è ìíîæåñòâà F (s = s(n, F )), íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî,

Fs = Fs+1 = · · · = convF,

áîëåå òîãî, äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà F ⊂ En èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñâåðõó äëÿ
s(n, F ):

s(n, F ) ≤ S(n) ≡ [log2 n] + 1, (2)
ãäå [x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó.

Ëåììà 4. Ïðè k ≥ 1 ìíîæåñòâî Fk â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1) ñîñòîèò èç âûïóêëûõ

êîìáèíàöèé íå áîëåå ÷åì 2k òî÷åê èñõîäíîãî ìíîæåñòâà F .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, èìååì: ïðè k = 1 óòâåðæäå-
íèå ëåììû 4 âåðíî, òàê êàê ëþáàÿ òî÷êà z ∈ F1 ïðåäñòàâèìà â âèäå z = αx + (1 − α)y, ãäå
x, y ∈ F0 = F, 0 ≤ α ≤ 1, ïîýòîìó ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé íå áîëåå äâóõ
òî÷åê ìíîæåñòâà F .

Áàçà èíäóêöèè ñîñòîèò â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû 4 âåðíî ïðè êàêîì-òî
k > 1. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Fk+1 ñîñòîèò èç âûïóêëûõ êîìáèíàöèé íå áîëåå ÷åì
2k+1 òî÷åê èç F . Ïóñòü z ∈ Fk+1, òîãäà òî÷êó z ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå

z = γx + (1− γ)y, x, y ∈ Fk, 0 ≤ γ ≤ 1.

Òàê êàê x, y ∈ Fk, òî, ïðèìåíÿÿ ïðåäïîëîæåíèå áàçû èíäóêöèè, ïîëó÷èì, ÷òî

x = α1x1 + α2x2 + · · ·+ α2kx2k , y = β1y1 + β2y2 + · · ·+ β2ky2k ,

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2008, âûïóñê �5
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ãäå

x1, . . . , x2k , y1, . . . , y2k ∈ F ; αi ≥ 0, βi ≥ 0, i = 1, . . . , 2k;
2k∑
i=1

αi =
2k∑
i=1

βi = 1.

Îòñþäà èìååì

z = γ(α1x1 + α2x2 + · · ·+ α2kx2k) + (1− γ)(β1y1 + β2y2 + · · ·+ β2ky2k) =

= γα1x1 + γα2x2 + · · ·+ γα2kx2k + (1− γ)β1y1 + (1− γ)β2y2 + · · ·+ (1− γ)β2ky2k ,

è
γα1 + γα2 + · · ·+ γα2k + (1− γ)β1 + (1− γ)β2 + · · ·+ (1− γ)β2k =

= γ
2k∑
i=1

αi + (1− γ)
2k∑
i=1

βi = γ + (1− γ) = 1.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà z ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé òî÷åê x1, . . . , x2k , y1, . . . , y2k ìíîæå-
ñòâà F . Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçëè÷íûõ òî÷åê çäåñü íå áîëåå, ÷åì 2k+1. Ëåììà 4 äîêàçàíà.

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò ëåììû 4, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè s ≥ 1 ìíîæåñòâî Fs â öåïî÷êå
(1) � ýòî ñîâîêóïíîñòü âûïóêëûõ êîìáèíàöèé íå áîëåå ÷åì 2s òî÷åê èñõîäíîãî ìíîæåñòâà F .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå Êàðàòåîäîðè convF ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ âûïóêëûõ êîìáè-
íàöèé íå áîëåå ÷åì n + 1 òî÷åê ìíîæåñòâà F . Ñëåäîâàòåëüíî, âûáèðàÿ s èç óñëîâèÿ 2s > n,
ïîëó÷àåì, ÷òî Fs = convF , ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ (1) ñòàáèëèçèðóåòñÿ íà s-îì
øàãå. Óñëîâèå 2s > n âëå÷¼ò íåðàâåíñòâî s > log2 n, îòêóäà âèäíî, ÷òî s äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü
ðàâíûì öåëîìó ÷èñëó

S(n) = [log2 n] + 1 > log2 n.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðèâåä¼ì òàáëèöó çíà÷åíèé S(n) äëÿ íåêîòîðûõ n.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 15 16 17 32 128 200
S(n) 1 2 2 3 3 3 3 4 4 4 5 5 6 8 8

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî îöåíêà (2) ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé. Äëÿ ïîëíîðàçìåðíîãî ñèìïëåêñà
å¼ íåëüçÿ óëó÷øèòü, ò. å. ñòàáèëèçàöèÿ íàñòóïàåò â òî÷íîñòè íà øàãå ñ íîìåðîì S(n).

Òàê, íàïðèìåð, äëÿ ìíîæåñòâà F , ñîñòîÿùåãî èç òð¼õ ðàçëè÷íûõ òî÷åê íà ïëîñêî-
ñòè, íå ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé, èìååì: n = 2, s(2, F ) = S(2) = 2. Äëÿ ìíîæå-
ñòâà F = {f1, f2, . . . , f6, f7} ⊂ E6, ñîñòîÿùåãî èç ñåìè òî÷åê f1 = (1, 1, 1, 1, 1, 1),
f2 = (1, 0, 0, 0, 0, 0), f3 = (0, 1, 0, 0, 0, 0), . . . , f7 = (0, 0, 0, 0, 0, 1), èìååì: s(6, F ) = S(6) = 3.

Àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Ì.Â. Îðëîâó èÞ.Í. Êè-
ñåë¼âó çà ðÿä öåííûõ ñîâåòîâ è çàìå÷àíèé.
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Êàôåäðà Ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè

1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è å¼ èñòîðèÿ

Ïóñòü X1, . . . , Xn � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, óäîâëå-
òâîðÿþùèå óñëîâèÿì

EX1 = 0, DX1 = 1. (1)
Ñîãëàñíî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî
ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ öåíòðèðîâàííîé è íîð-
ìèðîâàííîé ñóììû ñëó÷àéíûõ ñëàãàåìûõ ê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíî-
ãî çàêîíà:

ρ(Fn,Φ) ≡ sup
x
|Fn(x)− Φ(x)| −→ 0, n →∞, (2)

ãäå
Fn(x) = P

(
X1 + . . . + Xn√

n
< x

)
, Φ(x) =

1√
2π

∫ x

−∞
e−t2/2 dt.

Óêàçàííûé ôàêò øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷, âîçíèêàþùèõ, íàïðèìåð, â òåî-
ðèè óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè, â ñòðàõîâîé è ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå, òåîðèè èçìåðåíèé, òåîðèè
íàäåæíîñòè, ìåòîäàõ Ìîíòå�Êàðëî è ìíîãèõ äðóãèõ âàæíûõ îáëàñòÿõ. Îäíàêî íà ïðàêòèêå
îáúåì âûáîðêè âñåãäà êîíå÷åí è äëÿ ýôôåêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ ñïðàâåäëèâîé ïðè áîëüøèõ n
àïïðîêñèìàöèè Fn(x) ≈ Φ(x) íåîáõîäèìî èìåòü ðàçóìíûå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â (2).
Óñëîâèé (1) äëÿ ýòîãî îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó Ìàö-
êÿâè÷óñà [5], êàê áû ìåäëåííî íè ñõîäèëàñü ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ÷è-
ñåë δn, íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ öåíòðèðîâàííûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûìè âòîðûìè ìîìåíòàìè, òàêàÿ ÷òî äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
Fn èõ íîðìèðîâàííîé ñóììû âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ρ(Fn,Φ) > δn,

ñïðàâåäëèâîå ïðè âñåõ n, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî.
Êëàññè÷åñêèì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì, ïîçâîëÿþùåì ñòðîèòü ñòðåìÿùèåñÿ ê íóëþ ñ

ðîñòîì ÷èñëà ñëàãàåìûõ îöåíêè, ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü òðåòüåãî àáñîëþòíîãî ìîìåíòà ñëó-
÷àéíûõ ñëàãàåìûõ:

β ≡ E|X1|3 < ∞. (3)
Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ â 1941-42ãã. Ý. Áåððè [14] è Ê.-Ã. Ýññååí [15] ïðàêòè÷åñêè îäíîâðåìåííî è
íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà äîêàçàëè ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî, êîòîðîå ñåé÷àñ íîñèò èìåíà îáîèõ
ñâîèõ àâòîðîâ:

ρ(Fn,Φ) 6 C · ε, ãäå ε =
β√
n

, (4)

à C � ïîëîæèòåëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Èñòîðèÿ îòûñêàíèÿ íàèìåíüøåãî âîçìîæíîãî
çíà÷åíèÿ ýòîé ïîñòîÿííîé

C0 = inf{C : ρ(Fn,Φ) 6 C · ε äëÿ âñåõ n > 1}
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ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòäåëüíóþ èñòîðèþ, íå ìåíåå óâëåêàòåëüíóþ, ÷åì ñàìà çàäà÷à. Òàê, Ý. Áåð-
ðè [14] óòâåðæäàë, ÷òî C0 6 1.88, îäíàêî, êàê îáíàðóæèë ïîçäíåå Ï. Ë. Ñþé [17], âû÷èñëåíèÿ
Áåððè ñîäåðæàëè îøèáêó. Ê.-Ã. Ýññååí [15] ïîêàçàë, ÷òî C0 6 7.59. Õ. Áåðãñòð¼ì [13] ñíèçèë
îöåíêó äî C0 6 4.8. Ê. Òàêàíî [20] ïîëó÷èë ðåçóëüòàò C0 6 2.031. Ïî-âèäèìîìó, ðàáîòà Òàêàíî
(îïóáëèêîâàííàÿ íà ÿïîíñêîì ÿçûêå) âûïàëà èç ïîëÿ çðåíèÿ íåêîòîðûõ èññëåäîâàòåëåé, òàê
êàê â íåñêîëüêèõ áîëåå ïîçäíèõ ïóáëèêàöèÿõ ïðèâîäÿòñÿ íåìíîãî õóäøèå îöåíêè. Â ÷àñòíî-
ñòè, â ðàáîòå Ýñcååíà [16] èìååòñÿ óïîìèíàíèå î íåîïóáëèêîâàííûõ âû÷èñëåíèÿõ, ïðèâîäÿùèõ
ê íåðàâåíñòâó C0 6 2.9. Ä. Ë. Óîëëåñ [22] ïîëó÷èë îöåíêó C0 6 2.05. Â. Ôåëëåð [8], óïîìèíàÿ
ðåçóëüòàò Óîëëåñà, òàêæå îáõîäèò âíèìàíèåì ðàáîòó Òàêàíî. Âû÷èñëåíèþ òî÷íîãî çíà÷åíèÿ
C0 ïðèäàâàë áîëüøîå çíà÷åíèå À. Í. Êîëìîãîðîâ. Â ðàáîòå [2] îí âûñêàçàë ïðåäïîëîæåíèå î
òîì, ÷òî C0 = 1/

√
2π. Ê ñîæàëåíèþ, ýòî ïðåäïîëîæåíèå îêàçàëîñü íå ñîâñåì òî÷íûì: â 1956 ã.,

ðåøàÿ íåñêîëüêî èíóþ çàäà÷ó, Ê.-Ã. Ýññååí [16] ïîêàçàë, ÷òî â (4) ïîñòîÿííàÿ C0 íå ìîæåò
áûòü ìåíüøå, ÷åì

C1 =
√

10 + 3
6
√

2π
=

1√
2π

+ 0.0107899...

Ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷åí êàê ñëåäñòâèå ðåøåíèÿ çàäà÷è î íàèìåíüøåé ïîñòîÿííîé C∗, îáåñïå-
÷èâàþùåé àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó

ρ(Fn,Φ) 6 C∗L
3
n + o(L3

n).

Ýññååí ïîêàçàë, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè C∗ = C1. Ïîñêîëüêó C0 > C∗, áûëà íàéäåíà
íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ C0. Îäíàêî, êàê ïîçæå óñòàíîâèë Á. À. Ðîãîçèí [7],

lim sup
n→∞

inf
a,b

σ3√n

β
sup

x

∣∣∣Fn(x)− Φ
(x− a

b

)∣∣∣ 6
1√
2π

6 0.3990.

Òåì ñàìûì ïðåäïîëîæåíèå Êîëìîãîðîâà áûëî â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ïîäòâåðæäåíî.
Òåì íå ìåíåå, íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå C0 àáñîëþòíîé ïîñòîÿííîé â êëàññè÷åñêîì

íåðàâåíñòâå Áåððè�Ýññååíà äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíî. Â 1966-67 ãã. Â. Ì. Çîëîòàð¼â ïîêàçàë,
÷òî C0 6 0.9051 [1] è C0 6 0.8197 [23]. Ýòè ðåçóëüòàòû îñíîâàíû íà íåðàâåíñòâå ñãëàæèâà-
íèÿ ñ àäàïòèâíûì ÿäðîì, ÿâëÿþùèìñÿ íåêîòîðîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.
Ïðè àäàïòàöèè ÿäðà ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàëà ÷èñëåííàÿ îïòèìèçàöèÿ, îñóùåñòâëåííàÿ íà
ÝÂÌ òîãî âðåìåíè. Â 1971-72 ãã. Ï. Âàí Áååê [11, 12] óñîâåðøåíñòâîâàë ìåòîä Çîëîòàðåâà, è,
èñïîëüçóÿ çíàêîïåðåìåííûå ñãëàæèâàþùèå ÿäðà, ïîëó÷èë îöåíêó C0 6 0.7975. Ñëåäóþùèé
ðåêîðä áûë óñòàíîâëåí È. Ñ. Øèãàíîâûì [10] äåñÿòü ëåò ñïóñòÿ: C0 6 0.7655. Ïðè ýòîì â êà-
÷åñòâå àäàïòèâíîãî ÿäðà èñïîëüçîâàëàñü ôóíêöèÿ áîëåå îáùåãî âèäà, ñ á�îëüøèì êîëè÷åñòâîì
ïàðàìåòðîâ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óêàçàííîå ÿäðî ôàêòè÷åñêè áûëî ïðåäëîæåíî åùå Âàí
Áååêîì [12], íî ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ íå áûëè èì ðåàëèçîâàíû, ïî âñåé âèäèìîñòè, â
ñèëó íåäîñòàòî÷íîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè äîñòóïíûõ òîãäà ÝÂÌ.

Òåì âðåìåíåì â 1972 ã. áûë îïóáëèêîâàí âåñüìà èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò Ã. Ïðàâèòöà [19]:

C0 6

{
0.5151, ε′ 6 0.1,
0.5270, ε′ 6 1/7,

ãäå ε′ =
(

n

n− 1

)3/2

· ε.

èç êîòîðîãî âûòåêàþò ñëåäóþùèå �óñëîâíûå� âåðõíèå îöåíêè àáñîëþòíîé ïîñòîÿííîé â íåðà-
âåíñòâå Áåððè�Ýññååíà:

C0 6

{
0.5151, ε 6 0.0985,
0.5270, ε 6 0.1387,

ñ ó÷åòîì êîòîðûõ ìåòîäîì Øèãàíîâà ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü íåñêîëüêî áîëåå òî÷íóþ áåç-
óñëîâíóþ îöåíêó ïîñòîÿííîé C0. Îäíàêî ðåçóëüòàò Ïðàâèòöà ïî êàêîé-òî ïðè÷èíå âûïàë èç
ïîëÿ çðåíèÿ Øèãàíîâà. Ëèøü íåäàâíî áûëî çàìå÷åíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòà Ïðàâèòöà
ìîæíî óòî÷íèòü îöåíêó Øèãàíîâà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîÿâèëñÿ íûíåøíèé �ìèðîâîé ðåêîðä�:
C0 6 0.7056 [9].
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Ñðåäè ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ �óñëîâíûì� âåðõíèì îöåíêàì àáñîëþòíîé ïîñòîÿííîé â íåðà-
âåíñòâå Áåððè�Ýññååíà, òàêæå ñëåäóåò óïîìÿíóòü ðàáîòó Ñ. Â. Íàãàåâà è Â. È. ×åáîòàðåâà [6],
â êîòîðûõ ïðèâåäåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

C0 6 0.515489 + R, ãäå R <
1
β3

(
0.427675 +

0.153597√
n

)
.

Â íèæåñëåäóþùåé òàáëèöå ïðèâåäåíî íåñêîëüêî âûòåêàþùèõ îòñþäà �óñëîâíûõ� âåðõíèõ îöå-
íîê C0:

n > 3 n > 10

β3 > 3 C0 6 0.687607 C0 6 0.674238

β3 > 4 C0 6 0.644578 C0 6 0.634551

β3 > 10 C0 6 0.567124 C0 6 0.563114

2 Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà 1. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ (1) è (3) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

C0 6 0.7005.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà ëåæèò íåðàâåíñòâî ñãëàæèâàíèÿ Çîëîòàð¼-
âà [1, 23], óëó÷øåííîå Âàí Áååêîì [11, 12], à òàêæå âûøåóïîìÿíóòûé ðåçóëüòàò Ã. Ïðàâèò-
öà [19]. Íèæå ìû îïèøåì ëèøü êëþ÷åâûå ýòàïû, ôîðìóëèðóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæäåíèÿ
â âèäå ëåìì.

Ïóñòü p(x) ∈ L1 � íåêîòîðàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Îáîçíà÷èì

p̂(t) =
∫

eitxp(x)dx, ‖p‖ =
∫
|p(x)|dx, p+(x) = max{p(x), 0}.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x, y > 0 ââåä¼ì ôóíêöèè

V (x) = x

∫ x

0
p+(u)du, q(y) =

1√
2π

∫ ∞

0
|p̂(t/y)|δ(t)

t
dt, δ(t) = |fn(t)− e−t2/2|,

ãäå fn(t) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fn(x).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ êëàññ âñåõ íåïðåðûâíûõ ñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé p ∈ L1, òàêèõ ÷òî p̂ ∈ L1.

Ëåììà 1 (ñì. [11]). Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè p ∈ Λ òàêîé, ÷òî óðàâíåíèå

4V (x)− x ‖p‖ = 0 (5)

èìååò ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü χp, ïðè âñåõ x > χp è y > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ρ(Fn,Φ) 6

√
2
π
· V (x)/y + q(y)
4V (x)− x ‖p‖

.

Çàìå÷àíèå 1. Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëü-
íîãî óìíîæåíèÿ ÿäðà p íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ êëàññîì ÿäåð p ∈ Λ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ íîðìèðîâêè ‖p‖ = 1.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò îöåíêó δ(t) (âëèÿþùóþ íà çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû q(y)), ðàâíîìåðíóþ
â êëàññå âñåõ ðàñïðåäåëåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (1) è (3).
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Ëåììà 2 ([1]). 1◦. Äëÿ |t| <
√

2n

δ(t) 6 δ1(t) = e−t2/2
(
exp

{
t2τ

(
|t|n−1/2, β

)}
− 1

)
, τ(u, β) =

βu

6
− 1

u2

[
ln

(
1− u2

2

)
+

u2

2

]
.

2◦. Äëÿ âñåõ t ∈ R

δ(t) 6 δ2(t) = e−t2/2(exp{kε|t|3/2}+ 1), k = 4 sup
x>0

{(cos x− 1 + x2/2)/x3} ≈ 0.396648.

3◦. Äëÿ âñåõ t ∈ R
δ(t) 6 δ3(t) = 1 + e−t2/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà 3◦ î÷åâèäíà. Âòîðîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî Ïðàâèò-
öîì â ðàáîòå [18] (ñì. òàêæå êíèãó Í. Ã. Óøàêîâà [21]). Óòâåðæäåíèå 1◦ ñôîðìóëèðîâàíî
Çîëîòàðåâûì â [1], íî ìû ïðèâåäåì çäåñü ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f(t) õàðàê-
òåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñ.â. X1: f(t) = EeitX1 , t ∈ R. Òîãäà

fn(t) =
(

f

(
t√
n

))n

.

Èç ðàçëîæåíèÿ f(t) â ðÿä Ìàêëîðåíà âûòåêàþò îöåíêè

|f(t)− 1| 6 t2

2
, |t| 6

√
2, è f(t) = 1− t2

2
+ θ1

β3|t|3

6
, t ∈ R, (6)

ñ íåêîòîðûì θ1 ∈ C, |θ1| 6 1. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ñïðàâåäëèâûì äëÿ ëþáûõ r ∈ C,
|r| 6 1, ðàçëîæåíèåì ëîãàðèôìà:

ln(1 + r) = r + θ2(ln(1− |r|) + |r|), ãäå θ2 ∈ C, |θ2| 6 1,

ñ r = (f(t/
√

n)− 1) (â ñèëó (6) ïðè |t| 6
√

2n ñïðàâåäëèâà îöåíêà |r| 6 t2/(2n) 6 1). Èìååì

ln(1 + r) = ln f

(
t√
n

)
= − t2

2
+ θ1

β3|t|3

6n3/2
+ θ2(ln(1− |r|) + |r|) =

= − t2

2n
+ θ3

(
β3|t|3

6n3/2
− ln

(
1− t2

2n

)
− t2

2n

)
≡ − t2

2n
+ θ3t

2τ

(
|t|√
n

, β

)
,

ñ íåêîòîðûì θ3 ∈ C, ïðè÷åì |θ3| 6 1. Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà |ez−1| 6
e|z| − 1, ñïðàâåäëèâîãî ïðè âñåõ z ∈ C, ïîëó÷àåì∣∣fn(t)− e−t2/2

∣∣ = e−t2/2

∣∣∣∣exp
{

θ3t
2τ

(
|t|√
n

, β

)}
− 1

∣∣∣∣ 6 e−t2/2

(
exp

{
t2τ

(
|t|√
n

, β

)}
− 1

)
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �
Ïîëîæèì

δ0(t, ε, n) = min{δ1(t), δ2(t), δ3(t)}, q(y, ε, n) =
1√
2π

∫ ∞

0
|p̂(t/y)|δ0(t, ε, n)

t
dt.

Âûøåïðèâåäåííûå ëåììû ïîçâîëÿþò èñêàòü îöåíêó êîíñòàíòû C0 â âèäå
C0 6 C ≡ sup

ε
D(ε), D(ε) ≡ sup

n
D(ε, n), D(ε, n) ≡ inf{D(ε, n, x, y, p) : x > χp, y > 0, p ∈ Λ},

ãäå

D(ε, n, x, y, p) ≡
√

2
π
· V (x)/y + q(y, ε, n)

ε(4V (x)− x ‖p‖)
.

Ñëåäóþùèå äâå ëåììû ïîëåçíû ïðè âû÷èñëåíèè ïîñëåäíèõ äâóõ ñóïðåìóìîâ: supε D(ε) è
supn D(ε, n) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì ε . Ïðè ýòîì ïåðâûé îöåíèâàåòñÿ ïî çíà÷åíèÿì D(ε)
â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, à âòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ â ÿâíîì âèäå.
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Ëåììà 3 ([1, 10]). Äëÿ ëþáûõ 0 < ε1 6 ε 6 ε2 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

D(ε) 6 D(ε2) ·
ε2

ε1
.

Ëåììà 4. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì ε > 0 ôóíêöèÿ D(ε, n) ìîíîòîííî óáûâàåò ïî n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî D(ε, n, x, y, p) çàâèñèò îò n òîëüêî ÷åðåç ôóíêöèþ δ0(t),
ïðè÷åì ýòà çàâèñèìîñòü ìîíîòîííà. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ

τ

(
|t|√
n

, β

)
=

ε|t|
6

+
t2

4n

∞∑
r=2

1
r

(
t2

2n

)r−2

,

î÷åâèäíî, âûòåêàåò, ÷òî τ
(
|t|n−1/2, β

)
, à çíà÷èò, è δ1(t) ìîíîòîííî óáûâàþò ïî n ïðè ôèêñè-

ðîâàííûõ ε è t. Ïîñêîëüêó ñ ðîñòîì n ìíîæåñòâî, ïî êîòîðîìó áåðåòñÿ ìèíèìóì

δ0(t) =

{
min{δ1(t), δ2(t), δ3(t)}, |t| <

√
2n,

min{δ2(t), δ3(t)}, |t| >
√

2n,

ðàñøèðÿåòñÿ, âåëè÷èíà δ0(t), à çíà÷èò, è D(ε, n, x, y, p) ìîíîòîííî óáûâàåò ñ ðîñòîì n. Èòàê,
äëÿ ëþáûõ n1 6 n2 èìååì D(ε, n2, x, y, p) 6 D(ε, n1, x, y, p) ïðè ôèêñèðîâàííûõ ε, x, y è p.
Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

D(ε, n2) ≡ inf
x, y, p

D(ε, n2, x, y, p) 6 inf
x, y, p

D(ε, n1, x, y, p) ≡ D(ε, n1),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �
Èç ïîñëåäíåé ëåììû âûòåêàåò, ÷òî ñóïðåìóì ïî n ôóíêöèè D(ε, n) äîñòèãàåòñÿ ïðè ìè-

íèìàëüíîì n > 1, äîïóñòèìîì ïðè äàííîì çíà÷åíèè ε. Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî òàêîå çíà÷åíèå
ðàâíÿåòñÿ

⌈
ε−2

⌉
, ãäå dxe � ìèíèìàëüíîå öåëîå, ïðåâîñõîäÿùåå èëè ðàâíîå x. Äåéñòâèòåëü-

íî, èç íåðàâåíñòâà Ëÿïóíîâà ñ ó÷åòîì ìîìåíòíûõ óñëîâèé (1) âûòåêàåò, ÷òî β3 > 1, îòêóäà
ïîëó÷àåì, ÷òî n = β3/ε2 > 1/ε2 è

D(ε) ≡ sup
n

D(ε, n) = D
(
ε, max

{
1,

⌈
ε−2

⌉})
.

Óêàæåì òåïåðü îáëàñòü çíà÷åíèé ε, ïî êîòîðîé áåðåòñÿ ïîñëåäíèé ñóïðåìóì supε D(ε).
Èç ðåçóëüòàòà Ïðàâèòöà [19] âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ïðè ε 6 0.1387.
Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ðàâíîìåðíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ íå
ïðåâîñõîäèò åäèíèöû, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ε 6 1/C < 1.427552, ãäå C = 0.7005 � çíà÷å-
íèå, îáúÿâëåííîå â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû. Èòàê, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

C = sup{D(ε) : 0.1387 < ε < 1.427552} = sup{D
(
ε, max

{
1,

⌈
ε−2

⌉})
: 0.1387 < ε < 1.427552}.

Íàõîæäåíèå âíóòðåííåãî èíôèìóìà ôóíêöèîíàëà D(ε, n, x, y, p) ñâåäåì ñíà÷àëà ê áîëåå
ïðîñòîé çàäà÷å ïóòåì ïàðàìåòðèçàöèè êëàññà ÿäåð. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÿäðà âèäà

p(x) =
1
2

6∑
k=1

wk(p1(x + ak) + p1(x− ak)), p1(x) =
sinx

2πx(1− x2/π2)
,

ãäå ak, wk � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, k = 1, 6, òàêèå ÷òî χp < ∞. Ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå óêàçàííîãî ÿäðà èìååò âèä

p̂(t) = p̂1(t)
6∑

k=1

wk cos(akt), p̂1(t) = cos2(πt/2)1(|t| 6 1),
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ãäå 1(·) � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà
D(ε, n, x, y, p) ñâåëàñü ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè D(ε, n, x, y, w1, . . . , w6, a1, . . . , a6) äâå-
íàäöàòè ïåðåìåííûõ ïðè ôèêñèðîâàííûõ ε è n (íà ñàìîì äåëå, ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ âñå-
ãî îäèííàäöàòü, ïîñêîëüêó íåðàâåíñòâî ñãëàæèâàíèÿ Çîëîòàðåâà èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
óìíîæåíèÿ ÿäðà íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, è ïîýòîìó îäèí èç âåñîâ ìîæíî çàôèêñèðîâàòü).

×èñëåííàÿ îïòèìèçàöèÿ ïðîâîäèëàñü ïî ìåòîäó ñîïðÿæ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ íà êîìïüþòåðå c
ïðîöåññîðîì Intel Core 2Duo T5500 1.6 ÃÃö. Ïðè íàïèñàíèè ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîãðàììû èñ-
ïîëüçîâàëàñü áèáëèîòåêà ìàòåìàòè÷åñêèõ ôóíêöèé GNU Scienti�c Library (GSL) íà ÿçûêå C
âåðñèè 1.8, äîìàøíÿÿ ñòðàíèöà http://www.gnu.org/software/gsl/. Â õîäå îïòèìèçàöèè îêàçà-
ëîñü, ÷òî ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè D(ε) ïîÿâëÿþòñÿ ïðè ε ≈ 0.5, è îíè íå ïðåâîñõîäÿò
0.7005. Ðåçóëüòàòû ñîîòâåòñòâóþùèõ âû÷èñëåíèé ïðèâåäåíû â íèæåñëåäóþùåé òàáëèöå.

ε D(ε) ε D(ε) ε D(ε) ε D(ε)
1.427562 0.468717 0.500446 0.700222 0.392423 0.689863 0.203257 0.682088
0.955208 0.571401 0.500247 0.700285 0.386464 0.691067 0.197915 0.683072
0.779167 0.643003 0.500094 0.700334 0.381260 0.692151 0.192991 0.684235
0.715213 0.671486 0.499975 0.685148 0.376716 0.685094 0.188510 0.684272
0.685590 0.653474 0.489017 0.688220 0.368431 0.686651 0.184143 0.685347
0.639564 0.672034 0.480445 0.690581 0.361147 0.688254 0.180159 0.685928
0.613575 0.682321 0.473641 0.692468 0.354834 0.689579 0.176412 0.686004
0.597651 0.688549 0.468211 0.693882 0.349302 0.683820 0.172761 0.687048
0.587455 0.692415 0.463787 0.695034 0.340984 0.685472 0.169443 0.687886
0.580674 0.694927 0.460168 0.695979 0.333669 0.687335 0.166392 0.688005
0.576055 0.675834 0.457198 0.696758 0.327398 0.682713 0.163424 0.688878
0.555771 0.682696 0.454756 0.697405 0.319085 0.684106 0.160713 0.689756
0.541645 0.687401 0.452747 0.697921 0.311617 0.680886 0.158248 0.690252
0.531516 0.690667 0.451080 0.698343 0.302892 0.683188 0.155933 0.690337
0.524055 0.693006 0.449691 0.698705 0.295406 0.681344 0.153671 0.691041
0.518448 0.694633 0.448539 0.699005 0.287328 0.680643 0.151595 0.691634
0.514106 0.695968 0.447581 0.699244 0.279183 0.684061 0.149677 0.692185
0.510780 0.697004 0.446779 0.687580 0.272632 0.680872 0.147900 0.692685
0.508231 0.697811 0.438538 0.689511 0.264993 0.678954 0.146250 0.693128
0.506280 0.698430 0.431659 0.691071 0.256842 0.679447 0.144711 0.693515
0.504784 0.698878 0.425849 0.692397 0.249123 0.679442 0.143268 0.693921
0.503615 0.699247 0.420923 0.693495 0.241634 0.678818 0.141923 0.694251
0.502714 0.699529 0.416714 0.694366 0.234155 0.679434 0.140657 0.694589
0.502017 0.699731 0.413065 0.695138 0.227113 0.680124 0.139470 0.694898
0.501466 0.699899 0.409903 0.695853 0.220507 0.680895
0.501036 0.700035 0.407184 0.686845 0.214335 0.681669
0.500703 0.700140 0.399247 0.688527 0.208573 0.682646

3 Ìåòîäû äàëüíåéøåãî óòî÷íåíèÿ àáñîëþòíîé ïîñòîÿííîé â
íåðàâåíñòâå Áåððè-Ýññååíà

Èçó÷àÿ çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà Cε ïðè ëÿïóíîâñêîé äðîáè â íåðàâåíñòâå Áåððè�
Ýññååíà îò ε,

Cε = inf
{
D(ε) : ρ(Fn,Φ) 6 D(ε) · ε äëÿ âñåõ n > max

{
1, ε−2

}}
,

Â. Ì. Çîëîòàðåâ âûñêàçàë ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå çíà÷åíèå ýòîãî êîýôôèöèåíòà
ïðè ε → 0 ñîâïàäàåò ñ C0:

C0 = lim
ε→0

Cε.
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Â íàøåé æå ðàáîòå îáëàñòüþ ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé Cε îêàçàëèñü çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà ε,
îòäåëåííûå îò íóëÿ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, óêàçàííàÿ ãèïîòåçà ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ, ÷òî çàäà-
÷à íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî ÿäðà ñ öåëüþ óòî÷íåíèÿ Cε äëÿ ε, îòäåëåííûõ îò íóëÿ, èìååò
ñìûñë, è çàäà÷ó ýòó ìîæíî ðåøàòü, êàê ìèíèìóì äî òåõ ïîð, ïîêà íå óäàñòñÿ ïîëó÷èòü êîí-
ñòàíòó Ïðàâèòöà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãèïîòåçà Çîëîòàðåâà ïðîáóæäàåò èíòåðåñ ê èññëåäîâàíèþ
àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ Cε ïðè ìàëûõ ε.

Òåîðåòè÷åñêîå ðåøåíèå ïåðâîé çàäà÷è áûëî ïðåäëîæåíî åùå Âàí Áååêîì [12], äîêàçàâøèì
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. Îáîçíà÷èì

D∗(ε, n, p) = inf{D(ε, n, x, y, p) : x > χp, y > 0} = inf
x>χp,
y>0

{√
2
π
· V (x)/y + q(y, ε, n)

ε(4V (x)− x ‖p‖)

}
.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ n > 1 è ε > 0

inf
p∈Λ

D∗(ε, n, p) = inf
p∈Λ0

D∗(ε, n, p) = inf
p∈Λ1

D∗(ε, n, p),

ãäå Λ � êëàññ íåïðåðûâíûõ ñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé p ∈ L1, òàêèõ ÷òî p̂ ∈  L1, Λ1 � êëàññ
ôóíêöèé p ∈ Λ òàêèõ, ÷òî p̂ èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü, òî åñòü ìíîæåñòâî supp p̂ =
{t : p̂(t) > 0} ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì è îãðàíè÷åííûì, Λ0 � êëàññ ôóíêöèé p ∈ Λ1 äëÿ êîòîðûõ
îòðåçîê [−1, 1] ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì îòðåçêîì òàêèì, ÷òî supp p̂ ⊆ [−1, 1].

Ïóñòü h(t) ∈ Λ1 � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî ĥ(t) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà îòðåçêå
[−1, 1]. Îáîçíà÷èì

pm(x,a,w) =
1
2

m∑
i=1

wi(h(x + ai) + h(x− ai)), (7)

ãäå a = (a1, . . . , am), w = (w1, . . . , wm), ai, wi ∈ R, i = 1,m. Çàìåòèì, ÷òî

p̂m(t,a,w) = ĥ(t)
m∑

i=1

wi cos(ait).

Òåîðåìà 3. Äëÿ îïðåäåëåííîé âûøå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé {pm}m>1 èìååì

inf
p∈Λ

D∗(ε, n, p) = lim
m→∞

inf
a,w∈Rm

D∗(ε, n, pm).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 2 è 3 ìîæíî íàéòè â ðàáîòå Âàí Áååêà [12].
Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìèçàöèþ ôóíêöèîíàëà D(ε, n, p) ïî êëàññó âñåõ ÿäåð p ∈ Λ ìîæíî

çàìåíèòü ìèíèìèçàöèåé ôóíêöèè D(ε, n, pm) ïî ïåðåìåííûì ai, wi ∈ R, i = 1,m ñ äîñòàòî÷íî
áîëüøèì m. Îäíàêî, ñëèøêîì áîëüøèå çíà÷åíèÿ m ñíèæàþò ýôôåêòèâíîñòü ðàáîòû ÷èñëåí-
íûõ ìåòîäîâ ìíîãîìåðíîé îïòèìèçàöèè, ïîýòîìó íåîáõîäèì íåêîòîðûé êîìïðîìèññ: íóæíî
èñïîëüçîâàòü ìàêñèìàëüíîå m, ïðè êîòîðîì ýôôåêòèâíîñòü ðàáîòû ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äî-
ñòàòî÷íî âåëèêà. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ íåêîòîðûõ ïîðîæäàþùèõ ÿäåð h(t) ∈ Λ1 àâòîðîì áûëà
ïðîâåäåíà ÷èñëåííàÿ îïòèìèçàöèÿ D(ε, n, pm) ñ pm, îïðåäåëåííûì â (7). Îäíàêî òåêóùàÿ ðå-
àëèçàöèÿ ïðîãðàììû, ïðîèçâîäÿùåé íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ, ïîçâîëèëà ïðîâåñòè ðàñ÷åòû
ëèøü äëÿ m, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 5− 6. Íèæå ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû.

h(x) m C h(x) m C

sinx

2πx(1− x2/π2)

2
3
4
5
6

0.7056
0.7047
0.7029
0.7008
0.7005

1− cos x

πx2

3
4
5

0.7664
0.7658
0.7281
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Îäíèì èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ p ≈ pm ÿâëÿåòñÿ âêëþ-
÷åíèå â âûðàæåíèå äëÿ pm íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ ïîðîæäàþùèõ ÿäåð èç Λ1. Íàïðèìåð, ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü àäàïòèâíûå ÿäðà âèäà

p(x) =
1
2

k∑
j=1

mj∑
i=1

wi,j(hj(x + ai,j) + hj(x− ai,j)), p̂(t) =
k∑

j=1

hj(t)
mj∑
i=1

wi,j cos(ai,jt), (8)

ãäå k > 1 � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïîðîæäàþùèõ ÿäåð, mj > 1 � êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ïî-
ðîæäàþùåãî ÿäðà j-ãî òèïà, hj(t) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè èç Λ1, ai,j , wi,j , i = 1,mj , j = 1, k �
ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå ïîëîæèòåëüíîãî êîðíÿ χp

óðàâíåíèÿ (5). Ïðè ýòîì îáùåå ÷èñëî êîìïîíåíò ÿäðà ðàâíÿåòñÿ m1 + . . . + mk ≡ m, à ÷èñëî
ïàðàìåòðîâ � 2m (îäíàêî, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ÷èñëî ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ ïðè ýòîì ðàâíÿ-
åòñÿ 2m−1, ïîñêîëüêó àäàïòèâíîå ÿäðî èç íåðàâåíñòâà ñãëàæèâàíèÿ Çîëîòàðåâà èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, è îäèí èç âåñîâ ìîæíî çàôèêñèðîâàòü). Â
êà÷åñòâå hj(x) ìîæíî èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèå ôóíêöèè (ñèìâîëîì J3/2(·) çäåñü
îáîçíà÷åíà ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ):

hj(x) ĥj(t)

1− cos x

πx2
(1− |t|)+

sinx

2πx(1− x2/π2)
cos2

πt

2
1(|t| 6 1)

15J2
3/2

(
x
2

)
|x|3

(1− 5t2 + 5|t|3 − |t|5)+

Äëÿ ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ D(0+) = limε→0+ D(ε) Â. Ì. Çîëîòàðåâ [1] ïîëó÷èë ñëåäóþùåå
âûðàæåíèå:

D(0+) =

√
2
π
· kλW (λ)
4V (λ)− ||p||λ

, (9)

ãäå k = 4 supx>0{(cos x− 1 + x2/2)/x3} ≈ 0.396648, λ � ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

V (λ) +
|p̂(0)|
12k

= W (λ),

W (λ) =
(4V (λ)− ||p||λ)(V (λ) + λ2p+(λ))

4λ2p+(λ)
, V (λ) = λ

∫ λ

0
p+(u)du.

Èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ D(0+) íà ÿäðàõ âèäà (7), (8) ïðåäñòàâëÿåò îòäåëüíûé èíòåðåñ, ïîñêîëü-
êó, ñ îäíîé ñòîðîíû, ýòî ïîçâîëèò ïîëó÷èòü íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò, âîçìîæíûé â ðàìêàõ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî ìåòîäà, à c äðóãîé, � åñëè ïîäòâåðäèòñÿ ãèïîòåçà Çîëîòàðåâà, ïðèâåäåò íàñ ê
óòî÷íåíèþ îöåíêè àáñîëþòíîé ïîñòîÿííîé â íåðàâåíñòâå Áåððè�Ýññååíà. Ïðè ýòîì âîïðîñ î
òîì, ÷åé æå ìåòîä, Ïðàâèòöà èëè Çîëîòàðåâà, ïðèâåäåò ê áîëåå òî÷íîé âåðõíåé îöåíêå àñèì-
ïòîòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ limε→0 Cε íà äàííûé ìîìåíò îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Â çàêëþ÷åíèå àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü Â. Þ. Êîðîë¼âó çà ïîñòîÿííîå
âíèìàíèå ê ðàáîòå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé,
ïðîåêòû 08-01-00563, 08-01-00567 è 08-07-00152, Ñîâåòà ïî ãðàíòàì ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé Ôå-
äåðàöèè äëÿ ïîääåðæêè ìîëîäûõ ðîññèéñêèõ ó÷åíûõ � êàíäèäàòîâ íàóê �ÌÊ-654.2008.1, à
òàêæå ãðàíòîì ÓÌÍÈÊ.
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Êàôåäðà Àâòîìàòèçàöèè ñèñòåì âû÷èñëèòåëüíûõ êîìïëåêñîâ,
Ëàáîðàòîðèÿ Êîìïüþòåðíîé ãðàôèêè è ìóëüòèìåäèà

1 Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îöåíêà äâèæåíèÿ (ÎÄ) øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ â ñæàòèè è îáðàáîòêå
âèäåî. Ó îáåèõ îáëàñòåé ïðèìåíåíèÿ åñòü ñâîÿ ñïåöèôèêà.

Ïîñêîëüêó ñîñåäíèå êàäðû âèäåîïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êàê ïðàâèëî, î÷åíü ïîõîæè, ìîæíî
ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìîâ ñæàòèÿ âèäåî çà ñ÷åò êîäèðîâàíèÿ ëèøü
ðàçíèöû ìåæäó ñîñåäíèìè êàäðàìè (ìåæêàäðîâîé ðàçíèöû), à íå êàæäîãî êàäðà ïî îòäåëüíî-
ñòè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñ öåëüþ ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè êîäèðîâàíèÿ âèäåîêîäåêè ñæèìà-
þò íå ìåæêàäðîâóþ ðàçíèöó, à ñêîìïåíñèðîâàííóþ. Ñêîìïåíñèðîâàííîé ðàçíèöåé íàçûâàþò
ðàçíèöó ìåæäó òåêóùèì è ñêîìïåíñèðîâàííûì êàäðàìè. Ñêîìïåíñèðîâàííûé êàäð àïïðîêñè-
ìèðóåò òåêóùèé êàäð è ïîñòðîåí èç ôðàãìåíòîâ ïðåäûäóùåãî êàäðà ñ èñïîëüçîâàíèåì èíôîð-
ìàöèè î äâèæåíèè ìåæäó ýòèìè êàäðàìè. Òàêèì îáðàçîì, ÎÄ èìååò ðåøàþùåå çíà÷åíèå äëÿ
ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìîâ ñæàòèÿ âèäåî. Ïðè ýòîì îñíîâíîå òðåáîâàíèå, ïðåäú-
ÿâëÿåìîå ê àëãîðèòìó ÎÄ, � âû÷èñëèòü ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ, ìèíèìèçèðóþùèå ñêîìïåíñè-
ðîâàííóþ ðàçíèöó. Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòðû äâèæåíèÿ ìîãóò íå ñîîòâåòñòâîâàòü èñòèííîìó
äâèæåíèþ îáúåêòîâ â âèäåîïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Äðóãîé ñôåðîé ïðèìåíåíèÿ ÎÄ ÿâëÿåòñÿ åå èñïîëüçîâàíèå â àëãîðèòìàõ îáðàáîòêè âèäåî.
ÎÄ èãðàåò âàæíóþ ðîëü â òàêèõ çàäà÷àõ, êàê ïðåîáðàçîâàíèå ÷àñòîòû êàäðîâ (Ï×Ê), ñåãìåí-
òàöèÿ âèäåî (âûäåëåíèå è ñîïðîâîæäåíèå îáúåêòîâ â êàäðå), ïðåîáðàçîâàíèå ÷åðåññòðî÷íîé
ðàçâåðòêè â ïðîãðåññèâíóþ, øóìîïîäàâëåíèå, âîññòàíîâëåíèå ñæàòîãî âèäåî, ïîâûøåíèå êà-
÷åñòâà âèäåî, îöèôðîâàííîãî ñî ñòàðûõ êèíîïëåíîê, à òàêæå âî ìíîãèõ äðóãèõ. Íàïðèìåð, èñ-
ïîëüçîâàíèå èíôîðìàöèè î äâèæåíèè ïðè øóìîïîäàâëåíèè ïîçâîëÿåò ïðîèçâîäèòü îáðàáîòêó
íå òîëüêî â ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè, íî è âî âðåìåííîé. Â Ï×Ê èíôîðìàöèÿ î äâèæåíèè
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ îáúåêòîâ íà âû÷èñëÿåìûõ â ïðîöåññå îáðàáîòêè êàä-
ðàõ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì, â îòëè÷èå îò àëãîðèòìîâ ñæàòèÿ âèäåî, êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå
èìååò ïðàâèëüíîñòü îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ äâèæåíèÿ.

2 Îñíîâíûå ìåòîäû îöåíêè äâèæåíèÿ. Ìåòîäû ñîïîñòàâëåíèÿ
áëîêîâ

Ìîæíî âûäåëèòü íåñêîëüêî îñíîâíûõ ãðóïï ìåòîäîâ ÎÄ: ìåòîäû îïòè÷åñêîãî ïîòîêà
(optical �ow) [4], ìåòîäû ôàçîâîé êîððåëÿöèè (phase correlation) [5], ìåòîäû ñîïîñòàâëåíèÿ
áëîêîâ (block matching algorithms) [6].

Íàèáîëåå øèðîêî íà ïðàêòèêå ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ñîïîñòàâëåíèÿ áëîêîâ èç-çà ïðîñòîòû
àïïàðàòíîé ðåàëèçàöèè è âûñîêîé âû÷èñëèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè. Îáùàÿ ñõåìà ðàáîòû ýòèõ
ìåòîäîâ òàêîâà:

1. òåêóùèé êàäð ðàçáèâàåòñÿ íà ìíîæåñòâî íåïåðåñåêàþùèõñÿ áëîêîâ;

2. äëÿ êàæäîãî áëîêà òåêóùåãî êàäðà ïðîèçâîäèòñÿ ïîèñê íàèáîëåå ïîõîæåãî áëîêà (ðåïåð-
íîãî áëîêà) â ïðåäûäóùåì êàäðå.

Ðàçíîñòü ìåæäó ïîçèöèÿìè òåêóùåãî è ðåïåðíîãî áëîêîâ íàçûâàþò âåêòîðîì äâèæåíèÿ òåêó-
ùåãî áëîêà (Ðèñ. 1).
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ïðåäûäóùèé êàäð òåêóùèé êàäð

Ðèñ. 1: Òåêóùèé è ðåïåðíûé áëîêè è ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð äâèæåíèÿ

Â ñîâðåìåííûõ àëãîðèòìàõ ñîïîñòàâëåíèÿ áëîêîâ äëÿ óñêîðåíèÿ ïîèñêà âåêòîðà äâèæå-
íèÿ áëîêà èñïîëüçóåòñÿ ñõîäñòâî ìåæäó âåêòîðàìè äâèæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå è âî âðåìåíè.
Óñêîðåíèå äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ïåðåáîðà ëèøü íåáîëüøîãî ÷èñëà âåêòîðîâ äâèæåíèÿ âìåñòî
ïðîâåðêè âñåõ âîçìîæíûõ. Ïîèñê âåêòîðà äâèæåíèÿ äëÿ êàæäîãî áëîêà â òàêèõ àëãîðèòìàõ
ïðîèçâîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. ôîðìèðóåòñÿ ìíîæåñòâî âåêòîðîâ-êàíäèäàòîâ;

2. â íåì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîèñê ëó÷øåãî âåêòîðà-êàíäèäàòà; (*)

3. ïðîèçâîäèòñÿ åãî óòî÷íåíèå.
Êëàññè÷åñêèå BMA-ìåòîäû èìåþò îïðåäåëåííûå íåäîñòàòêè, îãðàíè÷èâàþùèå èõ ïðèìå-

íåíèå â àëãîðèòìàõ îáðàáîòêè âèäåî:
• íåñïîñîáíîñòü âû÷èñëèòü èñòèííîå äâèæåíèå áëîêîâ â îäíîðîäíûõ îáëàñòÿõ;

• èñïîëüçîâàíèå áëîêîâ ïîñòîÿííîãî ðàçìåðà ïðèâîäèò ëèáî ê íåäîñòàòî÷íîé òî÷íîñòè ïî-
ëÿ âåêòîðîâ íà ãðàíèöàõ îáúåêòîâ (â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ áëîêîâ áîëüøîãî ðàçìåðà), ëèáî
ê âûñîêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê øóìó è óìåíüøåíèþ ñêîðîñòè îáðàáîòêè (â ñëó÷àå èñïîëü-
çîâàíèÿ áëîêîâ ìàëîãî ðàçìåðà).

3 Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ ìåòîä îöåíêè èñòèííîãî äâèæåíèÿ, èñïîëüçóþùèé àäàï-
òèâíî ìåíÿþùèéñÿ ðàçìåð áëîêà è àäàïòèâíóþ ñòðàòåãèþ ïîèñêà âåêòîðà äâèæåíèÿ, çàâè-
ñÿùóþ îò êîíòðàñòíîñòè áëîêà. Îáùàÿ ñõåìà àëãîðèòìà ñîâïàäàåò ñî ñõåìîé (*), êàæäûé
èç ýòàïîâ êîòîðîé ïîäðîáíî îïèñàí â òðåõ ñëåäóþùèõ ïîäðàçäåëàõ. Â îòäåëüíîì ïîäðàçäåëå
îïèñàí ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ðàçìåðà áëîêà.

3.1 Ôîðìèðîâàíèå ìíîæåñòâà âåêòîðîâ-êàíäèäàòîâ

Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ-êàíäèäàòîâ ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ âåêòîðîâ (Ðèñ. 2):
• âåêòîðû äâèæåíèÿ ñîñåäíèõ áëîêîâ òåêóùåãî êàäðà;

• âåêòîðû äâèæåíèÿ áëîêîâ ïðåäûäóùåãî êàäðà;

• íóëåâîé âåêòîð, åñëè áëîê äîñòàòî÷íî êîíòðàñòåí.

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2008, âûïóñê �5
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Ðèñ. 2: Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ-êàíäèäàòîâ

3.2 Ïîèñê ëó÷øåãî âåêòîðà-êàíäèäàòà

Ïîèñê ëó÷øåãî âåêòîðà äâèæåíèÿ âî ìíîæåñòâå âåêòîðîâ-êàíäèäàòîâ ïðîèçâîäèòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

1. äëÿ êàæäîãî âåêòîðà èç ìíîæåñòâà êàíäèäàòîâ óäàëÿþòñÿ âåêòîðû, äîñòàòî÷íî áëèçêèå ê
íåìó ïî íîðìå L1. Ïðè ýòîì ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ÷èñëî âõîæäåíèé ýòèõ âåêòîðîâ â ìíîæåñòâî
êàíäèäàòîâ (÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ êàíäèäàòà);

2. äëÿ êàæäîãî âåêòîðà èç ìíîæåñòâà êàíäèäàòîâ âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè îøèáêè.
Â êà÷åñòâå ôóíêöèè îøèáêè îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ SAD (Sum of Absolute Di�erences,
ñóììà àáñîëþòíûõ ðàçíîñòåé):

SAD

(
t, B,

−→
dB

)
=

∑
(x,y)∈B

∣∣I(t, x, y)− I
(
t− 1, x + dB

x , y + dB
y

)∣∣ ,

ãäå
−→
dB � âåêòîð äâèæåíèÿ áëîêà B,

I(t, x, y) � ÿðêîñòü òî÷êè (x, y) êàäðà ñ íîìåðîì t;

3. îøèáêà êàæäîãî âåêòîðà-êàíäèäàòà óìíîæàåòñÿ íà åãî âåñ w ∈ (0; 1]. Âåñ çàâèñèò îò
÷àñòîòû ïîÿâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî êàíäèäàòà è êîíòðàñòíîñòè áëîêà:

• åñëè áëîê äîñòàòî÷íî êîíòðàñòíûé, òî âåñ âñåõ âåêòîðîâ-êàíäèäàòîâ ïîëàãàåòñÿ ðàâ-
íûì åäèíèöå;

• â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (áëîê îäíîðîäíûé) âåñ êàæäîãî âåêòîðà-êàíäèäàòà îáðàòíî ïðî-
ïîðöèîíàëåí åãî ÷àñòîòå ïîÿâëåíèÿ;

4. â ìíîæåñòâå êàíäèäàòîâ ïðîèçâîäèòñÿ ïîèñê ëó÷øåãî âåêòîðà-êàíäèäàòà � âåêòîðà ñ
íàèìåíüøåé âçâåøåííîé îøèáêîé.

Èñïîëüçîâàíèå âåñîâ ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü êà÷åñòâî ðàáîòû àëãîðèòìà ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûì
ñïîñîáîì âûáîðà âåêòîðà èç ìíîæåñòâà êàíäèäàòîâ, â êîòîðîì ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî îøèáêè
âåêòîðîâ. Â äàííîì ñëó÷àå ïîâûøåíèå êà÷åñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå íà âûõîäå
àëãîðèòìà áîëüøå ñîîòâåòñòâóåò èñòèííîìó äâèæåíèþ ìåæäó êàäðàìè, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ
ðåçóëüòàòàìè ñðàâíåíèÿ (ñì. ðàçä. 4).

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2008, âûïóñê �5



114 ÑÈÌÎÍßÍ, ÃÐÈØÈÍ, ÂÀÒÎËÈÍ

3.3 Óòî÷íåíèå ëó÷øåãî âåêòîðà-êàíäèäàòà

Óòî÷íåíèå ëó÷øåãî âåêòîðà-êàíäèäàòà ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî èòåðàòèâíî-
ãî ïðîöåññà. Âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îøèáêè äëÿ âåêòîðîâ, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ïî
íîðìå L1 ê ëó÷øåìó âåêòîðó, ïîëó÷åííîìó íà ïðåäûäóùåì øàãå. Èç íèõ âûáèðàåòñÿ âåêòîð,
äàþùèé íàèìåíüøåå çíà÷åíèå îøèáêè, ïîñëå ÷åãî, â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè, îïåðàöèÿ ïîâòîðÿ-
åòñÿ äëÿ íåãî. Ñòðàòåãèÿ óòî÷íåíèÿ âåêòîðà âûáèðàåòñÿ àäàïòèâíî è çàâèñèò îò êîíòðàñòíîñòè
áëîêà. Ïðè ýòîì äëÿ ìåíåå êîíòðàñòíûõ áëîêîâ ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé óòî÷íåíèÿ
ìåíüøå, ÷åì äëÿ áîëåå êîíòðàñòíûõ áëîêîâ.

Áëàãîäàðÿ àäàïòèâíîé ñõåìå ïîèñêà âåêòîðà äâèæåíèÿ äîñòèãàåòñÿ ïîâûøåíèå êà÷åñòâà
ïîëÿ âåêòîðîâ äâèæåíèÿ â îäíîðîäíûõ îáëàñòÿõ (Ðèñ. 7).

3.4 Ðàçáèåíèå áëîêà

Ðàçáèåíèå áëîêà íà ÷åòûðå ïîäáëîêà ïðîèçâîäèòñÿ àäàïòèâíî:

• â îáëàñòÿõ ñî ñëîæíûì äâèæåíèåì;

• â îáëàñòÿõ, ãäå òåêóùèé ðàçìåð áëîêà íå ìîæåò îáåñïå÷èòü ïðèåìëåìûé óðîâåíü îøèáîê.

Äëÿ ïîèñêà îáëàñòåé ñî ñëîæíûì äâèæåíèåì âû÷èñëÿåòñÿ äèñïåðñèÿ êîîðäèíàò âåêòîðîâ,
âõîäÿùèõ â ìíîæåñòâî âåêòîðîâ-êàíäèäàòîâ äëÿ áëîêà. Îáëàñòè ñî ñëîæíûì äâèæåíèåì îïðå-
äåëÿþòñÿ ïóòåì ñðàâíåíèÿ äèñïåðñèè ñ ïîðîãîì: åñëè îíà ïðåâûøàåò ïîðîã, òî â îêðåñòíîñòè
áëîêà èìååò ìåñòî ñëîæíîå äâèæåíèå.

Ïðèåìëåìûé óðîâåíü îøèáîê äëÿ âåêòîðà äâèæåíèÿ áëîêà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Ñîãëàñíî [2], èìååò ìåñòî çàâèñèìîñòü ìåæäó âåëè÷èíîé

V AR (t, B) =
1
4

∑
i,j∈{−2;2}

∑
(x,y)∈B

|I(t, x, y)− I (t, x + j, y + i)|

è ñðåäíèì çíà÷åíèåì îøèáêè âåêòîðà. Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëèâ âåëè÷èíó V AR äëÿ áëîêà,
ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì àäàïòèâíî îïðåäåëèòü ïîðîã äëÿ îøèáêè âåêòîðà, â ñëó÷àå ïðåâûøå-
íèÿ êîòîðîãî áëîê íåîáõîäèìî ðàçáèòü íà áëîêè ìåíüøåãî ðàçìåðà.

Àäàïòèâíûé âûáîð ðàçìåðà áëîêà ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî ïîâûñèòü òî÷íîñòü âåêòîðíîãî
ïîëÿ (íàïðèìåð, íà ãðàíèöàõ îáúåêòîâ), íå ïîâûøàÿ ïðè ýòîì ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê øóìó [2].
Èíûìè ñëîâàìè, áëîêè ìàëîãî ðàçìåðà èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî â òåõ îáëàñòÿõ êàäðà, ãäå ýòî
íåîáõîäèìî.

4 Ñðàâíåíèå

Áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà ñ àëãîðèòìàìè FAME [1] è E3DRS [3]
êàê ñ îäíèìè èç íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ àëãîðèòìîâ ÎÄ òîãî æå êëàññà. Äëÿ ñðàâíåíèÿ èñ-
ïîëüçîâàëñÿ ñòàíäàðòíûé íàáîð âèäåîïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Áûëè ðàññìîòðåíû äâà ñöåíàðèÿ
ïðèìåíåíèÿ ÎÄ:

1. èñïîëüçîâàíèå áëîêîâ ðàçìåðà 16× 16.
Äàííûé ñöåíàðèé ïîäðàçóìåâàåò ðàçáèåíèå îáëàñòè êàäðà òîëüêî íà áëîêè ðàçìåðà
16× 16;

2. èñïîëüçîâàíèå áëîêîâ ðàçìåðà 4× 4.
Â äàííîì ñëó÷àå ñðàâíåíèå ñ àëãîðèòìîì FAME íå ïðîâîäèëîñü, ïîñêîëüêó îí ïðåäíà-
çíà÷åí òîëüêî äëÿ ðàáîòû ñ áëîêàìè ðàçìåðà 16× 16. Àëãîðèòì E3DRS ðàáîòàåò ñ áëî-
êàìè ïðîèçâîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà, ïîýòîìó äëÿ íåãî èñïîëüçîâàëîñü ðàçáèå-
íèå îáëàñòè êàäðà íà áëîêè ðàçìåðà 4× 4. Ïîñêîëüêó ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì ñïîñîáåí
àäàïòèâíî îïðåäåëÿòü ðàçìåð áëîêà (ñì. ðàçä. 3.4), äëÿ íåãî èñïîëüçîâàëîñü íà÷àëüíîå
ðàçáèåíèå îáëàñòè êàäðà íà áëîêè ðàçìåðà 16× 16, à âî âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ïðîèñ-
õîäèëî àäàïòèâíîå ðàçáèåíèå áëîêîâ íà ïîäáëîêè ïî ñõåìå 16× 16 → 8× 8 → 4× 4.
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Ðèñ. 3: Ñðàâíåíèå ∆Y-PSNR äëÿ ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ (ðàçìåð áëîêîâ 16× 16)

Â ñðàâíåíèè ïðèìåíÿëàñü ìåòðèêà Y-PSNR, âû÷èñëÿåìàÿ äëÿ êàæäîé ïàðû ñêîìïåíñèðî-
âàííûé/èñõîäíûé êàäð ïî èõ ÿðêîñòíûì êîìïîíåíòàì. Áîëüøèå çíà÷åíèÿ ìåòðèêè ñîîòâåò-
ñòâóþò ìåíüøåé ñêîìïåíñèðîâàííîé ðàçíèöå. Èíûìè ñëîâàìè, ÷åì âûøå ïîêàçàòåëü Y-PSNR,
òåì âûøå òî÷íîñòü íàéäåííûõ âåêòîðîâ äâèæåíèÿ. Äëÿ óäîáñòâà ñðàâíåíèÿ áûëà òàêæå âû-
÷èñëåíà ìåòðèêà ∆Y-PSNR, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçíîñòü çíà÷åíèé ìåòðèêè Y-PSNR
ñðàâíèâàåìîãî àëãîðèòìà è àëãîðèòìà E3DRS. Òàêæå áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñêîðîñòè îá-
ðàáîòêè êàäðîâ óêàçàííûìè ìåòîäàìè.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïåðâîãî ñöåíàðèÿ ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì äåìîíñòðèðóåò ëó÷øèå çíà-
÷åíèÿ Y-PSNR � ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåòâü íà ãðàôèêå (Ðèñ. 3) ëåæèò âûøå îñòàëüíûõ. Íåñìîò-
ðÿ íà íåêîòîðîå îòñòàâàíèå ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà ïî ñêîðîñòè îáðàáîòêè (Ðèñ. 4), îí, òåì
íå ìåíåå, îñóùåñòâëÿåò îáðàáîòêó êàäðîâ âèäåîïîòîêà ñ âûñîêîé ñêîðîñòüþ.

Êàê âèäíî èç Ðèñ. 5, ïðè èñïîëüçîâàíèè âòîðîãî ñöåíàðèÿ ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì
îïåðåæàåò àëãîðèòì E3DRS ïî ìåòðèêå Y-PSNR íà âñåõ âèäåîïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ, êðîìå
mother_daughter. Îäíàêî, ñóáúåêòèâíîå ñðàâíåíèå (Ðèñ. 7) äåìîíñòðèðóåò ïðåèìóùåñòâî îïè-
ñàííîãî ìåòîäà íà ýòîé âèäåîïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íà ïðèâåäåííîì êàäðå ëåãêî âèäåòü íåâåðíî
íàéäåííûå àëãîðèòìîì E3DRS âåêòîðû äâèæåíèÿ â îäíîðîäíûõ îáëàñòÿõ (îíè ìèíèìèçèðóþò
ñêîìïåíñèðîâàííóþ ðàçíèöó, íî èñòèííîìó äâèæåíèþ íå ñîîòâåòñòâóþò). Ïîëå âåêòîðîâ äâè-
æåíèÿ, ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà, â ýòèõ îáëàñòÿõ íàéäåíî âåðíî. Êàê
âèäíî, ðàçìåð áëîêîâ óìåíüøàåòñÿ íà ãðàíèöàõ îáúåêòîâ, ÷òî ïîäòâåðæäàåò ýôôåêòèâíîñòü
ðàáîòû ýòàïà ðàçáèåíèÿ áëîêîâ. Ïî ñêîðîñòè îáðàáîòêè (Ðèñ. 6) ðàçðàáîòàííûé ìåòîä îïåðå-
æàåò E3DRS íà âèäåî, ãäå ïðèñóòñòâóþò äîñòàòî÷íî áîëüøèå îäíîðîäíûå îáëàñòè, ïîñêîëüêó
â ýòèõ îáëàñòÿõ èñïîëüçóþòñÿ áëîêè ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà. Íà âèäåî, ãäå òàêèõ îáëàñòåé
íåò, îïèñàííûé ìåòîä óñòóïàåò ïî ñêîðîñòè E3DRS. Îäíàêî ñêîðîñòü îñòàåòñÿ ïðèåìëåìîé
äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìà â öåëÿõ îáðàáîòêè âèäåî â ðåàëüíîì âðåìåíè.

5 Ðåçóëüòàòû

Ðàçðàáîòàí àäàïòèâíûé àëãîðèòì îöåíêè èñòèííîãî äâèæåíèÿ, íå èìåþùèé íåêîòîðûõ
íåäîñòàòêîâ, ïðèñóùèõ àëãîðèòìàì ýòîãî òèïà, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè îáúåêòèâ-
íîãî è ñóáúåêòèâíîãî ñðàâíåíèé. Òåì íå ìåíåå, îñòàåòñÿ áîëüøîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ óëó÷øåíèÿ
ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà. Äàëüíåéøåå ïîâûøåíèå òî÷íîñòè ïëàíèðóåòñÿ äîñòè÷ü çà ñ÷åò
èñïîëüçîâàíèÿ ìíîãîêàäðîâîé ÎÄ è ôèëüòðàöèè ïîëÿ âåêòîðîâ äâèæåíèÿ âî âðåìåííîé
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Ðèñ. 4: Ñðàâíåíèå ñêîðîñòè îáðàáîòêè äëÿ ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ (ðàçìåð áëîêîâ 16× 16)
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Ðèñ. 5: Ñðàâíåíèå ∆Y-PSNR äëÿ ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ (ðàçìåð áëîêîâ 4× 4)
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Ðèñ. 6: Ñðàâíåíèå ñêîðîñòè îáðàáîòêè äëÿ ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ (ðàçìåð áëîêîâ 4× 4)

ïîëå âåêòîðîâ äâèæåíèÿ, ïîëó÷åííîå
àëãîðèòìîì E3DRS

ïîëå âåêòîðîâ äâèæåíèÿ, ïîëó÷åííîå
ðàçðàáîòàííûì àëãîðèòìîì

Ðèñ. 7: Âèçóàëüíîå ñðàâíåíèå ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà ñ E3DRS (êàäð âèäåîïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè mother_daughter)
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îáëàñòè. Â ìíîãîêàäðîâîé ÎÄ ïîâûøåíèå êà÷åñòâà äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò âîçìîæíîñòè ïîèñêà
ðåïåðíûõ áëîêîâ íå òîëüêî â ïðåäûäóùåì êàäðå, íî è â íåñêîëüêèõ äðóãèõ. Â ðÿäå ñëó÷àåâ
ýòî ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì ïîëó÷èòü ïðàâèëüíûå âåêòîðû äâèæåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè,
ìíîãîêàäðîâàÿ ÎÄ ïîçâîëÿåò êîððåêòíî âû÷èñëèòü âåêòîðû äâèæåíèÿ â îáëàñòÿõ, ãäå
äâèæóùèåñÿ îáúåêòû ïåðåêðûâàþò äðóã äðóãà. Àíàëèç èçìåíåíèÿ ïîëÿ âåêòîðîâ äâèæåíèÿ
âî âðåìåíè ïîçâîëÿåò âûÿâèòü îøèáî÷íûå âåêòîðû äâèæåíèÿ, êîòîðûå çàòåì ìîãóò áûòü
ñêîððåêòèðîâàíû (ôèëüòðàöèÿ ïîëÿ âåêòîðîâ äâèæåíèÿ).
Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì ðåàëèçîâàí â âèäå ôèëüòðà äëÿ ïðîãðàì-
ìû îáðàáîòêè âèäåî VirtualDub. Ôèëüòð ñâîáîäíî äîñòóïåí ïî àäðåñó
http://www.compression.ru/video/motion_estimation/index.html.
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Êàôåäðà Àëãîðèòìè÷åñêèõ ÿçûêîâ

1 Ââåäåíèå

Ìåòîä íåïîñðåäñòâåííîé èíòåãðàöèè âïåðâûå ïðåäëîæåí â ñòàòüå [1] â êà÷åñòâå ïîäõîäà ê
èíòåãðàöèè ðàçíîðîäíûõ ÿçûêîâûõ èçîáðàçèòåëüíûõ ñðåäñòâ â îäíîì ïðîåêòå. Ìåòîäó òàêæå
ïîñâÿùåíû ðàáîòû [2], [3], [4], [6] è [7].

Â îñíîâå ìåòîäà íåïîñðåäñòâåííîé èíòåãðàöèè ëåæèò ìîäåëèðîâàíèå ñðåäñòâàìè áàçîâî-
ãî ÿçûêà îäíîâðåìåííî âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè (ñåìàíòèêè) è èçîáðàçèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé
(ñèíòàêñèñà) àëüòåðíàòèâíîãî ÿçûêà. Ïðè ýòîì ñèíòàêñèñ àëüòåðíàòèâíîãî ÿçûêà ìîäåëèðóåò-
ñÿ áëèçêèìè ïî âèçóàëüíîìó âîñïðèÿòèþ àðèôìåòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè, çàïèñûâàåìûìè â
ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè ÿçûêà áàçîâîãî. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ââåäåíèåì îáúåêòîâ, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ïîíÿòèÿì àëüòåðíàòèâíîãî ÿçûêà è ïåðåîïðåäåëåíèåì ñèìâîëîâ èíôèêñíûõ îïåðàöèé
äëÿ òàêèõ îáúåêòîâ; ÿñíî, ÷òî äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà íåîáõîäèìî íàëè÷èå â áàçîâîì ÿçûêå
ñîîòâåòñòâóþùèõ âîçìîæíîñòåé.

Ìåòîä ïðàêòè÷åñêè ðåàëèçîâàí â áèáëèîòåêå InteLib, êîòîðàÿ ïðåäîñòàâëÿåò íàáîð êëàññîâ
ÿçûêà C++, ðåàëèçóþùèõ S-âûðàæåíèÿ [8] êàê ãåòåðîãåííûå ñòðóêòóðû äàííûõ. Ââîäèìûé
äëÿ ýòèõ êëàññîâ íàáîð èíôèêñíûõ îïåðàöèé ïîçâîëÿåò çàïèñûâàòü êîíñòðóêöèè, ÿâëÿþùè-
åñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ êîìïèëÿòîðà C++ àðèôìåòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè, êîòîðûå ñèíòàêñè÷å-
ñêè áëèçêè òðàäèöèîííûì äëÿ ÿçûêà Lisp S-âûðàæåíèÿì. Âòîðîé ñëîé áèáëèîòåêè ïîçâîëÿåò
ïðîèçâîäèòü âû÷èñëåíèÿ ýòèõ âûðàæåíèé, äîñòèãàÿ, òàêèì îáðàçîì, èõ ñåìàíòè÷åñêîé ýêâè-
âàëåíòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèì âûðàæåíèÿì ÿçûêà Lisp.

2 Ïðîáëåìû ðåàëèçàöèè ìîäåëè ÿçûêà Scheme

Èñõîäíî âû÷èñëåíèÿ êîíñòðóêöèé ÿçûêà Lisp â áèáëèîòåêå InteLib áûëè ðåàëèçîâàíû ïðî-
ñòåéøèì äëÿ ïîíèìàíèÿ ñïîñîáîì, à èìåííî, ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåêóðñèâíîãî âûçîâà ïðîãðàì-
ìû âû÷èñëåíèÿ âûðàæåíèÿ. Òàê, íàïðèìåð, ïðè âû÷èñëåíèè

(+ 1 (* 2 x) (* 3 x x))

âû÷èñëèòåëü ñíà÷àëà âûçûâàëñÿ äëÿ âñåãî âûðàæåíèÿ öåëèêîì. Ïîñêîëüêó äëÿ ïåðåäà÷è
óïðàâëåíèÿ ôóíêöèè ¾+¿ íåîáõîäèìî ñíà÷àëà âû÷èñëèòü å¼ àðíóìåíòû, âû÷èñëèòåëü âûçûâàë
ðåêóðñèâíî ñàì ñåáÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ (ïîî÷åð¼äíî) âûðàæåíèé 1, (* 2 x) è (* 3 x x). Áóäó-
÷è âûçâàííûì äëÿ êîíñòàíòû 1, îí íåìåäëåííî âîçâðàùàë óïðàâëåíèå, ïîñêîëüêó äåéñòâèå
ïî âû÷èñëåíèþ êîíñòàíòû ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíûì. Áóäó÷è äàëåå âûçâàííûì äëÿ (* 2 x),
âû÷èñëèòåëü âíîâü ðåêóðñèâíî âûçûâàë ñàì ñåáÿ óæå äëÿ âûðàæåíèé 2 è x; â ïåðâîì ñëó-
÷àå óïðàâëåíèå âîçâðàùàëîñü íåìåäëåííî, âî âòîðîì � àíàëèçèðîâàëñÿ òåêóùèé ëåêñè÷åñêèé
êîíòåêñò, è âîçâðàùàëîñü çíà÷åíèå, ëåêñè÷åñêè ñâÿçàííîå ñ x (òî åñòü ëîêàëüíîå), åñëè òàêî-
âîå ïðèñóòñòâîâàëî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âîçâðàùàëîñü äèíàìè÷åñêîå (ãëîáàëüíîå) çíà÷åíèå
x. Ïîëó÷èâ âñå çíà÷åíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ âûçîâà ôóíêöèè ¾*¿, âû÷èñëèòåëü âûçûâàë òå-
ëî ôóíêöèè, ïðåäâàðèòåëüíî ñôîðìèðîâàâ âåêòîð èç å¼ ôàêòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷àë
çíà÷åíèå, âîçâðàùàë óïðàâëåíèå, è ò. ä.

Â ïåðâîé (ïðîáíîé) âåðñèè áèáëèîòåêè InteLib, íàïèñàííîé â 1999 ãîäó, ðåçóëüòàò ðàáîòû
âû÷èñëèòåëÿ âîçâðàùàëñÿ êàê çíà÷åíèå ôóíêöèè. Äëÿ îïòèìèçàöèè îñòàòî÷íîé ðåêóðñèè, à
òàêæå äëÿ ðåàëèçàöèè ôîðìû SETF ìåõàíèçì âîçâðàòà çíà÷åíèé áûë óñîâåðøåíñòâîâàí óæå âî
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âòîðîé âåðñèè: â ôóíêöèþ, âû÷èñëÿþùóþ S-âûðàæåíèå, ñòàë ïåðåäàâàòüñÿ äîïîëíèòåëüíûé
ïàðàìåòð, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé îáúåêò ñïåöèàëüíîãî êëàññà, êîòîðûé îòâå÷àë çà ïåðåêëþ÷å-
íèå ëåêñè÷åñêèõ êîíòåêñòîâ, âîññòàíîâëåíèå çíà÷åíèé äèíàìè÷åñêè ñâÿçûâàåìûõ ïåðåìåííûõ
è õðàíåíèå âîçâðàùàåìîãî çíà÷åíèÿ, ïðè÷¼ì âîçâðàò ðåçóëüòàòà âû÷èñëåíèÿ ñòàëî âîçìîæíî
ïðîèçâîäèòü â ñîîòâåòñòâèè ñ îäíîé èç òð¼õ ìîäåëåé: âåðíóòü îáû÷íîå çíà÷åíèå, âåðíóòü ññûë-
êó íà èìåþùóþñÿ ñòðóêòóðó äàííûõ (íàïðèìåð, íà ëåâóþ èëè ïðàâóþ ÷àñòü ñóùåñòâóþùåé
òî÷å÷íîé ïàðû), ëèáî âåðíóòü âûðàæåíèå, êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü ïîäëåæèò âû÷èñëåíèþ. Âòî-
ðàÿ èç ïåðå÷èñëåííûõ ìîäåëåé ñäåëàëà âîçìîæíîé ðåàëèçàöèþ SETF, òðåòüÿ � îïòèìèçàöèþ
îñòàòî÷íîé ðåêóðñèè. Òàê èëè èíà÷å, äëÿ âû÷èñëåíèÿ àðãóìåíòîâ ôóíêöèè, à òàêæå äëÿ âûçî-
âà äðóãèõ ôóíêöèé â ôóíêöèÿõ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ (òàêèõ êàê MAPCAR èëè SORT) âû÷èñëèòåëü
ïðîäîëæàë äåëàòü ðåêóðñèâíûå âûçîâû ñàìîãî ñåáÿ.

Äëÿ âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè ÿçûêà Scheme òàêàÿ ðåàëèçàöèÿ îêàçûâàåòñÿ íåïðèåìëåìà
èç-çà íàëè÷èÿ â ýòîì ÿçûêå ìåõàíèçìà ïðîäîëæåíèé (continuations), ðåàëèçóåìîãî ôóíêöè-
åé CALL-WITH-CURRENT-CONTINUATION (èëè ïðîñòî CALL/CC). Ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
ïðîäîëæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé, êîòîðûå íåîáõîäèìî âûïîë-
íèòü äî çàâåðøåíèÿ âû÷èñëåíèé. Êàæäîå ýëåìåíòàðíîå äåéñòâèå, òàêîå êàê âû÷èñëåíèå êîí-
ñòàíòû èëè ïðèìåíåíèå ôóíêöèè ê âû÷èñëåííûì àðãóìåíòàì, ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïåðåõîä
îò îäíîãî ïðîäîëæåíèÿ ê äðóãîìó; èíîãäà òàêæå ãîâîðÿò, ÷òî íîâîå (î÷åðåäíîå) ïðîäîëæåíèå
âîçíèêàåò â òîò æå ìîìåíò, êîãäà íà÷èíàåòñÿ âûïîëíåíèå î÷åðåäíîãî ýëåìåíòàðíîãî âû÷èñëå-
íèÿ, è îæèäàåò çíà÷åíèÿ. Òàê, íàïðèìåð, ïðè âû÷èñëåíèè

(+ (* a 15) (* b 25))

ïåðâîå ïðîäîëæåíèå èìååò âèä ¾âû÷èñëèòü âûðàæåíèå öåëèêîì¿; îò íåãî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïå-
ðåõîä ê ïðîäîëæåíèþ ¾ïîëó÷èòü çíà÷åíèå, çàòåì âû÷èñëèòü (* b 25), çàòåì ê äâóì ïîñëåä-
íèì çíà÷åíèÿì ïðèìåíèòü +¿. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ýòî âòîðîå ïðîäîëæåíèå âîçíèêàåò â òîò
æå ìîìåíò, êîãäà íà÷èíàåòñÿ âû÷èñëåíèå (* a 15), è îæèäàåò åãî ðåçóëüòàòà.

Ôóíêöèÿ CALL/CC ïîçâîëÿåò ¾çàêîíñåðâèðîâàòü¿ òåêóùåå ïðîäîëæåíèå, ñ òåì ÷òîáû ïîçæå
ìîæíî áûëî âûïîëíèòü òå æå äåéñòâèÿ, íî íà÷àëüíûé ðåçóëüòàò äàòü äðóãîé.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü îïèñàííóþ âûøå ïðîñòóþ ðåêóðñèâíóþ ðåàëèçàöèþ âû÷èñëèòåëÿ, îêà-
æåòñÿ, ÷òî èíôîðìàöèÿ, ñîñòàâëÿþùàÿ ïðîäîëæåíèå, ðàññåÿíà ïî ëîêàëüíûì ïåðåìåííûì
ìíîãèõ îäíîâðåìåííî àêòèâíûõ ýêçåìïëÿðîâ ôóíêöèè-âû÷èñëèòåëÿ, è, áîëåå òîãî, ÷àñòü èí-
ôîðìàöèè âîîáùå íå ÿâëÿåòñÿ ÿâíî äîñòóïíîé: äåéñòâèòåëüíî, èíôîðìàöèÿ î ïðåäñòîÿùåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèé îêàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíà ñîâîêóïíîñòüþ àäðåñîâ âîçâðàòà, ñî-
õðàí¼ííûõ â ñòåêå, êîòîðûå â ÿâíîì âèäå ïðîãðàììèñòó íåäîñòóïíû, âî âñÿêîì ñëó÷àå, åñëè ãî-
âîðèòü î øòàòíûõ ïåðåíîñèìûõ ñðåäñòâàõ. Èçâåñòíà ðåàëèçàöèÿ ìåõàíèçìà ïðîäîëæåíèé äëÿ
ÿçûêà C, îñíîâàííàÿ íà íåäîêóìåíòèðîâàííûõ îñîáåííîñòÿõ ôóíêöèé setjmp() è longjmp()
(ñì. [11]), îäíàêî ãàðàíòèðîâàòü ïåðåíîñèìîñòü òàêîãî ðåøåíèÿ íåâîçìîæíî.

3 Èäåÿ ïðèìåí¼ííîãî ðåøåíèÿ

Êàê ìîæíî çàìåòèòü, ïðè ðàáîòå ñ ïðîäîëæåíèåì ðå÷ü èä¼ò î äâóõ îñíîâíûõ ñóùíîñòÿõ:
î äåéñòâèÿõ, êîòîðûå íåîáõîäèìî âûïîëíèòü, è î ñîõðàí¼ííûõ çíà÷åíèÿõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
ðåçóëüòàòàìè óæå âûïîëíåííûõ äåéñòâèé.

Ëåãêî âèäåòü òàêæå, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè âû÷èñëåíèé á�îëüøèõ óðîâíåé âëîæåííîñòè îäíè
äåéñòâèÿ ïî ìåðå èõ âûïîëíåíèÿ ìîãóò çàìåíÿòüñÿ äðóãèìè ëèáî ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ â ãî-
òîâûå çíà÷åíèÿ, ïðè÷¼ì ÷åì ïîçäíåå áûëî ïîëó÷åíî çíà÷åíèå, òåì ðàíüøå îíî ïîíàäîáèòñÿ
ïðè âûçîâå î÷åðåäíîé ôóíêöèè; àíàëîãè÷íî, ÷åì ïîçäíåå â ñïèñîê íåâûïîëíåííûõ äåéñòâèé
ïîïàëà òà èëè èíàÿ îïåðàöèÿ, òåì ðàíüøå íàñòàíåò ìîìåíò, êîãäà å¼ ïðèä¼òñÿ âûïîëíèòü.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðîäîëæåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõ ñòåêîâ: â îäíîì áóäåì ñî-
õðàíÿòü îïåðàöèè, êîòîðûå íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè, âî âòîðîì � çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ïîçäíåå
ñòàíóò àðãóìåíòàìè îïåðàöèé. Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ âûðàæåíèÿ (+
(* a 15) (* b 25) 7) ïðè çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ a è b, ñîîòâåòñòâåííî, 10 è 100. Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü øàãîâ (ïðîäîëæåíèé) òàêîãî âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàíà â òàáë. 1.

Ïðè ýòîì ìû îáîçíà÷àåì ñëîâîì EVAL îïåðàöèþ, ñîñòîÿùóþ â âû÷èñëåíèè çàäàííîãî âûðà-
æåíèÿ, à ñëîâîì CALL � ïðèìåíåíèå çàäàííîé ôóíêöèè ê çàäàííîìó êîëè÷åñòâó àðãóìåíòîâ.

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2008, âûïóñê �5
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� øàãà Ñòåê çíà÷åíèé Ñòåê îïåðàöèé
1 ∅ EVAL (+ (* a 15) (* b 25) 7)
2 ∅ EVAL (* a 15)

EVAL (* b 25)
EVAL 7
CALL/3 +

3 ∅ EVAL a
EVAL 15
CALL/2 *
EVAL (* b 25)
EVAL 7
CALL/3 +

4 10 EVAL 15
CALL/2 *
EVAL (* b 25)
EVAL 7
CALL/3 +

5 15 CALL/2 *
10 EVAL (* b 25)

EVAL 7
CALL/3 +

6 150 EVAL (* b 25)
EVAL 7
CALL/3 +

7 150 EVAL b
EVAL 25
CALL/2 *
EVAL 7
CALL/3 +

8 100 EVAL 25
150 CALL/2 *

EVAL 7
CALL/3 +

9 25 CALL/2 *
100 EVAL 7
150 CALL/3 +

10 2500 EVAL 7
150 CALL/3 +

11 7 CALL/3 +
2500
150

12 2657 ∅

Òàáëèöà 1: Ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîäîëæåíèé

Ïåðâàÿ îïåðàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ çà îäèí øàã äëÿ êîíñòàíò è ïåðåìåííûõ, ò.å. îïåðàöèÿ óáèðàåòñÿ
èç ñòåêà äåéñòâèé, à â ñòåê ðåçóëüòàòîâ äîáàâëÿåòñÿ çíà÷åíèå. Äëÿ âûçîâîâ ôóíêöèé îïåðà-
öèÿ EVAL âûïîëíÿåòñÿ èíà÷å: ñàìà îíà èç ñòåêà äåéñòâèé óáèðàåòñÿ, à âìåñòî íå¼ çàíîñèòñÿ
îïåðàöèÿ CALL äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî êîëè÷åñòâà ïàðàìåòðîâ è îïåðàöèè EVAL äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ êàæäîãî àðãóìåíòà ôóíêöèè; ñòåê ðåçóëüòàòîâ ïðè ýòîì íå ìåíÿåòñÿ. Íàêîíåö, îïåðàöèÿ
CALL èçâëåêàåò èç ñòåêà ðåçóëüòàòîâ ñîîòâåòñòâóþùåå êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ, ïðèìåíÿåò ê
íèì çàäàííóþ ôóíêöèþ, à çàòåì ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïîìåùàåò ñíîâà â ñòåê ðåçóëüòàòîâ.

Øàãè, ïåðå÷èñëåííûå â òàáëèöå, ñîîòâåòñòâóþò â òåîðåòè÷åñêîé òåðìèíîëîãèè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ïðîäîëæåíèé. Âû÷èñëåíèÿ ñ÷èòàþòñÿ îêîí÷åííûìè, êîãäà ñòåê äåéñòâèé ïóñò, òî
åñòü ïðîäîëæåíèå ñ ïóñòûì ñòåêîì äåéñòâèé ñ÷èòàåòñÿ êîíå÷íûì. Ê ýòîìó ìîìåíòó â ñòå-

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2008, âûïóñê �5
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êå ðåçóëüòàòîâ äîëæíî îñòàòüñÿ ðîâíî îäíî çíà÷åíèå, êîòîðîå è îáúÿâëÿåòñÿ îêîí÷àòåëüíûì
ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèÿ.

ßñíî, ÷òî â ñîõðàíåíèè âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ ïðîäîëæåíèé íåò íèêàêîãî ïðàêòè÷åñêîãî
ñìûñëà, åñëè òîëüêî íå âûïîëíÿþòñÿ ôóíêöèè, ¾êîíñåðâèðóþùèå¿ òåêóùåå ïðîäîëæåíèå. Òà-
êèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî èìåòü îäèí ýêçåìïëÿð ñòåêîâ è èçìåíÿòü èõ, à ïðè íåîáõîäèìîñòè
äëÿ öåëåé ¾êîíñåðâèðîâàíèÿ¿ ñîçäàâàòü êîïèè.

Ïðè ðåàëèçàöèè â îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîì îêðóæåíèè åñòåñòâåííîé âûãëÿäèò èíêàïñó-
ëÿöèÿ îáîèõ ñòåêîâ â êëàññ, êîòîðûé è íàçûâàåòñÿ Continuation (ò.å. ¾ïðîäîëæåíèå¿), ïðè÷¼ì
òàêîé îáúåêò äîëæåí èìåòü ìåòîäû ïî äîáàâëåíèþ íîâûõ çàäàíèé, ïî èçâëå÷åíèþ ðåçóëüòàòîâ,
à òàêæå ìåòîä, âûïîëíÿþùèé îäèí øàã âû÷èñëåíèé, èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, ïåðåõîä ê ñëåäóþùåìó
ïðîäîëæåíèþ.

Îáúåêò òàêîãî êëàññà ìîæåò ïðè æåëàíèè ðàññìàòðèâàòüñÿ è êàê ñâîåãî ðîäà âèðòóàëüíàÿ
ìàøèíà, èñïîëíÿþùàÿ ïðîãðàììû íà ÿçûêå Scheme.1

Ïîñêîëüêó îáúåêò, ïðåäñòàâëÿþùèé ïðîäîëæåíèå, íåèçáåæíî äîëæåí ñóùåñòâîâàòü è áûòü
äîñòóïíûì âî âñ¼ì êîäå, èìåþùåì îòíîøåíèå ê âû÷èñëåíèþ S-âûðàæåíèé (èñïîëíåíèþ ïðî-
ãðàììû íà Scheme), íà ýòîò îáúåêò ìîæíî òàêæå âîçëîæèòü íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå
ôóíêöèè, òàêèå êàê óïðàâëåíèå ñâÿçûâàíèåì ëîêàëüíûõ ïåðåìåííûõ (èíà÷å ãîâîðÿ, óïðàâ-
ëåíèå ¾ëåêñè÷åñêèìè êîíòåêñòàìè¿) è ïîääåðæêó ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé âîçâðàòà çíà÷åíèÿ èç
ôóíêöèè.

4 Ðàáî÷àÿ ðåàëèçàöèÿ

4.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

4.1.1 Ñòðóêòóðà áèáëèîòåêè InteLib

Áèáëèîòåêà InteLib ñïðîåêòèðîâàíà â íåñêîëüêî ñëî¼â, ïðè÷¼ì íèæíèé ñëîé ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé S-âûðàæåíèÿ, âîñïðèíèìàåìûå êàê ãåòåðîãåííûå ñòðóêòóðû äàííûõ â îòðûâå îò êàêèõ-
ëèáî âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäåëåé [6].

Âåðõíèé ñëîé áèáëèîòåêè ñîäåðæèò ïîäñèñòåìû, îòíîñÿùèåñÿ ê âû÷èñëèòåëüíûì ìîäåëÿì
ðàçëè÷íûõ ÿçûêîâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äèñòðèáóòèâ áèáëèîòåêè ñîäåðæèò ìîäåëè ÿçûêîâ Lisp,
Scheme è Refal, ïðè÷¼ì ïîñëåäíÿÿ ïîêà íàõîäèòñÿ â ñòàäèè ýêñïåðèìåíòàëüíîãî êîäà. Âåäóòñÿ
òàêæå ðàáîòû íàä ìîäåëÿìè ÿçûêîâ Planner, Prolog, Datalog è Erlang. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü
îáùåå äëÿ âñåõ ýòèõ ÿçûêîâ ñâîéñòâî: âñå îíè èñïîëüçóþò ãåòåðîãåííûå ñòðóêòóðû äàííûõ,
îñíîâàííûå íà îäíîñâÿçíûõ ñïèñêàõ, ò.å. S-âûðàæåíèÿ, õîòÿ ïðè îïèñàíèè ýòèõ ÿçûêîâ òåðìèí
¾S-âûðàæåíèå¿ ïî÷åìó-òî îáû÷íî íå óïîòðåáëÿåòñÿ.

Êðîìå âåðõíåãî è íèæíåãî ñëî¼â, áèáëèîòåêà èìååò òàêæå ïðîìåæóòî÷íûé ñëîé, â êî-
òîðîì ðåàëèçîâàíû íåêîòîðûå èíñòðóìåíòàëüíûå ñðåäñòâà äëÿ ðàáîòû ñ S-âûðàæåíèÿìè, â
÷àñòíîñòè � ñðåäñòâà ðàáîòû ñ ïîòîêàìè ââîäà-âûâîäà, ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà òåêñòîâîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ S-âûðàæåíèé è ò.ï. Òàêæå â ýòîò ñëîé âûíåñåíû îáùèå äëÿ ðàçëè÷íûõ âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ ìîäåëåé ÷àñòè, èìåþùèå îòíîøåíèå ê âû÷èñëåíèþ S-âûðàæåíèé.

Áèáëèîòåêà îðèåíòèðîâàíà íà ðàáîòó â ¾÷èñòî êîìïèëèðóåìîì¿ îêðóæåíèè è èñïîëüçî-
âàíèå àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèé C++, çàìåíÿþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèå êîíñòðóêöèè ìîäå-
ëèðóåìûõ ÿçûêîâ. Òåì íå ìåíåå, â ìóëüòèïàðàäèãìàëüíîì îêðóæåíèè ïðàêòè÷åñêè âñåãäà
âîçíèêàåò íàñòîé÷èâàÿ ïîòðåáíîñòü â íàïèñàíèè íåêîòîðûõ ìîäóëåé öåëèêîì â ñèíòàêñèñå
îðèãèíàëüíîãî (èìïîðòèðóåìîãî) ÿçûêà. Â äèñòðèáóòèâ áèáëèîòåêè InteLib âõîäÿò òðàíñëÿ-
òîðû äëÿ êàæäîãî èç ìîäåëèðóåìûõ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùèå íà îñíîâàíèè
òåêñòà íà òàêîì ÿçûêå ïîñòðîèòü ìîäóëü íà C++, ñîñòîÿùèé èç çàãîëîâî÷íîãî ôàéëà è ôàéëà
ðåàëèçàöèè è èñïîëüçóþùèé êîíñòðóêöèè áèáëèîòåêè InteLib. Êðîìå òîãî, äëÿ öåëåé îòëàäêè
â áèáëèîòåêó âõîäÿò è ðàñøèðÿåìûå èíòåðàêòèâíûå èíòåðïðåòàòîðû ÿçûêîâ Lisp è Scheme;
ïðè íåîáõîäèìîñòè ýòè èíòåðïðåòàòîðû ìîæíî âêëþ÷àòü è â ïîëüçîâàòåëüñêèå ïðèëîæåíèÿ â
êà÷åñòâå âñòðîåííûõ.

1Åñòåñòâåííî, çäåñü èìååòñÿ â âèäó âíóòðåííåå ïðåäñòàâëåíèå ïðîãðàìì, ïîñêîëüêó çàäà÷è ëåêñè÷åñêîãî è
ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà êîäà îòíîñÿòñÿ ê ñîâåðøåííî èíîé ïðîáëåìíîé îáëàñòè.
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4.1.2 Ñîãëàøåíèÿ îá èìåíîâàíèÿõ êëàññîâ â áèáëèîòåêå InteLib

Îòìåòèì, ÷òî â áèáëèîòåêå InteLib S-âûðàæåíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïðåäñòàâëÿþòñÿ îáúåê-
òàìè êëàññîâ, èìåþùèõ îáùåãî àáñòðàêòíîãî ïðåäêà SExpression. Èìåíà êëàññîâ, ïðåäñòàâëÿ-
þùèõ êîíêðåòíûå òèïû S-âûðàæåíèé è îòíîñÿùèõñÿ ê íèæíåìó ñëîþ áèáëèîòåêè, íà÷èíàþòñÿ
ñ ïðåôèêñà SExpression; òàêîå æå ñîãëàøåíèå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ êëàññîâ ïðîìåæóòî÷íîãî (èí-
ñòðóìåíòàëüíîãî) ñëîÿ.

Êëàññû S-âûðàæåíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê êîíêðåòíûì âû÷èñëèòåëüíûì ìîäåëÿì (Lisp, Scheme,
Refal) èìåþò â íàçâàíèè ïðåôèêñ, óêàçûâàþùèé íà ñîîòâåòñòâóþùóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ìîäåëü
(ñîîòâåòñòâåííî ïðåôèêñû LExpression, SchExpression è RfExpression).

Ðàáîòà ñ S-âûðàæåíèÿìè ñòðîèòñÿ ÷åðåç ñèñòåìó ¾óìíûõ óêàçàòåëåé¿ è ¾âåäóùèõ óêà-
çàòåëåé¿ (smart pointers è master pointers â òåðìèíîëîãèè êíèãè [12]). Óìíûå óêàçàòåëè �
ýòî îáúåêòû, âåäóùèå ñåáÿ ïîäîáíî óêàçàòåëÿì, íî âûïîëíÿþùèå êàêèå-ëèáî äîïîëíèòåëü-
íûå ôóíêöèè; â ñëó÷àå áèáëèîòåêè InteLib íàèáîëåå âàæíàÿ èç òàêèõ ôóíêöèé � ïîääåðæêà
ñ÷¼ò÷èêîâ ññûëîê, ïîçâîëÿþùàÿ àâòîìàòè÷åñêè óíè÷òîæàòü îáúåêòû S-âûðàæåíèé, íà êîòî-
ðûå áîëüøå íèêòî íå ññûëàåòñÿ. Êðîìå òîãî, íà óìíûå óêàçàòåëè âîçëàãàåòñÿ ðÿä ôóíêöèé,
ñïåöèôè÷íûõ äëÿ S-âûðàæåíèé, òàêèõ êàê êîìïîçèöèÿ è äåêîìïîçèöèÿ ñïèñêîâ, êîíâåðñèÿ
âî âñòðîåííûå òèïû è ò.ä. Âñå óìíûå óêàçàòåëè â áèáëèîòåêå InteLib íàñëåäóþòñÿ îò êëàñ-
ñà SReference, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñíîâíîé ìåõàíèçì äîñòóïà ê S-âûðàæåíèÿì.
Êëàññû óìíûõ óêàçàòåëåé, ââîäèìûå äëÿ îáñëóæèâàíèÿ ñïåöèôè÷åñêèõ òèïîâ S-âûðàæåíèé,
èìåþò èìåíà, ïîëó÷åííûå èç íàçâàíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ S-âûðàæåíèé ïóò¼ì óäàëå-
íèÿ ñëîâà Expression è äîáàâëåíèÿ ñóôôèêñà Ref: íàïðèìåð, õåø-òàáëèöû â InteLib ïðåä-
ñòàâëÿþòñÿ êëàññîì SExpressionHashTable, à ñîîòâåòñòâóþùèé èì êëàññ óìíîãî óêàçàòå-
ëÿ èìååò èìÿ SHashTableRef; àíàëîãè÷íî, ñèìâîë ÿçûêà Scheme ïðåäñòàâëÿåòñÿ êëàññîì
SchExpressionSymbol, à ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ óìíîãî óêàçàòåëÿ íàçûâàåòñÿ SchSymbolRef.

Âåäóùèå óêàçàòåëè îòëè÷àþòñÿ îò óìíûõ óêàçàòåëåé òåì, ÷òî ñàìè àâòîìàòè÷åñêè ñîçäà-
þò îáúåêò, íà êîòîðûé óêàçûâàþò. Â áèáëèîòåêå InteLib êëàññû âåäóùèõ óêàçàòåëåé âñåãäà
íàñëåäóþòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ óìíûõ óêàçàòåëåé è èìåþò èìåíà, ïîëó÷åííûå îòáðàñûâà-
íèåì ñóôôèêñà Ref; òàê, âåäóùèå óêàçàòåëè äëÿ õåø-òàáëèö íàçûâàþòñÿ SHashTable, à äëÿ
ñèìâîëîâ ÿçûêà Scheme � SchSymbol.

Äëÿ îáðàáîòêè èñêëþ÷èòåëüíûõ ñèòóàöèé èñïîëüçóåòñÿ êëàññ, íàçûâàåìûé IntelibX è åãî
ïîòîìêè, íàçâàíèÿ êîòîðûõ ôîðìèðóþòñÿ äîáàâëåíèåì ê ïðåôèêñó IntelibX ñëîâ, îáîçíà÷à-
þùèõ êîíêðåòíóþ îøèáî÷íóþ ñèòóàöèþ, ïðè÷¼ì ýòè ñëîâà íàáèðàþòñÿ â íèæíåì ðåãèñòðå
÷åðåç ñèìâîë ïîä÷¼ðêèâàíèÿ; íàïðèìåð, àðèôìåòè÷åñêèå ôóíêöèè ïðè ïîäà÷å èì íå÷èñëîâûõ
àðãóìåíòîâ âûáðàñûâàþò èñêëþ÷åíèå IntelibX_not_a_number.

Êëàññû, íå îòíîñÿùèåñÿ ê òð¼ì âûøåîïèñàííûì èåðàðõèÿì, ò.å. íå ÿâëÿþùèåñÿ íè S-
âûðàæåíèåì, íè óìíûì ëèáî âåäóùèì óêàçàòåëåì S-âûðàæåíèÿ, íè êëàññîì îøèáîê, èìå-
íóþòñÿ ñ îáÿçàòåëüíûì èñïîëüçîâàíèåì ïðåôèêñà Intelib (äëÿ íèæíåãî ñëîÿ áèáëèîòåêè),
ëèáî ïðåôèêñîâ Lisp, Scheme, Refal äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäñèñòåì. Òàê, êëàññ ñèíòàêñè÷å-
ñêîãî àíàëèçàòîðà òåêñòîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ S-âûðàæåíèé íàçûâàåòñÿ IntelibReader, à åãî
ïîòîìîê, àäàïòèðîâàííûé ïîä êîíêðåòèêó êîäà íà Scheme, íàçûâàåòñÿ SchemeReader.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìè ñîãëàøåíèÿìè êëàññ, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîíÿòèþ ïðîäîëæåíèÿ, èç-
íà÷àëüíî íàçûâàëñÿ SchemeContinuation. Òàêîãî íàçâàíèÿ ìû è áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ â èç-
ëîæåíèè.

4.2 Îñíîâíûå ïðèíöèïû ðåàëèçàöèè êëàññà SchemeContinuation

Îñíîâîé ðåàëèçàöèè êëàññà SchemeContinuation ÿâëÿþòñÿ ñòåê äåéñòâèé (ToDo stack) è
ñòåê ðåçóëüòàòîâ (result stack). Ñòåê ðåçóëüòàòîâ ðåàëèçîâàí â âèäå ìàññèâà ýëåìåíòîâ òèïà
SReference, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ôðàãìåíòû ýòîãî ñòåêà â êà÷åñòâå âåêòîðîâ ïàðà-
ìåòðîâ ïðè âûçîâå ôóíêöèé, èçáåãàÿ, òàêèì îáðàçîì, âûäåëåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè ïðè
êàæäîì âûçîâå Scheme-ôóíêöèè. Ñàì ìàññèâ ñîçäà¼òñÿ â äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè ïðè ñîçäàíèè
îáúåêòà SchemeContinuation è ïðè íåîáõîäèìîñòè ðàñøèðÿåòñÿ (êàæäûé ðàç âäâîå). Ïðàêòèêà
ïîêàçàëà, ÷òî òàêàÿ íåîáõîäèìîñòü (ïðè íà÷àëüíîì ðàçìåðå ìàññèâà 256 ýëåìåíòîâ) âîçíèêàåò
ðåäêî.
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Ñòåê äåéñòâèé òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèíàìè÷åñêè ðàñøèðÿåìûé ìàññèâ, íî åãî ýëå-
ìåíòû èìåþò áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó. Êàæäûé ýëåìåíò ñîäåðæèò êîä îïåðàöèè èç íåêî-
òîðîãî ïðåäîïðåäåë¼ííîãî ìíîæåñòâà, îïöèîíàëüíûé ïàðàìåòð, à òàêæå ïîëå äëÿ õðàíåíèÿ
îòëàäî÷íîé èíôîðìàöèè î ñòåêå âûçîâîâ Lisp-ôîðì; ïîñëåäíåå ìîæåò áûòü èñêëþ÷åíî ïðè
êîìïèëÿöèè áèáëèîòåêè çàäàíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé äèðåêòèâû óñëîâíîé êîìïèëÿöèè.

Êðîìå ýòèõ äâóõ ñòåêîâ, â îáúåêòå õðàíèòñÿ òàêæå óêàçàòåëü íà òåêóùèé (àêòèâíûé) ¾ëåê-
ñè÷åñêèé êîíòåêñò¿. Êëàññ òàêæå ââîäèò äâà ñòàòè÷åñêèõ ïîëÿ äëÿ ïîääåðæêè ìåõàíèçìà
ïðåðûâàíèÿ âû÷èñëåíèé.

4.3 Îñíîâíûå êîäû îïåðàöèé

Ðàáîòà ñ îáúåêòîì SchemeContinuation îáû÷íî íà÷èíàåòñÿ ñ ïîìåùåíèÿ â ñòåê äåéñòâèé
îïåðàöèè ¾ïðîñòî âû÷èñëèòü¿ ñ ïàðàìåòðîì, â êà÷åñòâå êîòîðîãî âûñòóïàåò ïîäëåæàùåå âû-
÷èñëåíèþ âûðàæåíèå. Ñîîòâåòñòâóþùèé êîä îïåðàöèè � just_evaluate.

Âòîðàÿ íàèáîëåå ÷àñòî óïîòðåáëÿåìàÿ2 îïåðàöèÿ � âûçîâ ôóíêöèè äëÿ çàäàííîãî êîëè-
÷åñòâà àðãóìåíòîâ. Ïîñêîëüêó â ÿçûêå Scheme ñàì îáúåêò âûçûâàåìîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü
ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèÿ, ïðè÷¼ì òàêîå âû÷èñëåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîèñõîäèò äî âû÷èñëå-
íèÿ ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïåðàöèÿ ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè N �
çàäàííîå êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ, òî îò âåðøèíû ñòåêà îòñ÷èòûâàåòñÿ N ïîçèöèé, èç ïîëó÷åí-
íîé ïîçèöèè èçâëåêàåòñÿ îáúåêò ôóíêöèè, ïîñëå ÷åãî äëÿ ýòîãî îáúåêòà ïðîèçâîäèòñÿ âûçîâ
âèðòóàëüíîãî ìåòîäà, îòâåòñòâåííîãî çà ñîáñòâåííî ïðèìåíåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî îáúåêòà ê
àðãóìåíòàì, ïðè÷¼ì â êà÷åñòâå âåêòîðà àðãóìåíòîâ ïåðåäà¼òñÿ àäðåñ ïîçèöèè â ñòåêå, ñëå-
äóþùåé çà ïîçèöèåé, èç êîòîðîé èçâëå÷¼í îáúåêò-ôóíêöèÿ. Óêàçàòåëü ñòåêà ïðåäâàðèòåëüíî
îòêàòûâàåòñÿ íà N+1 ïîçèöèþ, òàê ÷òî ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ ôóíêöèè áóäåò çàïèñàí â ýëå-
ìåíò ìàññèâà (ñòåêà), ðàíåå ñîäåðæàâøèé îáúåêò ôóíêöèè è íå çàäåéñòâîâàííûé äëÿ õðàíåíèÿ
ïàðàìåòðîâ.

Èç ñîîáðàæåíèé ýôôåêòèâíîñòè îïåðàöèÿ ¾âûçîâ ôóíêöèè äëÿ N àðãóìåíòîâ¿ íå èñïîëü-
çóåò ïîëå ïàðàìåòðà äëÿ õðàíåíèÿ ÷èñëà N. Âìåñòî ýòîãî çà êîä èìåííî ýòîé îïåðàöèè ïðè-
íèìàåòñÿ ëþáîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, çàïèñàííîå â ïîëå êîäà îïåðàöèè, ò.å. ÷èñëî 0 ñî-
îòâåòñòâóåò âûçîâó ôóíêöèè áåç àðãóìåíòîâ, ÷èñëî 1 � âûçîâó óíàðíîé ôóíêöèè è ò.ä. Âñå
îñòàëüíûå îïåðàöèè èìåþò îòðèöàòåëüíûå êîäû, â ÷àñòíîñòè, îïåðàöèÿ just_evaluate èìååò
êîä -1.

Êðîìå òîãî, äëÿ óäîáñòâà ââîäÿòñÿ ñëåäóþùèå êîìàíäû:

• evaluate_prepared âû÷èñëÿåò ñâîé ïàðàìåòð; îòëè÷àåòñÿ îò just_evaluate ïðåäïîëîæå-
íèåì, ÷òî âñå àðãóìåíòû óæå âû÷èñëåíû. Ïðèìåíÿåòñÿ îáû÷íî ïðè âû÷èñëåíèè ôóíêöèé
âûñøèõ ïîðÿäêîâ.

• evaluate_progn âû÷èñëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðì, â êà÷åñòâå êîòîðîé ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ïàðàìåòð; åñòåñòâåííî, ïàðàìåòð äîëæåí ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ñïèñîê. Ýòà îïåðàöèÿ
ââåäåíà äëÿ óäîáñòâà è ïðèìåíÿåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè âûïîëíåíèè îáû÷íûõ ôóíêöèé, íà-
ïèñàííûõ íà Scheme, à òàêæå è â äðóãèõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ÿçûê ïðåäïîëàãàåò âûïîëíåíèå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðì (â ïðåäëîæåíèÿõ ôîðìû COND, â òåëå LET è ò.ï.).

• quote_parameter ïîìåùàåò ñâîé ïàðàìåòð â ñòåê ðåçóëüòàòîâ. Ïðèìåíÿåòñÿ ïðè âû÷èñ-
ëåíèè ñïåöèàëüíûõ ôîðì, êîòîðûå â êîíöå ñâîåé ðàáîòûø (â õîäå êîòîðîé ìîãóò àêòèâíî
èñïîëüçîâàòüñÿ îáà ñòåêà) äîëæíû âîçâðàùàòü çàðàíåå èçâåñòíûé ðåçóëüòàò.

• drop_result óáèðàåò èç ñòåêà ðåçóëüòàòîâ íàõîäÿùååñÿ íà åãî âåðøèíå çíà÷åíèå. Ïðè-
ìåíÿåòñÿ â ñëó÷àÿõ, åñëè ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ î÷åðåäíîé ôîðìû äîëæåí áûòü ïðî-
èãíîðèðîâàí; â ÷àñòíîñòè, ýòî äåëàåòñÿ äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ñïèñêà, ïîäàííîãî êîìàíäå
evaluate_progn, êðîìå ïîñëåäíåãî. Ïàðàìåòð èãíîðèðóåòñÿ.

• return_unspecified � ïîìåùàåò â ñòåê ðåçóëüòàòîâ çíà÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïîíÿòèþ
unspeci�ed ; ýòî çíà÷åíèå, â êà÷åñòâå êîòîðîãî âûñòóïàåò ñïåöèàëüíî ñîçäàííûé îáúåêò

2Çàìåòèì, ïðèìåð, ïðèâåä¼ííûé â òàáëèöå 1, èñïîëüçóåò òîëüêî ýòè äâå êîìàíäû
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àòîìàðíîãî S-âûðàæåíèÿ, âîçâðàùàåòñÿ èç âñåõ ôóíêöèé è ôîðì, îòíîñèòåëüíî êîòî-
ðûõ â ñòàíäàðòå Scheme óêàçàíî, ÷òî âîçâðàùàåìîå çíà÷åíèå íå îïðåäåëåíî. Ïàðàìåòð
èãíîðèðóåòñÿ.

4.4 Ðåàëèçàöèÿ óñëîâíûõ êîíñòðóêöèé

Ðåàëèçàöèÿ ñïåöèàëüíûõ ôîðì, îñóùåñòâëÿþùèõ âû÷èñëåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ðåçóëüòà-
òîâ ïðåäûäóùèõ âû÷èñëåíèé (òàêèõ êàê IF, COND, AND è OR) îêàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà-
÷åé â ñèëó âûøåóïîìÿíóòîé íåäîïóñòèìîñòè ðåêóðñèâíîãî âûçîâà âû÷èñëèòåëÿ. Òàê, ïðè âû-
÷èñëåíèè ôîðìû COND äëÿ êàæäîãî ïðåäëîæåíèÿ íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü åãî ïåðâûé ýëåìåíò,
è åñëè ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèÿ áóäåò #F (ëîãè÷åñêàÿ ëîæü), ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó ïðåäëîæå-
íèþ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîäîëæèòü âû÷èñëåíèå ôîðì òåêóùåãî ïðåäëîæåíèÿ, à îñòàëüíûå
ïðåäëîæåíèÿ ïðîïóñòèòü. Îäíàêî èç êîäà íàïèñàííîé íà C++ ôóíêöèè, îòâåòñòâåííîé çà
âû÷èñëåíèå ôîðìû COND, ìû íå èìååì ïðàâà ïðîèçâåñòè âû÷èñëåíèå ïåðâîé ôîðìû ïðåäëî-
æåíèÿ, êàê è ëþáîé äðóãîé ôîðìû. Âñ¼, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü � ýòî ïîìåñòèòü òå èëè èíûå
äàííûå â ñòåêè (êàê â ñòåê äåéñòâèé, òàê è, ïðè íåîáõîäèìîñòè, â ñòåê ðåçóëüòàòîâ) è âåðíóòü
óïðàâëåíèå.

Â ïðîöåññå ðåàëèçàöèè îêàçàëîñü, ÷òî ââåä¼ííûõ âûøå êîäîâ îïåðàöèé íåäîñòàòî÷íî; âî-
îáùå, ðàññìàòðèâàåìàÿ ðåàëèçàöèÿ áàçèðîâàëàñü íà ââåäåíèè ñðåäñòâ ad hoc, ïî ìåðå âîçíèê-
íîâåíèÿ êîíêðåòíûõ ïîòðåáíîñòåé.

4.4.1 Ôîðìà COND

Äëÿ ðåàëèçàöèè ôîðìû COND áûëè ââåäåíû äâà êîäà îïåðàöèé, cond_clause è
end_of_clauses. Ïåðâàÿ èç íèõ èçâëåêàåò èç ñòåêà ðåçóëüòàòîâ çíà÷åíèå, íàõîäÿùååñÿ íà âåð-
øèíå ñòåêà (òî åñòü ïîñëåäíåå âû÷èñëåííîå). Åñëè çíà÷åíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëîãè÷åñêóþ
ëîæü, îïåðàöèÿ íà ýòîì çàêàí÷èâàåòñÿ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïàðàìåòð îïåðàöèè ðàññìàòðè-
âàåòñÿ êàê ñïèñîê ôîðì, ïîäëåæàùèõ âû÷èñëåíèþ (òî åñòü â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà çàäà¼òñÿ
îñòàòîê COND�ïðåäëîæåíèÿ). Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê âû÷èñëåíèþ ôîðì èç ñâîåãî ïàðàìåò-
ðà, îïåðàöèÿ cond_clause èçûìàåò èç ñòåêà äåéñòâèé âñå èìåþùèåñÿ òàì äåéñòâèÿ îäíî çà
äðóãèì äî òåõ ïîð, ïîêà íå îáíàðóæèò â î÷åðåäíîì ýëåìåíòå ñòåêà êîìàíäó end_of_clauses
(òàêèì îáðàçîì ìû èçáåãàåì âû÷èñëåíèÿ îñòàâøèõñÿ ïðåäëîæåíèé ôîðìû COND). Ïîñëå ýòîãî
â ñòåê ïîìåùàþòñÿ êîìàíäû äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ ôîðì òåêóùåãî ïðåäëîæåíèÿ
(ýëåìåíòîâ ñïèñêà, çàäàííîãî â ïàðàìåòðå îïåðàöèè), ïðè÷¼ì ïîñëå êàæäîãî, êðîìå ïîñëåä-
íåãî, ïîìåùàåòñÿ êîìàíäà drop_result. Ñëó÷àé ïóñòîãî ñïèñêà â ïàðàìåòðå ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê ñïåöèàëüíûé; â ýòîé ñèòóàöèè âìåñòî ïëàíèðîâàíèÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé âûïîëíÿåò-
ñÿ äåéñòâèå ñóùåñòâåííî áîëåå ïðîñòîå, à èìåííî, çíà÷åíèå, òîëüêî ÷òî èçâëå÷¼ííîå èç ñòåêà
ðåçóëüòàòîâ, ïîìåùàåòñÿ îáðàòíî. Èìåííî îíî â ýòîì ñëó÷àå áóäåò êîíå÷íûì ðåçóëüòàòîì âû-
÷èñëåíèÿ ôîðìû.

Êîìàíäà end_of_clause ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ¾íå-îïåðàöèþ¿ (no-op), òî åñòü, áóäó÷è èçâëå-
÷¼ííîé èç ñòåêà äåéñòâèé, íå äåëàåò ðîâíûì ñ÷¼òîì íè÷åãî. Èñïîëüçóåòñÿ îíà èñêëþ÷èòåëüíî
äëÿ ïîìåòêè ïîçèöèè â ñòåêå äåéñòâèé, ñîîòâåòñòâóþùåé êîíöó ôîðìû COND èëè äðóãîé ôîð-
ìû.

Èñïîëüçóÿ ýòè äâà êîäà îïåðàöèé, ìû ìîæåì, èìåÿ ôîðìó COND, çàïëàíèðîâàòü å¼ âû÷èñ-
ëåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ïîìåñòèì â ñòåê äåéñòâèé êîìàíäó end_of_clauses (îíà,
òàêèì îáðàçîì, îêàæåòñÿ ãëóáæå âñåãî îñòàëüíîãî, èìåþùåãî îòíîøåíèå ê íàøåé ôîðìå). Äà-
ëåå íà ñëó÷àé, åñëè íè îäíî ïðåäëîæåíèå COND íå áóäåò âûïîëíåíî (òî åñòü âñå óñëîâèÿ ïðè
âû÷èñëåíèè äàäóò çíà÷åíèå ¾ëîæü¿) ïîìåñòèì â ñòåê äåéñòâèé êîìàíäó quote_parameter ñ
ïàðàìåòðîì #F.

Äàëåå ïðîñìîòðèì ïðåäëîæåíèÿ ôîðìû COND â îáðàòíîì ïîðÿäêå (â èìåþùåéñÿ ðåàëèçàöèè
ýòî äåëàåòñÿ íà îáðàòíîì õîäå ðåêóðñèè) è äëÿ êàæäîãî ïðåäëîæåíèÿ çàïèøåì â ñòåê äåéñòâèé
ñíà÷àëà êîìàíäó cond_clause ñ ¾õâîñòîì¿ ïðåäëîæåíèÿ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà, çàòåì êîìàíäó
just_evaluate ñ ãîëîâîé ïðåäëîæåíèÿ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà. Ïîñëå ýòîãî ìîæíî áóäåò âåðíóòü
óïðàâëåíèå.

Èòàê, äàëüíåéøåå âûïîëíåíèå áóäåò ïðîèñõîäèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Áóäåò èçâëå÷åíà
èç ñòåêà êîìàíäà just_evaluate, ïàðàìåòðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïåðâûé ýëåìåíò (ò.å. óñëî-
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âèå) ïåðâîãî ïðåäëîæåíèÿ COND; ïîñëå å¼ âûïîëíåíèÿ (êîòîðîå ìîæåò, ðàçóìååòñÿ, ïîòðåáî-
âàòü ñêîëü óãîäíî ñëîæíûõ äåéñòâèé, íî âñå ýòè äåéñòâèÿ çàòðîíóò òîëüêî ïîçèöèè îáîèõ
ñòåêîâ, íàõîäÿùèåñÿ âûøå ðàññìàòðèâàåìûõ) íà âåðøèíå ñòåêà ðåçóëüòàòîâ îêàæåòñÿ ëîãè÷å-
ñêîå çíà÷åíèå, ïîêàçûâàþùåå, ñëåäóåò ëè âûïîëíÿòü òåêóùåå ïðåäëîæåíèå COND èëè ïåðåéòè
ê ñëåäóþùåìó. Äàëåå èç ñòåêà äåéñòâèé áóäåò èçâëå÷åíà êîìàíäà cond_clause, êîòîðàÿ ýòèì
çíà÷åíèåì âîñïîëüçóåòñÿ, è òàê äëÿ êàæäîãî ïðåäëîæåíèÿ COND. Åñëè îäíî èç ïðåäëîæåíèé
áóäåò âûïîëíÿòüñÿ (òî åñòü åãî óñëîâèå äàñò çíà÷åíèå èñòèíû), âåñü îñòàòîê îïåðàöèé, ïîìå-
ù¼ííûõ â ñòåê ôîðìîé COND, áóäåò èç ñòåêà èçúÿò, à çàòåì áóäóò âû÷èñëåíû ôîðìû òåêóùåãî
ïðåäëîæåíèÿ, ïðè÷¼ì â ñòåêå ðåçóëüòàòîâ îñòàíåòñÿ òîëüêî ðåçóëüòàò ïîñëåäíåé èç íèõ.

4.4.2 Ôîðìû IF, AND è OR

Ìåõàíèçì, ïîäîáíûé âûøåîïèñàííîìó, áûë ïðèìåí¼í è äëÿ ðåàëèçàöèè äðóãèõ óñëîâíûõ
ôîðì.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ôîðìû IF îêàçàëîñü äîñòàòî÷íî óæå ââåä¼ííûõ êîìàíä. Ïðè å¼ âû-
÷èñëåíèè â ñòåê äåéñòâèé ïîìåùàåòñÿ ñíà÷àëà êîìàíäà end_of_clauses; êàê è äëÿ ôîð-
ìû COND, îíà îêàçûâàåòñÿ â ñòåêå ãëóáæå âñåõ. Çàòåì â çàâèñèìîñòè îò íàëè÷èÿ èëè îò-
ñóòñòâèÿ â ôîðìå âåòêè else (ò.å. òðåòüåãî àðãóìåíòà ôîðìû) â ñòåê äåéñòâèé ïîìåùàåòñÿ
ëèáî êîìàíäà just_evaluate ñ ýòèì òðåòüèì àðãóìåíòîì â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà, ëèáî êî-
ìàíäà quote_parameter ñ ïàðàìåòðîì ¾ëîæü¿. Çàòåì â ñòåê äåéñòâèé çàïèñûâàåòñÿ êîìàíäà
cond_clause ñ ïàðàìåòðîì, ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîþ ñïèñîê èç îäíîãî ýëåìåíòà � âåòêè then
(òî åñòü âòîðîãî ïàðàìåòðà ôîðìû IF). Íàêîíåö, ïîñëåäíèì â ñòåê çàïèñûâàåòñÿ êîìàíäà
just_evaluate ñ ïàðàìåòðîì, ðàâíûì ïåðâîìó ïàðàìåòðó ôîðìû IF., ïîñëå ÷åãî ìîæíî âåð-
íóòü óïðàâëåíèå. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ ïî ñâîåé ñåìàíòèêå áóäóò â
òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâîâàòü ïîðÿäêó äåéñòâèé, ïðåäïîëàãàåìîìó ôîðìîé IF.

Ôîðìà OR ðåàëèçóåòñÿ ïðîñòî êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ôîðìû COND ñî âñåìè ïðåäëîæåíèÿìè,
ñîñòîÿùèìè òîëüêî èç ïåðâîãî ýëåìåíòà. Èíà÷å ãîâîðÿ, â ñòåê äåéñòâèé ñíà÷àëà ïîìåùàåòñÿ
êîìàíäà end_of_clauses, çàòåì quote_parameter ñ ïàðàìåòðîì #F, à çàòåì â îáðàòíîì ïîðÿäêå
äëÿ êàæäîãî àðãóìåíòà ôîðìû � êîìàíäà cond_clause ñ ïóñòûì ñïèñêîì â êà÷åñòâå ïàðàìåò-
ðà è êîìàíäà just_evaluate ñ ïàðàìåòðîì, ñîîòâåòñòâóþùèì ðàññìàòðèâàåìîìó àðãóìåíòó
ôîðìû.

×óòü ñëîæíåå îáñòîÿò äåëà ñ ôîðìîé AND, ïîñêîëüêó çäåñü ñëåäóåò ïðåêðàòèòü äàëüíåé-
øèå âû÷èñëåíèÿ (èçúÿòü èç ñòåêà äåéñòâèé âñ¼ äî ìåòêè end_of_clauses) íå ïî çíà÷åíèþ
¾èñòèíà¿, à, íàîáîðîò, ïî çíà÷åíèþ ¾ëîæü¿. Ïîýòîìó äëÿ ðåàëèçàöèè ôîðìû AND ïðèøëîñü
ââåñòè åù¼ îäíó îïåðàöèþ, êîòîðàÿ íàçâàíà bail_on_false. Ïî ñâîåé ñåìàíòèêå îíà àíàëî-
ãè÷íà (è â èçâåñòíîì ñìûñëå ïðîòèâîïîëîæíà) êîìàíäå cond_clause: ïðè å¼ âûïîëíåíèè èç
ñòåêà ðåçóëüòàòîâ èçâëåêàåòñÿ çíà÷åíèå, è åñëè îíî èñòèííî, òî íå äåëàåòñÿ áîëüøå íè÷åãî,
åñëè æå îíî ëîæíî, òî èç ñòåêà äåéñòâèé èçûìàþòñÿ âñå êîìàíäû äî ìåòêè end_of_clauses, à
çàòåì â ñòåê ðåçóëüòàòîâ çàïèñûâàåòñÿ çíà÷åíèå ¾ëîæü¿. Êîìàíäà bail_on_false íå èñïîëü-
çóåò (èãíîðèðóåò) ñâîé ïàðàìåòð. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôîðìû AND â ñòåê äåéñòâèé
íåîáõîäèìî ïîìåñòèòü end_of_clauses, çàòåì just_evaluate ñ ïîñëåäíèì àðãóìåíòîì ôîðìû
AND â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà, çàòåì äëÿ âñåõ àðãóìåíòîâ ôîðìû, êðîìå ïîñëåäíåãî, â îáðàòíîì
ïîðÿäêå � bail_on_false è just_evaluate ñ ðàññìàòðèâàåìûì àðãóìåíòîì ôîðìû â êà÷åñòâå
ïàðàìåòðà.

4.5 Ðåàëèçàöèÿ èòåðàöèîííûõ âû÷èñëåíèé

Ôóíêöèè è ôîðìû, òðåáóþùèå èòåðàöèîííîãî èñïîëíåíèÿ è âû÷èñëåíèé ôîðì íà êàæäîé
èòåðàöèè, îêàçûâàþòñÿ åù¼ áîëåå íåòðèâèàëüíû â ðåàëèçàöèè, êîãäà ïðÿìîé âûçîâ âû÷èñëè-
òåëÿ çàïðåù¼í. Ê ýòîé êàòåãîðèè ôóíêöèé îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, ñòàíäàðòíûå ôóíêöèÿ MAP è
ôîðìà DO.

Â ðàññìàòðèâàåìîé ðåàëèçàöèè äëÿ ýòîé öåëè ââåäåíû, âî-ïåðâûõ, äâå äîïîëíèòåëüíûå
êîìàíäû generic_iteration è iteration_callback, è, âî-âòîðûõ, âñïîìîãàòåëüíûé àáñòðàêò-
íûé êëàññ SExpressionGenericIteration, íàñëåäíèêè êîòîðîãî ðåàëèçóþò êîíêðåòíûå èòåðà-
öèîííûå ïðîöåññû. Êëàññ ââîäèò ÷åòûðå ÷èñòî âèðòóàëüíûõ ìåòîäà: NeedAnotherIteration,
ScheduleIteration, CollectResultOfIteration è ReturnFinalValue, êîòîðûå íåîáõîäèìî
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îïðåäåëèòü â êëàññå-ïîòîìêå. Ìåòîä NeedAnotherIteration âîçâðàùàåò áóëåâñêîå çíà÷åíèå,
ïîêàçûâàþùåå, ñëåäóåò ëè âûïîëíÿòü åù¼ îäíó èòåðàöèþ öèêëà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòîò
ìåòîä íè÷åãî íå ìåíÿåò â îáúåêòå è íå ïðîèçâîäèò íèêàêèõ àêòèâíûõ äåéñòâèé, à òîëüêî âû-
÷èñëÿåò íà îñíîâàíèè òåõ èëè èíûõ ïðèçíàêîâ, çàâåðøåí ëè èòåðàöèîííûé ïðîöåññ. Çàäà÷åé
ìåòîäà ScheduleIteration ÿâëÿåòñÿ ðàçìåùåíèå â ñòåêå äåéñòâèé íàáîðà êîìàíä, íåîáõîäè-
ìûõ äëÿ âûïîëíåíèÿ î÷åðåäíîé èòåðàöèè; ìåòîä CollectResultOfIteration âûçûâàåòñÿ ïîñëå
âûïîëíåíèÿ èòåðàöèè, ÷òîáû äàòü âîçìîæíîñòü îáúåêòó èçâëå÷ü èç ñòåêà ðåçóëüòàòîâ èòîãè
âûïîëíåíèÿ î÷åðåäíîé èòåðàöèè. Íàêîíåö, ìåòîä ReturnFinalValue âûçûâàåòñÿ ïîñëå òîãî,
êàê NeedAnotherIteration âåðíóë ëîãè÷åñêóþ ëîæü. Ýòîò ìåòîä äîëæåí ïîìåñòèòü â ñòåê
ðåçóëüòàòîâ òî çíà÷åíèå, êîòîðîå áóäåò èñïîëüçîâàíî â êà÷åñòâå èòîãîâîãî ðåçóëüòàòà öèêëà;
îí òàêæå ìîæåò âìåñòî ãîòîâîãî ðåçóëüòàòà ïîìåñòèòü â ñòåê äåéñòâèé èíñòðóêöèè ïî åãî
âû÷èñëåíèþ.

Êîìàíäà generic_iteration âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èç ïàðàìåòðà êîìàíäû èç-
âëåêàåòñÿ îáúåêò êëàññà SExpressionGenericIteration è äëÿ ýòîãî îáúåêòà âûçûâàåòñÿ ìå-
òîä NeedAnotherIteration. Åñëè ìåòîä âåðíóë ëîæü, âûçûâàåòñÿ ìåòîä ReturnFinalValue è
ðàáîòà íà ýòîì çàêàí÷èâàåòñÿ. Åñëè æå áûëà âîçâðàùåíà èñòèíà, òî â ñòåê äåéñòâèé çàíî-
ñÿòñÿ ñíà÷àëà êîìàíäà generic_iteration (÷òîáû îïèñûâàåìûå äåéñòâèÿ áûëè ïîâòîðåíû ïî-
ñëå âûïîëíåíèÿ î÷åðåäíîé èòåðàöèè), çàòåì êîìàíäà iteration_callback ñ òåì æå îáúåêòîì
GenericInteration â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà, è, íàêîíåö, âûçûâàåòñÿ ìåòîä ScheduleIteration
äëÿ äîáàâëåíèÿ â ñòåê äåéñòâèé èíñòðóêöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ âûïîëíåíèÿ î÷åðåäíîé èòåðà-
öèè.

Êîìàíäà iteration_callback âûïîëíÿåòñÿ ïðîùå: ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî å¼ ïàðàìåòðîì ÿâëÿåò-
ñÿ îáúåêò SExpressionGenericIteration, îíà âûçûâàåò åãî ìåòîä CollectResultOfIteration.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà äîñòàòî÷íî îïè-
ñàòü ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ (ïîòîìîê SExpressionGenericIteration), ñêîíñòðóèðîâàòü åãî
îáúåêò è ïîìåñòèòü â ñòåê äåéñòâèé êîìàíäó generic_iteration ñ ýòèì îáúåêòîì â êà÷åñòâå
ïàðàìåòðà.

4.6 Ðàáîòà ñ êîíòåêñòàìè è ïðèñâàèâàíèÿìè

×àñòî âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü èçìåíèòü ñîäåðæèìîå îáëàñòè ïàìÿòè, ñîäåðæàùåé S-
âûðàæåíèå (íàïðèìåð, ïðèñâîèòü çíà÷åíèå Scheme-ïåðåìåííîé), ïðè÷¼ì íîâîå çíà÷åíèå, à èíî-
ãäà è ðàñïîëîæåíèå èçìåíÿåìîé ïàìÿòè ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèé; òàêîå ñëó÷àåòñÿ,
íàïðèìåð, ïðè âûïîëíåíèè ôîðìû SET!.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ëþáîå ïðèñâàèâàíèå â òåðìèíàõ Scheme ÿâëÿåòñÿ íà ñàìîì äå-
ëå èçìåíåíèåì çíà÷åíèÿ îáúåêòà êëàññà SReference. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðèñâàèâàíèé ââîäèò-
ñÿ åù¼ îäèí âñïîìîãàòåëüíûé êëàññ, SExpressionLocation, êîòîðûé èíêàïñóëèðóåò óêàçà-
òåëü íà SReference. Äëÿ ïðèñâàèâàíèÿ ââîäÿòñÿ äâå êîìàíäû, assign_to è assign_location.
Îáå èçâëåêàþò çíà÷åíèå èç ñòåêà ðåçóëüòàòîâ è çàíîñÿò åãî ïî àäðåñó, çàäàííîìó îáú-
åêòîì SExpressionLocation, òîëüêî assign_to áåð¼ò ýòîò îáúåêò èç ñâîåãî ïàðàìåòðà, à
assign_location � èç ñòåêà ðåçóëüòàòîâ, ïîçâîëÿÿ, òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäèòü ïðèñâàèâàíèå
â âû÷èñëåííóþ ïîçèöèþ.

Îòìåòèì, ÷òî îáúåêò SExpressionLocation ñïîñîáåí, êðîìå ñîáñòâåííî óêàçàòåëÿ íà ïî-
çèöèþ â ïàìÿòè, õðàíèòü åù¼ è ¾óìíóþ ññûëêó¿ íà ñòðóêòóðó äàííûõ, ñîäåðæàùóþ ýòó
ïîçèöèþ. Íàïðèìåð, åñëè óêàçàòåëü óêàçûâàåò íà car èëè cdr îò òî÷å÷íîé ïàðû, òî ¾óìíóþ
ññûëêó¿ åñòü ñìûñë óñòàíîâèòü íà ñàìó ýòó òî÷å÷íóþ ïàðó. Ýòî ãàðàíòèðóåò, ÷òî ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ïîçèöèÿ íå ïåðåñòàíåò áûòü âàëèäíîé, ïîêà ñóùåñòâóåò îáúåêò SExpressionLocation,
óêàçûâàþùèé íà äàííóþ ïîçèöèþ.

Âû÷èñëåíèå íåêîòîðûõ ôîðì (íàïðèìåð, ôîðì ñåìåéñòâà LET) ïðåäïîëàãàåò ìàíèïóëÿ-
öèþ êîíòåêñòàìè: íàïðèìåð, ïðè âûïîëíåíèè îáû÷íîé ôîðìû LET âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé,
ïîäëåæàùèõ ñâÿçûâàíèþ ñ ïåðåìåííûìè, ïðîèçâîäèòñÿ âî âíåøíåì êîíòåêñòå, à äëÿ ñâÿçû-
âàíèÿ ñîçäà¼òñÿ åù¼ îäèí (óæå âíóòðåííèé) êîíòåêñò, â êîòîðîì è ïðîèçâîäèòñÿ ñâÿçûâà-
íèå, à òàêæå è âû÷èñëåíèå ôîðì, îáðàçóþùèõ òåëî LET. Êîíòåêñò ïðåäñòàâëÿåòñÿ êëàññîì
SchExpressionContext; ñìåíà êîíòåêñòà ïðîèçâîäèòñÿ êîìàíäîé set_context, êîòîðàÿ áåð¼ò
îáúåêò êîíòåêñòà èç ïàðàìåòðà.
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Îòìåòèì îäèí âàæíûé ìîìåíò. Îáû÷íî ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ôîðìû íåîáõîäèìî âîññòàíîâëå-
íèå êîíòåêñòà, áûâøåãî àêòèâíûì äî íà÷àëà å¼ âû÷èñëåíèÿ. Ïîòîìó ïðè ïëàíèðîâàíèè âû÷èñ-
ëåíèÿ ôîðìû, ââîäÿùåé ëîêàëüíûé êîíòåêñò, â ñòåê äåéñòâèé çàíîñèòñÿ îïåðàöèÿ set_context
ñ ïàðàìåòðîì, ðàâíûì òåêóùåìó êîíòåêñòó. Åñëè íå ïðåäïðèíÿòü ñïåöèàëüíûõ ìåð, òàêàÿ òåõ-
íèêà ìîæåò ïðèâåñòè ê ðàñõîäîâàíèþ ñòåêà â ñèòóàöèè îñòàòî÷íîé ðåêóðñèè è, òàêèì îáðàçîì,
ñâåñòè íà íåò ýôôåêò îò îïòèìèçàöèè îñòàòî÷íîé ðåêóðñèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì ôóíêöèÿ, îòâå÷à-
þùàÿ çà çàíåñåíèå â ñòåê äåéñòâèé, ïðè ïîïûòêå çàíåñåíèÿ î÷åðåäíîé êîìàíäû set_context
ïðîâåðÿåò, íå íàõîäèòñÿ ëè íà âåðøèíå ñòåêà äðóãàÿ êîìàíäà set_context, è åñëè ýòî òàê,
íå ïðîèçâîäèò çàíåñåíèÿ íîâîé êîìàíäû. Ýòî íå íàðóøàåò ñåìàíòèêè âû÷èñëåíèé, ïîñêîëüêó
ýôôåêò îò âûïîëíåíèÿ äâóõ êîìàíä set_context ïîäðÿä çàâåäîìî ýêâèâàëåíòåí ýôôåêòó îò
âûïîëíåíèÿ ïîñëåäíåé èç íèõ (òî åñòü íàõîäÿùåéñÿ ãëóáæå â ñòåêå) è, ñëåäîâàòåëüíî, íîâàÿ
êîìàíäà ïðîñòî íå íóæíà.

4.7 Ïîääåðæêà ìîäåëåé âîçâðàòà

Âîçâðàò çíà÷åíèé èç Scheme-ôóíêöèé, íàïèñàííûõ íà C++, ìîæåò, êàê óæå ãîâîðè-
ëîñü, îñóùåñòâëÿòüñÿ ïî îäíîé èç íåñêîëüêèõ ìîäåëåé. Äëÿ ïîääåðæêè ýòèõ ìîäåëåé êëàññ
SchemeContinuation èìååò ñïåöèàëüíûå ìåòîäû:
void RegularReturn(const SReference &ref);
void ReferenceReturn(SReference &ref, const SReference &superstruct);
void TailReturn(const SReference &ref);

Ïåðâûé èç ýòèõ ìåòîäîâ, RegularReturn, ïðåäíàçíà÷åí äëÿ îáû÷íîãî âîçâðàòà çíà÷åíèÿ è,
êàê ïðàâèëî, ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ çíà÷åíèÿ, êîòîðîå òîëüêî ÷òî ïîñòðîåíî. Ðàáîòàåò ìåòîä î÷åíü
ïðîñòî: ïåðåäàííîå åìó çíà÷åíèå îí ïîìåùàåò â ñòåê ðåçóëüòàòîâ.

Âòîðîé ìåòîä, ReferenceReturn, ïðåäíàçíà÷åí äëÿ âîçâðàòà èç ôóíêöèé, âûáèðàþùèõ
ïîäâûðàæåíèå èç íåêîåãî âûðàæåíèÿ. Òàêîâû, íàïðèìåð, ôóíêöèè CAR è CDR: îíè âîç-
âðàùàþò íå íîâîå âûðàæåíèå, à ÷àñòü ñóùåñòâóþùåãî âûðàæåíèÿ. Ïîâåäåíèå ìåòîäà
ReferenceReturn çàâèñèò îò òåêóùåãî ñîäåðæèìîãî ñòåêà äåéñòâèé. Â ñëó÷àå, åñëè íà âåð-
øèíå ñòåêà íàõîäèòñÿ îïåðàöèÿ assign_location (èëè ýòà îïåðàöèÿ îòäåëåíà îò âåðøèíû
ñòåêà îïåðàöèåé set_context, ÷òî òîæå äîïóñòèìî), ìåòîä ReferenceReturn ôîðìèðóåò îáú-
åêò SExpressionLocation èç ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìåòîä ðàáîòàåò êàê äëÿ
ïðîñòîãî âîçâðàòà, òî åñòü ïîìåùàåò ñâîé ïåðâûé àðãóìåíò â ñòåê ðåçóëüòàòîâ. Íàëè÷èå ýòîãî
ìåòîäà ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü ôóíêöèþ, ïîäîáíóþ ôîðìå SETF èç Common Lisp.

Íàêîíåö, ïîñëåäíèé èç òð¼õ ìåòîäîâ, TailReturn, ïðåäíàçíà÷åí äëÿ îïòèìèçàöèè îñòàòî÷-
íîé ðåêóðñèè. Ýòîò ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ â ñëó÷àå, åñëè íåîáõîäèìî âåðíóòü â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ
ðåçóëüòàò î÷åðåäíîãî âû÷èñëåíèÿ. Ðàáîòàåò ìåòîä î÷åíü ïðîñòî: ïîìåùàåò â ñòåê äåéñòâèé êî-
ìàíäó just_evaluate, à ñâîé àðãóìåíò ïåðåäà¼ò åé â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà.

5 Âçàèìîâëèÿíèå äèàëåêòîâ InteLib Scheme è InteLib Lisp

Ïîñëå çàâåðøåíèÿ ïåðâîé ðàáî÷åé ðåàëèçàöèè InteLib Scheme áûëî ïðèíÿòî ðåøåíèå ïåðå-
ïèñàòü ðåàëèçàöèþ äèàëåêòà InteLib Lisp ñ èñïîëüçîâàíèåì íîâûõ ìåõàíèçìîâ. Ýòî ïîçâîëèëî
äîáèòüñÿ ïîâûøåíèÿ âðåìåíí�îé ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû Lisp-âû÷èñëèòåëÿ â íåñêîëüêî ðàç;
ñêîðåå âñåãî, îñíîâíàÿ ýêîíîìèÿ äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷¼ò èñïîëüçîâàíèÿ ôðàãìåíòîâ ñòåêà ðåçóëü-
òàòîâ â êà÷åñòâå âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ïðè âûçîâàõ ôóíêöèé.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ïðèíöèïèàëüíûå ðàçëè÷èÿ ìåæäó äèàëåêòàìè InteLib Lisp è InteLib
Scheme:

1. Â Scheme âû÷èñëÿþòñÿ âñå ýëåìåíòû ôîðìû, åñëè òîëüêî ïåðâûé ýëåìåíò íå ÿâëÿåòñÿ
ñèìâîëîì, ñ êîòîðûì ñâÿçàíà ñïåöèàëüíàÿ ñèíòàêñè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ; â äèàëåêòå Lisp
ïåðâûé ýëåìåíò ôîðìû íå âû÷èñëÿåòñÿ è äîëæåí ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ëèáî ñèìâîë, ëèáî
ëÿìáäà-ñïèñîê.

2. Â Scheme ñèìâîë èìååò òîëüêî îäíî çíà÷åíèå; ôóíêöèÿ, àññîöèðîâàííàÿ ñ ñèìâîëîì,
ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ñèìâîëà. Â äèàëåêòå Lisp ñèìâîë èìååò, íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà,
çíà÷åíèå è àññîöèèðîâàííóþ ôóíêöèþ.
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3. Â äèàëåêòå Lisp èìåþòñÿ äèíàìè÷åñêè ñâÿçûâàåìûå ñèìâîëû, ââîäèìûå ôîðìîé DEFVAR;
â Scheme òàêèõ íåò.

4. Â äèàëåêòå Lisp ðîëè ïóñòîãî ñïèñêà è ëîãè÷åñêîé ëæè ñîâìåùåíû è èñïîëíÿþòñÿ ñèì-
âîëîì NIL. Â Scheme ïóñòîé ñïèñîê è ëîãè÷åñêàÿ ëîæü îáîçíà÷àþòñÿ ñïåöèàëüíûìè îáú-
åêòàìè, ðàçëè÷àþùèìèñÿ ìåæäó ñîáîé è íå ÿâëÿþùèìèñÿ ñèìâîëàìè.

Åñòåñòâåííî, ðåàëèçàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäåëåé ÿçûêîâ Scheme è Lisp ñóùåñòâåííî ðàç-
ëè÷àþòñÿ. Ïðåæäå âñåãî ýòî îòíîñèòñÿ ê àëãîðèòìó âû÷èñëåíèÿ S-âûðàæåíèÿ, à òàêæå ê îá-
ðàáîòêå ¾ëåêñè÷åñêèõ êîíòåêñòîâ¿. Òåì íå ìåíåå, ñóùåñòâåííîå êîëè÷åñòâî êîäà îêàçûâàåòñÿ
äëÿ ðåàëèçàöèè ýòèõ ìîäåëåé îáùèì.

Ïðè ðåàëèçàöèè îáùàÿ ÷àñòü êîäà êëàññà SchemeContinuation áûëà âûäåëåíà â îòäåëü-
íûé àáñòðàêòíûé áàçîâûé êëàññ, ïîëó÷èâøèé íàçâàíèå IntelibContinuation. Â ýòîì êëàññå
îïèñûâàþòñÿ äâà âèðòóàëüíûõ ìåòîäà: JustEvaluate, ïðèçâàííûé çàäàâàòü îáùèé àëãîðèòì
âû÷èñëåíèÿ âûðàæåíèÿ (÷èñòî âèðòóàëüíûé) è CustomCommand äëÿ ðåàëèçàöèè äîïîëíèòåëü-
íûõ êîäîâ îïåðàöèé (â áàçîâîì êëàññå ïóñòîé). Êðîìå òîãî, â êëàññå ïðåäóñìîòðåíû ìåòîäû
äëÿ ðàáîòû ñ ëîãè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè. Ýòî ïîçâîëèëî ðåàëèçîâàòü ðÿä áèáëèîòå÷íûõ ôóíê-
öèé â îäíîì ýêçåìïëÿðå äëÿ îáîèõ äèàëåêòîâ (òàê, ôóíêöèÿ STRING? äëÿ Scheme è ôóíêöèÿ
STRINGP äëÿ äèàëåêòà Lisp èìåþò îäíó è òó æå ðåàëèçàöèþ).

Ðåàëèçàöèÿ âñåõ îïèñàííûõ âûøå êîäîâ îïåðàöèé áûëà âûíåñåíà â êëàññ
IntelibContinuation. Â íîâîé âåðñèè êëàññà SchemeContinuation, íàñëåäóåìîé îò
IntelibContinuation, ââîäèòñÿ îäíà äîïîëíèòåëüíàÿ êîìàíäà case_check äëÿ ðåàëèçàöèè
ôîðìû CASE. Â êëàññå LispContinuation, ïðåäíàçíà÷åííîì äëÿ äèàëåêòà Lisp, ââîäÿòñÿ äâå
äîïîëíèòåëüíûå êîìàíäû, à èìåííî, take_result_as_form (âû÷èñëÿåò ôîðìó, íàõîäÿùóþñÿ
íà âåðøèíå ñòåêà ðåçóëüòàòîâ; èñïîëüçóåòñÿ â ðåàëèçàöèè ìàêðîñîâ) è duplicate_last_result
(èçâëåêàåò èç ñòåêà ðåçóëüòàòîâ îäíî çíà÷åíèå è ïîìåùàåò åãî îáðàòíî äâàæäû; èñïîëüçóåòñÿ
â ðåàëèçàöèè SETQ è SETF).

Â îáùóþ ÷àñòü ðåàëèçàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ ìîäåëåé Lisp è Scheme áûëè âûíåñåíû òàêæå
áàçîâûå êëàññû, ïðåäñòàâëÿþùèå ïîíÿòèÿ ôóíêöèè è ñïåöôîðìû (ñïåöñèíòàêñèñà â òåðìèíàõ
Scheme). Ðåàëèçàöèÿ ìíîæåñòâà áèáëèîòå÷íûõ ôóíêöèé îêàçàëàñü íå çàâèñÿùåé îò äèàëåêòà;
â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî íàçâàòü ôóíêöèþ COND.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ íóæä äèàëåêòà Lisp ïðèøëîñü âûïîëíèòü ðåàëèçàöèþ äèíàìè÷åñêî-
ãî ñâÿçûâàíèÿ ïåðåìåííûõ, ðåàëèçîâàòü êîíöåïöèþ îáîáù¼ííîãî ïðèñâàèâàíèÿ (SETF), ñäåëàòü
íåðåêóðñèâíóþ ðåàëèçàöèþ ôóíêöèè SORT, àíàëîãè÷íîé îäíîèì¼ííîé ôóíêöèè èç Common
Lisp [10], êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåò ïåðåäà÷ó â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ, âî-ïåðâûõ, ôóíêöèè, çàäàþ-
ùåé îòíîøåíèå ïîðÿäêà è, âî-âòîðûõ, ôóíêöèè-ñåëåêòîðà.3

Ïîñëå ðåàëèçàöèè óêàçàííûõ âîçìîæíîñòåé äëÿ äèàëåêòà Lisp ïîêàçàëîñü åñòåñòâåííûì
ââåñòè ñîîòâåòñòâóþùèå âîçìîæíîñòè è â Scheme. Òàêèì îáðàçîì, â íàñòîÿùèé ìîìåíò InteLib
Scheme ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì äèàëåêòîì ÿçûêà Scheme, ïîääåðæèâàþùèì ôîðìó SETF; êðî-
ìå òîãî, ïîääåðæèâàåòñÿ è ôóíêöèÿ SORT, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ âåñüìà óäîáíàÿ. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, â InteLib Lisp áûëà ââåäåíà ïîääåðæêà CALL/CC.

6 Çàêëþ÷åíèå

Ïîëó÷åííûé îïûò ïîçâîëÿåò ñäåëàòü íåñêîëüêî íåîæèäàííîå ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî
âû÷èñëèòåëüíûå ìîäåëè, îñíîâàííûå íà ðåêóðñèè, ñëåäóåò ðåàëèçîâûâàòü áåç èñïîëüçîâàíèÿ
ðåêóðñèè. Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå íóæäàåòñÿ, áåçóñëîâíî, â äàëüíåéøåé ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðî-
âåðêå è òåîðåòè÷åñêîì îáîñíîâàíèè.

Ïîëó÷åííûé â õîäå ðàáîòû äèàëåêò ÿçûêà Scheme íå ñîîòâåòñòâóåò ñóùåñòâóþùèì ñòàí-
äàðòàì ýòîãî ÿçûêà. Ñ îäíîé ñòîðîíû, íåêîòîðûå âîçìîæíîñòè â èìåþùåìñÿ äèàëåêòå íå
áûëè ðåàëèçîâàíû çà îòñóòñòâèåì äîñòàòî÷íîãî âðåìåíè (ýòî êàñàåòñÿ ïðåæäå âñåãî ïîäñè-
ñòåìû ìàêðîñîâ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåêîòîðûå âîçìîæíîñòè, ïðåäóñìîòðåííûå ñòàíäàðòîì,
ïëîõî âïèñûâàþòñÿ â ÷èñòî êîìïèëèðóåìîå îêðóæåíèå, îïðåäåëÿåìîå èñïîëüçîâàíèåì C++.
Â ÷àñòíîñòè, ê ýòîé êàòåãîðèè âîçìîæíîñòåé îòíîñèòñÿ ïîèñê ñèìâîëà ïî èìåíè è èçâëå÷åíèå

3Èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî â ïÿòîé âåðñèè ñòàíäàðòà Scheme [9] ôóíêöèè SORT ïðîñòî íåò.

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2008, âûïóñê �5



130 ÑÒÎËßÐÎÂ

èìåíè ñèìâîëà: äåéñòâèòåëüíî, èìåíà ïåðåìåííûõ, ðîëü êîòîðûõ â Scheme èãðàþò ñèìâîëû �
ýòî ñóùíîñòü, êîòîðàÿ â ÷èñòî êîìïèëèðóåìîì êîäå äîëæíà ïîëíîñòüþ èñ÷åçàòü âî âðåìÿ êîì-
ïèëÿöèè (íàïðèìåð, ðåçóëüòèðóþùèé èñïîëíÿåìûé êîä íå äîëæåí, ïî èäåå, èçìåíÿòüñÿ ïðè
ïåðåèìåíîâàíèè ïåðåìåííûõ â èñõîäíîì êîäå).

Â òî æå âðåìÿ, ðåàëèçàöèÿ, âûïîëíåííàÿ â ðàìêàõ ïðîåêòà InteLib, ìîæåò áûòü èñïîëüçî-
âàíà è äëÿ ñèíòåçà âñòðîåííûõ èíòåðïðåòàòîðîâ, è â ýòîì ñëó÷àå ñòàíäàðòíûå âîçìîæíîñòè,
îáóñëîâëåííûå èíòåðïðåòèðóåìîé ñóùíîñòüþ Scheme, ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíû.

Ñêàçàííîå ïðèâîäèò íàñ ê èäåå ñîçäàíèÿ èåðàðõèè óðîâíåé ñîâìåñòèìîñòè ðåàëèçóåìîãî
äèàëåêòà ñî ñòàíäàðòàìè â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíîé ñèòóàöèè. Âûäåëåíèå òàêèõ óðîâíåé è
îïðåäåëåíèå íàáîðà âîçìîæíîñòåé, äîñòóïíûõ íà êàæäîì èç íèõ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ëîãè÷íûì
íàïðàâëåíèåì äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè èíòåãðàöèè âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè ÿçûêà
Scheme â ïðîåêòû íà C++.
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íîãî ÿçûêà â ñâîèõ ïðîãðàììàõ, âîñïîëüçîâàòüñÿ âîçìîæíîñòÿìè, ïðåäîñòàâëÿåìûìè ÿçûêîì
Ïëýíåð.

Áèáëèîãðàôèÿ 10 ðàá.

À. Â. Õîëìîâ. ÎÁÎÑÍÎÂÀÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÐÀÇÓÌÍÛÕ ÖÅËÅÉ ÄËß ÇÀÄÀ× Ñ
ÍÅÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÑÒÜÞ // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà
ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2008, âûïóñê �5, ñòð. 34�48. Äàííîå èññëåäîâàíèå îïèñûâàåò è îáîñíîâûâàåò
ìåòîäèêó ïîääåðæêè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé äëÿ çàäà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ïðè íà-
ëè÷èè íåîïðåäåëåííîñòè. Ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ìåòîäèêè, ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ñàì ôàêò ó÷åòà íåîïðåäåëåííîñòè âåäåò ê ðåçêîìó ðîñòó ÷èñëà îòáèðàåìûõ àëüòåðíàòèâ, â òî
âðåìÿ êàê âåëè÷èíà èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè ìàëî âëèÿåò íà ðåçóëüòàò.

Áèáëèîãðàôèÿ 8 ðàá.

À.Ï.Êîòëÿðîâ. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ ÏÎÊÀÇÀÒÅËß ÑÅÌÀÍÒÈ×ÅÑÊÎÉ
ÑÎÂÌÅÑÒÈÌÎÑÒÈ ÄËß ÏÀÐ ÑËÎÂ ÏÐÈËÀÃÀÒÅËÜÍÎÅ�ÑÓÙÅÑÒÂÈÒÅËÜÍÎÅ //
ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2008, âûïóñê �5, ñòð.
49�53. Îïèñûâàþòñÿ ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëÿ ñåìàíòè÷åñêîé ñîâìåñòè-
ìîñòè, âû÷èñëÿåìîãî ïî ÷àñòîòàì óïîòðåáëåíèÿ ñëîâ, ïîëó÷åííûì îò ïîèñêîâîé ìàøèíû ßí-
äåêñ. Äëÿ îöåíêè áåðóòñÿ ñëîâîñî÷åòàíèÿ âèäà ïðèëàãàòåëüíîå�ñóùåñòâèòåëüíîå èç ñëîâàðÿ
ñèñòåìû ÊðîññËåêñèêà è ñëîâàðåé ôðàçåîëîãèçìîâ. Äåëàþòñÿ âûâîäû î ïðèìåíèìîñòè ïîêà-
çàòåëÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñåìàíòè÷åñêîé äîïóñòèìîñòè ñëîâîñî÷åòàíèé è àâòîìàòèçèðîâàííîãî
ïîïîëíåíèÿ ñëîâàðÿ ÊðîññËåêñèêè.

Áèáëèîãðàôèÿ 8 ðàá.

È.À.Êóðîâ. ÑÒÐÓÊÒÓÐÍÎ ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÛÅ ÂÅÊÒÎÐÍÛÅ ÊÎÍÔÈÃÓÐÀÖÈÈ Â
ÓÐÁÀÍÈÑÒÈÊÅ // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ,
2008, âûïóñê �5, ñòð. 54�59. Â ýòîé ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ðàçâèòèÿ ðàçëè÷íûõ óðáàíèñòè÷åñêèõ ñèñòåì.

Áèáëèîãðàôèÿ 3 ðàá.
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Í. À. Ìàëûø. ÏÐÈÍÖÈÏ ÌÀÊÑÈÌÓÌÀ ÏÎÍÒÐßÃÈÍÀ ÄËß ÍÅÀÂÒÎÍÎÌÍÛÕ
ÌÎÍÎÒÎÍÍÛÕ ÇÀÄÀ× ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÍÀ ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎÌ ÈÍ-
ÒÅÐÂÀËÅ ÂÐÅÌÅÍÈ. // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ
ÌÃÓ, 2008, âûïóñê �5, ñòð. 60�67. Â ñòàòüå ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè äëÿ
íåàâòîíîìíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè, ñîäåðæà-
ùåå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà ïîâåäåíèå ãàìèëüòîíèàíà çàäà÷è íà áåñêîíå÷íîñòè.

Áèáëèîãðàôèÿ 10 ðàá.

À. Ñ. Ìàðêîâ. Î ÂËÈßÍÈÈ ÑÒÅÏÅÍÈ ÑÓÌÌÈÐÓÅÌÎÑÒÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ÍÀ ÑÊÎÐÎÑÒÜ ÐÀÂÍÎÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ ÑÏÅÊ-
ÒÐÀËÜÍÛÕ ÐÀÇËÎÆÅÍÈÉ. // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà
ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2008, âûïóñê �5, ñòð. 68�72. Â ñòàòüå ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ðàâíîñõîäèìî-
ñòè ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì Ôóðüå ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé øèðîêîãî êëàññà ôóíêöèé,
èìåþùèõ îñîáóþ àñèìïòîòèêó íîðìèðîâàííûõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, íà âñåì èíòåðâàëå è
ëþáîì âëîæåííîì îòðåçêå.

Áèáëèîãðàôèÿ 3 ðàá.

À.À.Ìàðòûíåíêî. ÑÒÅÃÀÍÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÂÍÅÄÐÅÍÈß ÈÍÔÎÐ-
ÌÀÖÈÈ Â ÔÀÉËÛ ÔÎÐÌÀÒÀ BMP, ÓÑÒÎÉ×ÈÂÛÉ Ê ÑÆÀÒÈÞ JPEG // ÑÁÎÐÍÈÊ
ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2008, âûïóñê �5, ñòð. 73�75. Â
ñòàòüå îïèñàí àëãîðèòì ñêðûòîãî âíåäðåíèÿ ñëóæåáíîé èíôîðìàöèè â ôàéëû ôîðìàòà BMP

Áèáëèîãðàôèÿ 4 ðàá.

Î. Â. Ìàòóñåâè÷. ÑÐÀÂÍÅÍÈÅ ÊÎÍÑÅÐÂÀÒÈÂÍÛÕ ÑÕÅÌ È ÑÕÅÌ ÑÓÌ-
ÌÀÐÍÎÉ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ØÐÅÄÈÍÃÅÐÀ Â ÀÊÑÈÀËÜÍÎ-
ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÉ ÑÐÅÄÅ // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà
ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2008, âûïóñê �5, ñòð. 76�82. Â ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ìåòîäîâ ñóììàðíîé
àïïðîêñèìàöèè è êîíñåðâàòèâíûõ ñõåì äëÿ çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ â
àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîé íåëèíåéíîé ñðåäå. Ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ñõåì, íå ñîõðàíÿþ-
ùèõ ðàçíîñòíûå àíàëîãè èíâàðèàíòîâ çàäà÷è, ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñóùåñòâåííûì èñêàæåíèÿì
ðåøåíèÿ.

Áèáëèîãðàôèÿ 16 ðàá.

À.Ä.Ïîñïåëîâ. Î ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÓÌÍÎÆÅÍÈß ÏÎËÈÍÎÌÎÂ È ÌÀÒÐÈÖ //
ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2008, âûïóñê �5, ñòð.
83�97. Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ óìíîæåíèÿ ïîëèíîìîâ ìíîãèõ
ïåðåìåííûõ è îöåíêàì ñëîæíîñòè óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïóòåì ñâåäåíèÿ ýòèõ çàäà÷ ê óìíîæåíèþ
â ãðóïïîâûõ àëãåáðàõ.

Áèáëèîãðàôèÿ 28 ðàá.

À. È. Ïó÷êîâà. Î ÑÒÀÁÈËÈÇÀÖÈÈ ÖÅÏÎ×ÊÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ ÏÐÈ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÈ
ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÉ ÂÛÏÓÊËÎÉ ÎÁÎËÎ×ÊÈ // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×Å-
ÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2008, âûïóñê �5, ñòð. 98�100. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ
î ñòàáèëèçàöèè öåïî÷êè ìíîæåñòâ, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîé âûïóê-
ëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà. Ïðèâîäèòñÿ òî÷íàÿ îöåíêà ñâåðõó äëÿ íîìåðà, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî
íàñòóïàåò ñòàáèëèçàöèÿ.

Áèáëèîãðàôèÿ 4 ðàá.

È. Ã. Øåâöîâà. ÎÁ ÀÁÑÎËÞÒÍÎÉ ÏÎÑÒÎßÍÍÎÉ Â ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÅ ÁÅÐÐÈ�
ÝÑÑÅÅÍÀ // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2008,
âûïóñê �5, ñòð. 101�110. Âåðõíÿÿ îöåíêà àáñîëþòíîé ïîñòîÿííîé â êëàññè÷åñêîì íåðàâåíñòâå
Áåððè�Ýññååíà äëÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñíèæå-
íà äî 0.7005. Òàêæå óêàçàí ìåòîä äàëüíåéøåãî óòî÷íåíèÿ âåðõíåé îöåíêè.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà è ôðàçû: öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà, íîðìàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ,
îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, ñóììà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, íåðàâåíñòâî Áåððè�
Ýññååíà, äðîáü Ëÿïóíîâà.

Áèáëèîãðàôèÿ 23 ðàá.

Ê. À. Ñèìîíÿí, Ñ. Â. Ãðèøèí, Ä. Ñ. Âàòîëèí. ÀÄÀÏÒÈÂÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÎÖÅÍÊÈ
ÄÂÈÆÅÍÈß Â ÂÈÄÅÎ // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ
ÌÃÓ, 2008, âûïóñê �5, ñòð. 111�118. Â ñòàòüå îïèñàí àäàïòèâíûé ìåòîä îöåíêè äâèæåíèÿ,
íàöåëåííûé íà îáíàðóæåíèå èñòèííîãî äâèæåíèÿ â âèäåîïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðèâåäåíû ðå-
çóëüòàòû ñðàâíåíèÿ îïèñàííîãî ìåòîäà ñ äðóãèìè äëÿ ðàçëè÷íûõ ñöåíàðèåâ îáðàáîòêè âèäåî.

Áèáëèîãðàôèÿ 5 ðàá.

À. Â. Ñòîëÿðîâ. ÈÌÏÎÐÒ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ ßÇÛÊÀ SCHEME Â
ÎÁÚÅÊÒÍÎ-ÎÐÈÅÍÒÈÐÎÂÀÍÍÎÅ ÎÊÐÓÆÅÍÈÅ // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ
Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2008, âûïóñê �5, ñòð. 119�130. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííàÿ ðåàëèçàöèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè ÿçûêà Scheme â âèäå áèá-
ëèîòåêè êëàññîâ C++, âûïîëíåííàÿ â ðàìêàõ ïðîåêòà InteLib è ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ ìóëü-
òèïàðàäèãìàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ðåàëèçàöèè ìåõàíèçìà
ïðîäîëæåíèé (continuations).

Áèáëèîãðàôèÿ 10 ðàá.
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