
ÌÎÑÊÎÂÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ
ÈÌ. Ì.Â.ËÎÌÎÍÎÑÎÂÀ

Ôàêóëüòåò
âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè

è êèáåðíåòèêè

Ñáîðíèê ñòàòåé
ìîëîäûõ ó÷åíûõ ôàêóëüòåòà

ÂÌèÊ ÌÃÓ

Âûïóñê 6

ÌÎÑÊÂÀ � 2009



ÓÄÊ 517.6+519.8
ÁÁÊ 22
Ñ23

Ðåäàêöèîííûé ñîâåò ñáîðíèêà:
Ñ.À.ËÎÆÊÈÍ, À.Â.ÈËÜÈÍ, Â.Â.ÔÎÌÈ×ÅÂ,

À.Â.ÑÒÎËßÐÎÂ, È. Ã.ØÅÂÖÎÂÀ, À.À.ÂÎÐÎÍÅÍÊÎ

Ðåöåíçåíòû:
ïðîôåññîð Â.Þ.ÊÎÐÎËÅÂ, ïðîôåññîð À.À.ÑÀÏÎÆÅÍÊÎ, ïðîôåññîð
Ð.Ë.ÑÌÅËßÍÑÊÈÉ, äîöåíò Ì.Â.ÎÐËÎÂ, äîöåíò À.À.ÂÎÐÎÍÅÍÊÎ,

ñ. í. ñ. Ñ. Ã. ÐÓÄÍÅÂ, ñ. í. ñ. À.À.ËÓÊÜßÍÈÖÀ, àññèñòåíò Ã.À.ÊÀÐÏÓÍÈÍ

Ñîñòàâèòåëè:
À.Â.ÈËÜÈÍ, Â.Â.ÔÎÌÈ×ÅÂ, À.Â.ÑÒÎËßÐÎÂ

Ñ23 Ñáîðíèê ñòàòåé ìîëîäûõ ó÷åíûõ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ / Ðåä. ñî-
âåò: Ëîæêèí Ñ.À. è äð. � Ì.: Èçäàòåëüñêèé îòäåë ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ
(ëèöåíçèÿ ÈÄ �05899 îò 24.09.2001), âûïóñê �6, 2009 � 191 ñòð.

Â íàñòîÿùèé ñáîðíèê âîøëè ñòàòüè, âûïîëíåííûå ìîëîäûìè ó÷åíûìè ôàêóëü-
òåòà Âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííî-
ãî óíèâåðñèòåòà èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà â 2008�2009 ã.ã.

ÓÄÊ 517.6+519.8
ÁÁÊ 22

ISBN 978-5-89407-378-1 c© Ñîñòàâëåíèå. Èëüèí À.Â., Ôîìè÷¼â Â.Â.,
Ñòîëÿðîâ À.Â., 2009

c© Ñîâåò ìîëîäûõ ó÷¼íûõ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2009
c© Èçäàòåëüñêèé îòäåë ÂÌèÊ ÌÃÓ, 2009



ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ

ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÒÈÏÎÂ ÄÀÍÍÛÕ Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ ÂÐÅÌÅÍÈ
ÂÛÏÎËÍÅÍÈß ÏÐÎÃÐÀÌÌÛ

Â. Þ. Àíòîíîâ, À. Ï. Ôîêèí, Ê. Í. Äîëãîâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÏÐÈ ÁÎËÜØÈÕ ÂÐÅÌÅÍÀÕ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÊÎØÈ ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß
ÑÎÁÎËÅÂÑÊÎÃÎ ÒÈÏÀ Ñ ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÑÒÜÞ

À. È. Àðèñòîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ ÑÌÅØÀÍÍÛÕ ÇÀÄÀ× ÄËß ÂÎËÍÎÂÎÃÎ
ÓÐÀÂÍÅÍÈß Ñ ÍÅËÎÊÀËÜÍÛÌÈ ÃÐÀÍÈ×ÍÛÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ

À.Â.Áåëèêîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .23

ÁÈÁËÈÎÒÅ×ÍÀß ÏÎÄÄÅÐÆÊÀ ÎÁÚÅÊÒÍÎ-ÎÐÈÅÍÒÈÐÎÂÀÍÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ ßÇÛÊÀ ÐÅ-
ÔÀË

È.Å.Áðîíøòåéí, À.Â.Ñòîëÿðîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

ÔÓÍÊÖÈß ØÅÍÍÎÍÀ ÄËÈÍÛ ÏÐÎÂÅÐßÞÙÈÕ ÒÅÑÒÎÂ ÔÓÍÊÖÈÉ, ÁÅÑÏÎÂÒÎÐÍÛÕ Â
ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÎÌ ÁÀÇÈÑÅ

C.E.Áóáíîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

Î ×ÈÑËÅ ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÛÕ ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ Â ÄÅÐÅÂÜßÕ ÔÈÊÑÈÐÎÂÀÍ-
ÍÎÃÎ ÄÈÀÌÅÒÐÀ

À.Á.Äàéíÿê . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

ÑÒÐÓÊÒÓÐÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ Â ÇÀÄÀ×Å ÄÅÊÎÌÏÈËßÖÈÈ
Å. Î. Äåðåâåíåö, Ê. Í. Äîëãîâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

ÎÁ ÀÁÑÎËÞÒÍÛÕ ÊÎÍÑÒÀÍÒÀÕ Â ÐÀÂÍÎÌÅÐÍÎÉ ÎÖÅÍÊÅ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ ÍÎÐÌÀËÜÍÎÉ
ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ ÄËß ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÉ, ÍÅ ÈÌÅÞÙÈÕ ÒÐÅÒÜÅÃÎ ÌÎÌÅÍÒÀ

Ì. Î. Ãàïîíîâà, À. Þ. Êîð÷àãèí, È. Ã. Øåâöîâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

Î ÏÎËÎÆÅÍÈÈ ÑÀÌÎÄÂÎÉÑÒÂÅÍÍÛÕ k-ÇÍÀ×ÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ Â ÐÅØ�ÒÊÅ ÇÀÌÊÍÓÒÛÕ
ÊËÀÑÑÎÂ

Â.Á.Ëàðèîíîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

ÐÅËßÖÈÎÍÍÛÅ ÄÀÍÍÛÅ Â ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÑÐÅÄÑÒÂÀÕ ÑÅÌÀÍÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ WEB
Ä.Â.Ëåâøèí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .105

Î ÑÊÎÐÎÑÒÈ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÛÕ ÐÀÇËÎÆÅÍÈÉ ÄËß ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÛÕ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ.

À.Ñ.Ìàðêîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

ÐÀÇÄÅËÅÍÈÅ ÑÌÅÑÅÉ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÛÕ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÉ ÑÅÒÎ×ÍÛÌ ÌÅÒÎÄÎÌ
ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÏÐÀÂÄÎÏÎÄÎÁÈß ÏÐÈ ÏÎÌÎÙÈ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÓÑËÎÂÍÎÃÎ ÃÐÀÄÈ-
ÅÍÒÀ

À.Ë.Íàçàðîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

ÌÅÒÎÄ ÂÛÄÅËÅÍÈß Â ÒÅÊÑÒÅ ÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈÉ ÏÎ ÈÕ ËÅÊÑÈÊÎ-ÑÈÍÒÀÊÑÈ×ÅÑÊÈÌ
ØÀÁËÎÍÀÌ

À.À.Íîñêîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .136

3



OPTIMAL CONTROL IN THE SIMPLEST INVESTMENT ALLOCATION MODEL WITH INFINITE
TIME HORIZON

A. I. Puchkova . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

Î ÏÐÎÁËÅÌÅ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈß ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀ ÏÐÅËÎÌËÅÍÈß Â ÇÀÄÀ×ÀÕ ÄÈ-
ÔÐÀÊÖÈÎÍÍÎÉ ÒÎÌÎÃÐÀÔÈÈ

Î.Â.Øåñòàêîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

IrGene 1.0 � ÈÍÒÅÐÔÅÉÑÈÏÐÎÃÐÀÌÌÀÄËßÀÍÀËÈÇÀ ÏÎÏÓËßÖÈÎÍÍÎ-ÃÅÍÅÒÈ×ÅÑÊÈÕ
ÄÀÍÍÛÕ Â ÈÌÌÓÍÎËÎÃÈÈ

Å.À.Ñûòèí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÓÅÌÛÉ ÀÃÅÍÒ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß ÏÎ ÏÐÎÒÎÊÎËÓ ÏÅÐÅÄÀ×È ÃÈÏÅÐ-
ÒÅÊÑÒÀ

Þ.Â.Âëàñåíêî, À.Â.Ñòîëÿðîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168

ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈÈ È ÝÊÑÒÐÀÏÎËßÖÈÈ ÎÏÅÐÀÒÈÂÍÛÕ ÃÅÎÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÕ
ÄÀÍÍÛÕ ÍÀÁËÞÄÅÍÈÉ

Í.Á. Çàõàðîâà, Ñ.À.Ëåáåäåâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .177

ÐÅÔÅÐÀÒÛ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189

4



Äàííûé âûïóñê ïîñâÿùàåòñÿ
äåâÿíîñòîëåòèþ àêàäåìèêà
Àëåêñàíäðà Àíäðååâè÷à

ÑÀÌÀÐÑÊÎÃÎ



6 ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.)

ÓÄÊ 681.3.06

ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÒÈÏÎÂ ÄÀÍÍÛÕ Ñ

ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ ÂÐÅÌÅÍÈ

ÂÛÏÎËÍÅÍÈß ÏÐÎÃÐÀÌÌÛ

c© 2009 ã. Â. Þ. Àíòîíîâ, À. Ï. Ôîêèí, Ê. Í. Äîëãîâà

avadim@gmail.com, apfokin@gmail.com, katerina@ispras.ru

Êàôåäðà ñèñòåìíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

1 Ââåäåíèå

Ïðîãðàììíûå ïðèëîæåíèÿ, ïðåäîñòàâëåííûå ñòîðîííèìè ðàçðàáîò÷èêàìè, îáû÷íî íóæäà-
þòñÿ â àíàëèçå. Äàæå òå ïðèëîæåíèÿ, êîòîðûå ïðîãðàììèñò ðàçðàáàòûâàåò ñàì, â ñëó÷àÿõ
êðèòè÷íîñòè ïðèëîæåíèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè, òðåáóþò äîïîëíè-
òåëüíîãî àíàëèçà. Îäíàêî ÷åì âûøå óðîâåíü ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîãðàììû, òåì áîëåå ðàçâèòûå
èíñòðóìåíòàëüíûå ñðåäñòâà ðàçðàáîòàíû äëÿ èõ àíàëèçà. Òàê, èíñòðóìåíòàëüíûå ñðåäñòâà äëÿ
àíàëèçà áèíàðíîãî êîäà ðàçâèòû ñëàáî, à èíñòðóìåíòàëüíûõ ñðåäñòâ äëÿ àíàëèçà ïðèëîæåíèé
íà ÿçûêàõ âûñîêîãî óðîâíÿ Ñè è Ñè++ äîñòàòî÷íî ìíîãî.

Íàïðàâëåíèå èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, êîòîðîå çàíèìàåòñÿ ïîëó÷åíèå íåÿâíîé èíôîð-
ìàöèè èç ïðîãðàììíîãî êîäà ñ öåëüþ ïîâûøåíèÿ óðîâíÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîãðàìì íàçûâàåò-
ñÿ îáðàòíîé èíæåíåðèåé[1]. Òèïè÷íûé òðàêò ïîâûøåíèÿ óðîâíÿ ïðîãðàììíîãî ïðèëîæåíèÿ
íà÷èíàåòñÿ ñ áèíàðíîãî êîäà, êîòîðûé äèçàññåìáëåðîì âîññòàíàâëèâàåòñÿ â àññåìáëåðíûé ëè-
ñòèíã, êîòîðûé äåêîìïèëÿòîðîì âîññòàíàâëèâàåòñÿ â ïðîãðàììó íà ÿçûêå âûñîêîãî óðîâíÿ,
à äàëüøå èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå èíñòðóìåíòàëüíûå ñðåäñòâà, ïîâûøàþùèå óðîâåíü ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ïðîãðàììû äî ÿçûêà ñïåöèôèêàöèé.

Îäíèì èç ýòàïîâ ðàáîòû äåêîìïèëÿòîðà ÿâëÿåòñÿ âîññòàíîâëåíèå òèïîâ äàííûõ. Êà÷åñòâî
ðàáîòû äåêîìïèëÿòîðà îöåíèâàåòñÿ ¾ïîíÿòíîñòüþ¿ êîäà, êîòîðûé îí âîññòàíàâëèâàåò, òî åñòü,
÷åì âûøå êà÷åñòâî äåêîìïèëÿòîðà, òåì ìåíüøå âîññòàíîâëåííûé èì êîä îòëè÷àåòñÿ îò òîãî,
êîòîðûé áû ïðîãðàììèñò íàïèñàë âðó÷íóþ. Òî÷íîñòü è ïîëíîòà âîññòàíîâëåíèÿ òèïîâ äàííûõ
áåç ÿâíûõ îïåðàöèé ïðèâåäåíèÿ òèïîâ è èñïîëüçîâàíèÿ èñêóññòâåííûõ òèïîâ îáúåäèíåíèé
ñèëüíî ïîâûøàåò êà÷åñòâî äåêîìïèëÿöèè.

Â äåêîìïèëÿòîðå TyDec, êîòîðûé ðàçðàáàòûâàåòñÿ â Èíñòèòóòå ñèñòåìíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ ñîâìåñòíî ñ êàôåäðîé ñèñòåìíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÂÌÊ ÌÃÓ èìååòñÿ ìîäóëü,
êîòîðûé âîññòàíàâëèâàåò òèïû äàííûõ, îñíîâûâàÿñü òîëüêî íà ñòàòè÷åñêîé èíôîðìàöèè, òî
åñòü òîëüêî ïî àññåìáëåðíîìó ëèñòèíãó.

Ñóùåñòâóþò ñëó÷àè, äëÿ êîòîðûõ ñòàòè÷åñêèé àíàëèç íå ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü òèïû
äàííûõ îäíîçíà÷íî. Òàê, â ïðèìåðå, ïðåäñòàâëåííîì íà ðèñ. 1, ïðè çàìåíå òèïà int ïåðåìåííîé
s íà òèï char * àññåìáëåðíûé êîä íå èçìåíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, äåêîìïèëÿòîð íå ñìîæåò
îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü òèï ïåðåìåííîé s ïðè ñòàòè÷åñêîì àíàëèçå.

int f(int *a, int n) {
int s = 0;
int *p = a;
for (; p < a + n; ++p) {

s += *p;
}
return s;
}

Ðèñ. 1: Ñè ïðîãðàììà, äëÿ êîòîðîé íåîäíîçíà÷íî âîññòàíîâëåíèå òèïà ïåðåìåííîé s.
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Îäèí èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ðàçðåøåíèÿ òàêîãî ðîäà íåîäíîçíà÷íîñòåé � ñïðîñèòü ïîëü-
çîâàòåëÿ, äðóãîé � èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèþ, ñîáðàííóþ â ïðîöåññå ðàáîòû ïðîãðàììû íà
íåêîòîðîì íàáîðå òåñòîâûõ äàííûõ â ïðîöåññå âîññòàíîâëåíèÿ. Ñîáðàííóþ èíôîðìàöèþ íà-
çîâåì ïðîôèëåì ïðîãðàììû, à ïðîöåññ ñáîðà � ïðîôèëèðîâàíèåì.

Ïðîôèëü ïðîãðàììû ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê äîïîëíåíèå ê ñòàòè÷åñêèì àëãîðèòìàì, êî-
ãäà ñòàòè÷åñêîé èíôîðìàöèè ïðîñòî íåäîñòàòî÷íî.

Äàííàÿ ðàáîòà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Â ðàçäåëå 2 ïðåäîñòàâëÿåòñÿ îáçîð ðàáîò
ñõîæåé òåìàòèêè. Ðàçäåë 3 ïîñâÿùåí îïèñàíèþ ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ñáîðà è àíàëèçà èíôîð-
ìàöèè âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû. Â ðàçäåëå 5 ïðåäñòàâëåíî îïèñàíèå ñèñòåìû Valgrind
[2], èñïîëüçóåìîé äëÿ ðåàëèçàöèè ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà. Â ðàçäåë 6 ïðåäñòàâëåíà ðåàëèçàöèÿ
ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà, à â ðàçäåëå 7 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû àïðîáàöèè ïðåäñòàâëåííîãî
ìåòîäà. Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû âûâîäû ðàáîòû è íàïðàâëåíèÿ äàëüíåéøèõ èññëåäî-
âàíèé.

2 Îáçîð ðàáîò ñõîæåé òåìàòèêè

Ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìåòîäîâ è èíñòðóìåíòàëüíûõ ñðåäñòâ, â êîòîðûõ îíè ðå-
àëèçîâàíû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò èçâëå÷ü íåÿâíóþ èíôîðìàöèþ î òèïàõ äàííûõ äëÿ àíàëèçà
ïðîãðàììû èëè ïîâûøåíèÿ óðîâíÿ åå ïðåäñòàâëåíèÿ. Íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþò ìåòîäû, èçâëå-
êàþùèå íåÿâíóþ èíôîðìàöèþ î òèïàõ äàííûõ, êàê â ñòàòè÷åñêîì ðåæèìå, òàê è âî âðåìåíè
âûïîëíåíèÿ.

Â ðàáîòå [4] ïðåäñòàâëåí ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ àáñòðàêòíûõ òèïîâ äàííûõ.
Öåëü âîññòàíîâëåíèÿ àáñòðàêòíûõ òèïîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñãðóïïèðîâàòü ïåðåìåííûå íå
òîëüêî ïî ðàçìåðó â ïàìÿòè è òèïó îïåðàöèé, êîòîðûìè îíè îáðàáàòûâàþòñÿ â àññåìáëåðíîì
êîäå, íî è ïî îñîáåííîñòÿì èõ èñïîëüçîâàíèÿ â ïðîãðàììå. Íàëè÷èå òàêèõ ¾óêðóïíåííûõ¿ òè-
ïîâ äàííûõ ïîçâîëÿåò ëó÷øå ïîíèìàòü íàçíà÷åíèå ïåðåìåííûõ â ïðîãðàììå, ÷òî ñóùåñòâåííî
óïðîùàåò åå ïîääåðæêó è âíåñåíèå èçìåíåíèé. Îïèñûâàåìûé ìåòîä îñíîâàí íà òîì, ÷òî èç-
íà÷àëüíî êàæäîìó çíà÷åíèþ âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îäèí
àáñòðàêòíûé òèï. Âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû ñîáèðàåòñÿ èíôîðìàöèÿ î çíà÷åíèÿõ, êî-
òîðûå ïðèíèìàëè âñå ïåðåìåííûå, ïîñëå ÷åãî â ðåçóëüòàòå ïåðåñå÷åíèÿ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ
îíè ðàçäåëÿþòñÿ íà óêðóïíåííûå àáñòðàêòíûå òèïû äàííûõ. Èíôîðìàöèþ î âðåìåíè âûïîë-
íåíèÿ ïðîãðàììû ñîáèðàåòñÿ ïîñðåäñòâîì óòèëèòû, êîòîðàÿ ðåàëèçîâàíà ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû
Valgrind.

Â ðàáîòå [3] ïðåäñòàâëåíî èíñòðóìåíòàëüíîå ñðåäñòâî hobbes. Ýòîò èíñòðóìåíò ðàçðàáîòàí
äëÿ èäåíòèôèêàöèè îøèáîê â ïðîãðàììàõ íà ÿçûêå Ñè, êîòîðûå ìîãóò âîçíèêíóòü â ðåçóëüòà-
òå íåïðàâèëüíîãî èñïîëüçîâàíèÿ îñîáåííîñòåé ÿçûêà. Óòèëèòà èíòåðïðåòèðóåò áèíàðíûé êîä,
èñïîëüçóÿ èíôîðìàöèþ î çíà÷åíèÿõ, ðàñïîëîæåííûõ ïî àäðåñàì ïàìÿòè, êîòîðûå âñòðå÷àþò-
ñÿ â ðåãèñòðàõ è ïåðåìåííûõ. Â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà óòèëèòà âûäàåò ïðåäóïðåæäåíèÿ, êîãäà
âåðîÿòíîñòü îøèáêè âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû ïðåâûøàåò óñòàíîâëåííóþ ïîëüçîâàòå-
ëåì ãðàíèöó. Äëÿ àíàëèçà èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî äèíàìè÷åñêèé àíàëèç, äàæå äëÿ òåõ ñëó÷àåâ,
êîãäà ñòàòè÷åñêîãî àíàëèçà ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî. Îäíàêî â èíñòðóìåíòàëüíîì ñðåäñòâå
hobbes ñëàáî ðàçâèòà îáðàáîòêà óêàçàòåëåé, à èìåííî, óòèëèòà íå ðàçëè÷àåò óêàçàòåëè íà ðàç-
íûå òèïû äàííûõ, âñëåäñòâèå ÷åãî îøèáêè âðåìåíè âûïîëíåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò âîçíèêíóòü
èç-çà íåïðàâèëüíîé ðàáîòû ñ óêàçàòåëÿìè, íå âûÿâëÿþòñÿ. Ñáîð èíôîðìàöèè î çíà÷åíèÿõ,
êîòîðûå ïðèíèìàþò ïåðåìåííûå âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ, âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìîé äèíàìè÷åñêè.
Èíñòðóìåíòàëüíîå ñðåäñòâî ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: èíòåðïðåòàòîðà êîäà x86 è ìîäóëÿ ïðî-
âåðêè òèïîâ. Èíòåðïðåòàòîð êîäà ðàáîòàåò êàê èíñòðóìåíòèðóþùèé êîìïèëÿòîð, êîòîðûé
âñòðàèâàåò â êîä âûçîâû ôóíêöèé ìîäóëÿ ïðîâåðêè òèïîâ. Àðõèòåêòóðà èíòåðïðåòàòîðà àíà-
ëîãè÷íà èíñòðóìåíòèðóþùåìó êîìïèëÿòîðó, íà îñíîâå êîòîðîãî ïîñòðîåíà ñèñòåìà Valgrind.
Ñàìî èíñòðóìåíòàëüíîå ñðåäñòâî Valgrind â ðåàëèçàöèè íå èñïîëüçîâàíî, òàê êàê íà ìîìåíò
íà÷àëà ðàçðàáîòêè åùå íå ñóùåñòâîâàëî åãî ðàáîòàþùåé âåðñèè.

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.)
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3 Ïðîôèëèðîâàíèå çíà÷åíèé ÿ÷ååê ïàìÿòè

Â äåêîìïèëÿòîðå TyDec ðåàëèçîâàíû ìîùíûå ìåòîäû ñòàòè÷åñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ òèïîâ
äàííûõ. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà ñòàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè âîññòà-
íîâëåíèÿ òèïîâ äàííûõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü èíôîðìàöèþ âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ïðîãðàìì, à
èìåííî, ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, êîòîðûå õðàíèëèñü â ÿ÷åéêàõ ïàìÿòè è ðåãèñòðàõ ïðîöåññîðà
âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ äîñòîâåðíî-
ñòè îïðåäåëèòü, ÷òî íåêîòîðûé ðåãèñòð â íåêîòîðîé òî÷êå ïðîãðàììû õðàíèò 32-õ áèòíîå
çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àäðåñàìè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïåðåìåííîé óêàçàòåëüíîãî òèïà â
èñõîäíîé ïðîãðàììå íà ÿçûêå Ñè, äàæå åñëè îíà íå ðàçûìåíîâûâàëàñü. Ïîäîáíûì îáðàçîì
ìîæíî ñäåëàòü îáîñíîâàííîå ïðåäïîëîæåíèå î çíàêîâîñòè çíà÷åíèé â ðåãèñòðå è, ñîîòâåñòâåí-
íî, î çíàêîâîñòè òèïà ñîîòâåñòâóþùåé ýòîìó ðåãèñòðó ïåðåìåííîé â èñõîäíîé ïðîãðàììå íà
ÿçûêå Ñè.

Ñõåìà âèðòóàëüíîãî àäðåñíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðîöåññà äëÿ ÎÑ Linux íà 32-õ áèòíîé àðõè-
òåêòóðå IA32 ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2. Êàæäîìó ïðîöåññó âûäåëÿåòñÿ äèàïàçîí âèðòóàëüíûõ
àäðåñîâ îò 0x00000000 äî 0xFFFFFFFF Îïåðàöèîííàÿ ñèñòåìà âûäåëÿåò ïðîöåññó 3Ãá, êîòî-
ðûå ðàñïîëîæåíû íåïðåðûâíî, íà÷èíàÿ ñ ÿ÷åéêè ñ àäðåñîì 0x00000000 è äî ÿ÷åéêè ñ àäðåñîì
ïî 0xBFFFFFFF. Îñòàâøàÿñÿ ïàìÿòü çàðåçåðâèðîâàíà ñèñòåìîé. Íà÷èíàÿ ñ àäðåñà 0x08048000
çàãðóæàåòñÿ êîïèÿ èñïîëíÿåìîãî ôàéëà, ñåãìåíò äàííûõ è BSS ñåãìåíò. Êðîìå ýòîãî, â ïà-
ìÿòè ðàñïîëîæåíû ñòåê, êó÷à è áèáëèîòåêè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåìåííàÿ óêàçàòåëüíîãî òèïà
âî âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû ìîæåò ïðèíèìàòü íå ëþáûå çíà÷åíèÿ, à òîëüêî òå, êîòîðûå ñîîò-
âåòñòâóþò àäðåñàì ÿ÷ååê ïàìÿòè âèðòóàëüíîãî àäðåñíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðîöåññà. Îáîçíà÷èì
V alidAddr � ìíîæåñòâî âñåõ èñïîëüçóåìûõ àäðåñîâ ïàìÿòè ïðîãðàììû. Î÷åâèäíî, ÷òî îíî
âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå ïåðå÷èñëåííûå ñåãìåíòû, èñïîëüçóåìûå ïðîöåññîì.

Ðèñ. 2: Âèðòóàëüíîå àäðåñíîå ïðîñòðàíñòâî ïðîöåññà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç obj êîíñòðóêöèè àññåìáëåðíîé ïðîãðàììû, ñîîòâåñòâóþùèå ïåðåìåííûì
íà ÿçûêå âûñîêîãî óðîâíÿ. Òî åñòü ýòî:

• ðåãèñòðû îáùåãî íàçíà÷åíèÿ öåíòðàëüíîãî ïðîöåññîðà,

• ÿ÷åéêè ïàìÿòè â àáñîëþòíîé àäðåñàöèè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ãëîáàëüíûì ïåðåìåííûì
â èñõîäíîé ïðîãðàììå,

• ÿ÷åéêè ïàìÿòè ïî ôèêñèðîâàííûì ñìåùåíèÿì îòíîñèòåëüíî ñòåêîâîãî êàäðà, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ëîêàëüíûì ïàðàìåòðàì,

• ÿ÷åéêè ïàìÿòè ïî ôèêñèðîâàííîìó ñìåùåíèþ îòíîñèòåëüíî ñòåêîâîãî êàäðà ïî ðåãèñòðó
%esp, à òàêæå ïîëîæåííûå íà ñòåê ñîîòâåòñòâóþùèìè èíñòðóêöèÿìè. Îíè ñîîòâåòñòâóþò
ôàêòè÷åñêèì ïàðàìåòðàì â âûçûâàåìûõ ôóíêöèÿõ.

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.)
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Â êîððåêòíîé ïðîãðàììå íà ÿçûêå Ñè óêàçàòåëè, êàê ïðàâèëî, õðàíÿò àäðåñà èç ìíîæåñòâà
îòîáðàæåííûõ âèðòóàëüíûõ àäðåñîâ (ñòåê, êó÷à, ñòàòè÷åñêèå äàííûå, êîä), ëèáî ñïåöèàëüíîå
çíà÷åíèå null. Çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ïðèíèìàþò çíàêîâûå öåëî÷èñëåííûå ïåðåìåííûå, âíå çàâè-
ñèìîñòè ïîëîæèòåëüíûå îíè èëè îòðèöàòåëüíûå, ñãðóïïèðîâàíû îêîëî íóëÿ, òî åñòü çíà÷åíèå
−1 ïåðåìåííàÿ ïðèíèìàåò çíà÷èòåëüíî ÷àùå, íåæåëè, íàïðèìåð, −2 · 109. Áåççíàêîâûå öå-
ëî÷èñëåííûå ïåðåìåííûå ðåäêî ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò −2 èëè −3 à,
íàïðèìåð, çíà÷åíèå 3 ·109 ïåðåìåííûå ïðèíèìàþò ÷àùå äëÿ 32-õ áèòíîé àðõèòåêòóðû, íåæåëè
áåççíàêîâîå çíà÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå −2. Çíà÷åíèå −1 íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ñïåöè-
àëüíûì îáðàçîì, òàê êàê îíî ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîìó áåççíàêîâîìó öåëîìó çíà÷åíèþ è
÷àñòî âûñòóïàåò â ðîëè èíäèêàòîðà îøèáêè.

Äëÿ 32-õ áèòíîé àðõèòåêòóðû íóæíî ïðîôèëèðîâàòü çíà÷åíèÿ òîëüêî äëÿ 32-õ áèòíûõ
ÿ÷ååê ïàìÿòè, òàê êàê óêàçàòåëè èìåþò ðàçìåð 32-áèòà. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â èäåàëå õîðîøî
áû ïðîôèëèðîâàòü çíà÷åíèÿ íàïðÿìóþ ÿ÷ååê ïàìÿòè, ýòî íà ïðàêòèêå ðåàëèçîâàòü çàòðóäíè-
òåëüíî, òàê êàê:

• çíà÷åíèÿ ðàçíûõ ïåðåìåííûõ ìîãóò õðàíèòüñÿ â îäíèõ ïî îäíèì è òåì æå àäðåñàì. Ñòåê,
êàê è êó÷à, ïîñòîÿííî ïåðåèñïîëüçóþòñÿ,

• îäíè è òå æå ëîêàëüíûå ïåðåìåííûå ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íûé àäðåñ â ðàçíûå ìîìåíòû
âðåìåíè.

Îäíàêî äëÿ òîãî ÷òîáû èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèå ÿ÷åéêè ïàìÿòè åå íåîáõîäèìî çàãðóçèòü
íà ðåãèñòð. Ñëåäîâàòåëüíî, âìåñòî ïðîôèëèðîâàíèÿ íåïîñðåäñòâåííî çíà÷åíèé ÿ÷ååê ïàìÿ-
òè, áóäåì ñîáèðàòü çíà÷åíèÿ, êîòîðûå çàãðóæàþòñÿ íà ðåãèñòð è âûãðóæàþòñÿ èç ðåãèñòðîâ
ñîîòâåòñòâóþùèìè êîìàíäàìè.

Ïóñòü VP � ýòî îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà Addr âèðòóàëüíûõ àäðåñîâ ñåãìåíòà êîäà ïðî-
ãðàììû âî ìíîæåñòâî 32-õ áèòíûõ çíà÷åíèé Val, êîòîðûå çàïèñûâàëèñü èëè ñ÷èòûâàëèñü
èíñòðóêöèåé ïî ýòîìó àäðåñó. Ìíîæåñòâî àäðåñîâ, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò ñåãìåíòó êîäà
ïðîãðàììû, èñêëþ÷åíû èç ðàññìîòðåíèÿ.

Âèðòóàëüíûå àäðåñà äîëæíû áûòü îòîáðàæåíû íà èíñòðóêöèè äèçàññåìáëèðîâàííîé ïðî-
ãðàììû. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå DM � ýòî îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà Addr âèðòóàëüíûõ
àäðåñîâ ïàìÿòè â ìíîæåñòâî îáúåêòîâ Loc, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì àäðåñàì ïàìÿòè â äèçàññåì-
áëèðîâàííîé ïðîãðàììå.

Îòîáðàæåíèå IVP èç ìíîæåñòâà àññåìáëåðíûõ èíñòðóêöèé âî ìíîæåñòâî 32-õ áèòíûõ çíà-
÷åíèé, êîòîðûå çàãðóæàþòñÿ íà ðåãèñòð èëè âûãðóæàþòñÿ â ïàìÿòü ñîîòâåòñòâóþùèìè èí-
ñòðóêöèÿìè, ñòðîèòñÿ ïîñðåäñòâîì êîìáèíèðîâàíèÿ îòîáðàæåíèé VP è DM

VP : Addr→ 2Val
DM : Addr→ Loc

IVP : Loc→ 2Val

IVP(x) = VP(DM−1(x))
Â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà ïîëó÷àåì, ÷òî êàæäîé èíñòðóêöèè äèçàññåìáëèðîâàííîé ïðîãðàììû

ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî 32-õ áèòíûõ çíà÷åíèé, êîòîðîå îíà çàãðóæàåò èëè âûãðó-
æàåò â ïàìÿòü. Åñëè çíà÷åíèå, êîòîðîå çàãðóæàåòñÿ èëè âûãðóæàåòñÿ íå 32-õ áèòíîå, èëè îíî
íå áûëî ïîêðûòî âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû, îíî ñ÷èòàåòñÿ íå àííîòèðîâàííûì.

Ìíîæåñòâî V P (obj) � ýòî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ îáúåêòîì obj çà âðåìÿ âû-
ïîëíåíèÿ ïðîãðàììû. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî � ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, çàïèñûâàåìûõ â ÿ÷åéêó
ïàìÿòè, âûäåëåííóþ äëÿ ïåðåìåííîé, ñîîòâåòñòâóþùåé îáúåêòó obj.

null � ýòî íóëåâîé óêàçàòåëü.
σobj(x) � ôóíêöèÿ, âîçâðàùàþùàÿ 1, åñëè x ∈ V P (obj), è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Ðàññìîòðèì äâå ìåòðèêè:
PC(obj) � ìåðà óâåðåííîñòè ¾óêàçàòåëü¿. Ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 0 äî 1. ×åì áëèæå çíà-

÷åíèå ê 1, òåì áîëüøå óâåðåííîñòü â òîì, ÷òî îáúåêò obj ÿâëÿåòñÿ óêàçàòåëåì.

PC(obj) =
|V P (obj) ∩ V alidAddr|
|V P (obj)− null|
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Òàê êàê óêàçàòåëü ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå null, êîòîðîå íå âêëþ÷åíî â V alidAddr, null
èñêëþ÷àåòñÿ èç ìíîæåñòâà çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ îáúåêòîì obj.

UC(obj) � ìåðà óâåðåííîñòè ¾áåççíàêîâûé¿ äëÿ 32-õ áèòíîé ïëàòôîðìû. Ïðèíèìàåò çíà-
÷åíèÿ îò 1

231 äî 1. ×åì áëèæå çíà÷åíèå ìåðû ê 0, òåì áîëüøå óâåðåííîñòè, ÷òî ïåðåìåííàÿ obj
ÿâëÿåòñÿ çíàêîâîé.

UC(obj) = 1−
−2∑

x=−231+1

σobj(x)
22∗blog2|x+1|c+1

Åñëè ïåðåìåííàÿ ïðèíèìàëà çíà÷åíèå−2, òî ìåðà óâåðåííîñòè ¾áåççíàêîâûé¿ óìåíüøàåòñÿ
íà 1/2. Äëÿ çíà÷åíèé −3 è −4 ìåðà óâåðåííîñòè ¾áåççíàêîâûé¿ óìåíüøàåòñÿ íà 1/4. Äëÿ
îñòàëüíûõ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ïðîèçâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ. Èç ýòîãî ñëåäóåò
ìåòðèêà è å¼ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå:

1−
−2∑

x=−231+1

1
22∗blog2|x+1|c+1

=
1

231

Äàííûå ìåòðèêè ïîëîæåíû â îñíîâó ìåòîäà ñáîðà è àíàëèçà èíôîðìàöèè âðåìåíè âû-
ïîëíåíèÿ ïðîãðàììû äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ çíàêîâîñòè öåëî÷èñëåííîé ïåðåìåííîé è îòëè÷èÿ
öåëîãî òèïà äàííûõ îò óêàçàòåëüíîãî ïî áèíàðíîìó êîäó èñïîëíÿåìîé ïðîãðàììû. Ìåòîä
îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè ïðîôèëÿ çíà÷åíèé äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè ïàìÿòè â ïðîãðàììå, ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ïåðåìåííîé, è âû÷èñëåíèÿ äëÿ íèõ ìåòðèê. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé, ìîæíî
ïðåäïîëîæèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ïåðåìåííàÿ çíàêîâîé èëè áåççíàêîâîé, öåëî÷èñëåííîãî òèïà èëè
óêàçàòåëüíîãî.

4 Ðàñïîçíîâàíèå èíñòðóêöèé memset è memcpy

Ñòàíäàðò ÿçûêà Ñè ïîçâîëÿåò âûïîëíÿòü ïîáàéòîâûé äîñòóï ê îáúåêòàì. Òàê, íàïðèìåð,
âîçìîæíî ñêîïèðîâàòü çíà÷åíèå îäíîãî ñòðóêòóðíîãî òèïà â äðóãîé ñòðóêòóðíûé òèï ïîáàéò-
íî, èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ memcpy. Îáû÷íî êîìïèëÿòîð âñòàâëÿåò öåëèêîì (inline) ôóíêöèè ïî-
áàéòîâîãî êîïèðîâàíèÿ memcpy, ïîáàéòîâîãî îáíóëåíèÿ memset è òîìó ïîäîáíûå, âìåñòî èõ
âûçîâà äëÿ îïòèìèçàöèè. Òåëà òàêèõ ôóíêöèé äîëæíû áûòü èäåíòèôèöèðîâàíû â äåêîìïèëè-
ðóåìîì êîäå è íå ðàññìàòðèâàòüñÿ ïðè âîññòàíîâëåíèè òèïîâ, òàê êàê îíè íàðóøàþò ïðàâèëà
ñòðîãîé òèïèçàöèè è ïðàâèëà ðàñïðîòñòàíåíèÿ èíôîðìàöèè î òèïàõ ïî ïðîãðàììå.

Ðàñïîçíàâàíèå èíñòðóêöèé memset è memcpy ìîæíî ïðîâîäèòü ëèáî ñèãíàòóðíûì àíàëè-
çîì, ëèáî àíàëèçîì ïîâåäåíèÿ âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû. Ñèãíàòóðíûé àíàëèç òðåáóåò
ïîñòîÿííî îáíîâëÿþùóþñÿ áàçó ñèãíàòóð äëÿ âñåõ ïîääåðæèâàåìûõ êîìïèëÿòîðîâ. Àíàëèç
ïîâåäåíèÿ âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû ïðîùå ïðè ðåàëèçàöèè è èñïîëüçîâàíèè.

Èíñòðóêöèè memset è memcpy â ðåçóëüòàòå îïòèìèçàöèè êîìïèëÿòîðîâ ìîãóò áûòü çàìåíåíû
íàáîðîì èäóùèõ ïîäðÿä ñ÷èòûâàíèé è ïðèñâàèâàíèé (ñì. Òàáëèöó 2).

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ memset(p, 0, 2 * sizeof(*p)) òðàíñëèðóåòñÿ â àññåìáëåð â âèäå êî-
äà, ñîñòîÿùåãî èç äâóõ èíñòðóêöèé:

movl $0 , (%eax )
movl $0 , 4(%eax )

Ôóíêöèÿ memcpy(q, p, 5 * sizeof(*p)) òðàíñëèðóåòñÿ êàê
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movl (%edx ) , %eax
movl %eax , (%ecx )
movl 4(%edx ) , %eax
movl %eax , 4(%ecx )
movl 8(%edx ) , %eax
movl %eax , 8(%ecx )
movl 12(%edx ) , %eax
movl %eax , 12(%ecx )
movl 16(%edx ) , %eax
movl %eax , 16(%ecx )

Òàêèì îáðàçîì, åñëè âî âðåìÿ àíàëèçà âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû áûëè íàéäåíû èäóùèå ïîä-
ðÿä èíñòðóêöèè ïðèñâàèâàíèÿ movl x, addri, äëÿ êîòîðûõ:

• Èñïîëüçóåòñÿ ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå x.

• Àäðåñà ÿ÷ååê ïàìÿòè addri ðàñïîëîæåíû â âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå èëè â óáûâàþùåì è
|addri − addri−1| =ðàçìåð ÿ÷åéêè ïàìÿòè.

Òîãäà ýòîò íàáîð èíñòðóêöèé ìîæíî çàìåíèòü íà èíñòðóêöèþ memset, êîòîðàÿ ïðèñâàèâàåò
çíà÷åíèå x ÿ÷åéêàì ïàìÿòè, ðàñïîëîæåííûì ïî àäðåñàì addri.

Åñëè âî âðåìÿ àíàëèçà âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû áûëè íàéäåíû ÷åðåäóþùèåñÿ èíñòðóêöèè
ñ÷èòûâàíèÿ movl addr1i, eax è ïðèñâàèâàíèÿ movl eax, addr2i, äëÿ êîòîðûõ:

• Àäðåñà ÿ÷ååê ïàìÿòè addr1i ðàñïîëîæåíû â âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå èëè â óáûâàþùåì è
|addr1i − addr1i−1| =ðàçìåð ÿ÷åéêè ïàìÿòè.

• Àäðåñà ÿ÷ååê ïàìÿòè addr2i ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå, ñîîòâåòñòâóþùåì ïîðÿäêó ÿ÷ååê
ïàìÿòè addr1i, è |addr2i − addr2i−1| =ðàçìåð ÿ÷åéêè ïàìÿòè.

Òîãäà ýòîò íàáîð èíñòðóêöèé ìîæíî çàìåíèòü íà èíñòðóêöèþ memcpy, êîòîðàÿ êîïèðóåò çíà-
÷åíèÿ èç ÿ÷ååê ïàìÿòè addr1i â ÿ÷åéêè ïàìÿòè addr2i.

5 Ñèñòåìà Valgrind

Ïðè ðàçðàáîòêå óòèëèò äèíàìè÷åñêîãî àíàëèçà èñïîëíÿåìûõ ôàéëîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü
äëÿ óïðîùåíèÿ ðàçðàáîòêè ñèñòåìû ïîñòðîåíèÿ èíñòðóìåíòàëüíûõ ñèñòåì äëÿ äèíàìè÷åñêîãî
àíàëèçà. Îñîáåííîñòüþ òàêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ èíòåãðàöèè èõ ñ àíàëèçèðóåìûì
ïðèëîæåíèåì íå òðåáóåòñÿ èñõîäíîãî êîäà ïðèëîæåíèÿ, à äîñòàòî÷íî òîëüêî èñïîëíÿåìîãî
ìîäóëÿ. Îäíîé èç òàêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà ïîñòðîåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ èíñòðóìåíòîâ äëÿ
èñïîëíÿåìûõ ôàéëîâ Valgrind

Ñèñòåìà Valgrind ïîçâîëÿåò ïèñàòü óòèëèòû íà îñíîâå ñâîåãî ÿäðà, êîòîðûå ïîçâîëÿþò
àíàëèçèðîâàòü áèíàðíûå ïðèëîæåíèÿ. Îñîáåííîñòüþ ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ðàçâèòàÿ ôóíêöèî-
íàëüíîñòü óñòîé÷èâîñòü ïðèëîæåíèé ê îøèáêàì âðåìåíè âûïîëíåíèÿ, âûñîêàÿ ïðîèçâîäè-
òåëüíîñòü çà ñ÷åò ìèíèìèçàöèè êîëè÷åñòâà îïåðàöèé.

Èíñòðóìåíòàëüíîå ñðåäñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàäñòðîéêó, ðåàëèçîâàííóþ íà ÿçûêå Ñè,
ê ÿäðó ñèñòåìû Valgrind Â îáùåì âèäå èíñòðóìåíòàëüíîå ñðåäñòâî ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: Valgrind core + tool plug-in = Valgrind tool. Èíñòðóìåíòàëüíîå ñðåäñòâî ñòà-
òè÷åñêè ëèíêóåòñÿ ê èñïîëíÿåìîìó ìîäóëþ, â êîòîðûé äîáàâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé êîä äëÿ
âûçîâà ìåòîäîâ ÿäðà ñèñòåìû Valgrind.

Íà îñíîâå ñèñòåìû Valgrind ðåàëèçîâàíî ìíîãî èíñòðóìåíòàëüíûõ ñèñòåì, ïîçâîëÿþùèõ
âûïîëíÿòü äèíàìè÷åñêèé àíàëèç ïðèëîæåíèé.

1. Ñèñòåìà Memcheck[5] ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü àíàëèç âñåõ îïåðàöèé ÷òåíèÿ è çàïèñè â ïàìÿ-
òè, âûäåëåíèå è îñâîáîæäåíèå áëîêîâ ïàìÿòè. Â ðåçóëüòàòå, ñèñòåìà ïîçâîëÿåò âûÿâëÿòü
ñëåäóþùèå îøèáêè â ïðèëîæåíèè:

(a) èñïîëüçîâàíèå íåïðîèíèöèàëèçèðîâàííîé ïàìÿòè,
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(b) ÷òåíèå/çàïèñü ïàìÿòè ïîñëå å¼ îñâîáîæäåíèÿ,

(c) ÷òåíèå/çàïèñü íåñîîòâåòñòâóþùèõ àäðåñîâ â ñòåêå,

(d) óòå÷êè ïàìÿòè,

(e) íåïðàâèëüíîå èñïîëüçîâàíèå îïåðàòîðîâ malloc/new/new [] è free/delete/delete
[],

(f) ïåðåêðûâàþùèåñÿ îáëàñòè ïàìÿòè â src è dst â memcpy() è äðóãèõ àíàëîãè÷íûõ
ôóíêöèÿõ.

2. Ñèñòåìà Cachegrind[2] ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ìåñòà â ïðîãðàììå, ãäå èìååòñÿ íå îïòèìàëü-
íîå âçàèìîäåéñòâèå ñ òèïè÷íûì ñóïåðñêàëÿðíûìè ïðîöåññîðàìè, â ñëåäñòâèå ÷åãî âðåìÿ
ðàáîòû ïðîãðàììû ñèëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ. Ñèñòåìà ñèìóëèðóåò ïðîãðàììó è äîáàâëÿåò
êîììåíòàðèè â èñõîäíûé êîä îá îòñóòñòâèè íóæíûõ äàííûõ â êýøå èëè íåïðàâèëüíîì
ïðîãíîçèðîâàíèè âåòâëåíèÿ.

3. Ñèñòåìà Callgrind[2] ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ãðàô âûçîâîâ äëÿ ïðîãðàììíîãî çàïóñêà. Ïî
óìîë÷àíèþ, ñèñòåìà ñîáèðàåò èíôîðìàöèþ î êîëè÷åñòâå âûïîëíèâøèõñÿ èíñòðóêöèé,
êîëè÷åñòâî âûçîâîâ ìåæäó ôóíêöèÿìè, à òàê æå ñ÷èòàåò îòíîøåíèå äîëþ âûïîëíèâ-
øèõñÿ èíñòðóêöèé ïî îòíîøåíèþ ê èíñòðóêöèÿì ïðîãðàììû. Ïîìèìî ýòîãî ñèìóëÿòîð
êýøà ïðåäñòàâëÿåò èíôîðìàöèþ î ïîâåäåíèè îïåðàöèé äîñòóïà ê ïàìÿòè.

4. Ñèñòåìà Helgrind [2] ïîçâîëÿåò âûïîëíÿòü àíàëèç ñ öåëüþ âûÿâëåíèÿ îøèáîê ñèíõðî-
íèçàöèè ïîòîêîâ â ïðîãðàììàõ, ðåàëèçîâàííûõ íà ÿçûêàõ Cè, Cè++ è Fortran, èñïîëü-
çóþùèõ ïðèìèòèâû ñòàíäàðòà POSIX.

Àðõèòåêòóðà ñèñòåìû Valgrind îñíîâàíà íà ìåòîäå ¾Äèçàññåìáëèðîâàíèå è ïîâòîðíûé ñèí-
òåç¿, êîòîðûé ïîçâîëÿåò âñòðàèâàòü êîä àíàëèçà â èñïîëíÿåìûé êîä ïðîãðàììû. Ðåàëèçàöèÿ
ýòîãî ìåòîäà ñèñòåìå ñîñòîèò èç 8 ýòàïîâ:

1. Äèçàññåìáëèðîâàíèå. Íà ýòîì ýòàïå èñïîëíÿåìûé êîä ïðîãðàììû ïðåîáðàçóåòñÿ âî âíóò-
ðåííåå ïðåäñòàâëåíèå ñèñòåìû Valgrind â âèäå äðåâîâèäíîé ñòðóêòóðû.

2. Îïòèìèçàöèÿ, ýòàï 1. Âíóòðåííåå ïðåäñòàâëåíèå îïòèìèçèðóåòñÿ è ïðåîáðàçóåòñÿ â ñïè-
ñîê.

3. Èíñòðóìåíòàöèÿ. Íà ýòîì ýòàïå âûïîëíÿåòñÿ äîáàâëåíèå èíñòðóìåíòèðîâàííîãî êîäà âî
âíóòðåííåå ïðåäñòàâëåíèå ïðîãðàììû.

4. Îïòèìèçàöèÿ, ýòàï 2. Íà ýòîì ýòàïå âûïîëíÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå îïòèìèçàöèîííîå ïðå-
îáðàçîâàíèå âíóòðåííåãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîãðàììû.

5. Ïîñòðîåíèå äåðåâà. Ïîñëå òîãî êàê âûïîëíåíû îïòèìèçàöèîííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âíóò-
ðåííåå ïðåäñòàâëåíèå ïðîãðàììû èç ñïèñêà ïåðåñòðàèâàåòñÿ îáðàòíî â äðåâîâèäíóþ
ñòðóêòóðó. Â òå÷åíèå ýòîãî øàãà ÂÏ ïðåîáðàçóåòñÿ â äðåâîâèäíóþ ñòðóêòóðó.

6. Âûäåëåíèå èíñòðóêöèé. Íà ýòîì ýòàïå ïî âíóòðåííåìó ïðåäñòàâëåíèþ â âèäå äðåâîâèä-
íîé ñòðóêòóðû âûäåëÿþòñÿ èíñòðóêöèè, êîòîðûå ïðåîáðàçóåòñÿ â ñïèñîê.

7. Âûäåëåíèå ðåãèñòðîâ. Èç ñïèñêà èíñòðóêöèé ïåðåñòðàèâàåòñÿ ïîëèòèêà èñïîëüçîâàíèÿ
ðåãèñòðîâ, ÷òî íåîáõîäèìî â ðåçóëüòàòå äîáàâëåíèÿ èíñòðóìåíòèðîâàííîãî êîäà.

8. Ñáîðêà. Íà ïîñëåäíåì ýòàïå ñïèñîê èíñòðóêöèé ïðåîáðàçóåòñÿ â ìàøèííûé êîä.

Òàê êàê ñèñòåìà Valgrind äëÿ èíñòðóìåíòàöèè íå òðåáóåò èñõîäíîãî êîäà è ÿâëÿåòñÿ ïðî-
äóêòîì, êîòîðûé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñâîáîäíî, îíà áûëà âûáðàíà äëÿ ðåàëèçàöèè óòèëèòû, ïîç-
âîëÿþùåé ñîáèðàòü è àíàëèçèðîâàòü èíôîðìàöèþ î òèïàõ äàííûõ, äîñòóïíóþ òîëüêî âî âðåìÿ
âûïîëíåíèÿ ïðèëîæåíèÿ.

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.)
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Ðèñ. 3: Îáùàÿ ñõåìà ðàáîòû ìîäóëÿ âîññòàíîâëåíèÿ òèïîâ äàííûõ äåêîìïèëÿòîðà TyDec.

Ðèñ. 4: Ñõåìà ðàáîòû èíñòðóìåíòà TDTrace

Ðèñ. 5: Íàáîð ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé ÿ÷ååê ïàìÿòè äëÿ ïðîãðàììû gzip

Ðèñ. 6: Ñòàòèñòèêà ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé ìåòðèêè UC(obj) äëÿ ïðîãðàììû gzip

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.)



14 ÀÍÒÎÍÎÂ, ÔÎÊÈÍ, ÄÎËÃÎÂÀ

Ðèñ. 7: Ñòàòèñòèêà ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé ìåòðèêè PC(obj) äëÿ ïðîãðàììû gzip

...
<memoryAddress type="variable" addr="0x0804A008" pointer="0" />
<memoryAddress type="variable" addr="0x0804A00C" pointer="0" />
<memoryAddress type="variable" addr="0x0804A010" pointer="0" />
<memoryAddress type="variable" addr="0x0804A014" pointer="0" />
<memoryAddress type="variable" addr="0x0804A018" pointer="0" />
<memoryAddress type="variable" addr="0x0804A01C" pointer="0" />
<memoryAddress type="variable" addr="0x0804A020" pointer="0" />
<memoryAddress type="variable" addr="0x0804A024" pointer="0" />
<memoryAddress type="variable" addr="0x0804A028" pointer="0" />
<memoryAddress type="variable" addr="0x0804A02C" pointer="0" />
<memoryAddress type="variable" addr="0xBE9754A0" pointer="100" />
<memoryAddress type="variable" addr="0xBE9754A4" pointer="0" />
<memoryAddress type="variable" addr="0xBE9754A8" pointer="100" />
<memoryAddress type="variable" addr="0xBE9754B0" pointer="100" />
<memoryAddress type="variable" addr="0xBE9754B4" pointer="0" />
<memoryAddress type="variable" addr="0xBE9754D0" pointer="100" />
...

Òàáëèöà 1: Ïðèìåð âûâîäà óòèëèòû TDTrace

6 Óòèëèòà TDTrace

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíà îáùàÿ ñõåìà ðàáîòû ìîäóëÿ, âîññòàíàâëèâàþùåãî òèïû äàííûõ
äåêîìïèëÿòîðà TyDec.

Íà âõîä ìîäóëþ, âûïîëíÿþùåìó âîññòàíîâëåíèå òèïîâ äàííûõ, ïîäàåòñÿ àññåìáëåðíàÿ
ïðîãðàììà â âèäå âíóòðåííåãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïî âíóòðåííåìó ïðåäñòàâëåíèþ ñòðîèòñÿ íà-
÷àëüíîå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, êîòîðîå ïîäàåòñÿ íà âõîä àëãîðèòìó âîññòàíîâëåíèÿ áàçîâûõ
òèïîâ äàííûõ. Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ òðè ãðóïïû îáúåêòîâ:

1. îáúåêòû, äëÿ êîòîðûõ áàçîâûå òèïû âîññòàíîâëåíû,

2. îáúåêòû, äëÿ êîòîðûõ âîññòàíîâëåíà èíôîðìàöèÿ î òîì, ÷òî îíè èìåþò íåêîòîðûé óêà-
çàòåëüíûé òèï,

3. Oáúåêòû, äëÿ êîòîðûõ íà äàííîé èòåðàöèè âîññòàíîâèòü òèï íå óäàëîñü.

Îáúåêòû óêàçàòåëüíîãî òèïà ïåðåäàþòñÿ íà âõîä àëãîðèòìó âîññòàíîâëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ
òèïîâ äàííûõ. Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ýòîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ íîâîå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ, ïî-
ñòðîåííîå äëÿ êàæäîãî ïîëÿ ñêåëåòà ïðîèçâîäíîãî òèïà è äëÿ ïåðâîãî ýëåìåíòà ìàññèâà. Ýòî
íîâîå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ îáúåäèíÿåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì îáúåêòîâ, òèïû êîòîðûõ íå áûëè âîñ-
ñòàíîâëåíû àëãîðèòìîì âîññòàíîâëåíèÿ áàçîâûõ òèïîâ äàííûõ è ïåðåäàåòñÿ îïÿòü íà âõîä
àëãîðèòìó âîññòàíîâëåíèÿ áàçîâûõ òèïîâ. Åñëè ó ñòðóêòóðû âñå òèïû ïîëåé âîññòàíîâëåíû,
òî òàêàÿ ñòðóêòóðà ñ÷èòàåòñÿ âîññòàíîâëåííîé èîòïðàâëÿåòñÿ âî ìíîæåñòâî âîññòàíîâëåííûõ
òèïîâ. Ìàññèâ ñ÷èòàåòñÿ âîññòàíîâëåííûì, åñëè âîññòàíîâëåí òèï ïåðâîãî ýëåìåíòà è ðàçìåð
ìàññèâà.

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.)



ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÒÈÏÎÂ ÄÀÍÍÛÕ 15

Èíôîðìàöèÿ, ñîáðàííàÿ íà îñíîâå ïðîôèëüíîãî àíàëèçà, õðàíèòñÿ îòäåëüíî è ïîäãðóæà-
åòñÿ ïî çàïðîñó. Äëÿ ïðîôèëèðîâàíèÿ ðàçðàáîòàíà óòèëèòà TDTrace

Óòèëèòà TDTrace ïîçâîëÿåò àíàëèçèðîâàòü àäðåñà è çíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå âî âðåìÿ âû-
ïîëíåíèÿ ïðîãðàììû, à òàê æå ïðåäñòàâëÿåò ïîëó÷åííóþ èíôîðìàöèþ â óäîáíîì äëÿ ïî-
ñëåäóþùåãî èñïîëüçîâàíèÿ âèäå. Óòèëèòà ïîëó÷àåò èíôîðìàöèþ î êîíôèãóðàöèè àäðåñíîãî
ïðîñòðàíñòâà, ÷åðåç ÿäðî ñèñòåìû Vagrind àíàëèçèðóåò âñå èíñòðóêöèè ïðîãðàììû, ñîñòàâëÿÿ
äëÿ êàæäîãî àäðåñà íàáîð çàïèñûâàåìûõ òóäà çíà÷åíèé, ñ÷èòàåò äëÿ êàæäîãî àäðåñà õàðàê-
òåðèñòèêè UC(obj) è PC(obj) è âûäà¼ò ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â ôîðìàòå xml-äîêóìåíòà.

Ñõåìà ðàáîòû óòèëèòû ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 4.
Äëÿ óäîáñòâà ðàáîòû ñ óòèëèòîé áûëè ââåäåíû ïàðàìåòðû çàïóñêà è ðåàëèçîâàí ìîäóëü,

ïðåîáðàçóþùèé ïîëó÷åííûé ïîñëå ðàáîòû èíñòðóìåíòà xml-äîêóìåíò â îáúåêòíóþ ìîäåëü.
Ïàðàìåòðû êîìàíäíîé ñòðîêè óòèëèòû ïðèâåäåíû íèæå:

• Îïöèè êîìàíäíîé ñòðîêè çàïóñêà. Êàæäàÿ îïöèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå yes èëè no.
Çíà÷åíèå yes ñîîòâåòñòâóåò ðàáîòå ôóíêöèè, çíà÷åíèå no îçíà÷àåò îòêëþ÷åíèå ôóíêöèè.

� Îïöèÿ print-all-readwrite-instructions îòâå÷àåò çà âûâîä àäðåñîâ âñåõ èíñòðóê-
öèé ñ÷èòûâàíèÿ è çàïèñè â ïàìÿòü.

� Îïöèÿ print-all-ips îòâå÷àåò çà âûâîä àäðåñîâ âñåõ èíñòðóêöèé ïðîãðàììû è
ñïèñêà çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ ïàðàìåòðàìè, äëÿ êàæäîé èç íèõ.

7 Àïðîáàöèÿ

Óòèëèòà TDTrace áûëà àïðîáèðîâàíà íà íåñêîëüêèõ ïðîãðàììàõ ñ îòêðûòûìè èñõîäíûìè
êîäàìè.

Íèæå íà ðèñ. 5, ðèñ. 6, ðèñ. 7 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû óòèëèòû TDTrace äëÿ ïðî-
ãðàììû gzip. Íà ðèñ. 5 ïî îñè x ðàñïîëîæåíû çíà÷åíèÿ, ïðèíèìàåìûå ÿ÷åéêàìè ïàìÿòè, ïî
îñè y ðàñïîëîæåíà âåëè÷èíà, îòðàæàþùàÿ ÷àñòîòó, ñ êîòîðîé ÿ÷åéêè ïàìÿòè ïðèíèìàëè ýòî
çíà÷åíèå. Íà ðèñ. 6 è ðèñ. 7 ïî îñè x ðàñïîëîæåíû çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòðèê, à ïî
îñè y ðàñïîëîæåíû îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû.

Ïðîàíàëèçèðîâàâ êîä ïðîãðàììû gzip áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî óòèëèòà TDTrace âåðíî îïðå-
äåëèëà âñå ïåðåìåííûå óêàçàòåëüíîãî è áåççíàêîâîãî òèïîâ.

Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè õîðîøèå ðåçóëüòàòû, ÷òî ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î ñîñòîÿòåëüíîñòè
ïîäõîäà.

8 Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû ïîäõîäû ê âîññòàíîâëåíèþ òèïîâ äàííûõ â çàäà÷å äåêîìïè-
ëÿöèè è ïðåäëîæåí ìåòîä ñáîðà è àíàëèçà èíôîðìàöèè âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû äëÿ
âîññòàíîâëåíèÿ òèïîâ äàííûõ ïî áèíàðíîìó êîäó èñïîëíÿåìîé ïðîãðàììû. Äàíî îïèñàíèå ñè-
ñòåìû Valgrind, èñïîëüçóåìîé äëÿ ðåàëèçàöèè ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà. Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíî
îïèñàíèå èíñòðóìåíòàëüíîãî ñðåäñòâà TDTrace, ðåàëèçóþùåãî ïðåäëàãàåìûé ìåòîä, è ðåçóëü-
òàòû åãî òåñòèðîâàíèÿ. Ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ïîêàçàëè ñîñòîÿòåëüíîñòü ïðåäëîæåííûõ
ìåòðèê.

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì èíòåãðàöèÿ ðàçðàáîòàííîãî èíñòðóìåíòà â èíñòðóìåíòàëüíóþ
ñðåäó äåêîìïèëÿöèè ïðîãðàìì. Ýòî ïîçâîëèò óëó÷øèòü ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ òèïîâ äàí-
íûõ. Óëó÷øåíèå ïîëó÷åííûõ ìåòîäèê è èíòåãðàöèÿ â èíñòðóìåíòàëüíóþ ñðåäó äåêîìïèëÿöèè
ïðîãðàìì ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé àâòîðîâ.
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Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ àñèìïòîòèêè ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ
ñëåäóþùåé çàäà÷è Êîøè: {

∂
∂t (∆u− u) + a (∆u− u) + F (u) = 0

u (x, 0) = u0 (x) . (1)

Çäåñü u� äåéñòâèòåëüíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò äåéñòâèòåëüíîãî N -ìåðíîãî (N > 1)
âåêòîðà ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x è âðåìåíè t > 0.

F (u) =
∞∑
n=k

µnu
n,

ãäå k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ðàâíîå åäèíèöå. Êîýôôèöèåíòû a, µn ∈ R íå çàâèñÿò îò êîîð-
äèíàò è âðåìåíè, ïðè ýòîì a > 0. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ρ0 > 0, ÷òî ðÿä∑∞

n=k |µn| · |ρ|
n ñõîäèòñÿ ïðè |ρ| < ρ0.

Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî åñëè íà÷àëüíûå äàííûå äîñòàòî÷íî ìàëû â ñìûñëå íåêîòîðîé íîð-
ìû, òî îáîáùåííîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, ïðè÷åì íåëèíåéíîñòü íå âëèÿåò íà
êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ, îïðåäåëÿÿ òîëüêî ïîðÿäîê ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ îñòàòî÷íîãî
÷ëåíà.

Çàìåíà u = ve−at ñâîäèò çàäà÷ó ê ñëåäóþùåé: ∂
∂t (∆v − v) +

∞∑
n=k

µne
−(n−1)atvn = 0

v (x, 0) = u0 (x) .
(2)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ èçëîæåíèÿ ðàññóæäåíèé:

L1 = L1

(
RN
)
, L2 = L2

(
RN
)
, L∞ = L∞

(
RN
)
, H2 = H2

(
RN
)
,

B [ϕ] = F−1
[

1
1+|p|2F [ϕ]

]
,

B (x) = 1
(2π)N

∫
RN

ei(p,x)

1+|p|2dp,

b = ‖B (·) ‖L1(íèæå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî òàêîå ÷èñëî ñóùåñòâóåò),
U = L∞

⋂
H2,

X = C [0; ∞; U) ,
‖ϕ‖ = sup

t>0
(‖ϕ‖L∞ + ‖ϕ‖H2)

(â ÷àñòíîñòè, åñëè ϕ íå çàâèñèò îò t, òî ‖ϕ‖ = ‖ϕ‖L∞ + ‖ϕ‖H2),
Xρ = {ϕ ∈ X | ‖ϕ‖ < ρ}

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ââîäèòñÿ ïî ïðàâèëó

f̂ (p) = F [f (x)] =
1

(2π)N/2

∫
RN

e−i(p,x)f (x) dx.
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Èäåíòèôèêàòîð ”c”, ïîìå÷åííûé öåëûì íèæíèì èíäåêñîì, îáîçíà÷àåò íåêîòîðóþ ïîëîæè-
òåëüíóþ êîíñòàíòó.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî u0 (x) ∈ U .
Ëåììà 1. Ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòîÿííûå c1,2 > 0, ÷òî

1. |B (x)| 6 c1 |x|(1−N)/2 e−|x|, |x| > 1,

2. |B (x)| 6 c2
1∫
|x|
y1−Ndy, |x| < 1.

Ëåììà 2. Ñóùåñòâóþò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ c3 > 0, ÷òî

∥∥B [ϕ]
∥∥
H2 6 c3 ‖ϕ‖L2

Ëåììû 1 è 2 äîêàçàíû â [1].

Ëåììà 3. Ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî b ≡ ‖B (·) ‖L1.

Ïî îïðåäåëåíèþ íîðìû â L1

‖B (·) ‖L1 =
∫
|x|>1

|B(x)| dx+
∫
|x|61

|B(x)| dx

Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 1:

b 6 c1

∫
|x|>1

|x|(1−N)/2 e−|x|dx+ c2

∫
|x|61

1∫
|x|

y1−Ndydx

Ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî îáà èíòåãðàëà ñõîäÿòñÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, b <∞. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4. B [ϕ] =
∫
RN B (x− y)ϕ (y) dy.

Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ B [·].

Ëåììà 5. Ïóñòü ϕ ∈ X. Åñëè n > k > 2, òî sup
t

∥∥∥∥ t∫
0

|ϕ (x, τ)|n e−(n−1)aτdτ

∥∥∥∥
L2

6

1
(k−1)a sup

t
‖ϕ‖n−1

L∞
sup
t
‖ϕ‖H2 .
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Äåéñòâèòåëüíî,

sup
t

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

|ϕ (x, τ)|n e−(n−1)aτdτ

∥∥∥∥∥∥
L2

=

= sup
t

√√√√√∫
RN

 t∫
0

|ϕ (x, τ)|n e−(n−1)aτdτ

2

dx 6

6 sup
t

√√√√√∫
RN

sup
t
‖ϕ‖nL∞

∞∫
0

e−(n−1)aτdτ

t∫
0

|ϕ|n e−(n−1)aτdτdx 6

6
1√

(n− 1)a
sup
t
‖ϕ‖n/2L∞

sup
t

√√√√√∫
RN

t∫
0

|ϕ (x, τ)|n−2 |ϕ (x, τ)|2 e−(n−1)aτdτdx 6

6
1√

(n− 1)a
sup
t
‖ϕ‖n−1

L∞
sup
t

√√√√√∫
RN

t∫
0

|ϕ (x, τ)|2 e−(n−1)aτdτdx =

=
1√

(n− 1)a
sup
t
‖ϕ‖n−1

L∞
sup
t

√√√√√ t∫
0

e−(n−1)aτ ‖ϕ‖2L2
dτ 6

6
1√

(n− 1)a
sup
t
‖ϕ‖n−1

L∞
sup
t
‖ϕ‖2L2

√√√√√ ∞∫
0

e−(n−1)aτdτ =

=
1

(n− 1)a
sup
t
‖ϕ‖n−1

L∞
sup
t
‖ϕ‖L2

6

6
1

(n− 1)a
sup
t
‖ϕ‖n−1

L∞
sup
t
‖ϕ‖H2 6

1
(k − 1)a

sup
t
‖ϕ‖n−1

L∞
sup
t
‖ϕ‖H2

Ëåììà äîêàçàíà.

Ôîðìàëüíî ïðèìåíèì ê óðàâíåíèþ â çàäà÷å (2) îïåðàòîð B [·] è ïðîèíòåãðèðóåì îò 0 äî t
ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ïîëó÷èì ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå:

v (x, t) = u0 (x) +

t∫
0

∞∑
n=k

µne
−(n−1)aτ B [vn] dτ (3)

Èç äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé áóäåò âèäíî, ÷òî â ýòîì âûðàæåíèè ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè èí-
òåãðèðîâàíèå è ñóììèðîâàíèå.

Îïðåäåëåíèå 1. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3)
èç ïðîñòðàíñòâà X.

Îïðåäåëåíèå 2. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1) íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò u ïðîñòðàíñòâà
X, îïðåäåëÿåìûé ïî ïðàâèëó u = ve−at, ãäå v � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2). (Çàìåòèì,
÷òî åñëè v ∈ X, òî è u ∈ X.)

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ, ÷òî åñëè ‖u0‖ íàõîäèòñÿ â ýòîé
îêðåñòíîñòè, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå v ∈ X çàäà÷è (2-3) (à çíà-
÷èò, è ðåøåíèå u çàäà÷è (1) èç òîãî æå êëàññà).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè íà÷àëüíûå äàííûå äîñòàòî÷íî ìàëû â ñìûñëå íîðìû ïðîñòðàíñòâà
X, òî èññëåäóåìàÿ çàäà÷à îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëîæèì ρ = 1
2 ‖u0‖. Îáîçíà÷èì

Mv = u0 (x) +
∞∑
n=k

µn

t∫
0

e−(n−1)aτ B
[
vk
]
dτ

Äîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð M ïåðåâîäèò øàð Xρ â ñåáÿ è ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì îòîáðàæå-
íèåì. Òîãäà ïî ïðèíöèïó ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé ìîæíî áóäåò óòâåðæäàòü, ÷òî ∀u0 ∈ Xρ

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Mw = w èç ïðîñòðàíñòâà X.
Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî åñëè v ∈ Xρ, òî è Mv ∈ Xρ.
Çàìåòèì, ÷òî

sup
t
‖Mv‖L∞ 6 ‖u0‖L∞ +

∞∑
n=k

|µn| sup
t

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

e−(n−1)aτ B
[
vk
]
dτ

∥∥∥∥∥∥
L∞

Êðîìå òîãî, ∥∥B [vn]
∥∥
L∞

=
∥∥∥∥∫

RN

B (x− y) vn (y) dy
∥∥∥∥
L∞

6

6 b ‖vn‖L∞ = b ‖v‖nL∞ 6 bρn

Çäåñü áûëî èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå
∥∥B [vn]

∥∥
L∞

6 b ‖vn‖, âûòåêàþùåå èç íåðàâåíñòâà Þíãà.

Ïîýòîìó

sup
t

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

e−(n−1)aτ B [vn] dτ

∥∥∥∥∥∥
L∞

6 sup
t

t∫
0

∥∥B [vn]
∥∥
L∞

dτ 6

6 sup
t

∥∥B [vn]
∥∥
L∞

∞∫
0

e−(n−1)aτdτ 6
b

(n− 1)a
‖v‖nL∞ 6

b

(k − 1)a
‖v‖nL∞

Ñëåäîâàòåëüíî,

sup
t
‖Mv‖L∞ 6 ‖u0‖L∞ +

b

(k − 1)a

∞∑
n=k

|µn| ρn

Äîêàæåì òåïåðü àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå â ïðîñòðàíñòâå H2. Ñ ïîìîùüþ ëåìì 2 è 4
ïîëó÷èì:

sup
t

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

e−(n−1)aτ B [vn] dτ

∥∥∥∥∥∥
H2

6 c3 sup
t

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

vn (y, τ) e−(n−1)aτdτ

∥∥∥∥∥∥
L2

Ñ ó÷åòîì ëåììû 5 ïðîäîëæèì ïðåîáðàçîâàíèå:

⇒ sup
t

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

e−(n−1)aτ B [vn] dτ

∥∥∥∥∥∥
H2

6
c3

(k − 1)a
sup
t
‖ϕ‖n−1

L∞
sup
t
‖ϕ‖H2

Ñëåäîâàòåëüíî,

sup
t
‖Mv‖H2 6 ‖u0‖L∞ +

c3
(k − 1)a

∞∑
n=k

|µn| ρn

Òàê êàê ‖ϕ‖L∞ 6 ‖ϕ‖ è ‖ϕ‖H2 6 ‖ϕ‖, òî

‖Mv‖ 6 ‖u0‖+
1

(k − 1)a
max (b, c3)

∞∑
n=k

|µn| ρn 6 ρ
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ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ρ.
Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð M ïåðåâîäèò øàð Xρ â ñåáÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè ‖Mw −Mv‖ 6 1/2 · ‖w − v‖ ∀w, v ∈ X, îçíà÷àþùåé, ÷òî îïåðàòîð

M ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì, àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ, ÷òî ýòîò
îïåðàòîð ïåðåâîäèò øàðXρ â ñåáÿ. Çäåñü ñëåäóåò ïðèíÿòü âî âíèìàíèå íåðàâåíñòâî |wn − vn| 6
nρn−1 |w − v|.

Èòàê, îïåðàòîðM ïåðåâîäèò øàð Xρ â ñåáÿ è ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì. Çíà÷èò,
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Mw = w èç ïðîñòðàíñòâà X. Òåîðåìà äîêàçà-
íà.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ, ÷òî åñëè ‖u0‖ íàõîäèòñÿ â ýòîé
îêðåñòíîñòè, òî ïðè t→∞ èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòèêà:

u (x, t) = A (x) e−at +O
(
e−kat

)
,

ãäå

A (x) = u0 (x) +
∞∑
n=k

µn

∞∫
0

eaτ B [un] dτ

Òàêèì îáðàçîì, åñëè íà÷àëüíûå äàííûå äîñòàòî÷íî ìàëû â ñìûñëå íîðìû ïðîñòðàíñòâà X,
òî ãëàâíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ àñèìïòîòèêè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíûìè ÷ëåíàìè óðàâíå-
íèÿ, òîãäà êàê íåëèíåéíîñòü âëèÿåò òîëüêî íà ïîðÿäîê ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè íåëèíåéíîñòü òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ, òî ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ÿâ-
ëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì: u (x, t) = A (x) e−at = u0 (x) e−at.

Äîêàæåì íàçâàííóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó.
Èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ (3), ïðåäñòàâèì v â ñëåäóþùåì âèäå:

v (x, t) = u0 (x) +
∞∑
n=k

µn

∞∫
0

e−(n−1)aτ B [vn] dτ −
∞∑
n=k

µn

∞∫
t

e−(n−1)aτ B [vn] dτ

Îáîçíà÷èì ñóììó ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ ÷åðåç A(x) è ïåðåéäåì ê ïåðâîíà÷àëüíîé ïåðåìåííîé
u. Ôóíêöèÿ A(·) íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç R òðåòüå ñëàãàåìîå. Äîêàæåì, ÷òî

R = O
(
e−(k−1)at

)
. Çàìåòèì, ÷òî

R =
∞∑
n=k

µn

∞∫
t

e−(n−1)aτ

∫
RN

B (x− y) vn (y, τ) dydτ =

=
∞∑
n=k

µn

∫
RN

B (x− y) dy

∞∫
t

e−(n−1)aτvn (y, τ) dτ

Ñëåäîâàòåëüíî,

|R| =

∣∣∣∣∣∣
∞∫
t

∫
RN

B (x− y)
∞∑
n=k

µne
−(n−1)aτvn (y, τ) dτdy

∣∣∣∣∣∣ 6
6

∞∫
t

e−(k−1)aτdτ

∫
RN

|B (x− y)|
∞∑
n=k

|µn| |v (y, τ)|n dy 6

6

∞∫
t

e−(k−1)aτdτ

∫
RN

|B (x− y)| dy
∞∑
n=k

|µn| ρn =

=
e−(k−1)at

(k − 1)a
· b
∞∑
n=k

|µn| ρn = O
(
e−(k−1)at

)

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.)



22 ÀÐÈÑÒÎÂ

Èòàê,

v (x, t) = A (x) +O
(
e−(k−1)at

)
,

îòêóäà

u (x, t) = v (x, t) e−at = A (x) e−at +O
(
e−kat

)
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Êàôåäðà Îáùåé ìàòåìàòèêè

1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì îïèñûâàåìûé âîëíîâûì óðàâíåíèåì utt(x, t)− uxx(x, t) = 0 è ïðîòåêàþùèé çà
ïðîìåæóòîê âðåìåíè 0 ≤ t ≤ T ïðîöåññ êîëåáàíèé ñòðóíû, êîíöàìè êîòîðîé ñëóæàò òî÷êè
x = 0 è x = l.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñòàíàâëèâàþòñÿ òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé ñìå-
øàííûõ çàäà÷ äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ íåëîêàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ÷åòûðåõ òè-
ïîâ ñ çàäàííûìè ëèáî íà÷àëüíûìè, ëèáî ôèíàëüíûìè óñëîâèÿìè.

Ñíà÷àëà áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé çàäàíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, à çàòåì ðàññìîòðèì
ñëó÷àé çàäàíèÿ ôèíàëüíûõ óñëîâèé.

2 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç QT ïðÿìîóãîëüíèê QT = [0 ≤ x ≤ l] × [0 ≤ t ≤ T ], à ñèìâîëîì Ŵ 2
2 (QT )

êëàññ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ u(x, t), îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ áóäóò äàíû íèæå.
Îïðåäåëåíèå 1. Ïðÿìîóãîëüíèê QT áóäåì íàçûâàòü îñíîâíûì ïðÿìîóãîëüíèêîì.
Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ u(x, t) ïðèíàäëåæèò

êëàññó Ŵ 2
2 (QT ), åñëè ñàìà ôóíêöèÿ u(x, t) è âñå åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà

íåïðåðûâíû â çàìêíóòîì ïðÿìîóãîëüíèêå QT è åñëè ó ýòîé ôóíêöèè ñóùåñòâóþò â QT âñå
îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò êëàññó L2[0 ≤
x ≤ l] ïðè ëþáîì t èç ñåãìåíòà 0 ≤ t ≤ T è ïðèíàäëåæèò êëàññó L2[0 ≤ t ≤ T ] ïðè ëþáîì x èç
ñåãìåíòà 0 ≤ x ≤ l.

Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξp - ïðîèçâîëüíûå âíóòðåííèå òî÷êè ñåãìåíòà [0, l], óäîâëåòâîðÿþùèå íåðà-
âåíñòâàì

0 ≤ ξ1 ≤ ξ2 ≤ ξ3 ≤ . . . ≤ ξp ≤ l, (1)

à α1(t), α2(t), . . . , αp(t) - ïðîèçâîëüíûå îãðàíè÷åííûå íà ñåãìåíòå [0, T ] ôóíêöèè, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå óñëîâèÿì, îáåñïå÷èâàþùèì ñóùåñòâîâàíèå îáîáùåííûõ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ
íèæå ñìåøàííûõ çàäà÷.

Îïðåäåëèì äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

utt(x, t)− uxx(x, t) = 0 (2)

â ïðÿìîóãîëüíèêå QT îáîáùåííûå èç êëàññà Ŵ 2
2 (QT ) ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ ñìåøàííûõ

çàäà÷ ñ íåëîêàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:
çàäà÷è 1 îá îòûñêàíèè îáîáùåííîãî èç êëàññà Ŵ 2

2 (QT ) ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (2)
ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, t) = ψ(x) (3)
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è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u(0, t) = µ(t), u(l, t) =
p∑

k=1

αk(t)u(ξk, t); (4)

çàäà÷è 2 îá îòûñêàíèè îáîáùåííîãî èç êëàññà Ŵ 2
2 (QT ) ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (2)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3) è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u(0, t) = µ(t), ux(l, t) =
p∑

k=1

αk(t)ux(ξk, t); (5)

çàäà÷è 3 îá îòûñêàíèè îáîáùåííîãî èç êëàññà Ŵ 2
2 (QT ) ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (2)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3) è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

ux(0, t) = µ(t), u(l, t) =
p∑

k=1

αk(t)u(ξk, t); (6)

çàäà÷è 4 îá îòûñêàíèè îáîáùåííîãî èç êëàññà Ŵ 2
2 (QT ) ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (2)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3) è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

ux(0, t) = µ(t), ux(l, t) =
p∑

k=1

αk(t)ux(ξk, t). (7)

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè îáîáùåííûõ èç êëàññà Ŵ 1
2 (QT )

ðåøåíèé äàííûõ ñìåøàííûõ çàäà÷ 1-4 ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòå [1].
Çàìå÷àíèå. Ïðè çàìåíå êàæäîé èç ñóìì, ñòîÿùèõ â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (4)-(7), çàäàííîé

ôóíêöèåé çàäà÷è 1-4 ïðåâðàùàþòñÿ â õîðîøî èçó÷åííûå (íàïðèìåð, â [2]-[7]) çàäà÷è ñ ëîêàëü-
íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Â ðàáîòàõ [2]-[7] ðàññìàòðèâàëîñü ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàí-
ñòâî Ŵ 1

2 (QT ), ïîýòîìó òðåáîâàëèñü èíòåãðàëüíûå òîæäåñòâà, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü
îáîáùåííûå èç êëàññà Ŵ 1

2 (QT ) ðåøåíèÿ ñìåøàííûõ çàäà÷ 1-4, íî â ñëó÷àå ôóíêöèîíàëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà Ŵ 2

2 (QT ) òðåáóåòñÿ óäîâëåòâîðåíèå âîëíîâîìó óðàâíåíèþ (2) ïî÷òè âñþäó.
Îïðåäåëåíèå 3. Îáîáùåííûì èç êëàññà Ŵ 2

2 (QT ) ðåøåíèåì ñìåøàííûõ çàäà÷ 1-4 íàçûâà-
åòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ u(x, t) èç êëàññà Ŵ 2

2 (QT ), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ïî÷òè âñþäó âîëíîâîìó
óðàâíåíèþ (2), íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (3) è ñîîòâåòñòâóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (4)-(7).

Çàìå÷àíèå. Èç ïðèíàäëåæíîñòè ðåøåíèÿ u(x, t) êàæäîé èç çàäà÷ 1-4 êëàññó Ŵ 2
2 (QT ) âû-

òåêàþò òî÷íûå óñëîâèÿ ãëàäêîñòè, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ôóíêöèè ϕ(x) è ψ(x) èç
íà÷àëüíûõ óñëîâèé (3) è ôóíêöèÿ µ(x) èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (4)-(7): ϕ(x) ∈ W 2

2 [0, l], ψ(x) ∈
W 1

2 [0, l], µ(t) ∈W 2
2 [0, T ] â çàäà÷àõ 1 è 2, µ(t) ∈W 1

2 [0, T ] â çàäà÷àõ 3 è 4.
Çàìå÷àíèå. Êðîìå òîãî, äëÿ çàäà÷ 1 è 2 äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî ϕ(0) = µ(0).

3 Âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è

Äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ öåëåé ðàññìîòðèì â êëàññå ôóíêöèé Ŵ 2
2 (QT ) òðè ñìåøàííûå çàäà÷è

äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè è ñ ëîêàëüíûìè ãðàíè÷íûìè
óïðàâëåíèÿìè ñëåäóþùåãî âèäà:

çàäà÷à 1: ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óïðàâëåíèÿ ñìåùåíèÿìè íà äâóõ
êîíöàõ ñòðóíû;

çàäà÷à 2: ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óïðàâëåíèÿ ñìåùåíèåì íà îäíîì
êîíöå è óïðóãîé ñèëîé íà äðóãîì êîíöå ñòðóíû;

çàäà÷à 3: ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óïðàâëåíèÿ óïðóãèìè ñèëàìè íà
äâóõ êîíöàõ ñòðóíû.
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Çàìå÷àíèå. Äàííûå çàäà÷è â ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå Ŵ 1
2 (QT ) ïîäðîáíî ðàññìîò-

ðåíû â ðàáîòàõ [2]-[7].
Ðàññìîòðèì äàííûå çàäà÷è â èññëåäóåìîì â äàííîé ðàáîòå ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå

Ŵ 2
2 (QT ), äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé è íàéäåì èõ ÿâíûé àíàëèòè÷åñêèé

âèä â ïðîñòðàíñòâå Ŵ 2
2 (QT ).

3.1 Óïðàâëåíèå ñìåùåíèÿìè íà äâóõ êîíöàõ ñòðóíû

Ðàññìîòðèì â îñíîâíîì ïðÿìîóãîëüíèêå QT çàäà÷ó äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (2) ñ íà÷àëü-
íûìè óñëîâèÿìè (3) è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u(0, t) = µ(t), u(l, t) = ν(t). (8)

Ïðè ýòîì ïðèíàäëåæíîñòü îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ u(x, t) êëàññó Ŵ 2
2 (QT ) ïîçâîëÿåò òî÷íî

óêàçàòü òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè, êîòîðûì ñëåäóåò ïîä÷èíèòü ôóíêöèè íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé:

ϕ(x) ∈W 2
2 [0, l], ψ(x) ∈W 1

2 [0, l], µ(t) ∈W 2
2 [0, T ], ν(t) ∈W 2

2 [0, T ]. (9)

Îïðåäåëåíèå 4. Îáîáùåííûì èç êëàññà Ŵ 2
2 (QT ) ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ âîëíî-

âîãî óðàâíåíèÿ (2) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3) è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (8), ïîä÷èíåííûìè
òðåáîâàíèÿì ãëàäêîñòè (9) íàçîâåì ôóíêöèþ u(x, t) èç êëàññà Ŵ 2

2 (QT ), óäîâëåòâîðÿþùóþ ïî-
÷òè âñþäó âîëíîâîìó óðàâíåíèþ (2), íà÷àëüíûìè óñëîâèÿì (3) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (8).

Çàìå÷àíèå. Èç ðàññóæäåíèé, ïðîâåäåííûõ â [11, Ãë.2, �9], âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî T > 0
ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî îäíî îáîáùåííîå èç êëàññà Ŵ 2

2 (QT ) ðåøåíèå îïðåäåëåííîé íàìè
ñìåøàííîé çàäà÷è.

Êàê è â ðàáîòàõ [2]-[7] ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ ũ(x, t), îïðåäåëèâ åå ðàâåíñòâîì:

ũ(x, t) =


1
2 [ϕ(x+ t) + ϕ(x− t) +

∫ x+t
x−t ψ(ξ)dξ] â ∆1,

1
2 [ϕ(x+ t) + ϕ(0) +

∫ x+t
0 ψ(ξ)dξ] â ∆2,

1
2 [ϕ(l) + ϕ(x− t) +

∫ l
x−t ψ(ξ)dξ] â ∆3,

1
2 [ϕ(0) + ϕ(l) +

∫ l
0 ψ(ξ)dξ] = C0 = const â ∆4,

(10)

â êîòîðîì ∆1 - òðåóãîëüíèê, îãðàíè÷åííûé îòðåçêàìè ïðÿìûõ x− t = 0, x+ t− l = 0 è t = 0,
∆2 - òðåóãîëüíèê, îãðàíè÷åííûé îòðåçêàìè ïðÿìûõ x − t = 0, x + t − l = 0 è x = 0, ∆3

- òðåóãîëüíèê, îãðàíè÷åííûé îòðåçêàìè ïðÿìûõ x − t = 0, x + t − l = 0 è x − l = 0, ∆4 -
ïÿòèóãîëüíèê, îãðàíè÷åííûé îòðåçêàìè ïðÿìûõ x− t = 0, x+ t− l = 0, x = 0 è t− T = 0.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïðè ëþáîì T > l, à òàêæå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ϕ́(0) = ψ(0), ϕ́(l) =
−ψ(l), ôóíêöèÿ (10) ÿâëÿåòñÿ (åäèíñòâåííûì â ñèëó ðàáîòû [11]) îáîáùåííûì èç êëàññà

Ŵ 2
2 (QT ) ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ũtt(x, t) − ũxx(x, t) = 0 ñ íà-

÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ũ(x, 0) = ϕ(x), ũt(x, 0) = ψ(x) è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ũ(0, t) =
µ̃(t), ũ(l, t) = ν̃(t), â êîòîðûõ

µ̃(t) =

{
1
2 [ϕ(t) + ϕ(0) +

∫ t
0 ψ(ξ)dξ] ïðè 0 ≤ t ≤ l,

C0 = 1
2 [ϕ(0) + ϕ(l) +

∫ l
0 ψ(ξ)dξ] ïðè l ≤ t ≤ T ,

(11)

ν̃(t) =

{
1
2 [ϕ(l − t) + ϕ(l) +

∫ l
l−t ψ(ξ)dξ] ïðè 0 ≤ t ≤ l,

C0 = 1
2 [ϕ(0) + ϕ(l) +

∫ l
0 ψ(ξ)dξ] ïðè l ≤ t ≤ T .

(12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè ũ(x, t) ïåðâîãî ïîðÿäêà:

ũx(x, t) =


1
2 [ϕ́(x+ t) + ϕ́(x− t)− ψ(x+ t) + ψ(x− t)] â ∆1,
1
2 [ϕ́(x+ t) + ψ(x+ t)] â ∆2,
1
2 [ϕ́(x− t)− ψ(x− t)] â ∆3,
0 â ∆4,

(13)
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ũt(x, t) =


1
2 [ϕ́(x+ t)− ϕ́(x− t) + ψ(x+ t) + ψ(x− t)] â ∆1,
1
2 [ϕ́(x+ t) + ψ(x+ t)] â ∆2,
1
2 [−ϕ́(x− t) + ψ(x− t)] â ∆3,
0 â ∆4.

(14)

Ïðèíàäëåæíîñòü ôóíêöèè (10) êëàññó Ŵ 2
2 (QT ) âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ â êàæäîé

èç îáëàñòåé ∆1, ∆2, ∆3 è ∆4 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãåáðàè÷åñêóþ ñóììó ôóíêöèé îò àðãóìåí-
òà x+ t èëè x− t, èìåþùèõ ñóììèðóåìûå ñ êâàäðàòîì âñå îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî
ïîðÿäêà, è ñîõðàíÿåò íåïðåðûâíîñòü ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó ëþáûõ äâóõ èç óêàçàííûõ
÷åòûðåõ îáëàñòåé, à îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè (10), ïðåäñòàâëåííûå ôîðìóëàìè (13)
è (14) â ñèëó óñëîâèé ϕ́(0) = ψ(0), ϕ́(l) = −ψ(l) òàêæå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé àëãåáðàè÷åñêèå
ñóììû ôóíêöèé îò àðãóìåíòà x + t èëè x − t, èìåþùèõ ñóììèðóåìóþ ñ êâàäðàòîì îáîáùåí-
íóþ ïðîèçâîäíóþ, è ñîõðàíÿþò íåïðåðûâíîñòü ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó ëþáûõ äâóõ èç
óêàçàííûõ ÷åòûðåõ îáëàñòåé.

Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ôóíêöèè µ̃(t) è ν̃(t)
ïðèíàäëåæàò êëàññó W 2

2 [0, T ].
Òðèâèàëüíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ (10) óäîâëåòâîðÿåò âîëíîâîìó óðàâíåíèþ ũtt(x, t)−

ũxx(x, t) = 0 ïî÷òè âñþäó. Óòâåðæäåíèå 1 äîêàçàíî.
Îïóñòèâ ðàññìîòðåíèå òðèâèàëüíîãî ñëó÷àÿ l < T < 2l ìû â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðè-

âàòü ïðîèçâîëüíûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè T , óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâó T ≥ 2l, ïðåäñòàâèâ
óêàçàííîå T â âèäå

T = 2ln+ ∆, (15)

ãäå n = 1, 2, 3, . . ., à ∆ - äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâàì 0 ≤ ∆ ≤ 2l.
Ïóñòü u(x, t) - îáîáùåííîå èç êëàññà Ŵ 2

2 (QT ) ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñìåøàííîé çà-
äà÷è äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (2) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3) è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
(8), à ũ(x, t) - ôóíêöèÿ (10). Òîãäà ôóíêöèÿ û(x, t) = u(x, t) − ũ(x, t) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-
íûì îáîáùåííûì èç êëàññà Ŵ 2

2 (QT ) ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ
ûtt(x, t)− ûxx(x, t) = 0 ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè û(x, 0) = 0, ût(x, 0) = 0 è ñ ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè û(0, t) = µ̂(t) = µ(t)− µ̃(t), û(l, t) = ν̂(t) = ν(t)− ν̃(t). Çàìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî
èç ðàâåíñòâ µ(0) = ϕ(0), µ̃(0) = ϕ(0), ν(0) = ϕ(l), ν̃(0) = ϕ(l) âûòåêàåò, ÷òî µ̂(0) = 0, ν̂(0) = 0.

Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ ëþáîãî T , óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâó T ≤ 2l(n + 1), ãäå n =
1, 2, 3, . . . (è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ T , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ (15) ôóíêöèÿ û(x, t) îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì

û(x, t) =
n∑

k=0

µ̂(t− x− 2kl)−
n+1∑
k=1

µ̂(t+ x− 2kl)+

+
n∑

k=0

ν̂(t+ x− 2kl − l)−
n−1∑
k=1

ν̂(t− x− 2kl + l), (16)

â êîòîðîì ñèìâîëû µ̂(t) è ν̂(t) îáîçíà÷àþò ôóíêöèè, ñîâïàäàþùèå ñ µ̂(t) è ν̂(t) ñîîòâåòñòâåííî
ïðè t ≥ 0 è ðàâíûå íóëþ ïðè t < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñðàçó æå çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ (16) ïðèíàäëåæèò êëàññó Ŵ 2
2 (QT ) â

ñèëó òîãî, ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãåáðàè÷åñêóþ ñóììó êîíå÷íîãî ÷èñëà ôóíêöèé îò
àðãóìåíòà t+ x èëè t− x, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò êëàññó W 2

2 (−∞, T ].
Ôóíêöèÿ (16) óäîâëåòâîðÿåò ïî÷òè âñþäó âîëíîâîìó óðàâíåíèþ ûtt(x, t) − ûxx(x, t) = 0,

íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì û(x, 0) = 0, ût(x, 0) = 0 è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì û(0, t) = µ̂(t) =
µ(t)− µ̃(t), û(l, t) = ν̂(t) = ν(t)− ν̃(t). Çíà÷èò, äàííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøå-
íèåì îïèñàííîé âûøå çàäà÷è è èìååò óêàçàííûé àíàëèòè÷åñêèé âèä. Óòâåðæäåíèå 2 äîêàçàíî.
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3.2 Óïðàâëåíèå ñìåùåíèåì íà îäíîì êîíöå è óïðóãîé ñèëîé íà äðóãîì êîí-
öå ñòðóíû

Ðàññìîòðèì â îñíîâíîì ïðÿìîóãîëüíèêå QT çàäà÷ó äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (2) ñ íà÷àëü-
íûìè óñëîâèÿìè (3) è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

ux(0, t) = µ(t), u(l, t) = ν(t). (17)

Ïðè ýòîì ïðèíàäëåæíîñòü îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ u(x, t) êëàññó Ŵ 2
2 (QT ) ïîçâîëÿåò òî÷íî

óêàçàòü òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè, êîòîðûì ñëåäóåò ïîä÷èíèòü ôóíêöèè íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé:

ϕ(x) ∈W 2
2 [0, l], ψ(x) ∈W 1

2 [0, l], µ(t) ∈W 1
2 [0, T ], ν(t) ∈W 2

2 [0, T ]. (18)

Îïðåäåëåíèå 5. Îáîáùåííûì èç êëàññà Ŵ 2
2 (QT ) ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ âîëíî-

âîãî óðàâíåíèÿ (2) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3) è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (17), ïîä÷èíåííûìè
òðåáîâàíèÿì ãëàäêîñòè (18) íàçîâåì ôóíêöèþ u(x, t) èç êëàññà Ŵ 2

2 (QT ), óäîâëåòâîðÿþùóþ
ïî÷òè âñþäó âîëíîâîìó óðàâíåíèþ (2), íà÷àëüíûìè óñëîâèÿì (3) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (17).

Çàìå÷àíèå. Èç ðàññóæäåíèé, ïðîâåäåííûõ â [11, Ãë.2, �9], âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî T > 0
ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî îäíî îáîáùåííîå èç êëàññà Ŵ 2

2 (QT ) ðåøåíèå îïðåäåëåííîé íàìè
ñìåøàííîé çàäà÷è.

Êàê è â ñëó÷àå çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûìè óïðàâëåíèÿìè ñìåùåíèÿìè íà äâóõ êîíöàõ ñòðóíû,
ðàññìîòðåííîé âûøå, ñíîâà ââåäåì ôóíêöèþ ũ(x, t), îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì (10), â êîòîðîì
∆1 - òðåóãîëüíèê, îãðàíè÷åííûé îòðåçêàìè ïðÿìûõ x − t = 0, x + t − l = 0 è t = 0, ∆2 -
òðåóãîëüíèê, îãðàíè÷åííûé îòðåçêàìè ïðÿìûõ x−t = 0, x+t−l = 0 è x = 0, ∆3 - òðåóãîëüíèê,
îãðàíè÷åííûé îòðåçêàìè ïðÿìûõ x − t = 0, x + t − l = 0 è x − l = 0, ∆4 - ïÿòèóãîëüíèê,
îãðàíè÷åííûé îòðåçêàìè ïðÿìûõ x− t = 0, x+ t− l = 0, x = 0 è t− T = 0.

Óòâåðæäåíèå 3. Ïðè ëþáîì T > l, à òàêæå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ϕ́(0) = ψ(0), ϕ́(l) =
−ψ(l), ôóíêöèÿ (10) ÿâëÿåòñÿ (åäèíñòâåííûì â ñèëó ðàáîòû [11]) îáîáùåííûì èç êëàññà

Ŵ 2
2 (QT ) ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ũtt(x, t) − ũxx(x, t) = 0 ñ íà-

÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ũ(x, 0) = ϕ(x), ũt(x, 0) = ψ(x) è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ũ(0, t) =
µ̃(t), ũ(l, t) = ν̃(t), â êîòîðûõ

µ̃(t) =
{

1
2 [ϕ́(t) + ψ(t)] ïðè 0 ≤ t ≤ l,
0 ïðè l ≤ t ≤ T , (19)

ν̃(t) =

{
1
2 [ϕ(l − t) + ϕ(l) +

∫ l
l−t ψ(ξ)dξ] ïðè 0 ≤ t ≤ l,

C0 = 1
2 [ϕ(0) + ϕ(l) +

∫ l
0 ψ(ξ)dξ] ïðè l ≤ t ≤ T .

(20)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçà-
òåëüñòâó Óòâåðæäåíèÿ 1 äàííîé ðàáîòû. Óòâåðæäåíèå 3 äîêàçàíî.

Ïóñòü u(x, t) - îáîáùåííîå èç êëàññà Ŵ 2
2 (QT ) ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñìåøàííîé çà-

äà÷è äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (2) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3) è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
(17), à ũ(x, t) - ôóíêöèÿ (10). Òîãäà ôóíêöèÿ û(x, t) = u(x, t) − ũ(x, t) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-
íûì îáîáùåííûì èç êëàññà Ŵ 2

2 (QT ) ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ
ûtt(x, t)− ûxx(x, t) = 0 ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè û(x, 0) = 0, ût(x, 0) = 0 è ñ ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè ûx(0, t) = µ̂(t) = µ(t) − µ̃(t), û(l, t) = ν̂(t) = ν(t) − ν̃(t). Çàìåòèì ïðè ýòîì,
÷òî èç ðàâåíñòâà ν(0) = ϕ(l), ν̃(0) = ϕ(l) âûòåêàåò, ÷òî ν̂(0) = 0.

Óòâåðæäåíèå 4. Äëÿ ëþáîãî T , óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâó T ≤ 4l(n + 1), ãäå n =
1, 2, 3, . . . (è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ T , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ (15) ôóíêöèÿ û(x, t) îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì

û(x, t) = −
2n+1∑
k=0

(−1)k

∫ t−x−2kl

0
µ̂(τ)dτ −

2n+2∑
k=1

(−1)k

∫ t+x−2kl

0
µ̂(τ)dτ+

+
2n+1∑
k=0

(−1)kν̂(t+ x− 2kl − l)−
2n+2∑
k=1

(−1)kν̂(t− x− 2kl + l), (21)
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â êîòîðîì ñèìâîëû µ̂(t) è ν̂(t) îáîçíà÷àþò ôóíêöèè, ñîâïàäàþùèå ñ µ̂(t) è ν̂(t) ñîîòâåòñòâåííî
ïðè t ≥ 0 è ðàâíûå íóëþ ïðè t < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñðàçó æå çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ (21) ïðèíàäëåæèò êëàññó Ŵ 2
2 (QT ) â

ñèëó òîãî, ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãåáðàè÷åñêóþ ñóììó êîíå÷íîãî ÷èñëà ôóíêöèé îò
àðãóìåíòà t+ x èëè t− x, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò êëàññó W 2

2 (−∞, T ].
Ôóíêöèÿ (21) óäîâëåòâîðÿåò ïî÷òè âñþäó âîëíîâîìó óðàâíåíèþ ûtt(x, t) − ûxx(x, t) = 0,

íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì û(x, 0) = 0, ût(x, 0) = 0 è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ûx(0, t) = µ̂(t) =
µ(t)− µ̃(t), û(l, t) = ν̂(t) = ν(t)− ν̃(t). Çíà÷èò, äàííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøå-
íèåì îïèñàííîé âûøå çàäà÷è è èìååò óêàçàííûé àíàëèòè÷åñêèé âèä. Óòâåðæäåíèå 4 äîêàçàíî.

3.3 Óïðàâëåíèå óïðóãèìè ñèëàìè íà äâóõ êîíöàõ ñòðóíû

Ðàññìîòðèì â îñíîâíîì ïðÿìîóãîëüíèêå QT çàäà÷ó äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (2) ñ íà÷àëü-
íûìè óñëîâèÿìè (3) è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

ux(0, t) = µ(t), ux(l, t) = ν(t). (22)

Ïðè ýòîì ïðèíàäëåæíîñòü îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ u(x, t) êëàññó Ŵ 2
2 (QT ) ïîçâîëÿåò òî÷íî

óêàçàòü òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè, êîòîðûì ñëåäóåò ïîä÷èíèòü ôóíêöèè íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé:

ϕ(x) ∈W 2
2 [0, l], ψ(x) ∈W 1

2 [0, l], µ(t) ∈W 1
2 [0, T ], ν(t) ∈W 1

2 [0, T ]. (23)

Îïðåäåëåíèå 6. Îáîáùåííûì èç êëàññà Ŵ 2
2 (QT ) ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ âîëíî-

âîãî óðàâíåíèÿ (2) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3) è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (22), ïîä÷èíåííûìè
òðåáîâàíèÿì ãëàäêîñòè (23) íàçîâåì ôóíêöèþ u(x, t) èç êëàññà Ŵ 2

2 (QT ), óäîâëåòâîðÿþùóþ
ïî÷òè âñþäó âîëíîâîìó óðàâíåíèþ (2), íà÷àëüíûìè óñëîâèÿì (3) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (22).

Çàìå÷àíèå. Èç ðàññóæäåíèé, ïðîâåäåííûõ â [11, Ãë.2, �9], âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî T > 0
ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî îäíî îáîáùåííîå èç êëàññà Ŵ 2

2 (QT ) ðåøåíèå îïðåäåëåííîé íàìè
ñìåøàííîé çàäà÷è.

Êàê è â ñëó÷àå çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûìè óïðàâëåíèÿìè ñìåùåíèÿìè íà äâóõ êîíöàõ ñòðóíû
è çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûìè óïðàâëåíèÿìè ñìåùåíèåì íà îäíîì êîíöå è óïðóãîé ñèëîé íà äðóãîì
êîíöå ñòðóíû, ðàññìîòðåííûõ âûøå, ñíîâà ââåäåì ôóíêöèþ ũ(x, t), îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì
(10), â êîòîðîì ∆1 - òðåóãîëüíèê, îãðàíè÷åííûé îòðåçêàìè ïðÿìûõ x − t = 0, x + t − l = 0
è t = 0, ∆2 - òðåóãîëüíèê, îãðàíè÷åííûé îòðåçêàìè ïðÿìûõ x − t = 0, x + t − l = 0 è x = 0,
∆3 - òðåóãîëüíèê, îãðàíè÷åííûé îòðåçêàìè ïðÿìûõ x − t = 0, x + t − l = 0 è x − l = 0, ∆4 -
ïÿòèóãîëüíèê, îãðàíè÷åííûé îòðåçêàìè ïðÿìûõ x− t = 0, x+ t− l = 0, x = 0 è t− T = 0.

Óòâåðæäåíèå 5. Ïðè ëþáîì T > l, à òàêæå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ϕ́(0) = ψ(0), ϕ́(l) =
−ψ(l), ôóíêöèÿ (10) ÿâëÿåòñÿ (åäèíñòâåííûì â ñèëó ðàáîòû [11]) îáîáùåííûì èç êëàññà

Ŵ 2
2 (QT ) ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ũtt(x, t) − ũxx(x, t) = 0 ñ íà-

÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ũ(x, 0) = ϕ(x), ũt(x, 0) = ψ(x) è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ũx(0, t) =
µ̃(t), ũx(l, t) = ν̃(t), â êîòîðûõ

µ̃(t) =
{

1
2 [ϕ́(t) + ψ(t)] ïðè 0 ≤ t ≤ l,
0 ïðè l ≤ t ≤ T , (24)

ν̃(t) =
{

1
2 [ϕ́(l − t)− ψ(l − t)] ïðè 0 ≤ t ≤ l,
0 ïðè l ≤ t ≤ T . (25)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçà-
òåëüñòâó Óòâåðæäåíèÿ 1 äàííîé ðàáîòû. Óòâåðæäåíèå 5 äîêàçàíî.

Ïóñòü u(x, t) - îáîáùåííîå èç êëàññà Ŵ 2
2 (QT ) ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñìåøàííîé çà-

äà÷è äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (2) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3) è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
(22), à ũ(x, t) - ôóíêöèÿ (10). Òîãäà ôóíêöèÿ û(x, t) = u(x, t) − ũ(x, t) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-
íûì îáîáùåííûì èç êëàññà Ŵ 2

2 (QT ) ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ
ûtt(x, t)− ûxx(x, t) = 0 ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè û(x, 0) = 0, ût(x, 0) = 0 è ñ ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè ûx(0, t) = µ̂(t) = µ(t)− µ̃(t), ûx(l, t) = ν̂(t) = ν(t)− ν̃(t).
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Óòâåðæäåíèå 6. Äëÿ ëþáîãî T , óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâó T ≤ 2l(n + 1), ãäå n =
1, 2, 3, . . . (è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ T , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ (15) ôóíêöèÿ û(x, t) îïðåäåëÿåòñÿ
ðàâåíñòâîì

û(x, t) = −
n∑

k=0

∫ t−x−2kl

0
µ̂(τ)dτ −

n+1∑
k=1

∫ t+x−2kl

0
µ̂(τ)dτ+

+
n∑

k=0

∫ t+x−2kl−l

0
ν̂(τ)dτ +

n+1∑
k=1

∫ t−x−2kl+l

0
ν̂(τ)dτ, (26)

â êîòîðîì ñèìâîëû µ̂(t) è ν̂(t) îáîçíà÷àþò ôóíêöèè, ñîâïàäàþùèå ñ µ̂(t) è ν̂(t) ñîîòâåòñòâåííî
ïðè t ≥ 0 è ðàâíûå íóëþ ïðè t < 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñðàçó æå çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ (26) ïðèíàäëåæèò êëàññó Ŵ 2
2 (QT ) â

ñèëó òîãî, ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãåáðàè÷åñêóþ ñóììó êîíå÷íîãî ÷èñëà ôóíêöèé îò
àðãóìåíòà t+ x èëè t− x, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò êëàññó W 2

2 (−∞, T ].
Ôóíêöèÿ (26) óäîâëåòâîðÿåò ïî÷òè âñþäó âîëíîâîìó óðàâíåíèþ ûtt(x, t) − ûxx(x, t) = 0,

íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì û(x, 0) = 0, ût(x, 0) = 0 è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ûx(0, t) = µ̂(t) =
µ(t) − µ̃(t), ûx(l, t) = ν̂(t) = ν(t) − ν̃(t). Çíà÷èò, äàííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì
ðåøåíèåì îïèñàííîé âûøå çàäà÷è è èìååò óêàçàííûé àíàëèòè÷åñêèé âèä. Óòâåðæäåíèå 6
äîêàçàíî.

3.4 Çàìå÷àíèÿ

Ïðè ðåøåíèè ðàññìîòðåííûõ âûøå òðåõ çàäà÷ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëþáîå T > 0. Ïîýòîìó,
ãîâîðÿ îá àíàëèòè÷åñêîì âèäå ôóíêöèè û(x, t) â êàæäîé èç òðåõ çàäà÷, ìîæíî â ðàâåíñòâàõ
(16), (21) è (26) çàìåíèòü â êàæäîé ñóììå âåðõíèé ïðåäåë ñóììèðîâàíèÿ íà áåñêîíå÷íûé, òàê
êàê â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé µ̂(t) è ν̂(t) ðàâåíñòâà ñîõðàíÿòñÿ.

Îêîí÷àòåëüíî èìååì äëÿ çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûì óïðàâëåíèåì ñìåùåíèÿìè íà äâóõ
êîíöàõ ñòðóíû:

û(x, t) =
∞∑

k=0

µ̂(t− x− 2kl)−
∞∑

k=1

µ̂(t+ x− 2kl)+

+
∞∑

k=0

ν̂(t+ x− 2kl − l)−
∞∑

k=1

ν̂(t− x− 2kl + l), (27)

äëÿ çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûì óïðàâëåíèåì ñìåùåíèåì íà îäíîì êîíöå è óïðóãîé ñèëîé
íà äðóãîì êîíöå ñòðóíû:

û(x, t) = −
∞∑

k=0

(−1)k

∫ t−x−2kl

0
µ̂(τ)dτ −

∞∑
k=1

(−1)k

∫ t+x−2kl

0
µ̂(τ)dτ+

+
∞∑

k=0

(−1)kν̂(t+ x− 2kl − l)−
∞∑

k=1

(−1)kν̂(t− x− 2kl + l), (28)

äëÿ çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûì óïðàâëåíèåì óïðóãèìè ñèëàìè íà äâóõ êîíöàõ ñòðóíû:

û(x, t) = −
∞∑

k=0

∫ t−x−2kl

0
µ̂(τ)dτ −

∞∑
k=1

∫ t+x−2kl

0
µ̂(τ)dτ+

+
∞∑

k=0

∫ t+x−2kl−l

0
ν̂(τ)dτ +

∞∑
k=1

∫ t−x−2kl+l

0
ν̂(τ)dτ, (29)

ãäå ñèìâîëû µ̂(t) è ν̂(t) îáîçíà÷àþò ôóíêöèè, ñîâïàäàþùèå ñ µ̂(t) è ν̂(t) ñîîòâåòñòâåííî ïðè
t ≥ 0 è ðàâíûå íóëþ ïðè t < 0.
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4 Îñíîâíàÿ òåîðåìà

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ôîðìóëèðîâêå è äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà íàñòîÿùåé ðàáî-
òû.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî T > 0 ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî îäíî îáîáùåííîå

èç êëàññà Ŵ 2
2 (QT ) ðåøåíèå êàæäîé èç ñìåøàííûõ çàäà÷ 1-4 ñ íåëîêàëüíûìè ãðàíè÷íûìè

óñëîâèÿìè (4)-(7).
Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû äëÿ âñåõ çàäà÷ 1-4 ïðîèçâîäèòñÿ ïî àíàëîãè÷íîé ñõåìå,

è ïîýòîìó ìû îñîáåííî ïîäðîáíî îñòàíîâèìñÿ òîëüêî íà äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîé òåîðåìû äëÿ
ñìåøàííûõ çàäà÷ 1 è 2.

Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ñóùåñòâóåò äâà îáîáùåííûõ èç êëàññà Ŵ 2
2 (QT ) ðåøåíèÿ u1(x, t) è u2(x, t)

ñìåøàííîé çàäà÷è 1, ìû ïîëó÷èì, ÷òî èõ ðàçíîñòü u(x, t) = u1(x, t)−u2(x, t) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåí-
íûì èç êëàññà Ŵ 2

2 (QT ) ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (2) ñ íóëåâûìè
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0 è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u(0, t) = 0, u(l, t) =
p∑

k=1

αk(t)u(ξk, t). (30)

Òàê êàê óêàçàííîå ðåøåíèå u(x, t) ïðèíàäëåæèò êëàññó Ŵ 2
2 (QT ), òî ïî îïðåäåëåíèþ ýòî-

ãî êëàññà îíî èìååò ïðè x = l ñëåä u(l, t), ïðèíàäëåæàùèé êëàññó W 2
2 [0, T ]. Ýòîò ñëåä ìû

îáîçíà÷èì ñèìâîëîì ν̂(t) è çàìåòèì, ÷òî óêàçàííîå ðåøåíèå u(x, t) âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (2)
ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0 è ñ íåëîêàëüíûìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè (30) îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì èç êëàññà Ŵ 2

2 (QT ) ðåøåíèåì âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ (2) ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0 è ñ ëîêàëüíûìè
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u(0, t) = 0, u(l, t) =
p∑

k=1

αk(t)u(ξk, t), (31)

ò.å. ÿâëÿåòñÿ õîðîøî èçó÷åííîé çàäà÷åé, ðàññìîòðåííîé âûøå â íàñòîÿùåé ðàáîòå, èìåþùåé
äëÿ ëþáîãî T > 0 åäèíñòâåííîå èç êëàññà Ŵ 2

2 (QT ) îáîáùåííîå ðåøåíèå, îïðåäåëÿåìîå ðàâåí-
ñòâîì

û(x, t) =
∞∑

m=0

ν̂(t+ x− 2lm− l)−
∞∑

m=1

ν̂(t− x− 2lm+ l), (32)

â êîòîðîì ñèìâîë ν̂(t) îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ, ñîâïàäàþùóþ ñ ν̂(t) ñîîòâåòñòâåííî ïðè t ≥ 0 è
ðàâíóþ íóëþ ïðè t < 0.

Äîêàæåì, ÷òî ν̂(t) ≡ 0 äëÿ âñåõ t ≥ 0, ÷åì è áóäåò çàâåðøåíî äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé
òåîðåìû äëÿ çàäà÷è 1.

Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ν̂(t) ≡ 0 ïðè 0 ≤ t ≤ 2l. Ïåðåïèñàâ ñîîòíîøåíèå (32) â âèäå

u(x, t) = ν̂(t+ x− l)− ν̂(t− x− l)+

+

( ∞∑
m=1

ν̂(t+ x− l − 2lm)−
∞∑

m=2

ν̂(t− x+ l − 2lm)

)
, (33)

çàìåòèì, ÷òî ïðè 0 ≤ t ≤ 2l âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â (33) â êðóãëûõ ñêîáêàõ ðàâíî íóëþ, èáî
ïðè 0 ≤ t ≤ 2l àðãóìåíòû ó âñåõ ñòîÿùèõ â êðóãëûõ ñêîáêàõ ôóíêöèé ν̂ ÿâëÿþòñÿ íåïîëîæè-
òåëüíûìè.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè 0 ≤ t ≤ 2l ôóíêöèÿ u(x, t) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

u(x, t) = ν̂(t+ x− l)− ν̂(t− x− l). (34)

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèÿ (34) äîëæíà ïðè 0 ≤ t ≤ 2l óäîâëåòâîðÿòü âòîðîìó (íåëî-
êàëüíîìó) óñëîâèþ (30), è ïîñêîëüêó ïðè 0 ≤ t ≤ 2l ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

u(l, t) = ν̂(t)− ν̂(t− 2l) = ν̂(t), u(ξk, t) = ν̂(t+ ξk − l)− ν̂(t− ξk − l), (35)
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òî âòîðîå óñëîâèå (30) ïðèíèìàåò âèä

ν̂(t) =
p∑

k=1

αk(t)[ν̂(t+ ξk − l)− ν̂(t− ξk − l)]. (36)

Òàê êàê ÷èñëà ξ1, ξ2, . . . , ξp óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì (1) è íàèáîëüøåå èç ýòèõ ÷èñåë ξp
ñòðîãî ìåíüøå l, òî l−ξp > 0, è ïîýòîìó ïðè 0 ≤ t ≤ l−ξp àðãóìåíòû âñåõ ôóíêöèé ν̂, ñòîÿùèõ
â ïðàâîé ÷àñòè (36), ÿâëÿþòñÿ íåïîëîæèòåëüíûìè, ò.å. ïðè 0 ≤ t ≤ l − ξp ïðàâàÿ (à ïîòîìó è
ëåâàÿ) ÷àñòü (36) ðàâíà íóëþ.

Èòàê, ν̂(t) = 0 ïðè 0 ≤ t ≤ l − ξp, à èç ýòîãî è èç òîãî æå ðàâåíñòâà (36) âûòåêàåò, ÷òî
ïðàâàÿ (à ïîòîìó è ëåâàÿ) ÷àñòü (36) ðàâíà íóëþ ïðè 0 ≤ t ≤ 2(l− ξp), èáî ïðè 0 ≤ t ≤ 2(l− ξp)
àðãóìåíòû âñåõ ôóíêöèé ν̂, ñòîÿùèõ â ïðàâîé ÷àñòè (36), íå ïðåâîñõîäÿò ÷èñëà l − ξp.

Èç òîãî, ÷òî ν̂(t) ≡ 0 ïðè 0 ≤ t ≤ 2(l − ξp), è èç òîãî æå ðàâåíñòâà (36) ïîëó÷èì, ÷òî
ν̂(t) = 0 ïðè 0 ≤ t ≤ 3(l − ξp). Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äàëåå, ìû ïîñëå s øàãîâ
ïîëó÷èì, ÷òî ν̂(t) ≡ 0 ïðè 0 ≤ t ≤ s(l − ξp). Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç s íàèìåíüøèé èç íîìåðîâ,
äëÿ êîòîðîãî s(l − ξp) ≥ 2l, òî ïîñëå s øàãîâ ìû ïîëó÷èì, ÷òî ν̂(t) ≡ 0 ïðè 0 ≤ t ≤ 2l.

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ν̂(t) ≡ 0 äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé t, ïðîâåäåì ìåòîäîì
ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Äîñòàòî÷íî, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ν̂(t) ≡ 0 ïðè 0 ≤ t ≤ 2ln è íîìåðà
n ≥ 1, äîêàçàòü, ÷òî ν̂(t) ≡ 0 ïðè 0 ≤ t ≤ 2l(n+ 1).

Åñëè ν̂(t) ≡ 0 ïðè 0 ≤ t ≤ 2ln, òî äëÿ ëþáîãî t, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ t ≤ 2l(n + 1),
âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â (33) â êðóãëûõ ñêîáêàõ, ðàâíî íóëþ (èáî ïðè t ≤ 2l(n + 1) àðãóìåíòû
âñåõ ôóíêöèé ν̂, ñòîÿùèõ â (33) â êðóãëûõ ñêîáêàõ, íå ïðåâîñõîäÿò ÷èñëà 2ln).

Èòàê, ïðè óñëîâèè, ÷òî ν̂(t) ≡ 0 ïðè 0 ≤ t ≤ 2ln, äëÿ ëþáîãî t, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ
t ≤ 2l(n+ 1), ôóíêöèÿ u(x, t) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (34). Ñíîâà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

u(l, t) = ν̂(t)− ν̂(t− 2l) = ν̂(t), u(ξk, t) =
p∑

k=1

αk(t)[ν̂(t+ ξk − l)− ν̂(t− ξk − l)], (37)

ìû ïîëó÷àåì èç âòîðîãî ðàâåíñòâà (31), ÷òî ïðè 2ln ≤ t ≤ 2l(n+ 1) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
(36).

Èç (36) çàêëþ÷àåì, ÷òî ν̂(t) ≡ 0 ïðè 0 ≤ t ≤ 2ln + (l − ξp), èáî äëÿ òàêèõ çíà÷åíèé t
àðãóìåíòû âñåõ ôóíêöèé ν̂, ñòîÿùèõ â ïðàâîé ÷àñòè (36), íå ïðåâîñõîäÿò ÷èñëà 2ln.

Ïîñëå ýòîãî èç òîãî æå ñîîòíîøåíèÿ (36) çàêëþ÷àåì, ÷òî ν̂(t) ≡ 0 ïðè 0 ≤ t ≤ 2ln + 2(l −
ξp), èáî äëÿ òàêèõ çíà÷åíèé t àðãóìåíòû âñåõ ôóíêöèé ν̂, ñòîÿùèõ â ïðàâîé ÷àñòè (36), íå
ïðåâîñõîäÿò ÷èñëà 2ln+ (l − ξp).

Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äàëåå, ïîñëå s øàãîâ ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ν̂(t) ≡ 0 ïðè
0 ≤ t ≤ 2ln+ s(l − ξp).

Åñëè â êà÷åñòâå íîìåðà s âçÿòü íàèìåíüøèé èç íîìåðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó
s(l − ξp) ≥ 2l, òî ìû ïîëó÷èì, ÷òî ν̂(t) ≡ 0 ïðè 0 ≤ t ≤ 2l(n+ 1).

Òåì ñàìûì äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû äëÿ ñìåøàííîé çàäà÷è 1 çàâåðøåíî.
Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîé òåîðåìû äëÿ ñìåøàííîé çàäà÷è 2. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî

ýòà çàäà÷à èìååò äâà îáîáùåííûõ èç êëàññà Ŵ 2
2 (QT ) ðåøåíèÿ è îáîçíà÷àÿ èç ðàçíîñòü ÷åðåç

u(x, t), çàìå÷àåì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ êëàññà Ŵ 2
2 (QT ) ïðîèçâîäíàÿ ux(x, t) ýòîé ðàçíîñòè èìååò

ïðè x = l ñëåä ux(l, t), ïðèíàäëåæàùèé êëàññó W 1
2 [0, T ]. Ýòîò ñëåä ìû îáîçíà÷èì ñèìâîëîì

ν̂(t) è ó÷òåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ðàçíîñòü u(x, t) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì èç êëàññà Ŵ 2
2 (QT )

ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (2) ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
è ñ ëîêàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u(0, t) = 0, ux(l, t) = ν̂(t). (38)

ò.å. ÿâëÿåòñÿ õîðîøî èçó÷åííîé çàäà÷åé, ðàññìîòðåííîé âûøå â íàñòîÿùåé ðàáîòå, èìåþùåé
åäèíñòâåííîå â êëàññå Ŵ 2

2 (QT ) îáîáùåííîå ðåøåíèå. Ïðîèçâîäíàÿ ýòîãî åäèíñòâåííîãî ðåøå-
íèÿ ux(x, t) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

ux(x, t) =
∞∑

m=0

(−1)mν̂(t+ x− l − 2lm)−
∞∑

m=1

(−1)mν̂(t− x+ l − 2lm), (39)
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â êîòîðîì ñèìâîë ν̂(t) îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ, ñîâïàäàþùóþ ñ ν̂(t) ñîîòâåòñòâåííî ïðè t ≥ 0 è
ðàâíóþ íóëþ ïðè t < 0.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â îòëè÷èå îò (32) ñîîòíîøåíèå (39) ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì ýëåìåíòîâ
êëàññà W 1

2 (0, T ).
Äîêàæåì, ÷òî ν̂(t) ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì ýëåìåíòîì êëàññà W 1

2 (0, T ), ÷åì è áóäåò çàâåðøåíî
äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû äëÿ ñìåøàííîé çàäà÷è 2.

Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ν̂(t) ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì ýëåìåíòîì êëàññà W 1
2 [0, 2l]. Ïåðåïèñàâ (39)

â âèäå

ux(x, t) = ν̂(t+ x− l) + ν̂(t− x− l)+

+

( ∞∑
m=1

(−1)mν̂(t+ x− l − 2lm)−
∞∑

m=2

(−1)mν̂(t− x+ l − 2lm)

)
, (40)

çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â (40) â êðóãëûõ ñêîáêàõ, ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì ýëåìåíòîì
êëàññà W 1

2 [0, 2l], èáî ïðè t ∈ [0, 2l] àðãóìåíòû ó âñåõ ñòîÿùèõ â êðóãëûõ ñêîáêàõ ôóíêöèé ν̂
ÿâëÿþòñÿ íåïîëîæèòåëüíûìè. Èòàê, ïðè t ∈ [0, 2l] ôóíêöèÿ ux(x, t) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

ux(x, t) = ν̂(t+ x− l) + ν̂(t− x− l). (41)

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ðàçíîñòü u(x, t) äâóõ îáîáùåííûõ ðåøåíèé ñìåøàííîé çàäà÷è 2 îáÿ-
çàíà ïðè t ∈ [0, 2l] óäîâëåòâîðÿòü âòîðîìó (íåëîêàëüíîìó) óñëîâèþ (5), ò.å. óñëîâèþ

ux(l, t) =
p∑

k=1

αk(t)ux(ξk, t). (42)

Ïîñêîëüêó â ñèëó (41) â W 1
2 [0, 2l] ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ux(l, t) = ν̂(t) + ν̂(t− 2l) = ν̂(t), ux(ξk, t) = ν̂(t+ ξk − l) + ν̂(t− ξk − l), (43)

òî óñëîâèå (42) ïðèíèìàåò âèä ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà ýëåìåíòîâ êëàññà W 1
2 [0, 2l]:

ν̂(t) =
p∑

k=1

αk(t)[ν̂(t+ ξk − l) + ν̂(t− ξk − l)]. (44)

Èç ðàâåíñòâà (44) ñíà÷àëà çàêëþ÷àåì, ÷òî ν̂(t) ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì ýëåìåíòîì êëàññà
W 1

2 [0, l − ξp], èáî ïðè t ∈ [0, l − ξp] àðãóìåíòû âñåõ ôóíêöèé ν̂, ñòîÿùèõ â ïðàâîé ÷àñòè (44),
ÿâëÿþòñÿ íåïîëîæèòåëüíûìè. Ïîñëå ýòîãî èç òîãî æå ðàâåíñòâà (44) çàêëþ÷àåì, ÷òî ν̂(t) ÿâ-
ëÿåòñÿ íóëåâûì ýëåìåíòîì êëàññà W 1

2 [0, 2(l − ξp)], èáî ïðè t ∈ [0, 2(l − ξp)] àðãóìåíòû âñåõ
ôóíêöèé ν̂(t), ñòîÿùèõ â ïðàâîé ÷àñòè (44), íå ïðåâîñõîäÿò ÷èñëà l − ξp.

Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äàëåå, ïîñëå äîñòàòî÷íîãî ÷èñëà s øàãîâ ìû ïîëó-
÷àåì, ÷òî ν̂(t) ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì ýëåìåíòîì êëàññà W 1

2 [0, 2l].
Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ν̂(t) ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì ýëåìåíòîì êëàññà W 1

2 [0, 2ln] ïðè ëþáîì
íàòóðàëüíîì n, ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Äîñòàòî÷íî, ïðåäïîëîæèâ,
÷òî ν̂(t) ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì ýëåìåíòîì êëàññà W 1

2 [0, 2ln] ïðè n ≥ 1, äîêàçàòü, ÷òî ïðè ýòîì ν̂(t)
ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì ýëåìåíòîì êëàññà W 1

2 [0, 2l(n+ 1)].
Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî åñëè ν̂(t) ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì ýëåìåíòîì êëàññà W 1

2 [0, 2ln], òî ïðè
ëþáîì t, óäîâëåòâîðÿþùåì óñëîâèþ t ≤ 2l(n+1), îáðàùàþòñÿ â íóëü âñå ñëàãàåìûå, ñòîÿùèå â
(40) â êðóãëûõ ñêîáêàõ, è ν̂(t) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (41). Ó÷èòûâàÿ äàëåå, ÷òî ïðè óñëîâèè,
÷òî ν̂(t) ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì ýëåìåíòîì êëàññà W 1

2 [0, 2ln] è ïðè âñåõ t ≤ 2l(n + 1) îñòàþòñÿ
ñïðàâåäëèâûìè ñîîòíîøåíèÿ (42) è (43), ìû ïðèäåì ê ñïðàâåäëèâîìó äëÿ ýëåìåíòîâ êëàññà
W 1

2 [0, 2l(n+ 1)] ñîîòíîøåíèþ (44).
Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñíà÷àëà çàêëþ÷àåì, ÷òî ν̂(t) ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì ýëåìåíòîì êëàññà

W 1
2 [0, 2ln+ (l− ξp)], èáî ïðè t ∈ [0, 2ln+ (l− ξp)] àðãóìåíòû âñåõ ñòîÿùèõ â ïðàâîé ÷àñòè (44)
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ôóíêöèé ν̂(t) íå ïðåâîñõîäÿò ÷èñëà 2ln. Ïîñëå ýòîãî èç òîãî æå ñîîòíîøåíèÿ (44) çàêëþ÷àåì,
÷òî ν̂(t) ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì ýëåìåíòîì êëàññàW 1

2 [0, 2ln+2(l−ξp)], èáî ïðè t ∈ [0, 2ln+2(l−ξp)]
àðãóìåíòû âñåõ ñòîÿùèõ â ïðàâîé ÷àñòè (44) ôóíêöèé ν̂(t) íå ïðåâîñõîäÿò ÷èñëà 2ln+ (l− ξp).

Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äàëåå, ïîñëå äîñòàòî÷íîãî ÷èñëà s øàãîâ ìû ïîëó-
÷àåì, ÷òî ν̂(t) ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì ýëåìåíòîì êëàññà W 1

2 [0, 2l(n + 1)], ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçà-
òåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû äëÿ ñìåøàííîé çàäà÷è 2.

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû äëÿ ñìåøàííûõ çàäà÷ 3 è 4 ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè äîñëîâíûì
ïîâòîðåíèåì ïðèâåäåííîãî íàìè åå äîêàçàòåëüñòâà äëÿ ñìåøàííûõ çàäà÷ 1 è 2.

Ïðîáëåìà åäèíñòâåííîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé ñìåøàííûõ çàäà÷ 3 è 4 ïî èçëîæåííîé
íàìè ñõåìå ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå åäèíñòâåííîñòè îáîáùåííîãî èç êëàññà Ŵ 2

2 (QT ) ðåøåíèÿ
ðàññìîòðåííûõ âûøå çàäà÷ äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (2) ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâè-
ÿìè è ñ ëîêàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè âèäà ux(0, t) = 0, u(l, t) = ν̂(t), ëèáî âèäà
ux(0, t) = 0, ux(l, t) = ν̂(t).

Ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü óêàçàíèÿìè î òîì, ÷òî â ñëó÷àå ñìåøàííîé çàäà÷è 3 äëÿ ðàçíîñòè
u(x, t) äâóõ åå ðåøåíèé âìåñòî (32) ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî

û(x, t) =
∞∑

m=0

(−1)mν̂(t+ x− 2lm− l)−
∞∑

m=1

(−1)mν̂(t− x− 2lm+ l) (45)

è âìåñòî (36) - ñîîòíîøåíèå

ν̂(t) =
p∑

k=1

αk(t)[ν̂(t+ ξk − l) + ν̂(t− ξk − l)], (46)

à â ñëó÷àå ñìåøàííîé çàäà÷è 4 äëÿ ïðîèçâîäíîé ux(x, t) ðàçíîñòè u(x, t) äâóõ åå ðåøåíèé
âìåñòî (39) ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî

ux(x, t) =
∞∑

m=0

ν̂(t+ x− l − 2lm)−
∞∑

m=1

ν̂(t− x+ l − 2lm) (47)

è âìåñòî (44) - ñîîòíîøåíèå

ν̂(t) =
p∑

k=1

αk(t)[ν̂(t+ ξk − l)− ν̂(t− ξk − l)]. (48)

Ñäåëàííûå íàìè çàìå÷àíèÿ çàâåðøàþò äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû. Îñíîâíàÿ òåî-
ðåìà äîêàçàíà.

5 Ñëó÷àé çàäàíèÿ ôèíàëüíûõ óñëîâèé

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ ñìåøàííûõ çàäà÷ ñ íåëîêàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâè-
ÿìè âèäà (4)-(7) â ñëó÷àå, êîãäà âìåñòî íà÷àëüíûõ óñëîâèé çàäàþòñÿ ôèíàëüíûå óñëîâèÿ.

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è ñ ôèíàëüíûìè óñëîâèÿìè áóäåì èñïîëüçîâàòü
ñèìâîë ǔ(x, t).

Âñå ðàññìàòðèâàåìûå íèæå ôóíêöèè ǔ(x, t) ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûìè èç êëàññà Ŵ 2
2 (QT )

ðåøåíèÿìè âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

ǔtt(x, t)− ǔxx(x, t) = 0 (49)

ñ çàäàííûìè ôèíàëüíûìè óñëîâèÿìè

ǔ(x, T ) = ϕ̂(x), ǔt(x, T ) = ψ̂(x). (50)
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Àíàëîãàìè çàäà÷ 1-4 ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3) ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ÷åòûðå çàäà÷è ñ
ôèíàëüíûìè óñëîâèÿìè:

çàäà÷à 5 îá îòûñêàíèè îáîáùåííîãî èç êëàññà Ŵ 2
2 (QT ) ðåøåíèÿ ǔ(x, t) ñìåøàííîé çàäà÷è

äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (49) ñ ôèíàëüíûìè óñëîâèÿìè (50) è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

ǔ(0, t) = µ(t), ǔ(l, t) =
p∑

k=1

αk(t)ǔ(ξk, t); (51)

çàäà÷à 6 îá îòûñêàíèè îáîáùåííîãî èç êëàññà Ŵ 2
2 (QT ) ðåøåíèÿ ǔ(x, t) ñìåøàííîé çàäà÷è

äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (49) ñ ôèíàëüíûìè óñëîâèÿìè (50) è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

ǔ(0, t) = µ(t), ǔx(l, t) =
p∑

k=1

αk(t)ǔx(ξk, t); (52)

çàäà÷à 7 îá îòûñêàíèè îáîáùåííîãî èç êëàññà Ŵ 2
2 (QT ) ðåøåíèÿ ǔ(x, t) ñìåøàííîé çàäà÷è

äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (49) ñ ôèíàëüíûìè óñëîâèÿìè (50) è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

ǔx(0, t) = µ(t), ǔ(l, t) =
p∑

k=1

αk(t)ǔ(ξk, t); (53)

çàäà÷à 8 îá îòûñêàíèè îáîáùåííîãî èç êëàññà Ŵ 2
2 (QT ) ðåøåíèÿ ǔ(x, t) ñìåøàííîé çàäà÷è

äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (49) ñ ôèíàëüíûìè óñëîâèÿìè (50) è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

ǔx(0, t) = µ(t), ǔx(l, t) =
p∑

k=1

αk(t)ǔx(ξk, t); (54)

Çàìå÷àíèå. Â çàäà÷àõ 5-8 ôèíàëüíûå ôóíêöèè ϕ̂(x) è ψ̂(x) è ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ
µ(t) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì ãëàäêîñòè: ϕ̂(x) ∈ W 2

2 [0, l], ψ̂(x) ∈
W 1

2 [0, l], µ(t) ∈ W 2
2 [0, T ] â ñëó÷àå çàäà÷ 5 è 6, µ(t) ∈ W 1

2 [0, T ] â ñëó÷àå çàäà÷ 7 è 8. Êðîìå
òîãî, â ñëó÷àå çàäà÷ 5 è 6 äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî ϕ̂(0) = µ(T ).

Îïðåäåëåíèå 7. Îáîáùåííûì èç êëàññà Ŵ 2
2 (QT ) ðåøåíèåì ñìåøàííûõ çàäà÷ 5-8 íàçûâà-

åòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ ǔ(x, t) èç êëàññà Ŵ 2
2 (QT ), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ïî÷òè âñþäó âîëíîâîìó

óðàâíåíèþ (49), ôèíàëüíûì óñëîâèÿì (50) è ñîîòâåòñòâóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (51)-(54).
Çàìå÷àíèå. Äëÿ âñåõ ÷åòûðåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñìåøàííûõ çàäà÷ 5-8 îáîáùåííîå ðå-

øåíèå ǔ(x, t) ñìåøàííîé çàäà÷è ñ ôèíàëüíûìè óñëîâèÿìè ñâÿçàíî ñ îáîáùåííûì ðåøåíèåì
u(x, t) ñîîòâåòñòâóþùåé ñìåøàííîé çàäà÷è ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ñîîòíîøåíèåì u(x, t) =
ǔ(x, T − t).

Çàìå÷àíèå. Îòñþäà è èç äîêàçàííîé îñíîâíîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ìîæåò ñóùåñòâîâàòü

òîëüêî îäíî îáîáùåííîå èç êëàññà Ŵ 2
2 (QT ) ðåøåíèå ǔ(x, t) êàæäîé èç çàäà÷ 5-8.
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Êàôåäðà àëãîðèòìè÷åñêèõ ÿçûêîâ

1 Îñîáåííîñòè ÿçûêà Ðåôàë

ßçûê Ðåôàë áûë ïðåäëîæåí Â.Ô.Òóð÷èíûì â 1966 ãîäó [10]. Â.Ø.Êàóôìàí îòìå÷àåò
ñõîäñòâî èçîáðàçèòåëüíûõ ñðåäñòâ Ðåôàëà ñ íîðìàëüíûìè àëãîðèòìàìè Ìàðêîâà [3]. Ñòèëå-
âóþ ìîäåëü ÿçûêà Ðåôàë Â.Ø.Êàóôìàí íàçûâàåò ñèòóàöèîííûì ïðîãðàììèðîâàíèåì, âûäå-
ëÿÿ äâå êëþ÷åâûå àáñòðàêöèè � àíàëèç èñõîäíîé ñòðóêòóðû äàííûõ è ñèíòåç ðåçóëüòèðóþ-
ùåé ñòðóêòóðû.

Ðåôàë ÷ðåçâû÷àéíî óäîáåí ïðè ðåøåíèè çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñèìâîëüíûõ
äàííûõ. Â.Ô.Òóð÷èí èçíà÷àëüíî ïîçèöèîíèðîâàë Ðåôàë êàê ìåòààëãîðèòìè÷åñêèé ÿçûê [9]
è ïîçäíåå èñïîëüçîâàë åãî, â ÷èñëå ïðî÷åãî, äëÿ èçó÷åíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïðîãðàìì [11]. Â.È.Ñåðäîáîëüñêèé îòìåòèë óäîáñòâî ÿçûêà äëÿ ðàáîòû ñ àëãåáðàè÷åñêèìè
ôîðìóëàìè [2]. Ñ ñåðåäèíû âîñüìèäåñÿòûõ ãîäîâ è äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè Ðåôàë óñïåøíî
ïðèìåíÿåòñÿ â èññëåäîâàíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ñóïåðêîìïèëÿöèåé è ÷àñòè÷íûìè âû÷èñëåíèÿìè
[12].

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî äèàëåêòîâ ÿçûêà Ðåôàë, ñðåäè êîòîðûõ
íàèáîëåå äèíàìè÷íî ðàçâèâàþòñÿ Ðåôàë-5 [13] è Ðåôàë Ïëþñ. Ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ýôôåê-
òèâíîé ðåàëèçàöèè ÿçûêà; ñîçäàíû ñèñòåìû ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðîãðàììíî-
àïïàðàòíûõ ïëàòôîðì.

Íåñìîòðÿ íà ýòî, Ðåôàë êðàéíå ðåäêî ïðèìåíÿåòñÿ â èíäóñòðèàëüíîì ïðîãðàììèðîâàíèè.
Ïðè ýòîì Ðåôàë íåëüçÿ íàçâàòü íåèçâåñòíûì ÿçûêîì; ìíîãèå ïðîôåññèîíàëüíûå ïðîãðàì-
ìèñòû ñ ýòèì ÿçûêîì çíàêîìû. Îñíîâíîé ïðè÷èíîé ñëàáîé âîñòðåáîâàííîñòè ÿçûêà Ðåôàë
ñëåäóåò, âèäèìî, ñ÷èòàòü îãðàíè÷åííîñòü êðóãà çàäà÷, â êîòîðûõ ýòîò ÿçûê îêàçûâàåòñÿ óäîá-
íåå äðóãèõ; ïðè ýòîì äëÿ çàäà÷, íå âõîäÿùèõ â ýòîò êðóã, ïðèìåíåíèå Ðåôàëà õîòÿ è âîçìîæíî,
íî îêàçûâàåòñÿ íåöåëåñîîáðàçíûì.

Ñ ó÷¼òîì ýòîãî ñòàíîâèòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷à èíòåãðàöèè âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè ÿçûêà
Ðåôàë ñ ñèñòåìàìè ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îñíîâàííûìè íà äðóãèõ ÿçûêàõ. Â ÷àñòíîñòè, ìîæ-
íî ðàññìîòðåòü îäèí èç ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ íà ñåãîäíÿøíèé ìîìåíò èíäóñòðèàëüíûõ ÿçûêîâ
ïðîãðàììèðîâàíèÿ � ÿçûê Ñè++ [8]; èäåÿ ïðåäîñòàâëåíèÿ ïðîãðàììèñòàì â ðàìêàõ ïðîåêòîâ
íà Ñè++ âûðàçèòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé, õàðàêòåðíûõ äëÿ ÿçûêà Ðåôàë, âûãëÿäèò äîñòàòî÷íî
ïðèâëåêàòåëüíîé.

2 Áèáëèîòåêà InteLib

Áèáëèîòåêà InteLib (ñì., íàïð., [4, 6]), ÿâëÿÿñü áèáëèîòåêîé êëàññîâ Ñè++, ðåàëèçóåò ìå-
òîä íåïîñðåäñòâåííîé èíòåãðàöèè, âïåðâûå ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [1]. Èäåÿ ìåòîäà ñîñòîèò
â ìîäåëèðîâàíèè ñòðóêòóð äàííûõ àëüòåðíàòèâíîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè è ââåäåíèè äëÿ
ñîçäàâàåìûõ êëàññîâ òàêîãî íàáîðà îïåðàöèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî â òåêñòå íà áàçîâîì ÿçûêå
ïðîãðàììèðîâàíèÿ (â äàííîì ñëó÷àå Ñè++) ìîæíî ôîðìèðîâàòü àðèôìåòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ,
âèçóàëüíî íàïîìèíàþùèå êîíñòðóêöèè àëüòåðíàòèâíîãî ÿçûêà. Ðåàëèçîâàâ ñîîòâåòñòâóþùèé
âû÷èñëèòåëü, ìû ìîæåì ñäåëàòü òàêèå âûðàæåíèÿ ñåìàíòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè èñõîäíûì
êîíñòðóêöèÿì.
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Â ðàìêàõ áèáëèîòåêè InteLib áûëè ðåàëèçîâàíû ìîäåëè ÿçûêîâ Ëèñï è Scheme [7], äåëàëèñü
òàêæå ïîïûòêè ñîçäàíèÿ ìîäåëåé ÿçûêîâ Ïëýíåð [14] è Ïðîëîã. Ñîçäàííàÿ â 2001 ãîäó è
îïèñàííàÿ â ñòàòüå [5] ìîäåëü ÿçûêà Ðåôàë îêàçàëàñü íåïðèãîäíà ê ïðàêòè÷åñêîé ðàáîòå â
ñèëó ñâîåé êðàéíå íèçêîé ýôôåêòèâíîñòè è íå ñîâñåì óäà÷íî âûáðàííîãî íàáîðà îïåðàöèé
äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ Ðåôàë-âûðàæåíèé.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå îïèñûâàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè ÿçûêà Ðåôàë, èìå-
þùàÿ áîëåå óäîáíûå ñðåäñòâà çàäàíèÿ Ðåôàë-âûðàæåíèé è ïðèåìëåìóþ (õîòÿ è íå î÷åíü
âûñîêóþ) ýôôåêòèâíîñòü ïî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ.

3 Ïðåäñòàâëåíèå êîíñòðóêöèé Ðåôàëà âûðàæåíèÿìè Ñè++

Ðåôàë ÿâëÿåòñÿ ÿçûêîì äëÿ ðàáîòû ñî ñëàáî ñòðóêòóðèðîâàííûìè äàííûìè. Åäèíèöàìè
ïîëÿ âèäèìîñòè çäåñü ìîãóò ÿâëÿòüñÿ êàê ñèìâîëû (â òðàäèöèîííîì ñìûñëå � êàê, íàïðè-
ìåð, ñèìâîëû â Cè++), ÷èñëà è ¾ñèìâîëû-ìåòêè¿, òàê è âûðàæåíèÿ â óãëîâûõ èëè êðóãëûõ
ñêîáêàõ. Òàêèì îáðàçîì, óæå íà ýòàïå âûáîðà ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ýòèõ êîíñòðóêöèé â Ñè++
âîçíèêàåò âîïðîñ, ÷òî äîëæåí õðàíèòü îáúåêò êëàññà, ïðåäñòàâëÿþùåãî åäèíèöó ïîëÿ âèäè-
ìîñòè, è êàê ëó÷øå îðãàíèçîâàòü ðàáîòó ñî ñêîáî÷íûìè ñòðóêòóðàìè. Ýòè ïðîáëåìû ìîãóò
ðåøàòüñÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè:

1. íåëèíåéíîé ñòðóêòóðîé � ñêîáî÷íîìó âûðàæåíèþ ñîîòâåòñòâóåò îáúåêò, ñîäåðæàùèé
óêàçàòåëü íà ñòðóêòóðó äàííûõ, ïðåäñòàâëÿþùóþ âûðàæåíèå â ñêîáêàõ;

2. ëèíåéíîé ñòðóêòóðîé � êàê êàæäàÿ èç ñêîáîê, òàê è îñòàâøèåñÿ ýëåìåíòû âûðàæåíèÿ â
ñêîáêàõ ïðåäñòàâëÿþòñÿ îòäåëüíûìè îáúåêòàìè.

Ñóùåñòâóþò ðåàëèçàöèè ÿçûêà Ðåôàë, èñïîëüçóþùèå êàæäûé èç ýòèõ ñïîñîáîâ. Â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ðåàëèçàöèè îòäàíî ïðåäïî÷òåíèå ëèíåéíûì ñòðóêòóðàì, ïðåäñòàâëåííûì â âè-
äå äâóñâÿçíûõ ñïèñêîâ. Â ýòèõ ñïèñêàõ âìåñòå ñ îáúåêòàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòðóêòóðíûì
è îïåðàòîðíûì ñêîáêàì, õðàíÿòñÿ óêàçàòåëè íà ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïàðíûå îáúåêòû; ýòî
ïîçâîëÿåò óñêîðèòü íàâèãàöèþ ïî ïðåäñòàâëåíèþ âûðàæåíèÿ.

Ñïèñîê ñîñòàâëÿåòñÿ èç ýëåìåíòîâ ñòðóêòóðíîãî òèïà, íàçâàííîãî RfListItem. Â ñïèñîê,
ñîñòîÿùèé èç òàêèõ ýëåìåíòîâ, ìîãóò âõîäèòü îáúåêòû òð¼õ îñíîâíûõ òèïîâ: îáû÷íûé (àë-
ôàâèòíûé) ñèìâîë; ýëåìåíò ðàçìåòêè (ñòðóêòóðíàÿ èëè îïåðàòîðíàÿ ñêîáêà); âñå îñòàëüíûå
îáúåêòû, à èìåííî ¾ñèìâîëû-ìåòêè¿, ÷èñëà, ïåðåìåííûå è ò. ä., ïðåäñòàâëÿåìûå â âèäå ïðî-
èçâîëüíîãî S-âûðàæåíèÿ èç àññîðòèìåíòà áèáëèîòåêè InteLib.

Ðåôàë-âûðàæåíèå êàê öåëîå èíêàïñóëèðóåòñÿ â êëàññ RfExpression. Îáúåêò ýòîãî êëàññà
õðàíèò íà÷àëî è êîíåö äâóñâÿçíîãî ñïèñêà, ïðåäñòàâëÿþùåãî âûðàæåíèå, è ââîäèò îïåðàöèè
äëÿ ðàáîòû íèì, òàêèå êàê äîáàâëåíèå íîâûõ ýëåìåíòîâ â êîíåö ñïèñêà, íàâèãàöèþ, èçâëå÷åíèå
ýëåìåíòîâ è ò. ï. Êëàññ RfExpression âõîäèò â îñíîâíóþ ïîëèìîðôíóþ èåðàðõèþ áèáëèîòåêè
InteLib, åãî îáúåêòû çàâîäÿòñÿ â äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòè; â êà÷åñòâå îñíîâíîãî èíòåðôåéñà äëÿ
ðàáîòû ñ íèìè, êàê è ñ äðóãèìè îáúåêòàìè ýòîé èåðàðõèè, èñïîëüçóþòñÿ ¾óìíûå óêàçàòåëè¿
[15], â äàííîì ñëó÷àå � îáúåêòû êëàññà RfReference.

Ñóùåñòâîâàíèÿ â InteLib êëàññà RfReference óæå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñôîðìèðîâàòü ñòðóê-
òóðó äàííûõ, ïðåäñòàâëÿþùóþ âûðàæåíèå Ðåôàëà, è çàòåì îáðàáàòûâàòü å¼. Îäíàêî, êàê óæå
ãîâîðèëîñü, öåëüþ ìåòîäà íåïîñðåäñòâåííîé èíòåãðàöèè ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèÿ êîíñòðóêöèé,
êîòîðûå ñèíòàêñè÷åñêè áëèçêè ê èñõîäíûì êîíñòðóêöèÿì èíòåãðèðóåìîãî ÿçûêà. Äëÿ ýòîãî
áûë ââåä¼í ñòàòè÷åñêèé êëàññ RfFormConstructor. Êîíñòðóêöèÿ ¾1 2 3¿, íàïðèìåð, ñîçäà¼òñÿ
ñ ïîìîùüþ ýòîãî êëàññà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

RfFormConstructor R;
RfReference ref = (R|1, 2, 3);

Âîçìîæîñòü èñïîëüçîâàòü òàêóþ êîíñòðóêöèþ îáåñïå÷èâàåòñÿ ïåðåîïðåäåëåíèåì îïåðàöèé.
Íàïðèìåð, äëÿ ïðèâåä¼ííîãî ïðèìåðà ñóùåñòâåííû äâå îïåðàöèè:

RfReference operator|(const SReference &r) const;
RfReference operator,(const SReference& ref);
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Òàáëèöà 1: Ïðåäñòàâëåíèå êîíñòðóêöèé Ðåôàëà âûðàæåíèÿìè Ñè++
Ðåôàë-5 Ñè++

1 1
'-'2 -2
'abcd' "abcd"
symbol symbol
"a symbol" a_32_symbol
e.1 e_1
1 2 3 4 (R|1, 2, 3, 4)
(1 2 3 4) (R|(R|1, 2, 3, 4))
<f 1 2 3 4> (R<f, 1, 2, 3, 4>R)

(~R)
() (R|(~R))
f { f

1 = T; || 1 ^ T
0 = F; || 0 ^ F

}
f { f

e.1, <g e.1> : || e_1 & (R|R<g, e_1>R) |
True = False True ^ False

}

Ñíà÷àëà îïåðàöèåé operator| (ìåòîä êëàññà RfFormConstructor), ïðèìåí¼ííîé ê 1, ñîçäà-
¼òñÿ îáúåêò êëàññà RfReference, óêàçûâàþùèé íà ñïèñîê èç îäíîãî ýëåìåíòà, êîòîðûé ñîîò-
âåòñòâóåò ñèìâîëó-÷èñëó 1. Çàòåì ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè operator, (ìåòîä êëàññà RfReference)
ê ýòîìó ñïèñêó ïîñëåäîâàòåëüíî äîáàâëÿþòñÿ ñïðàâà íîâûå ýëåìåíòû.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé ÿçûêà Ðåôàë. Òåëî ôóíêöèè ñîñòîèò èç íàáî-
ðà ïðåäëîæåíèé. Êàæäîå òàêîå ïðåäëîæåíèå (åñëè èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ with-áëîêè,
êîòîðûå ðàíåå íå ïîääåðæèâàëèñü â InteLib) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

pattern[1],
expression[1] : pattern[2],
...,
expression[N-1] : pattern[N] = expression[N],

Ñòîèò, îäíàêî, çàìåòèòü, ÷òî, çàìåíèâ çíàê ðàâåíñòâà íà çàïÿòóþ è ñãðóïïèðîâàâ ó÷àñò-
âóþùèå ïàðû ¾îáðàçåö � âûðàæåíèå¿, ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå åäèíîîáðàçíûé âèä, êîòîðûé
ïîçâîëèò ââåñòè óäîáíóþ è ïðîñòóþ ñòðóêòóðó äàííûõ äëÿ õðàíåíèÿ ïðåäëîæåíèé è òåëà
ôóíêöèé â öåëîì:

pattern[1], expression[1] :
pattern[2], expression[2] :
... :
pattern[N], expression[N]

Äëÿ õðàíåíèÿ òàêèõ ïàð â ðàññìàòðèâàåìîé ðåàëèçàöèè ââåä¼í êëàññ RfClause. Äëÿ ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ïðåäëîæåíèÿ ÿçûêà Ðåôàë èñïîëüçóåòñÿ äâóñâÿçíûé ñïèñîê îáúåêòîâ ýòîãî êëàññà. Äëÿ
ïðåäñòàâëåíèÿ òåëà ôóíêöèè öåëèêîì ïîòðåáîâàëîñü ñâÿçàòü ïåðâûå ïàðû âñåõ ïðåäëîæåíèé
òàêæå â îäíîñâÿçíûé ñïèñîê: â RfClause áûë ââåä¼í àòðèáóò, óêàçûâàþùèé äëÿ ïåðâîé ïàðû
òåêóùåãî ïðåäëîæåíèÿ íà ïåðâóþ ïàðó ñëåäóþùåãî, ëèáî ðàâíûé 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Â ñëó÷àå ñ ôóíêöèÿìè ÿçûêà Ðåôàë äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñèíòàêñè÷åñêîé ñõîæåñòè ìîäåëèðóþ-
ùèõ è èñõîäíûõ êîíñòðóêöèé òàêæå èñïîëüçóåòñÿ ïåðåîïðåäåëåíèå àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.
Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äëÿ îáúåêòà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñèìâîë Ðåôàëà, èìåòü âîçìîæíîñòü
â íà÷àëå âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû óêàçàòü, êàêàÿ òî÷íî êîíñòðóêöèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ òåëî
ôóíêöèè, åìó ñîîòâåòñòâóåò. Íàïðèìåð, ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ:
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Ðåôàë:

Pal {
s.1 e.2 s.1 =
<Pal e.2>;

= True;
s.1 = True;
e.1 = False;

}

Ñè++:

Pal
|| (R|s_1, e_2, s_1) ^

(R|R<Pal, e_2>R)
|| (~R) ^ (R|True)
|| (R|s_1) ^ (R|True)
|| (R|e_1) ^ (R|False)

Ðèñ. 1: ñîîòâåòñòâèå êîíñòðóêöèé, îïèñûâàþùèõ òåëî ôóíêöèè íà Ðåôàëå-5 è íà Ñè++

f1 {
s.1 s.2, <f2 s.1> : True = True;
e.1 = False

}

Åé áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñëåäóþùèé òåêñò ïðîãðàììû â êîíñòðóêöèÿõ áèáëèîòåêè InteLib:

RfSymbol f1("f1");
RfSymbol f2("f2");
f1 || (R|s_1, s_2) & (R<f2, s_1>R) | (R|True) ^ (R|True)

|| (R|e_1) ^ (R|False);

Äëÿ îáëåã÷åíèÿ ïîíèìàíèÿ òîãî, êàê ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïåðåîïðåäåë¼ííûõ àðèôìåòè÷åñêèõ
îïåðàöèé îáúåêò êëàññà RfSymbol ñòàíîâèòñÿ ñâÿçàííûì ñî ñòðóêòóðîé, îïèñàííîé âûøå, äâå
ïîñëåäíèå ñòðî÷êè ñëåäóåò ïåðåïèñàòü ñ ó÷¼òîì ïðèîðèòåòà îïåðàöèé â Ñè++:

RfSymbol f1("f1");
RfSymbol f2("f2");
f1 || (((R|s_1, s_2) & (R<f2, s_1>R)) | ((R|True) ^ (R|True))))

|| ((R|e_1) ^ (R|False);

Ñóùåñòâåííûìè äëÿ ïðèâåä¼ííîãî ïðèìåðà ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïåðåîïðåäåë¼ííûå îïåðàöèè:

RfClause operator&(RfReference &pattern, RfReference &result);
RfClause operator^(RfReference &pattern, RfReference &result);
RfClause& operator|(const RfClause& a);
RfClause& operator||(const RfClause &cla);

Ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé operator& è operator� (êîòîðûå âûïîëíÿþò îäíè è òå æå äåé-
ñòâèÿ) ñîçäà¼òñÿ íîâûé îáúåêò êëàññà RfClause, â êîòîðîì ¾ñêëååíû¿ â ïàðó îáðàçåö è âûðà-
æåíèå; çàòåì ñ ïîìîùüþ îïåðöèè operator| îáðàçóþòñÿ îäíîñâÿçíûå ñïèñêè, ïðåäñòàâëÿþùèå
ïðåäëîæåíèå; íàêîíåö, íà òðåòüåì ýòàïå âûïîëíÿþòñÿ îïåðàöèè operator||. Ïåðâàÿ èç íèõ
ñâÿçûâàåò ñèìâîë f1 ñ ïåðâûì ïðåäëîæåíèåì-ñïèñêîì, îñòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíî ¾ïðèñîåäè-
íÿþò¿ ïåðâóþ ïàðó íîâîãî ïðåäëîæåíèÿ ê óæå ñóùåñòâóþùåé êîíñòðóêöèè.

Òàêèå îïåðàòîðû èíèöèàëèçàöèè âñåõ ñèìâîëîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèÿì â Ðåôàëå,
óäîáíî ïîìåñòèòü â îäíó ïðîöåäóðó, êîòîðàÿ áóäåò âûçûâàòüñÿ â íà÷àëå ïðîãðàììû ïåðåä
íåïîñðåäñòâåííûì âûçîâîì ýòèõ ôóíêöèé.

4 Âíóòðåííèå ñòðóêòóðû äàííûõ

Îïèøåì îñíîâíûå ñòðóêòóðû äàííûõ ðåôàë-âû÷èñëèòåëÿ.
Ñâÿçè ìåæäó ïåðåìåííûìè è ñîîòâåòñòâóþùèìè çíà÷åíèÿìè õðàíÿòñÿ â ïåðåìåííûõ

ñòðóêòóðíîãî òèïà RfBinding, â êîòîðîì ïðåäóñìîòðåíû óêàçàòåëè íà ñâÿçûâàåìóþ ïåðåìåí-
íóþ è ýëåìåíòû âûðàæåíèÿ, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå.
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Êëþ÷åâûì ïîíÿòèåì ïðè ðåàëèçàöèè ðåôàë-ìàøèíû ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå äèàïàçîíà. Â äèà-
ïàçîíå óêàçûâàþòñÿ íà÷àëî è êîíåö ðàçáèðàåìûõ â êàæäûé êîíêðåòíûé ìîìåíò ó÷àñòêîâ
îáðàçöà è âûðàæåíèÿ. Ïðè ýòîì òàì òàêæå ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ ññûëêè íà óæå ïðîñìîòðåííûå
äèàïàçîíû ëèáî íà äèàïàçîíû, êîòîðûå òîëüêî ïðåäñòîèò ïðîñìîòðåòü. Îòäåëüíîé çàäà÷åé ÿâ-
ëÿåòñÿ âûáîð îïòèìàëüíîé ñòðóêòóðû äàííûõ äëÿ õðàíåíèÿ äèàïàçîíîâ. Â ðàññìàòðèâàåìîé
ðåàëèçàöèè â êà÷åñòâå òàêîé ñòðóêòóðû âûáðàíî äâîè÷íîå äåðåâî � ¾äåðåâî äèàïàçîíîâ¿.

Êîðíåì äåðåâà ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûé äèàïàçîí � äèàïàçîí, ñîîòâåòñòâóþùèé öåëûì îáðàçöó
è âûðàæåíèþ. Âî âñåõ óçëàõ ïîìèìî ñîîòâåòñòâóþùèõ óêàçàòåëåé íà îáðàçåö è âûðàæåíèå
õðàíÿòñÿ óêàçàòåëè íà ëåâîãî è ïðàâîãî ïîòîìêà, à òàêæå íà ðîäèòåëÿ äàííîãî óçëà; ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ñòðóêòóðà íàçûâàåòñÿ RfRange.

Âñå îáúåêòû êëàññîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ àáñòðàêöèÿì, èñïîëüçóåìûì ïðè ðåàëèçàöèè
ðåôàë-âû÷èñëèòåëÿ (ñâÿçè ìåæäó ïåðåìåííûìè è èõ çíà÷åíèÿìè, ñîõðàí¼ííûå âûðàæåíèÿ,
äèàïàçîíû ñîïîñòàâëåíèÿ è äðóãèå), îáúåäèíåíû â îáùåé ñòðóêòóðå äàííûõ � êîíòåêñòå, êî-
òîðûé ðåàëèçóåòñÿ êëàññîì RfContext.

5 Ðåàëèçàöèÿ Ðåôàë-âû÷èñëèòåëÿ

Â ðàìêàõ Ðåôàë-âû÷èñëèòåëÿ íàì íåîáõîäèìî ðåàëèçîâàòü ñîïîñòàâëåíèå îáðàçöà è âûðà-
æåíèÿ, ïîäñòàíîâêó çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ â çàäàííîå âûðàæåíèå, îáðàáîòêó îòäåëüíîãî ïðåä-
ëîæåíèÿ Ðåôàë-ïðîãðàììû è, íàêîíåö, øàã ðàáîòû Ðåôàë-ìàøèíû, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé
çàìåíó â ïîëå çðåíèÿ âûçîâà ôóíêöèè íà ðåçóëüòàò òàêîãî âûçîâà.

5.1 Ñîïîñòàâëåíèå

Ñèãíàòóðà ôóíêöèè ñîïîñòàâëåíèÿ âûðàæåíèé âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

bool MatchProcess(RfContext &context, RfRange *main_range);

Àðãóìåíò context ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíòåêñò, êîòîðûé áóäåò èçìåíÿòüñÿ â õîäå âûïîë-
íåíèÿ ôóíêöèè ñîïîñòàâëåíèÿ, à main_range � äèàïàçîí, ñ êîòîðîãî íóæíî íà÷èíàòü îáõîä
äåðåâà.

Äåðåâî äèàïàçîíîâ îáõîäèòñÿ â ãëóáèíó (¾ëåâûé ïîòîìîê � óçåë � ïðàâûé ïîòîìîê¿). Ïðè
ýòîì îáõîä ñ÷èòàåòñÿ ïðîèçâåä¼ííûì óñïåøíî, åñëè óñïåõ äîñòèãíóò â êàæäîì óçëå äåðåâà. Åñ-
ëè ñîïîñòàâëåíèå â êàêîì-ëèáî óçëå îêàçàëîñü íåóñïåøíûì, íåóñïåõ âûäàåòñÿ âñåé ôóíêöèåé
ñîïîñòàâëåíèÿ. Îäíàêî ýòî íå çíà÷èò, ÷òî âñ¼ äåðåâî äèàïàçîíîâ óíè÷òîæàåòñÿ. Îíî ñîõðàíÿ-
åòñÿ â ñïèñêå äåðåâüåâ (â êîíòåêñòå), è â äàëüíåéøåì ê íåìó ìîæåò áûòü îñóùåñòâë¼í âîçâðàò.
Ñîïîñòàâëåíèå â êàæäîì êîíêðåòíîì óçëå ñ÷èòàåòñÿ óñïåøíûì, êîãäà òåêóùèå ó÷àñòêè è îá-
ðàçöà, è âûðàæåíèÿ ïóñòû.

Â êàæäûé êîíêðåòíûé ìîìåíò âûïîëíåíèÿ ôóíêöèè ñîïîñòàâëåíèÿ ñïåöèàëüíî âûäåëåí
îäèí èç óçëîâ äåðåâà äèàïàçîíîâ, íàçûâàåìûé ðàáî÷èì äèàïàçîíîì. Îäíàêî íè îí, íè äðóãèå
óçëû íå ìåíÿþòñÿ â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ ôóíêöèè ñîïîñòàâëåíèÿ. Âñå ìîäèôèêàöèè ïðîèç-
âîäÿòñÿ â òåêóùåì äèàïàçîíå � îáúåêòå, â êîòîðûé êîïèðóþòñÿ âñå äàííûå èç òîëüêî ÷òî
âûáðàííîãî ðàáî÷åãî äèàïàçîíà.

Åñëè â îáðàçöå âñòðåòèëñÿ ñèìâîë, àëãîðèòì ïðîâåðÿåò íàëè÷èå òàêîãî æå ñèìâîëà â ñî-
îòâåòñòâóþùåì ìåñòå âûðàæåíèÿ. Åñëè âûðàæåíèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ, òî ïðîâåðÿåòñÿ, åñòü
ëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñêîáî÷íàÿ ñòðóêòóðà â âûðàæåíèè. Åñëè îíà îòñóòñòâóåò, òî ñîïîñòàâëå-
íèå ñ÷èòàåòñÿ íåóñïåøíûì. Èíà÷å âíîñÿòñÿ èçìåíåíèÿ â äåðåâî äèàïàçîíîâ: ê ðàáî÷åìó óçëó
äîáàâëÿþòñÿ äâà ïîòîìêà. Îíè ñîîòâåòñòâóþò äâóì ïîëîâèíàì îáðàçöà è, ñîîòâåòñòâåííî, âû-
ðàæåíèÿ, íà êîòîðûå èõ ¾ðàçáèâàåò¿ ñêîáî÷íàÿ ñòðóêòóðà. Äàëåå ñîïîñòàâëåíèå â óçëå äåðåâà
ñ÷èòàåòñÿ óñïåøíûì, è íîâûì ðàáî÷èì äèàïàçîíîì ñòàíîâèòñÿ ëåâûé ïîòîìîê ñòàðîãî.

Åñëè â îáðàçöå âñòðåòèëàñü óæå ñâÿçàííàÿ ñ íåêîòîðûì çíà÷åíèåì ïåðåìåííàÿ, àëãîðèòì
ñîïîñòàâëåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ïîïûòêå íàéòè ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå â âûðàæåíèè, ñîîòâåò-
ñòâóþùèì îáðàçîì èçìåíèòü òåêóùèé äèàïàçîí (åñëè çíà÷åíèå íàéäåíî) è ïðîäîëæèòü ðà-
áîòó ñ íèì. Åñëè æå åù¼ íå ñâÿçàííàÿ ñ íåêîòîðûì çíà÷åíèåì ïåðåìåííàÿ òèïà s èëè t, òî
îíà ñâÿçûâàåòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñèìâîëîì èëè òåðìîì èç âûðàæåíèÿ, åñëè ýòî âîçìîæíî.
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Ñîîòâåòñòâóùàÿ ñâÿçü ¾ïåðåìåííàÿ � çíà÷åíèå¿ äîáàâëÿåòñÿ â íà÷àëî ñïèñêà ñâÿçåé. Äàëåå
ôóíêöèÿ ñîïîñòàâëåíèÿ ïðîäîëæàåò ðàáîòó ñ ìîäèôèöèðîâàííûì òåêóùèì äèàïàçîíîì.

Ïåðåìåííûå òèïà e, åù¼ íå ñâÿçàííûå ñ êàêèì-ëèáî çíà÷åíèåì, ìîãóò áûòü ëèáî çàêðûòû-
ìè, ëèáî îòêðûòûìè. Åñëè â òåêóùåì äèàïàçîíå â îáðàçöå îñòàëàñü ëèøü îäíà íå ñâÿçàííàÿ
e-ïåðåìåííàÿ, òî åé ñðàçó ìîæíî ñîïîñòàâèòü âñ¼ ñîîòâåòñòâóþùåå äèàïàçîíó âûðàæåíèå. Òà-
êàÿ e-ïåðåìåííàÿ íàçûâàåòñÿ çàêðûòîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà ÿâëÿåòñÿ îòêðûòîé. Àëãîðèòì
ñîïîñòàâëåíèÿ ñòàðàåòñÿ èçáåãàòü îòêðûòûõ ïåðåìåííûõ. Åñëè òàêàÿ ïåðåìåííàÿ âñòðåòèëàñü
ïðè ñîïîñòàâëåíèè ñëåâà íàïðàâî, íàïðàâëåíèå ñîïîñòàâëåíèÿ ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå
è ïîïûòêà ïîâòîðÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìîñòü ðàáîòû ñ íîâîé ïåðåìåííîé òèïà e âîç-
íèêàåò ëèøü òîãäà, êîãäà â òåêóùåì ó÷àñòêå îáðàçöà ïåðåìåííûõ ýòîãî òèïà áîëüøå îäíîé è
îíè íàõîäÿòñÿ êàê â íà÷àëå, òàê è â êîíöå ó÷àñòêà.

Åñëè â îáðàçöå âñòðåòèëàñü îòêðûòàÿ ïåðåìåííàÿ òèïà e, òî îíà èñõîäíî ñ÷èòàåòñÿ ñâÿ-
çàííîé ñ ïóñòûì çíà÷åíèåì. Ïðè ýòîì â öåëÿõ îáåñïå÷åíèÿ âîçìîæíîñòè ïîèñêà ñ âîçâðàòîì
äëÿ ýòîé ïåðåìåííîé õðàíÿòñÿ óêàçàòåëè íà êîíåö òåêóùåãî õðàíèìîãî çíà÷åíèÿ (0 â ñëó÷àå
ïóñòîãî çíà÷åíèÿ) è íà êîíåö òåîðåòè÷åñêè ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ. Â äàëüíåéøåì
â ñëó÷àå ïîèñêà ñ âîçâðàòîì ïåðâûé èç ýòèõ óêàçàòåëåé áóäåò ïðè íåîáõîäèìîñòè ïðîáåãàòü
âñå ïîçèöèè îò íà÷àëà äî êîíöà ñîïîñòàâëÿåìîãî âûðàæåíèÿ. Ñîîòâåòñòâóùàÿ ñâÿçü ¾ïåðåìåí-
íàÿ � çíà÷åíèå¿ äîáàâëÿåòñÿ â íà÷àëî ñïèñêà ñâÿçåé.

Â ñëó÷àå îòêðûòîé ïåðåìåííîé ïîìèìî äîáàâëåíèÿ íîâîé ñâÿçè òàê æå, êàê è ïðè ñîïîñòàâ-
ëåíèè ñêîáî÷íûõ ñòðóêòóð, ìåíÿåòñÿ äåðåâî äèàïàçîíîâ. Ó ðàáî÷åãî óçëà äåðåâà ïîÿâëÿåòñÿ
îäèí ïîòîìîê, â êîòîðûé êîïèðóþòñÿ äàííûå òåêóùåãî äèàïàçîíà. Êðîìå òîãî, ñîçäàþòñÿ
ïåðåêð¼ñòíûå ññûëêè ìåæäó òîëüêî ÷òî äîáàâëåííûì äèàïàçîíîì è ñâÿçüþ ¾ïåðåìåííàÿ �
çíà÷åíèå¿. Íîâûé ïîòîìîê ñòàíîâèòñÿ ðàáî÷èì äèàïàçîíîì, è ôóíêöèÿ ñîïîñòàâëåíèÿ ïðî-
äîëæàåò ñâîþ ðàáîòó.

Âñ¼ îïèñàííîå ðàíåå îòíîñèëîñü ê ñëó÷àþ, êîãäà ôóíêöèÿ ñîïîñòàâëåíèÿ íà÷èíàåò ñîçäà-
âàòü äåðåâî äèàïàçîíîâ ñ ñàìîãî íà÷àëà, ñ ãëàâíîãî äèàïàçîíà. Îäíàêî òàêæå ñóùåñòâóåò íåîá-
õîäèìîñòü âûçûâàòü ýòó ôóíêöèþ â ñëó÷àå âîçíèêíîâåíèÿ ïîèñêà ñ âîçâðàòîì. Â ýòîì ñëó÷àå
äåðåâî äèàïàçîíîâ óæå ïîñòðîåíî, íî òðåáóåòñÿ èçìåíåíèå çíà÷åíèé íåêîòîðûõ ïåðåìåííûõ,
÷òî ìîæåò, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâåñòè ê ìîäèôèêàöèè äåðåâà.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ, çíà÷åíèå êîòîðîé ìîæíî èçìåíèòü äëÿ îñó-
ùåñòâëåíèÿ ïîèñêà ñ âîçâðàòîì. Èç âûáîðà ñòðóêòóð äàííûõ äëÿ õðàíåíèÿ ñâÿçåé ¾ïåðåìåí-
íàÿ � çíà÷åíèå¿ ñëåäóåò, ÷òî òàêîé ïåðåìåííîé (åñëè îíà ñóùåñòâóåò) ÿâëÿåòñÿ ïåðâàÿ â ñïèñêå
ñâÿçåé ïåðåìåííàÿ òèïà e, äëÿ êîòîðîé íîìåð ôðåéìà ñîâïàäàåò ñ òåêóùèì íîìåðîì (ò. å. ïî-
ëó÷èâøàÿ çíà÷åíèå â òåêóùåì ôðåéìå), à óêàçàòåëü òåêóùåãî çíà÷åíèÿ íå äîñòèã ïîñëåäíåãî
âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ. Äàëåå çíà÷åíèå ýòî ïåðåìåííîé èçìåíÿåòñÿ íà ñëåäóþùåå âîçìîæíîå,
è ôóíêöèè ñîïîñòàâëåíèÿ â êà÷åñòâå main_range ïåðåäà¼òñÿ íå êîðåíü ñóùåñòâóþùåãî äåðå-
âà äèàïàçîíîâ, à äèàïàçîí, ñîîòâåòñòâóþùèé âûáðàííîé ïåðåìåííîé. Ñâÿçè, íàõîäÿùèåñÿ â
ñïèñêå äî âûáðàííîé ïåðåìåííîé, óäàëÿþòñÿ, òàê êàê çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ
ìîãóò èçìåíèòüñÿ. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî ìîäèôèöèðîâàòü äåðåâî äèàïàçîíîâ ñ òåì, ÷òî-
áû åù¼ ðàç îñóùåñòâèòü ïîïûòêó ñîïîñòàâëåíèÿ ñ íîâûì çíà÷åíèåì âûáðàííîé ïåðåìåííîé.
Èç ñâîéñòâ äåðåâà äèàïàçîíîâ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ëèøü âíîâü îáîéòè äåðåâî â
ãëóáèíó, íà÷èíàÿ ñ ðàáî÷åãî äèàïàçîíà.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü ñóùåñòâîâàíèå ðàçëè÷íûõ âîçìîæíîñòåé äëÿ îïòèìèçàöèè ïðèâå-
ä¼ííîé âûøå ðåàëèçàöèè. Íàïðèìåð, â íåé äëÿ ïåðåìåííûõ òèïà e ìîãóò ïåðåáèðàòüñÿ âñå
âàðèàíòû çíà÷åíèé, â òîì ÷èñëå è çàâåäîìî íåâîçìîæíûå. Òàê, åñëè ñïðàâà îò ýòîé ïåðå-
ìåííîé â îáðàçöå íàõîäèòñÿ (ñðàçó èëè ïîñëå íåñêîëüêèõ îòêðûâàþùèõñÿ êðóãëûõ ñêîáîê)
íåêîòîðûé ñèìâîë, íàçûâàåìûé ïîäñêàçêîé, ïåðåáîð çíà÷åíèé âîçìîæíî ïðîèçâîäèòü ãîðàçäî
áîëåå îïòèìàëüíî. Äîñòàòî÷íî õðàíèòü ïîäñêàçêó è ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî ñêîáîê äî íå¼ è
ïðè êàæäîì ïåðåõîäå ê íîâîìó çíà÷åíèþ íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿòü, âîçìîæíî ëè îíî. Ýòî
íàçûâàåòñÿ îïòèìèçàöèåé ñ ïîìîùüþ ïîäñêàçêè.

5.2 Ïîäñòàíîâêà

Ñèãíàòóðà ôóíêöèè, îñóùåñòâëÿþùåé ïðåîáðàçîâàíèå ðåôàëüñêîãî âûðàæåíèÿ ñ ó÷¼òîì
ïîäñòàíîâêè â íåãî çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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RfReference RefalSubstitute(const RfReference &right_part,
RfContext &context,
bool is_last);

Çäåñü right_part � ýòî âûðàæåíèå, â êîòîðîì íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè çàìåíó, context �
òåêóùèé êîíòåêñò, à ñìûñë is_last ñòàíåò ïîíÿòåí íåñêîëüêî ïîçæå. Ôóíêöèÿ âîçâðàùàåò
âûðàæåíèå, â êîòîðîì óæå ïðîèçâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå çàìåíû.

Ïðîñòåéøàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîé ôóíêöèè, îñóùåñòâë¼ííàÿ èçíà÷àëüíî, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Âíà÷àëå ñîçäà¼òñÿ íîâîå âûðàæåíèå ÿçûêà Ðåôàë, â êîòîðîå çàòåì áóäóò äîáàâëÿòüñÿ
ýëåìåíòû. Çàòåì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîõîä ïî âñåì îáúåêòàì êëàññà RfListItem, ñîñòàâëÿþùèì
âûðàæåíèå. Çäåñü âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: åñëè âñòðåòèëñÿ îáúåêò, íå ÿâëÿþùèéñÿ ïåðåìåí-
íîé, íåîáõîäèìî ñîçäàòü åãî êîïèþ; èíà÷å íåîáõîäèìî ñêîïèðîâàòü çíà÷åíèå âñòðåòèâøåéñÿ
ïåðåìåííîé.

Îäíàêî, òàêàÿ ðåàëèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåýôôåêòèâíîé. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, íåêîòîðóþ
ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ðàçáèðàåò âûðàæåíèå ïîñèìâîëüíî è îñóùåñòâëÿåò íåêîòîðóþ îïåðàöèþ
ñ êàæäûì ñèìâîëîì (ïîäîáíûå ôóíêöèè î÷åíü òèïè÷íû äëÿ ëåêñè÷åñêîãî àíàëèçà òåêñòà è
ò. ä.):

SomeFunction {
s.1 e.2 = <MakeSomethingWith s.1> <SomeFunction e.2>;
= ;

}

Ôàêòè÷åñêè äëÿ âûøåîïèñàííîé ðåàëèçàöèè â ïðèâåä¼ííîé ôóíêöèè íåîáõîäèìî áûëî
áû ñîâåðøèòü N − 1 = O(N) (ãäå N � äëèíà ïîëÿ âèäèìîñòè) äîðîãèõ îïåðàöèé êîïèðî-
âàíèÿ îáúåêòîâ êëàññà RfListItem. Âñåãî æå çà âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ôóíêöèè ïîòðåáîâàëîñü áû
1 + 2 + · · · + (N − 1) = O(N2) îïåðàöèé êîïèðîâàíèÿ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü â îïòèìèçàöèè ôóíêöèè çàìåíû. Äëÿ ýòîãî áûë
äîáàâëåí íîâûé àðãóìåíò is_last, êîòîðûé ðàâåí true â ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèÿ çàìåíû ãà-
ðàíòèðîâàííî âûçûâàåòñÿ ïîñëåäíèé ðàç â òåêóùåì ïðåäëîæåíèè (ò. å. â òîì ñëó÷àå, åñëè
âûïîëíÿåòñÿ çàìåíà ïîñëå çíàêà ðàâåíñòâà, à íå â where-ïðåäëîæåíèè ïîñëå çàïÿòîé). Êðî-
ìå òîãî, äëÿ êàæäîé ñâÿçè ¾ïåðåìåííàÿ � çíà÷åíèå¿ áûëà äîáàâëåíà áóëåâñêàÿ ïåðåìåííàÿ
was_used, èçíà÷àëüíî (ïðè äîáàâëåíèè ñâÿçè) ðàâíàÿ false.

Äàëåå êàæäûé ðàç, êîãäà âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü êîïèðîâàòü çíà÷åíèå ïåðåìåííîé òèïà
e ëèáî ïåðåìåííîé òèïà t (â òîì ñëó÷àå, åñëè å¼ çíà÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ íå ñèìâîë, à òåðì), â
ïåðâóþ î÷åðåäü ïðîâåðÿåòñÿ, íåëüçÿ ëè èñïîëüçîâàòü ýòî çíà÷åíèå â ïðàâîé ÷àñòè íåïîñðåä-
ñòâåííî, áåç êîïèðîâàíèÿ. Äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé òàêàÿ âîçìîæíîñòü ñóùåñòâóåò ëèøü îäèí
ðàç, ïîýòîìó îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîâåðêà was_used íà false. Åñëè was_used ðàâíî true, òî îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ îáû÷íîå êîïèðîâàíèå, îïèñàííîå âûøå. Èíà÷å was_used ïðèñâàèâàåòñÿ true, è
âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå: ó÷àñòîê, ñîîòâåòñòâóþùèé çíà÷åíèþ ïåðåìåííîé, ¾âûðåçàåòñÿ¿ èç
èçíà÷àëüíîãî ñïèñêà è äîáàâëÿåòñÿ â êîíåö ãåíåðèðóåìîãî (ò. å. ïðîèñõîäèò èñïîëüçîâàíèå
çíà÷åíèÿ áåç êîïèðîâàíèÿ).

Îïòèìèçèðîâàííàÿ ðåàëèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãîðàçäî áîëåå ýôôåêòèâíîé. Â îáùåì ñëó÷àå, åñ-
ëè â ïðàâîé ÷àñòè ïðåäëîæåíèÿ íåò ïîâòîðÿþùèõñÿ ïåðåìåííûõ, ÷èñëî îïåðàöèé êîïèðîâàíèÿ
òåïåðü íå çàâèñèò îò ðàçìåðà ïîëÿ âèäèìîñòè è îãðàíè÷åíî êîíñòàíòîé � îáùèì ÷èñëîì ïåðå-
ìåííûõ â ïðàâîé ÷àñòè. Èòàê, äëÿ ïðèâåä¼ííîé âûøå ôóíêöèè íà êàæäîì øàãå áóäåò âûïîë-
íÿòüñÿ âñåãî îäíî êîïèðîâàíèå. Òàêèì îáðàçîì, â õîäå âûïîëíåíèÿ âñåé ôóíêöèè ïîòðåáóåòñÿ
ëèøü N , à íå O(N2) (ãäå N � äëèíà ïîëÿ âèäèìîñòè) ïîäîáíûõ îïåðàöèé êîïèðîâàíèÿ.

5.3 Ðåàëèçàöèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ âûçîâîâ

Ñèãíàòóðà ôóíêöèè, êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ýòàï ðàáîòû ðåôàë-âû÷èñëèòåëÿ, ñâÿçàííûé ñ îä-
íèì êîíêðåòíûì ïðåäëîæåíèåì, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

bool RfClause::EvaluateClause(RfReference &view,
RfReference &res,
RfContext &context) const;
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Äàííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì êëàññà RfClause. Àðãóìåíò view ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ðåôàëüñêîå âûðàæåíèå, ê êîòîðîìó áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå îáúåêòó RfClause
ïðåäëîæåíèå. Àðãóìåíò context � ýòî êîíòåêñò, ñìûñë ïåðåäà÷è êîòîðîãî â ôóíêöèþ
EvaluateClause ñòàíåò ïîíÿòåí ïðè îïèñàíèè ðåàëèçàöèè with-áëîêîâ (áåçûìÿííûõ ôóíêöèé).
Ðåçóëüòèðóþùåå âûðàæåíèå çàïèñûâàåòñÿ â res.

Ñîïîñòàâëåíèå íà÷èíàåòñÿ ñ ïåðâîé ïàðû, ïðåäñòâëÿþùåé ïðåäëîæåíèå, è âûáèðàåòñÿ íà-
ïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ñëåâà íàïðàâî. Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ôóíêöèè ëèáî äîñòèãàåòñÿ óñïåõ â ïî-
ñëåäíåì óçëå ñïèñêà � â ýòîì ñëó÷àå óñïåøíûì ñ÷èòàåòñÿ âñ¼ ïðåäëîæåíèå, ëèáî ôèêñèðóåòñÿ
íåóñïåõ â ïåðâîì óçëå � ïðè îòñóòñòâèè êàêèõ-ëèáî äàëüíåéøèõ âîçìîæíîñòåé îòêàòà íàçàä.
Ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò (óñïåõ èëè íåóñïåõ) âîçâðàùàåòñÿ ôóíêöèåé EvaluateClause.

Â îäíîé èç ëîêàëüíûõ ïåðåìåííûõ õðàíèòñÿ òåêóùåå ñîïîñòàâëÿåìîå âûðàæåíèå, êîòîðîå
èñõîäíî ðàâíî âûðàæåíèþ, ïåðåäàâàåìîìó â ôóíêöèþ ÷åðåç ïàðàìåòð view.

Åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò ïðîñìàòðèâàåòñÿ óçåë è íàïðàâëåíèåì îáõîäà ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëå-
íèå ñëåâà íàïðàâî, òî ïðîèçâîäèòñÿ ïîïûòêà ñîïîñòàâëåíèÿ òåêóùåãî ñîïîñòàâëÿåìîãî âûðà-
æåíèÿ è îáðàçöà èç òåêóùåé ïàðû.

Åñëè æå íàïðàâëåíèåì îáõîäà ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèå ñïðàâà íàëåâî, ýòî çíà÷èò, ÷òî â ýòîò
óçåë áûë ïðîèçâåä¼í âîçâðàò èç ïîñëåäóþùèõ óçëîâ èç-çà íåóäà÷íîãî ñîïîñòàâëåíèÿ â íèõ. Â
ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîäèòñÿ îïèñàííàÿ â � 5.1 ïðîöåäóðà ïîèñêà íóæíîé ïåðåìåííîé, çíà÷åíèå
êîòîðîé âîçìîæíî èçìåíèòü.

Åñëè òàêàÿ ïåðåìåííàÿ íàéäåíà, òî íàïðàâëåíèå îáõîäà ìåíÿåòñÿ íà íàïðàâëåíèå ñëåâà
íàïðàâî. Åñëè æå íåò � íåîáõîäèìî îòêàòèòüñÿ ê ïðåäûäóùåé â ñïèñêå ïàðå, åñëè òàêîâàÿ
ñóùåñòâóåò. Â ñëó÷àå, êîãäà ïàðà áûëà ïåðâîé â ñïèñêå, ôèêñèðóåòñÿ íåóñïåõ âñåãî ïðåäëîæå-
íèÿ.

Äàëåå ïðèâåäåíà ñèãíàòóðà ôóíêöèè, ðåàëèçóþùåé âû÷èñëåíèå íå îäíîãî ïðåäëîæåíèÿ, à
ðåôàëüñêîé ôóíêöèè öåëèêîì:

void RfClause::Apply(RfReference &view, RfContext &context) const;

Çäåñü view � ýòî âûðàæåíèå, ê êîòîðîìó ïðèìåíÿåòñÿ ôóíêöèÿ. Ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ
ôóíêöèè òàêæå çàïèñûâàåòñÿ â view.

Â ýòîé ôóíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿþòñÿ EvaluateClause äëÿ ïåðâûõ ïàð ñïèñêîâ,
ïðåäñòàâëÿþùèõ ðåôàëüñêèå ïðåäëîæåíèÿ, è ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàò ðàáîòû
ïåðâîé çàâåðøèâøåéñÿ óñïåõîì ôóíêöèè, ñâÿçàííîé ñ êîíêðåòíûì ïðåäëîæåíèåì. Åñëè òàêîå
ïðåäëîæåíèå íå áûëî íàéäåíî, âîçáóæäàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíàÿ ñèòóàöèÿ.

Îòäåëüíî íåîáõîäèìî ñêàçàòü î ðåàëèçàöèè â áèáëèîòåêå InteLib with-áëîêîâ. Ôàêòè÷åñêè
îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áåçûìÿííûå ôóíêöèè, â êîòîðûå ïåðåäà¼òñÿ â êà÷åñòâå àðãóìåíòà ïî-
ñëåäíåå âû÷èñëåííîå â ïðåäëîæåíèè âûðàæåíèå. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â îòëè÷èå îò îáû÷íûõ
ôóíêöèé, ïåðåä âûçîâîì êîòîðûõ ñîçäà¼òñÿ íîâûé êîíòåêñò, ïðè âûçîâå áåçûìÿííûõ ôóíê-
öèé êîíòåêñò èñïîëüçóåòñÿ ñóùåñòâóþùèé. Çíà÷åíèÿ, ñ êîòîðûìè áûëè ñâÿçàíû ïåðåìåííûå
âî âíåøíåé ôóíêöèè, íå ìîãóò áûòü èçìåíåíû âî âíóòðåííåé.

Äëÿ ïîääåðæêè with-áëîêîâ áûë ñîçäàí íîâûé ñòàòè÷åñêèé êëàññ RfWith, èíêàïñóëèðóþ-
ùèé â ñåáå ñïèñîê áåçûìÿííûõ ñèìâîëîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ôóíêöèé.

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ôóíêöèþ íà ÿçûêå Ðåôàë, ñîäåðæàùóþ with-áëîê:

Go {
s.1 s.2, <f s.1> : { True = s.1; False = s.2 }

}

Íèæå ïðåäñòàâëåíî âûáðàííîå äëÿ íå¼ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå âûðàæåíèÿ Ñè++:

RfWith RWITH;

Go
|| (R|s_1, s_2) & (R|R<f, s_1>R) |
(RWITH
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|| (R|True) ^ (R|s_1)
|| (R|False) ^ (R|s_2)

);

Â îáúåêòå êëàññà RfWith õðàíèòñÿ ñïèñîê áåçûìÿííûõ ñèìâîëîâ. Îïåðàöèÿ operator||
ãåíåðèðóåò íîâûé áåçûìÿííûé ñèìâîë è äîáàâëÿåò åãî â íà÷àëî ñïèñêà.

Äëÿ ïîääåðæêè with-áëîêîâ â êëàññ RfClause áûë äîáàâëåí áóëåâñêèé àòðèáóò is_where,
çíà÷åíèå êîòîðîãî ðàâíî true, åñëè ïàðà ññûëàåòñÿ íà áåçûìÿííóþ ôóíêöèþ, è false â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå.

Ïðè âûçîâå îïåðàöèè operator| ñîçäà¼òñÿ ïàðà ¾îáðàçåö � âûðàæåíèå¿ ñëåäóþùåãî âè-
äà: çíà÷åíèå is_where â íåé ðàâíî true, à â pattern õðàíèòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ññûëêà íà
ñîîòâåòñòâóþùóþ áåçûìÿííóþ ôóíêöèþ.

Êîãäà òåêóùåé ïàðîé ñòàíîâèòñÿ ïàðà òàêîãî ñïåöèàëüíîãî âèäà, âûçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ áåçûìÿííàÿ ôóíêöèÿ îò òåêóùåãî ñîïîñòàâëÿåìîãî âûðàæåíèÿ. Â ýòó ôóíêöèþ ïåðå-
äà¼òñÿ íå âíîâü ñîçäàííûé (êàê â ñëó÷àå îáû÷íûõ ôóíêöèé), à óæå ñóùåñòâóþùèé êîíòåêñò.
Ïåðåä ýòèì ïðîèñõîäèò îïåðàöèÿ îáíîâëåíèÿ êîíòåêñòà. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âî âñåõ
ñâÿçÿõ ìåæäó ïåðåìåííûìè è çíà÷åíèÿìè íîìåðó ôðåéìà ñâÿçè ïðèñâàèâàåòñÿ çíà÷åíèå 0.
Ýòî ãàðàíòèðóåò, ÷òî çíà÷åíèÿ òàêèõ ïåðåìåííûõ íèêîãäà íå èçìåíÿòñÿ âî âëîæåííîì áëîêå,
÷òî óäîâëåòâîðÿåò ñåìàíòèêå áëîêîâ.

Áëàãîäàðÿ ðåàëèçàöèè with-áëîêîâ è ôóíêöèé ñòàíäàðòíîé áèáëèîòåêè áûëî äîñòèãíóòî
ñîîòâåòñòâèå ïîääåðæèâàåìîãî äèàëåêòà îïèñàíèþ ÿçûêà Ðåôàë-5.

6 Òðàíñëÿòîð IRINA

Òðàíñëÿòîð IRINA (InteLib Refal Intelligent, New and All-inclusive Translator) ïðèíèìàåò
íà âõîä îäèí èëè íåñêîëüêî ôàéëîâ íà Ðåôàëå. Íà âûõîäå ãåíåðèðóåòñÿ ìîäóëü ÿçûêà Ñè++
â âèäå çàãîëîâî÷íîãî ôàéëà è ôàéëà ðåàëèçàöèè.

Äëÿ íàñòðîéêè ïàðàìåòðîâ IRINA èñïîëüçóþòñÿ äèðåêòèâû òðàíñëÿöèè. Ñèíòàêñèñ êàæ-
äîé äèðåêòèâû ñëåäóþùèé:

ÍÀÇÂÀÍÈÅ_ÄÈÐÅÊÒÈÂÛ = àðãóìåíò

ëèáî

ÍÀÇÂÀÍÈÅ_ÄÈÐÅÊÒÈÂÛ àðãóìåíò1 = àðãóìåíò2

Ñïèñîê äèðåêòèâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ ïñåâäîïðåäëîæåíèé, îãðà-
íè÷åííóþ êîíñòðóêöèåé /*%%%...*/:

/*%%%
ÄÈÐÅÊÒÈÂÀ[1];
...
ÄÈÐÅÊÒÈÂÀ[N];

*/

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü âàæíîå ñâîéñòâî ñïèñêîâ äèðåêòèâ òàêîãî âèäà: îíè ÿâëÿþòñÿ ïðî-
çðà÷íûìè äëÿ ñòàíäàðòíîãî òðàíñëÿòîðà Ðåôàëà-5, òàê êàê ñ åãî òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé îáû÷íûé ìíîãîñòðî÷íûé êîììåíòàðèé. Ýòî ïîçâîëÿåò èçáåãàòü ìîäèôèêàöèè ôàéëîâ
ïðè ðàáîòå êàê ñî ñòàíäàðòíîé ñèñòåìîé ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà Ðåôàëå-5, òàê è ñ òðàíñëÿòî-
ðîì IRINA.

Êîíñòðóêöèè /*%%%...*/ ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ â îäíîì ôàéëå áîëåå îäíîãî ðàçà: ïðè ýòîì
ñïèñêè äèðåêòèâ, çàêëþ÷¼ííûå âíóòðè íèõ, ïðîñòî ñ÷èòàþòñÿ îáúåäèí¼ííûìè â îáùèé ñïèñîê.

Äèðåêòèâû òðàíñëÿöèè ïîçâîëÿþò, â ÷àñòíîñòè: îáúÿâëÿòü ïóáëè÷íûå è/èëè âíåøíèå ñèì-
âîëû èëè ôóíêöèè äëÿ òåêóùåãî ìîäóëÿ íà Ðåôàëå; óïðàâëÿòü ïðàâèëàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ
èì¼í ïåðåìåííûõ è ñèìâîëîâ; çàäàâàòü èìåíà ðåçóëüòèðóþùèõ ôàéëîâ; çàäàâàòü äîïîëíè-
òåëüíûå íàñòðîéêè, ñâÿçàííûå ñ ñîäåðæèìûì ðåçóëüòèðóþùåãî ôàéëà ðåàëèçàöèèè (.cxx).

Îñíîâíàÿ ÷àñòü òðàíñëÿòîðà IRINA ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ìîäóëåé íà Ðåôàëå, êàæäûé èç
êîòîðûõ ðåàëèçóåò ñâîé ýòàï òðàíñëÿöèè: ïðåïðîöåññèðîâàíèå, cèíòàêñè÷åñêèé è ñåìàíòè÷å-
ñêèé àíàëèç, ðåäàêòèðîâàíèå ìåæìîäóëüíûõ ñâÿçåé è, íàêîíåö, ãåíåðàöèþ âûõîäíûõ ôàéëîâ.
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7 Çàêëþ÷åíèå

Îïèñûâàåìàÿ ðåàëèçàöèÿ âñ¼ åù¼ óñòóïàåò ïî âðåìåíè èñïîëíåíèÿ îðèãèíàëüíûì ðåà-
ëèçàöèÿì Ðåôàëà, ÷òî âïîëíå îáúÿñíèìî ñ ó÷¼òîì èñïîëüçóåìîãî â íåé èíòåðïðåòèðóåìîãî
õàðàêòåðà âûïîëíåíèÿ ðåôàë-ïðîãðàìì, òîãäà êàê áîëüøèíñòâî ðåàëèçàöèé Ðåôàëà êîìïè-
ëèðóåìûå. Â õîäå ïðîâîäèâøåãîñÿ òåñòèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ ðåàëèçàöèÿ ðàáîòàëà ìåä-
ëåííåå, ÷åì ðåàëèçàöèÿ Ðåôàëà-5, â 8�12 ðàç. Ñëåäóåò îòìåòèòü, îäíàêî, ÷òî ïðåäûäóùàÿ
InteLib-ðåàëèçàöèÿ Ðåôàëà ïðîèãðûâàëà Ðåôàëó-5 â 90�100 ðàç, òàê ÷òî äîñòèãíóòûå ðåçóëü-
òàòû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáíàä¼æèâàþùèå. Îñòàâøèéñÿ ïðîèãðûø ìîæåò áûòü ÷àñòè÷-
íî êîìïåíñèðîâàí âîçìîæíîñòüþ ðåàëèçàöèè ÷àñòè ïîäçàäà÷ íà áàçîâîì ÿçûêå ïðîåêòà (íà
Ñè++).

Ðåôàë-ïîäñèñòåìà â îïèñàííîì âàðèàíòå âêëþ÷åíà â áèáëèîòåêó InteLib, íà÷èíàÿ ñ âåðñèè
0.6.20.
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Êàôåäðà Ìàòåìàòè÷åñêîé Êèáåðíåòèêè

1 Ââåäåíèå. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ äëèíà ïðîâåðÿþùèõ òåñòîâ äëÿ ôóíêöèé, áåñïîâòîðíûõ â áàçèñå
{0, 1,&,∨,¬}. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ òåñòîâ êàê ëîãè÷åñêèé ìåòîä êîíòðîëÿ óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì
îïèñàíà â [1]. Ïî âñåé âèäèìîñòè, ñàìûì ðàííèì óïîìèíàíèåì çàäà÷è ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå
òåõ æå àâòîðîâ [2].

Îïðåäåëåíèÿ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå ôóíêöèè îò îäèíàêîâûõ ïåðåìåííûõ îòëè÷àþòñÿ
íà ìíîæåñòâå T íàáîðîâ ýòèõ ïåðåìåííûõ èëè, êîðî÷å, îòëè÷àþòñÿ íà ìíîæåñòâå íàáîðîâ
T , òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íàáîð èç T , íà êîòîðîì ôóíêöèè ïðèíèìàþò ðàç-
íûå çíà÷åíèÿ. Ïðîâåðÿþùèé òåñò äëÿ ôóíêöèè � ìíîæåñòâî íàáîðîâ, äîñòàòî÷íîå äëÿ òîãî,
÷òîáû îòëè÷èòü íà íåì çàäàííóþ ôóíêöèþ îò íåêîòîðîãî çàðàíåå ôèêñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà
ôóíêöèé. Äëèíîé òåñòà íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî íàáîðîâ â íåì. Ìèíèìàëüíûì áóäåì íàçûâàòü
ïðîâåðÿþùèé òåñò, èìåþùèé íàèìåíüøóþ äëèíó ñðåäè âñåõ ïðîâåðÿþùèõ òåñòîâ ôóíêöèè.

Ïóñòü çàäàí áàçèñ B. Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ áåñïîâòîðíîé â B, åñëè îíà âûðàçèìà áåñïî-
âòîðíîé ôîðìóëîé (òî åñòü òàêîé, â êîòîðîé ñèìâîë êàæäîé ïåðåìåííîé âñòðå÷àåòñÿ íå áîëåå
îäíîãî ðàçà) â B. Îïèñàíèå ñâîéñòâ áåñïîâòîðíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â
ìîíîãðàôèè [3]. ×àñòî áåñïîâòîðíûìè íàçûâàþòñÿ ôóíêöèè, âûðàçèìûå áåñïîâòîðíûìè ôîð-
ìóëàìè â áàçèñå âñåõ ôóíêöèé, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèõ íå áîëåå ÷åì îò äâóõ ïåðåìåííûõ
(äàëåå òàêîé áàçèñ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç B2). Èññëåäîâàíèþ äëèíû ïðîâåðÿþùèõ òåñòîâ áåñïî-
âòîðíûõ â B2 ôóíêöèé ïîñâÿùåíà ðàáîòà [4]. Îäíàêî, ïîñêîëüêó â äàëüíåéøåì ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ôóíêöèè, áåñïîâòîðíûå â áàçèñå B0 = {0, 1,&,∨,¬}, òî äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ,
áåñïîâòîðíûìè çäåñü áóäóò íàçûâàòüñÿ èìåííî òàêèå ôóíêöèè. Áàçèñ B0 òàêæå ïðèíÿòî íà-
çûâàòü ýëåìåíòàðíûì (ñì. [5]). Òåñòîì îòíîñèòåëüíî áåñïîâòîðíîé àëüòåðíàòèâû (äàëåå
ïðîñòî òåñòîì) äëÿ áåñïîâòîðíîé ôóíêöèè f(x1, . . . xn), ñóùåñòâåííî çàâèñÿùåé îò âñåõ ñâî-
èõ ïåðåìåííûõ, áóäåì íàçûâàòü ïðîâåðÿþùèé òåñò äëÿ f íà ìíîæåñòâå âñåõ áåñïîâòîðíûõ
ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò n ïåðåìåííûõ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Äëèíó ìèíèìàëüíîãî òåñòà îò-
íîñèòåëüíî áåñïîâòîðíîé àëüòåðíàòèâû äëÿ ôóíêöèè f áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç TB0(f). ×åðåç
TB0(n) áóäåì îáîçíà÷àòü ôóíêöèþ Øåííîíà:

TB0(n) = max
f(x1, ... xn)

TB0(f).

Âïåðâûå ñëîæíîñòü òåñòèðîâàíèÿ áåñïîâòîðíûõ â ýëåìåíòàðíîì áàçèñå ôóíêöèé áûëà èñ-
ñëåäîâàíà â ñòàòüå [6], ãäå áûëè ïîëó÷åíû ëèíåéíûå îöåíêè äëÿ TB0(n). À èìåííî, äîêàçûâà-
åòñÿ

Óòâåðæäåíèå 1. (ñì. [6])
n+ 1 6 TB0(n) < 3.5n.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 1.
TB0(n) = n+ 1.
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2 Îñíîâíàÿ ÷àñòü

Áåñïîâòîðíûå ôóíêöèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîðíåâîãî äåðåâà, êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ
âåðøèíà êîòîðîãî ïîìå÷åíà îäíèì èç ñèìâîëîâ & èëè ∨, à ëèñòüÿ ïîìå÷åíû ñèìâîëàìè ïå-
ðåìåííûõ èëè èõ îòðèöàíèé. Ïðè ýòîì ñìåæíûå âåðøèíû íå ìîãóò áûòü ïîìå÷åíû îäèíàêî-
âî. Òàêèå äåðåâüÿ íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè (ñì. [4], [6]). Ôóíêöèÿ, ñîïîñòàâëÿåìàÿ äåðåâó,
îïðåäåëÿåòñÿ îò ëèñòüåâ ê êîðíþ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ â íåêîòîðîé
âåðøèíå, ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîìåòêå îïåðàöèè îò ïåðåìåí-
íûõ � ôóíêöèé, ðåàëèçóåìûõ â íèæåëåæàùèõ âåðøèíàõ (áóäåì ðàñïîëàãàòü êîðåíü äåðåâà íàä
ëèñòüÿìè ïðè îïèñàíèè êàíîíè÷åñêèõ äåðåâüåâ). Ôóíêöèè-êîíñòàíòû ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå
äåðåâüåâ, ñîñòîÿùèõ ðîâíî èç îäíîé âåðøèíû, ïîìå÷åííîé ñèìâîëîì ýòîé êîíñòàíòû. Êàíîíè-
÷åñêèå äåðåâüÿ ïîëåçíû òåì, ÷òî îíè âçàèìíîîäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñâîèì áåñïîâòîðíûì
ôóíêöèÿì (ñì. [4]).

Ââåäåì òåïåðü ïîíÿòèå íàñëåäñòâåííî-íåñâÿçíîãî ãðàôà (ÍÍ-ãðàôà).
Îïðåäåëåíèå. Ãðàô, ñîñòîÿùèé ðîâíî èç îäíîé âåðøèíû ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííî-

íåñâÿçíûì. Ïóñòü â ãðàôå áîëåå îäíîé âåðøèíû, òîãäà îí ÿâëÿåòñÿ íàñëåäñòâåííî-íåñâÿçíûì,
åñëè è òîëüêî åñëè ëèáî îí ñàì, ëèáî åãî äîïîëíåíèå íåñâÿçíû è êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè èç
êîòîðûõ ñîñòîèò ëèáî îí, ëèáî åãî äîïîëíåíèå ÿâëÿþòñÿ òàêæå íàñëåäñòâåííî-íåñâÿçíûìè
ãðàôàìè.

Óòâåðæäåíèå 2. Ëþáîé ïîäãðàô ÍÍ-ãðàôà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÍÍ-ãðàôîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî êîëè÷åñòâó âåðøèí â ãðàôå. Äëÿ
ãðàôà, ñîñòîÿùåãî èç äâóõ âåðøèí óòâåðæäåíèå, î÷åâèäíî, âûïîëíåíî. Ïóñòü òåïåðü èìååì
ÍÍ-ãðàô ñ ÷èñëîì âåðøèí k > 2 è óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ñâÿçíî-íåñâÿçíûõ ãðà-
ôîâ ñ ÷èñëîì âåðøèí ìåíüøå k. Òîãäà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ñâîéñòâî íàñëåäñòâåííîé íåñâÿçíî-
ñòè ëþáîãî ïîäãðàôà c ÷èñëîì âåðøèí k− 1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óäàëåíèþ íåêîòîðîé âåðøèíû
ñ èíöèäåíòíûìè åé ðåáðàìè èç èñõîäíîãî ãðàôà.

Ðàññìîòðèì äîïîëíåíèå ãðàôà, åñëè îíî íåñâÿçíî, èíà÷å ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñàìîãî
ãðàôà. Ïóñòü óäàëÿåìàÿ âåðøèíà ïðèíàäëåæèò êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè, ñîñòîÿùåé èç áîëåå ÷åì
îäíîé âåðøèíû, òîãäà, ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, óäàëåíèåì ýòîé âåðøèíû ïîëó÷èì
òàêæå ÍÍ-ãðàô, ÷òî ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà (èëè åãî äîïîëíåíèÿ)
ÿâëÿþòñÿ ÍÍ-ãðàôàìè, à ñëåäîâàòåëüíî è ïîëó÷èâøèéñÿ ãðàô ÿâëÿåòñÿ ÍÍ-ãðàôîì. Åñëè æå
êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ñîñòîèò ðîâíî èç îäíîé âåðøèíû, òî ýòà âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàí-
íîé è åå óäàëåíèå ñîõðàíèò ãðàô íàñëåäñòâåííî-íåñâÿçíûì. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Óòâåðæäåíèå 3. (Ïðàâèëî ïèðàìèäû, ñì. [7])
Åñëè äîïîëíåíèå ÷åòûðåõâåðøèííîãî ãðàôà G, èìåþùåãî öåïî÷êó èç òðåõ ðåáåð, íåñâÿçíî è
ãðàô G íå ñîäåðæèò äâà èç îñòàâøèõñÿ ðåáåð, òî G ñîäåðæèò òðåòüå ðåáðî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ëþ-
áàÿ öåïî÷êà èç òðåõ ðåáåð â ÷åòûðåõâåðøèííîì ãðàôå ñâÿçûâàåò âñå åãî âåðøèíû, à ïîëíûé
÷åòûðåõâåðøèííûé ãðàô ìîæíî ðàçáèòü íà äâå òàêèå öåïî÷êè. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Óêàçàííîå ïðàâèëî ïîçâîëÿåò âîññòàíàâëèâàòü íåêîòîðóþ èíôîðìàöèþ î ÍÍ-ãðàôå ïî
íåïîëíîé èíôîðìàöèè î åãî ðåáðàõ. Ðàññìîòðèì ãðàô, ïîëó÷àåìûé èç êàíîíè÷åñêîãî äåðåâà
ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: âåðøèíàì ãðàôà ñîïîñòàâëÿþòñÿ ëèñòîâûå âåðøèíû äåðåâà, ïðè÷åì
âåðøèíû ãðàôà ñâÿçàíû ðåáðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà áëèæàéøàÿ íà ïóòè èç ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ëèñòîâûõ âåðøèí â êîðåíü îáùàÿ âåðøèíà ïîìå÷åíà ñèìâîëîì &. Íåòðóäíî ïî-
êàçàòü, ÷òî äëÿ êàíîíè÷åñêèõ äåðåâüåâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèÿì, îòëè÷íûì îò êîíñòàíò,
ãðàô, ïîñòðîåííûé ïî òàêîìó àëãîðèòìó áóäåò ÿâëÿòüñÿ íàñëåäñòâåííî-íåñâÿçíûì. Ïðè ýòîì
ïî ãðàôó ìîæíî âîññòàíîâèòü îäíîçíà÷íî ñàìî êàíîíè÷åñêîå äåðåâî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîìåòîê
ëèñòîâûõ âåðøèí. Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòîò ãðàô G& (ñì. ðèñ. 6 íà ñòð. 54).

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ðàññóæäåíèé äàëåå âñþäó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f =
f(x1, . . . , xn), äëÿ êîòîðîé ìû áóäåì ñòðîèòü òåñò, ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ïî âñåì ïåðå-
ìåííûì, ò.å. â êàíîíè÷åñêîì äåðåâå îòñóòñòâóþò ëèñòüÿ, ïîìå÷åííûå îòðèöàíèåì êàêîé-
ëèáî ïåðåìåííîé. Âîçìîæíîñòü òàêîãî äîïóùåíèÿ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî TB0(f(x1, . . . , xn)) =
TB0(f(xσ1

1 , . . . , x
σn
n )), äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà ñòåïåíåé σ = (σ1, . . . , σn). Ïåðåéäåì ê îñíîâ-

íîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.)
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Áóäåì ñ÷èòàòü äåðåâüÿ, ñîñòîÿùèå ðîâíî èç îäíîé âåðøèíû, äåðåâüÿìè âûñîòû 1.
Ïîñòðîèì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êàíîíè÷åñêîãî äåðåâà D áåñïîâòîðíîé ìîíîòîííîé ôóíêöèè

n ïåðåìåííûõ ìíîæåñòâî íàáîðîâ S(D), ïîýòàïíî ñòðîÿ äëÿ êàæäîãî åãî ïîääåðåâà d ïî äâà
íàáîðà ðàçìåðíîñòè n: õ(d) è ẽ(d).

1) Âèñÿ÷åé âåðøèíå, êîòîðàÿ ïîìå÷åíà ñèìâîëîì ïåðåìåííîé xi, ïîëîæèì õ = (xi = 0), ẽ =
(xi = 1).

2) Ïóñòü óæå ïîñòðîèëè ïàðû íàáîðîâ õ′(d) è ẽ′(d) äëÿ âñåõ äåðåâüåâ âûñîòû íå áîëüøå
h, îïðåäåëèâ çíà÷åíèÿ òîëüêî íà òåõ ïåðåìåííûõ, îò êîòîðûõ ñóùåñòâåííî çàâèñèò ôóíê-
öèÿ, ðåàëèçóåìàÿ â êîðíå d. Ïóñòü ó äåðåâà D âûñîòû h+ 1 èìååòñÿ r ïîääåðåâüåâ d1, . . . , dr,
ñîåäèíåííûõ ñ êîðíåì ðåáðàìè. Åñëè êîðåíü D ïîìå÷åí ñèìâîëîì & (∨), òîãäà çíà÷åíèÿ ïåðå-
ìåííûõ â ẽ(D) (õ(D)) ïîëîæèì ðàâíûìè çíà÷åíèÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ â íàáîðàõ
ẽ′(d1), . . . , ẽ′(dr) (õ′(d1), . . . , õ′(dr)):

ẽ(D) = (ẽ‘(d1), . . . , ẽ‘(dr))(
õ(D) = (õ′(d1), . . . , õ′(dr))

)
Çäåñü ÷åðòîé íàä íàáîðîì îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ êîíêàòåíàöèè íàáîðîâ. Ê ïðèìåðó, ðåçóëüòàòîì
ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè êîíêàòåíàöèè ê íàáîðàì ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ a = (a1, b1) è b = (b1, b2)
â çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà îïåðàíäîâ áóäåò:

ab = (a1, a2, b1, b2), èëè

ba = (b1, b2, a1, a2).

×òîáû ïîëó÷èòü èç íàáîðîâ ẽ′(d1), . . . , ẽ′(dr) (õ′(d1), . . . , õ′(dr)) íàáîðû ẽ(d1), . . . , ẽ(dr)
(õ(d1), . . . , õ(dr)), óâåëè÷èì èõ ðàçìåðíîñòü äî n è äîîïðåäåëèì çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííûõ èç
ẽ(D) (õ(D)). Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷èâøèåñÿ íàáîðû ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

Ïîñòðîèì òåïåðü íàáîðû õ(d1), . . . , õ(dr) (ẽ(d1), . . . , ẽ(dr)). Åñëè åñòü ïîääåðåâî dj âûñîòû
1, òî â êà÷åñòâå õ(dj) (ẽ(dj)) áåðåì ñëåäóþùèé íàáîð:

õ(dj) = (1, . . . , 1, õ′(dj), 1 . . . , 1)(
ẽ(dj) = (0, . . . , 0, ẽ′(dj), 0, . . . , 0)

)
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äåðåâà di, ó êîòîðîãî âûñîòà áîëüøå 1, èñïîëüçóåì âìåñòî åäèíèö (íóëåé)
çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ èç íàáîðà ẽ(D) (õ(D)):

õ(di) = (ẽ′(d1), . . . , ẽ′(di−1), õ′(di), ẽ′(di+1) . . . , ẽ‘(dr))(
ẽ(di) = (õ′(d1), . . . , õ′(di−1), ẽ′(di), õ′(di+1) . . . , õ′(dr))

)
Åñëè ñóùåñòâóþò äåðåâüÿ èç d1, . . . , dr, ó êîòîðûõ âûñîòà áîëüøå 1, òî â êà÷åñòâå õ(D)

(ẽ(D)) áåðåì ëþáîé èç ïîëó÷èâøèõñÿ íàáîðîâ õ(di). Â ñëó÷àå, åñëè âñå ïîääåðåâüÿ � âè-
ñÿ÷èå âåðøèíû, òî â êà÷åñòâå íàáîðà õ(D) (ẽ(D)) áåðåì ëþáîé èç íàáîðîâ õ(d1), . . . , õ(dr)
(ẽ(d1), . . . , ẽ(dr)).

Èòàê, ïîñòðîèëè íàáîðû ðàçìåðíîñòè n õ(D) è ẽ(D), õ(d1), . . . , õ(dr) è ẽ(d1), . . . , ẽ(dr). ×òî-
áû ïîëó÷èòü íàáîðû õ(d) è ẽ(d) ðàçìåðíîñòè n äëÿ ëþáîãî ïîääåðåâà d, íå âõîäÿùåãî âî ìíî-
æåñòâî {D, d1, . . . , dr}, äîîïðåäåëÿåì õ′(d) è ẽ′(d), èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ èç íàáîðà
ẽ(D). Ðåçóëüòèðóþùèì ìíîæåñòâîì áóäåò ÿâëÿòüñÿ îáúåäèíåíèå âñåõ íàáîðîâ õ è ẽ ðàçìåðíî-
ñòè n âñåõ ïîääåðåâüåâ èñõîäíîãî êàíîíè÷åñêîãî äåðåâà. Ïîñòðîåíèå îêîí÷åíî.

Íà ðèñóíêàõ 1�4 ïðèâåäåí ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà íàáîðîâ S(D) äëÿ âñåõ ïîääå-
ðåâüåâ êàíîíè÷åñêîãî äåðåâà äëÿ ôóíêöèè f = x1x2(x3 ∨ x4)(x5 ∨ x6x7). Ñíà÷àëà ñòðîÿòñÿ
íàáîðû äëÿ ïîääåðåâüåâ âûñîòû îäèí (ðèñ. 1), ïðåäñòàâëÿþùèõ èç ñåáÿ âåðøèíû ïîìå÷åííûå
ïåðåìåííûìè, ïîòîì � äâà (ðèñ. 2), è òàê äàëåå.

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.)
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Ðèñ. 1: ôóíêöèè, ðåàëèçóåìûå â äåðåâüÿõ âûñîòîé 1: âñå ïåðåìåííûå

Ðèñ. 2: ôóíêöèè, ðåàëèçóåìûå â äåðåâüÿõ âûñîòîé 2: f2,f4

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.)



ÔÓÍÊÖÈß ØÅÍÍÎÍÀ ÄËÈÍÛ ÏÐÎÂÅÐßÞÙÈÕ ÒÅÑÒÎÂ 51

Ðèñ. 3: ôóíêöèè, ðåàëèçóåìûå â äåðåâüÿõ âûñîòîé 3: f3

Ðèñ. 4: ôóíêöèè, ðåàëèçóåìûå â äåðåâüÿõ âûñîòîé 4: f1
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Â ïîëó÷èâøåìñÿ ìíîæåñòâå S(D) ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ ðàâíî âîñüìè, ÷òî ñîâïàäàåò ñ
íèæíåé ãðàíèöåé TB0(7) (ñì. óòâ. 1).

Ââèäó íåîäíîçíà÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ S(D), â äàëüíåéøåì, åñëè íå îãîâîðåíî èíîå, áóäåì
ïîëàãàòü, ÷òî íà êàæäîì øàãå ïîñòðîåíèÿ S(D) ïðè èìåþùåìñÿ âûáîðå ìåæäó íåñêîëüêèìè
íàáîðàìè áðàëñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè íàèìåíüøèé íàáîð. Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü îòîá-
ðàæåíèå S(f) äëÿ íå ÿâëÿþùèìèñÿ êîíñòàíòàìè ôóíêöèé, òàê êàê äëÿ êàæäîé áåñïîâòîðíîé
ôóíêöèè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå êàíîíè÷åñêîå äåðåâî.

Çàìåòèì, ÷òî íà íàáîðàõ ẽ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, à íà õ � 0. Ïîìèìî ýòîãî
âûïîëíÿåòñÿ

Óòâåðæäåíèå 4. Äëÿ ëþáîãî ïîääåðåâà d âûñîòû áîëüøå 1 íàáîðû õ(d) è ẽ(d) îòëè÷àþòñÿ
â çíà÷åíèè ðîâíî îäíîé ïåðåìåííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïî èíäóêöèè âûñîòû ïîääåðåâüåâ.
Äëÿ äåðåâüåâ âûñîòû 2 óòâåðæäåíèå ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.
Ïóñòü âåðíî äëÿ âñåõ êàíîíè÷åñêèõ äåðåâüåâ âûñîòû íå áîëåå h > 2, äîêàæåì äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî êàíîíè÷åñêîãî äåðåâà âûñîòû h + 1. Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû êîðåíü ïîìå÷åí ñèìâîëîì
& è â äåðåâå r ïîääåðåâüåâ d1, . . . , dr ñîåäèíåíû ñ êîðíåì ðåáðàìè. Ïî óñëîâèþ, îäíî èç ïîä-
äåðåâüåâ èìååò âûñîòó áîëüøå, ÷åì îäèí. Â ýòîì ñëó÷àå íàáîðû õ(D) è ẽ(D) ïðåäñòàâëÿþòñÿ
â ñëåäóþùåì âèäå:

ẽ(D) = (ẽ‘(d1), . . . , ẽ′(di−1), ẽ′(di), ẽ′(di+1), . . . , ẽ′(dr)),

õ(D) = õ(di) = (ẽ′(d1), . . . , ẽ′(di−1), õ′(di), ẽ′(di+1) . . . , ẽ‘(dr)),

ãäå i = 1, r. Êàê âèäíî èç ïîñòðîåíèÿ, õ(D) è ẽ(D) îòëè÷àþòñÿ â òåõ æå ïåðåìåííûõ, ÷òî è
õ′(di) è ẽ′(di). Íî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, äâà ïîñëåäíèõ íàáîðà îòëè÷àþòñÿ â çíà÷åíèè
òîëüêî îäíîé ïåðåìåííîé, ÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 5. Äåðåâî D è ïîääåðåâüÿ d1, . . . , dr, èíöèäåíòíûå ïîìå÷åííîìó & (∨) êîðíþ,
èìåþò îáùèé íàáîð ẽ (õ): ẽ(D) = ẽ(di), i = 1, r (õ(D) = õ(di), i = 1, r).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 5.1. ẽ(D) (õ(D)) îòëè÷àåòñÿ îò êàæäîãî íàáîðà èç {õ(di1), . . . , õ(dis)}
({ẽ(di1), . . . , ẽ(dis)}), ãäå s 6 r, à di1 , . . . , dis � ïîääåðåâüÿ âûñîòû áîëüøå 1 è èíöèäåíòíûå
êîðíþ, â çíà÷åíèè ðîâíî îäíîé ïåðåìåííîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç óòâ. 4 è ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 6. Äëÿ ëþáîé áåñïîâòîðíîé ôóíêöèè f , ñóùåñòâåííî çàâèñÿùåé îò õîòÿ áû
îäíîé ïåðåìåííîé, ìíîæåñòâî íàáîðîâ S(f) ÿâëÿåòñÿ òåñòîì îòíîñèòåëüíî áåñïîâòîðíîé
àëüòåðíàòèâû ýòîé ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Â [6] îïèñàí ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ òåñòà äëÿ ïðîèçâîëüíîé áåñïîâòîðíîé â B0 ôóíêöèè îò n

ïåðåìåííûõ, äëèíà êîòîðîãî ìåíüøå 3.5n è ýòî äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóòè, åãî ìîäè-
ôèêàöèåé.

Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè. Äëÿ äåðåâüåâ âûñîòû 1 è 2 óòâåðæäåíèå ïðîâå-
ðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ïóñòü óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êàíîíè÷åñêîãî
äåðåâà âûñîòû íå áîëåå h. Ïóñòü äëÿ çàäàííîãî äåðåâà ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî íàáîðîâ S(D).
Òàê êàê â ýòî ìíîæåñòâî âõîäÿò íàáîðû èç S(d) ïðîèçâîëüíîãî ïîääåðåâà d äåðåâà D, êîòîðûå
íå îòëè÷àþòñÿ â çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ, îò êîòîðûõ ðåàëèçóåìàÿ â d ôóíêöèÿ íå çàâèñèò, òî
ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè âîññòàíîâèëè âñå ïîääåðåâüÿ èñõîäíîãî äåðåâà âûñîòû íå áîëåå
h è íå ìåíåå 2.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå êàíîíè÷åñêîå äåðåâî D âûñîòû h + 1, ðåàëèçóþùåå áåñïîâòîðíóþ
ìîíîòîííóþ ôóíêöèþ f . Ïóñòü C � êîðíåâàÿ âåðøèíà. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî âåðøèíà ïîìå÷åíà ñèìâîëîì &. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âåðøèíà ïîìå÷åíà ñèìâîëîì ∨ äîêàçà-
òåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.)
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Ðèñ. 5: îáùèé âèä äëÿ âíóòðåííåé âåðøèíû, ïîìå÷åííîé ñèìâîëîì &.
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Ðèñ. 6: Ãðàô G&.
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Ïóñòü âåðøèíà C äóãàìè îò êîðíÿ ñîåäèíåíà ñ s âíóòðåííèìè âåðøèíàìè C1, . . . , Cs è n0

âèñÿ÷èìè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 5.
Ðàññìîòðèì ÍÍ-ãðàô G&, ñîîòâåòñòâóþùèé ïîääåðåâó ñ êîðíåì â âåðøèíå C. Äëÿ âîññòà-

íîâëåíèÿ ïîëíîé èíôîðìàöèè î êàíîíè÷åñêîì ïîääåðåâå äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ìîíîòîííîñòü
ôóíêöèè è âîññòàíîâèòü åãî ãðàô G&.

Èòàê, óñòàíîâèì ìîíîòîííîñòü f , ïðèìåíèâ èñõîäíóþ èíäóêöèþ. Òàê êàê âîññòàíîâèëè âñå
äåðåâüÿ âûñîòû 2, òî óñòàíîâèëè è ìîíîòîííîñòü âñåõ ôóíêöèé, êîòîðûìè ïîìå÷åíû ëèñòî-
âûå âåðøèíû ýòèõ äåðåâüåâ. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü ìîíîòîííîñòü ïî ïåðåìåííûì {x1, . . . , xn0},
êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïîääåðåâüÿì âûñîòû 1. Äîêàæåì, íàïðèìåð, ìîíîòîííîñòü ïî x1.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç α̃ 6 β̃ (α̃ > β̃), ãäå α̃ è β̃ � ïðîèçâîëüíûå íàáîðû áóëåâà êóáà,
îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà "ìåíüøå ëèáî ðàâíî"("áîëüøå ëèáî ðàâíî") íà ýòîì êóáå.

Èçìåíèì õ(x1) íà íàáîð γ̃x1 , êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé åäèíèö íà íóëè íà ìåñòàõ ïå-
ðåìåííûõ, â êîòîðûõ õ(x1) îòëè÷àåòñÿ îò ẽ(x1), êðîìå ñàìîé ïåðåìåííîé x1. Çàìåòèì, ÷òî
γ̃x1 6 õ(x1), îòêóäà ñëåäóåò f(γ̃x1) = 0. Òàê êàê γ̃x1 îòëè÷àåòñÿ îò ẽ(x1) â çíà÷åíèè ïåðå-
ìåííîé x1 è f(ẽ(x1)) = 1, ïîëó÷àåì òåñò ôóíêöèè x1, ÷òî ïîêàçûâàåò ìîíîòîííîñòü èñõîäíîé
ôóíêöèè ïî x1. Èòàê, ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè f ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê âîññòàíîâëåíèþ ãðàôà G&. Ðàññìîòðèì ïîääåðåâî dx1 , ñîñòîÿùåå èç
âåðøèíû, ïîìå÷åííîé ñèìâîëîì ïåðåìåííîé x1. Çàìåòèì, ÷òî â õ(dx1) ìîæíî óìåíüøèòü çíà-
÷åíèÿ ïåðåìåííûõ è ïðè ýòîì çíà÷åíèå ôóíêöèè ñîõðàíèòñÿ (íîëü). Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ
ïåðåìåííóþ z, íå âõîäÿùóþ â {x1, . . . , xn0} è ðàññìîòðèì ïîääåðåâî dz ñ êîðíåì â âåðøèíå,
ïîìå÷åííîé z. Ïóñòü ýòà âåðøèíà èíöèäåíòíà âåðøèíå, ïîìå÷åííîé ñèìâîëîì &.

Èçìåíèâ â íàáîðå õ(dz) çíà÷åíèå ïåðåìåííûõ ñ 1 íà 0, â êîòîðûõ õ(dz) îòëè÷àåòñÿ îò ẽ(dz),
ïîëó÷èì íàáîð ϕ̃z. Óìåíüøèâ â õ(x1) çíà÷åíèå ïåðåìåííûõ ñ 1 íà 0, â êîòîðûõ õ(x1) îòëè÷àåòñÿ
îò ẽ(dz), ïîëó÷èì ϕ̃x. Çàìåòèì, ÷òî ϕ̃z 6 õ(dz) = 0 è ϕ̃x 6 õ(dx1) = 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
f(ϕ̃z) = 0 è f(ϕ̃x) = 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî f(ẽ(dz)) = 1, à íàáîðû ϕ̃z, ϕ̃x, ẽ(dz) îòëè÷àþòñÿ òîëüêî
çíà÷åíèåì ïåðåìåííûõ x1 è z, ýòè íàáîðû îáðàçóþò òåñò äëÿ îñòàòî÷íîé ôóíêöèè x1&z.

Åñëè âåðøèíà ïîìå÷åííàÿ z èíöèäåíòíà âåðøèíå, ïîìå÷åííîé ñèìâîëîì ∨, ïîñòóïàåì àíà-
ëîãè÷íî.

Èòàê, ñóùåñòâóþò îñòàòî÷íûå ôóíêöèè âèäà xi&z, ÷òî äàåò èíôîðìàöèþ î ðåáðàõ, ñîåäè-
íÿþùèõ âåðøèíû ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn0 ñ ïðîèçâîëüíîé äðóãîé âåðøèíîé â ãðàôå G&. Íà
ðèñóíêå 6 ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåí ãðàô G& è ïîäãðàôû G1, . . . , Gs, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîääåðå-
âüÿì ñ êîðíÿìè â âåðøèíàõ C1, . . . , Cs ñîîòâåòñòâåííî. Àíàëîãè÷íî, íàáîðû õ(x1), . . . , õ(xn0)
âìåñòå ñ åäèíè÷íûì íàáîðîì, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, äàþò èíôîðìàöèþ
îá îñòàòî÷íîé ôóíêöèè x1& . . .&xn0 .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîääåðåâüÿ {d1,1, . . . , d1,r1 , . . . , ds,1, . . . , ds,rs}, ñîåäèíåííûå ðåáðàìè ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðøèíàìè C1, . . . , Cs, è âûäåëèì ïåðåìåííûå

{x1,1, . . . , x1,r1 , . . . , xs,1, . . . , xs,rs}

ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: åñëè di,j èìååò âûñîòó áîëüøå 1, òî õ(di,j) îòëè÷àåòñÿ îò ẽ(di,j) â çíà-
÷åíèè åäèíñòâåííîé ïåðåìåííîé xi,j (ñì. óòâ. 4), èíà÷å áåðåòñÿ ïåðåìåííàÿ, êîòîðîé ïîìå÷åíà
åäèíñòâåííàÿ â ýòîì ïîääåðåâå âåðøèíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç dCi ïîääåðåâî ñ êîðíåì â âåðøèíå Ci. Cîãëàñíî ñëåäñòâèþ 5.1, åñëè ïîä-
äåðåâî di,j èìååò âûñîòó áîëüøå 1, òî õ(dCi) îòëè÷àåòñÿ îò ẽ(di,j) â çíà÷åíèè ðîâíî îäíîé
ïåðåìåííîé � xi,j . Åñëè æå âûñîòà di,j ðàâíà 1, òî áóäåì âìåñòî ẽ(di,j) ðàññìàòðèâàòü íàáîð,
êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç ẽ(dCi) çàìåíîé xi,j ñ 0 íà 1. Çàìåòèì, ÷òî íà ïîëó÷èâøèìñÿ íàáîðå
ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè f è òîãî, ÷òî ïîëó÷èâøèéñÿ
íàáîð îòëè÷àåòñÿ îò ẽ(di,j) çàìåíîé íóëåé íà åäèíèöû â íåêîòîðûõ ïîçèöèÿõ. Áóäåì îáîçíà-
÷àòü íàáîðû ẽ(di,j) èëè èõ çàìåíû ÷åðåç α̃i,j . Âñå α̃i,j îòëè÷àþòñÿ îò ẽ(dCi), ãäå j = 1, ri, â
çíà÷åíèè ðîâíî îäíîé ïåðåìåííîé.

Ôèêñèðóåì çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, îò êîòîðûõ f íå çàâèñèò, à çíà÷åíèÿ îñòàâøèõñÿ ïåðåìåí-
íûõ, íå âõîäÿùèõ âî ìíîæåñòâî {x1,1, . . . , x1,r1 , . . . , xs,1, . . . , xs,rs}, òàê æå, êàê â íàáîðå ẽ(D).
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ðåàëèçóåòñÿ îñòàòî÷íàÿ ïîäôóíêöèÿ f̃(x1,1, . . . , x1,r1 , . . . , xs,1, . . . , xs,rs),
ñóùåñòâåííî çàâèñÿùàÿ îò âñåõ ñâîèõ ïåðåìåííûõ. Çàìåòèì, ÷òî íàáîðû α̃i,j ÿâëÿþòñÿ åå íèæ-
íèìè åäèíèöàìè. Â ñâîþ î÷åðåäü, íà íàáîðàõ o(dCi), ñîîòâåòñòâóþùèì âåðøèíàì C1, . . . , Cs,
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ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0, ïîýòîìó àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ýòàïó äîêàçàòåëü-
ñòâà óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f̃ èìååò îñòàòî÷íûå ôóíêöèè x1,1 & x2,1 & . . . & xs,1,
x1,1 & x2,1 & . . . & xi−1,1 & xi,j & xi+1,1 & . . . & xs,1 äëÿ i = 1, s; j = 2, ri. Òàêèì îáðàçîì óñòà-
íîâèëè èíôîðìàöèþ î ðåáðàõ, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàì ïåðåìåííûõ
(xi,1, xj,1), (xi,p, xj,1), (xi,1, xj,q), äëÿ p 6= 1, q 6= 1 (ñì. ðèñ. 6).

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåáðî (xi,1, u), ãäå ïóòü èç êîðíÿ â ïåðåìåííóþ u ëåæèò ÷åðåç
âåðøèíó Cj è åå q-þ äóãó, ãäå q > 1 (ñì. ðèñ. 6). Ðàññìîòðèì ÷åòâåðêó âåðøèí, ïîìå÷åííûõ
xi,1, xj,1, xj,q, u. Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ðåáåð (xj,1, u) è (xj,1, xj,q) íåò. Åñëè ðåáðî (xj,q, u)
åñòü, ïîëó÷àåì ïî ïðàâèëó ïèðàìèäû (óòâ. 3) ðåáðî (xi,1, u).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåáåð (xj,q, u) è (xi,1, u) íåò, òîãäà ðàññìîòðèì äîïîëíèòåëüíóþ ïåðå-
ìåííóþ u1, îòëè÷íóþ îò u, òàêóþ, ÷òî áëèæàéøàÿ îáùàÿ âåðøèíà xj,q è u1 åñòü Cj,q. Òîãäà
ïî ïðàâèëó ïèðàìèäû åñòü ðåáðî (xi,1, u1). Çàìåòèì, ÷òî åñòü ðåáðî (u, u1), ïîýòîìó ÷åòâåðêà
xi,1, xj,1, u, u1 íå îáðàçóåò ÍÍ-ãðàôà, ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ óòâåðæäåíèåì 2.

Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü íàëè÷èÿ ðåáåð âèäà (xj,1, z), ãäå z åñòü ïðîèçâîëüíàÿ
ïåðåìåííàÿ, êîòîðîé ïîìå÷åíà âåðøèíà, ïóòü îò êîðíÿ ê êîòîðîé ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó Ci.
Ðàññìàòðèâàÿ ÷åòâåðêó xi,1, xj,1, z, u, ïî ïðàâèëó ïèðàìèäû ïîëó÷àåì, ÷òî ìåæäó âåðøèíàìè u
è z åñòü ðåáðî. Èòàê, îïðåäåëèëè íàëè÷èå âñåõ íåäîñòàþùèõ ðåáåð è ïîëíîñòüþ âîññòàíîâèëè
èíôîðìàöèþ î ãðàôå G&. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ëåììà 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áåñïîâòîðíîé ôóíêöèè f = f(x1, . . . , xn) âûïîëíÿåòñÿ

TB0(f) 6 n+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áàçà èíäóêöèè. Äëÿ ôóíêöèé ðåàëèçóåìûõ êàíîíè÷åñêèìè äåðåâüÿìè
âûñîòû 1 óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ: 2 = n+ 1.

Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä. Ïóñòü âåðíî äëÿ âñåõ äåðåâüåâ âûñîòû íå áîëåå n. Åñëè êîðíåâàÿ
âåðøèíà ïîìå÷åíà ñèìâîëîì & (∨), òî íà ïîñëåäíåì ýòàïå ïîñòðîåíèÿ â ðåçóëüòèðóþùåãî
ìíîæåñòâå îêàæåòñÿ r îäèíàêîâûõ åäèíèö (íóëåé), ïîýòîìó åãî ìîùíîñòü íå ïðåâûñèò (n1 +
1) + . . .+ (nr + 1)− (r− 1) = n1 + . . .+ nr + 1 = n+ 1, ãäå n1, . . . , nr � ÷èñëî ëèñòîâûõ âåðøèí
â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîääåðåâüÿõ. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 6.1.
TB0(n) = n+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ôóíêöèé-êîíñòàíò äîñòàòî÷íî îäíîãî òåñòîâîãî íàáîðà. Äëÿ ôóíê-
öèè f(x̃n), ñóùåñòâåííî çàâèñÿùåé îò õîòÿ áû îäíîé ïåðåìåííîé, ñòðîèòñÿ S(f), ìîùíîñòü
êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò n + 1. Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî TB0(n) > n + 1 (ñì. óòâåðæäåíèå 1),
ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü Aíäðåþ Aíàòîëüåâè÷ó Âîðîíåíêî è Äìèòðèþ
Ñåðãååâè÷ó Ðîìàíîâó çà áîëüøîå âíèìàíèå è íåçàóðÿäíîå òåðïåíèå, ïðîÿâëåííûå âî âðåìÿ
ïîäãîòîâêè íàñòîÿùåé ðàáîòû.
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Êàôåäðà Ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè

1 Ââåäåíèå

Âñÿêîå ïîäìíîæåñòâî ïîïàðíî íå ñìåæíûõ âåðøèí ãðàôà íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìûì. Ïîä
ìàêñèìàëüíûìè íåçàâèñèìûìè ìíîæåñòâàìè (ì. í. ì.) áóäåì ïîíèìàòü ìàêñèìàëüíûå ïî
âêëþ÷åíèþ íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâà. ×åðåç iM (G) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî ìàêñèìàëüíûõ íåçà-
âèñèìûõ ìíîæåñòâ â G. Ìíîæåñòâà âåðøèí è ð¼áåð ãðàôà G îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç V (G) è E(G)
ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü d, n ∈ N, è ïóñòü d < n. Âñÿêîå äåðåâî äèàìåòðà d íà n âåðøèíàõ, èìåþùåå ìàê-
ñèìàëüíîå ÷èñëî ì. í. ì. ñðåäè âñåõ äåðåâüåâ ñ äàííûì ÷èñëîì âåðøèí è äèàìåòðîì, áóäåì
íàçûâàòü (n, d)ì.í.ì.�ìàêñèìàëüíûì. Ðàññòîÿíèåì îò âåðøèíû v ∈ V (G) â ãðàôå G äî ïîä-
ãðàôà G′ áóäåì íàçûâàòü íàèìåíüøåå èç ðàññòîÿíèé îò v äî âåðøèí èç V (G′). Äèàìåòðîì
äåðåâà T áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó diam(T ), ðàâíóþ ìàêñèìàëüíîìó ÷èñëó ð¼áåð â öåïè â T
(ñîîòâåòñòâóþùàÿ öåïü íàçûâàåòñÿ äèàìåòðàëüíîé).

Ïåðâûå ðàáîòû ïî ïåðå÷èñëåíèþ íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â äåðåâüÿõ îòíîñÿòñÿ ê 1980õ ãî-
äîâ. Â ðàáîòå [4] áûëè ïîëó÷åíû äîñòèæèìûå âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè ÷èñëà íåçàâèñèìûõ
ìíîæåñòâ â äåðåâüÿõ íà çàäàííîì ÷èñëå âåðøèí. Â [6] áûëà ïîëó÷åíà äîñòèæèìàÿ âåðõíÿÿ
îöåíêà ÷èñëà ì. í. ì. â äåðåâüÿõ ñ çàäàííûì ÷èñëîì âåðøèí, ïîçæå â [5] áûëî ïîëó÷åíî îïè-
ñàíèå ýêñòðåìàëüíûõ äåðåâüåâ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ÷èñëå ì. í. ì.
â äåðåâüÿõ ôèêñèðîâàííîãî äèàìåòðà. Àíàëîãè÷íàÿ ïðîáëåìà îöåíêè ÷èñëà âñåõ (íå òîëüêî
ìàêñèìàëüíûõ) ìíîæåñòâ èññëåäîâàëàñü Ïåäåðñåíîì è Âåñòåðãàðäîì â [3], ãäå áûëà ïîëó÷å-
íà äîñòèæèìàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà. Äîñòèæèìûå íèæíèå îöåíêè ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ
â îáùåì ñëó÷àå äî ñèõ ïîð íå íàéäåíû, õîòÿ íåêîòîðûé ïðîãðåññ â ýòîì íàïðàâëåíèè áûë
äîñòèãíóò â [1, 2].

Ïðèâåä¼ííàÿ íèæå òåîðåìà 1 äà¼ò äîñòèæèìóþ âåðõíþþ îöåíêó ÷èñëà ì. í. ì. â äåðåâüÿõ ñ
çàäàííûì ÷èñëîì âåðøèí è äèàìåòðîì, è îïèñûâàåò ñîîòâåòñòâóþùèå ýêñòðåìàëüíûå äåðåâüÿ
ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà. Èç òåîðåìû 1 êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè ñëåäóþò òåîðåìû Âèëüôà [6]
è Ñàãàíà [5].

Ïóñòü U = {u1, . . . , ud−1}, V = {v1, . . . , vp}, W = {w1, . . . , wq}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bd,p,q

äåðåâî äèàìåòðà d íà ìíîæåñòâå âåðøèí U ∪ V ∪W , òàêîå, ÷òî åãî ïîääåðåâüÿ, ïîðîæä¼ííûå
ìíîæåñòâàìè {u1} ∪ V , {ud−1} ∪W è U ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîîòâåòñòâåííî çâ¼çäû K1,p, K1,q

è öåïü Pd−1. Äåðåâüÿ Bd,p,q íàçûâàþòñÿ ì¼òëàìè (brooms) (ñì., íàïðèìåð, [3]).
Âèñÿ÷åé âåðøèíîé (ëèñòîì) â ãðàôå íàçûâàåòñÿ âåðøèíà ñòåïåíè 1. Âèñÿ÷èì ðåáðîì â

äåðåâå áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâîëüíîå ðåáðî, èíöèäåíòíîå âèñÿ÷åé âåðøèíå.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðàô G′ ïîëó÷åí ïîäðàçáèåíèåì ðåáðà e = (v1, v2) ãðàôà G, åñëè

V (G′) = V (G) ∪ {v′} è E(G′) = (E(G) \ {e}) ∪ {{v1, v′}, {v2, v′}}.
Ïóñòü T � ïðîèçâîëüíîå äåðåâî, à T ′ � åãî ïîääåðåâî. Ïóñòü v ∈ V (T ) \ V (T ′), u ∈ V (T ′).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äåðåâî T ′ ïðèìûêàåò âåðøèíîé u ê âåðøèíå v â T , åñëè {u, v} ∈ E(T )
è äåðåâî T ′ ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè ëåñà T \ {v}. Íàïðèìåð, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî
âî âñÿêîé öåïè ÷¼òíîãî äèàìåòðà 2d ê öåíòðàëüíîé âåðøèíå ïðèìûêàþò ñâîèìè êîíöåâûìè
âåðøèíàìè ðîâíî äâå öåïè äèàìåòðà (d− 1).

Ââåä¼ì íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé äëÿ äåðåâüåâ ñïåöèàëüíîãî âèäà. ×åðåç B̃4,n îáîçíà÷èì äå-
ðåâî, ïîëó÷åííîå èç çâåçäû K1, n−1

2
ïîäðàçáèåíèåì âñåõ ð¼áåð. ×åðåç B̃′4,n îáîçíà÷èì äåðåâî,
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ïîëó÷åííîå èç çâåçäûK1, n
2
ïîäðàçáèåíèåì n−2

2 ð¼áåð. ×åðåç B̃′5,n îáîçíà÷èì äåðåâî, ïîëó÷åííîå
èç B3, n−5

2
,2 ïîäðàçáèåíèåì âñåõ âèñÿ÷èõ ð¼áåð, êðîìå îäíîãî ðåáðà, èíöèäåíòíîãî âåðøèíå ñòå-

ïåíè 3. ×åðåç B̃5,n,p îáîçíà÷èì äåðåâî, ïîëó÷åííîå èç B3,p, n−5−2p
2

ïîäðàçáèåíèåì âñåõ âèñÿ÷èõ

ð¼áåð. ×åðåç B̂′5,n,p îáîçíà÷èì äåðåâî, ïîëó÷àþùååñÿ ïðèñîåäèíåíèåì âèñÿ÷åé âåðøèíû ê òîé

èç öåíòðàëüíûõ âåðøèí äåðåâà B̃5,n−1,p, êîòîðàÿ èìååò ñòåïåíü (p+ 1). ×åðåç B̂′′5,n,p îáîçíà÷èì
äåðåâî, ïîëó÷àþùååñÿ ïðèñîåäèíåíèåì âèñÿ÷åé âåðøèíû ê êàæäîé èç öåíòðàëüíûõ âåðøèí
äåðåâà B̃5,n−2,p. ×åðåç B̂6,n,p îáîçíà÷èì äåðåâî, ïîëó÷åííîå èç B4,p, n−3−2p

2
ïîäðàçáèåíèåì âñåõ

âèñÿ÷èõ ð¼áåð. ×åðåç B̃′6,n,p îáîçíà÷èì äåðåâî, ïîëó÷àþùååñÿ ïðèñîåäèíåíèåì âèñÿ÷åé âåð-

øèíû ê öåíòðàëüíîé âåðøèíå äåðåâà B̂6,n−1,p. ×åðåç B̂6,n,p,q îáîçíà÷èì äåðåâî, ïîëó÷åííîå
ïðèñîåäèíåíèåì q âèñÿ÷èõ âåðøèí ê öåíòðó B4,p, n−3−2p−2q

2
è ïîñëåäóþùèì ïîäðàçáèåíèåì âñåõ

âèñÿ÷èõ ð¼áåð. ×åðåç B̂′6,n,p,q îáîçíà÷àåòñÿ äåðåâî, ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì âèñÿ÷åé âåð-

øèíû ê öåíòðàëüíîé âåðøèíå äåðåâà B̂6,n−1,p,q. ×åðåç B̃′7,n îáîçíà÷èì äåðåâî, ïîëó÷åííîå èç
B5, n−7

2
,2 ïîäðàçáèåíèåì âñåõ âèñÿ÷èõ ð¼áåð, êðîìå îäíîãî ðåáðà, èíöèäåíòíîãî âåðøèíå ñòå-

ïåíè 3. ×åðåç B̃7,n îáîçíà÷èì äåðåâî, ïîëó÷åííîå èç B5,p, n−4−2p
2

ïîäðàçáèåíèåì âñåõ âèñÿ÷èõ

ð¼áåð. ×åðåç B̂7,n,p,q,r îáîçíà÷èì äåðåâî, ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì ê öåíòðàëüíûì âåðøèíàì
äåðåâà B5,p, n−5−2p−2q−2r

2
, ñìåæíûì ñ âåðøèíàìè ñòåïåíè (p+ 1) è n−3−2p−2q−2r

2 , ñîîòâåòñòâåííî

(q+ 1) è r âèñÿ÷èõ âåðøèí, è ïîñëåäóþùèì ïîäðàçáèåíèåì âñåõ âèñÿ÷èõ ð¼áåð, êðîìå îäíîãî,
èíöèäåíòíîãî öåíòðàëüíîé âåðøèíå, ñìåæíîé ñ âåðøèíàìè ñòåïåíè (p+1) è (r+2). Îáîçíà÷èì
÷åðåç B̂8,n äåðåâî, ïîëó÷åííîå èç B̃4,n−4 äâóêðàòíûì ïîäðàçáèåíèåì äâóõ âèñÿ÷èõ ð¼áåð. ×åðåç
B̂′8,n îáîçíà÷èì äåðåâî, ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì âèñÿ÷åé âåðøèíû ê öåíòðó äåðåâà B̂8,n−1.

×åðåç B̂9,n,p îáîçíà÷èì äåðåâî, ïîëó÷åííîå èç äåðåâà B̃5,n−4,p+1 äâóêðàòíûì ïîäðàçáèåíèåì
äâóõ âèñÿ÷èõ ð¼áåð, íàõîäÿùèõñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûõ êîíöàõ äåðåâà. ×åðåç B̂′9,n,p îáîçíà÷èì
äåðåâî, ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì âèñÿ÷åé âåðøèíû ê öåíòðàëüíîé âåðøèíå ñòåïåíè (p+ 2)
äåðåâà B̂9,n−1,p. ×åðåç B̂′′9,n,p îáîçíà÷èì äåðåâî, ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì âèñÿ÷èõ âåðøèí ê

êàæäîé èç öåíòðàëüíûõ âåðøèí ñòåïåíè äåðåâà B̂9,n−2,p. ×åðåç B̃′6 îáîçíà÷èì äåðåâî, ïîëó÷åí-
íîå èç K1,3 äâóêðàòíûì ïîäðàçáèåíèåì äâóõ ð¼áåð. ×åðåç B̃′8 îáîçíà÷èì äåðåâî, ïîëó÷åííîå
ïðèñîåäèíåíèåì âèñÿ÷åé âåðøèíû ê ÷åòâ¼ðòîé ñ êîíöà âåðøèíå öåïè P9. ×åðåç B̃d îáîçíà÷èì
äåðåâî, ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì âèñÿ÷åé âåðøèíû ê òðåòüåé ñ êîíöà âåðøèíå öåïè Pd+1.
×åðåç B̌d,n îáîçíà÷èì äåðåâî, ïîëó÷åííîå èç Bd−2, n−d+1

2
,1 ïîäðàçáèåíèåì âñåõ âèñÿ÷èõ ð¼áåð.

×åðåç B̌′d,n îáîçíà÷èì äåðåâî, ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì âèñÿ÷åé âåðøèíû ê òîé âåðøèíå

äåðåâà B̌d,n−1, êîòîðàÿ íå ñìåæíà ñ âèñÿ÷èìè, íî ñìåæíà ñ âåðøèíîé ñòåïåíè n−d
2 . Íàêîíåö,

÷åðåç B̂∗d,k îáîçíà÷èì äåðåâî, ïîëó÷åííîå ïðèñîåäèíåíèåì âèñÿ÷åé âåðøèíû ê k-é âåðøèíå

äèàìåòðàëüíîé öåïè äåðåâà äåðåâà B̌d,d+3, ñ÷èòàÿ ñ òîãî êîíöà äèàìåòðàëüíîé öåïè, êîòîðûé
íàèáîëåå óäàë¼í îò âåðøèíû ñòåïåíè 3.

2 Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψn ÷èñëî ì. í. ì. â öåïè íà n âåðøèíàõ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ψn, î÷åâèäíî,
óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ ψn = ψn−2 + ψn−3 è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ψ0 = ψ1 = 1, ψ2 = 2.
Çíà÷åíèÿ ÷èñåë ψn äëÿ íåáîëüøèõ n ïðèâåäåíû â òàáë. 1.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
ψn 1 1 2 2 3 4 5 7 9 12 16 21 28 37 49 65

Òàáëèöà 1: Çíà÷åíèÿ ψn
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Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü T � ïðîèçâîëüíîå äåðåâî. Ïóñòü â T åñòü âåðøèíà, ñìåæíàÿ ñ äâó-
ìÿ èëè áîëåå ëèñòüÿìè, è ïóñòü u � îäèí èç ýòèõ ëèñòüåâ. Òîãäà äëÿ äåðåâà T ′, ïîëó÷åííîãî
èç T óäàëåíèåì âåðøèíû u, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî iM (T ′) = iM (T ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî åñëè u1, . . . , ur � ëèñòüÿ, èìåþùèå îáùåãî ñîñåäà
â T , òî âî âñÿêîå ì. í. ì. â T ëèáî âõîäÿò îäíîâðåìåííî âñå âåðøèíû u1, . . . , ur, ëèáî íå âõîäèò
íè îäíà èç íèõ.

Ëåììà 1. Ïðè ëþáûõ n è d òàêèõ, ÷òî 4 6 d < n, â (n, d)ì.í.ì.�ìàêñèìàëüíûõ äåðåâüÿõ
êàæäàÿ âåðøèíà ñìåæíà íå áîëåå ÷åì ñ îäíèì ëèñòîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî d > 4 è íàéä¼òñÿ (n, d)ì.í.ì.�ìàêñèìàëüíîå äåðåâî T ,
â êîòîðîì åñòü âåðøèíà, ñìåæíàÿ ñ äâóìÿ è áîëåå ëèñòüÿìè. Óäàëèâ îäèí èç ýòèõ ëèñòüåâ,
ïîëó÷èì äåðåâî T ′, äëÿ êîòîðîãî, ïî óòâåðæäåíèþ 1, âûïîëíåíî ðàâåíñòâî iM (T ′) = iM (T ).
Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, diam(T ′) = diam(T ) è |V (T ′)| = |V (T )| − 1. Âî âñÿêîì äåðåâå, äèàìåòð
êîòîðîãî íå ìåíüøå ÷åòûð¼õ, íàéä¼òñÿ âåðøèíà, ëèáî íå ñìåæíàÿ íè ñ îäíèì èç ëèñòüåâ, ëèáî
ÿâëÿþùàÿñÿ ëèñòîì, íå ëåæàùèì íà äèàìåòðàëüíîé öåïè. Ïóñòü v � òàêàÿ âåðøèíà â äåðåâå
T ′. Äîáàâèâ â T ′ íîâóþ ëèñòîâóþ âåðøèíó u, ñîåäèíèâ å¼ ñ v; òåì ñàìûì ïîëó÷èì äåðåâî
T ′′, äëÿ êîòîðîãî |V (T ′′)| = |V (T )|, diam(T ′′) = diam(T ) è iM (T ′′) > iM (T ). Íî ýòî ïðîòèâî-
ðå÷èò âûáîðó T êàê (n, d)ì.í.ì.�ìàêñèìàëüíîãî äåðåâà. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî.

Äëÿ íàòóðàëüíûõ n, d òàêèõ, ÷òî 4 6 d 6 n− 1, îïðåäåëèì âåëè÷èíó M(n, d):

M(n, d) =


ψd−1 + (2(n−d+1)/2 − 1)ψd−2, ïðè d > 4, n− d = 2k + 1, k > 0,

ψd−2 + ψd, ïðè d > 4, n− d = 2,

2(n−d)/2ψd−1, ïðè d > 5, d 6= 7, n− d = 2k > 4,

2(n−d)/2ψd−1 + 1, ïðè d ∈ {4, 7}, n− d = 2k > 4.

Óòâåðæäåíèå 2.

1. Ïðè d > 4 è ëþáîì n, n > d+3, òàêîì, ÷òî 2 - (n−d), âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî M(n, d) >
M(n, d+ 1).

2. Ïðè d > 4 è ëþáîì n, n > d+2, òàêîì, ÷òî 2 | (n−d), âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî M(n, d) 6
M(n, d+ 1), ïðè÷¼ì M(n, d) = M(n, d+ 1) òîëüêî åñëè d = 4.

3. Ïðè d > 4 è ëþáîì n, n > d+3, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâîM(n, d) > M(n, d+2), ïðè÷¼ì
ðàâåíñòâî M(n, d) = M(n, d+ 2) âûïîëíåíî òîëüêî åñëè îäíîâðåìåííî d = 5 è n ÷¼òíî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ïóñòü 4 6 d 6 n− 3 è 2 - (n− d). Åñëè n = d+ 3, òî

M(n, d)−M(n, d+ 1) = 2ψd−2 − ψd−1 > 0.

Åñëè n > d+ 5 è d 6= 6, òî

M(n, d)−M(n, d+ 1) = ψd−1 − ψd−2 + 2(n−d−1)/2(2ψd−2 − ψd) > ψd−1 + 7ψd−2 − 4ψd > 0.

Åñëè n > d+ 5 è d = 6, òî M(n, d)−M(n, d+ 1) = 2(n−7)/2 > 0.

2. Ïðè d = 4 è ÷¼òíîì n ðàâåíñòâî M(n, d) = M(n, d+ 1) ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ. Ïóñòü 5 6 d 6
n − 2 è 2 | (n − d). Åñëè n = d + 2, òî M(n, d + 1) −M(n, d) = ψd−1 − ψd−2 > 0. Åñëè
d 6= 7 è n > d + 4, òî M(n, d + 1) −M(n, d) = ψd − ψd−1 > 0. Åñëè d = 7 è n > d + 4, òî
M(n, d+ 1)−M(n, d) = 1 > 0.
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3. Ïðè 4 6 d 6 n− 3 è 2 - (n− d) èìååì M(n, d)−M(n, d+ 2) = (2(n−d−1)/2− 1)(2ψd−2−ψd),
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî M(n, 5) = M(n, 7), è M(n, d) > M(n, d+ 2) ïðè d 6= 5.
Åñëè d = 4 è n ÷¼òíî, òî M(n, d) −M(n, d + 2) = 1 > 0. Ïóñòü 5 6 d 6 n − 3. Åñëè
n = d+ 4, òî M(n, d)−M(n, d+ 2) > 3ψd−1 − 2ψd > 0. Åñëè n > d+ 6 è 2 | (n− d), òî

M(n, d)−M(n, d+ 2) > 2(n−d−2)/2(2ψd−1 − ψd+1)− 1 > 0.

Èç óòâåðæäåíèÿ 2 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùèé ôàêò.

Ëåììà 2. Åñëè 4 6 d′ < d′′ 6 n− 1, òî

1. Argmax
d′6d6d′′

M(n, d) =


{d′ + 1}, ïðè d′ > 5, 2 | (n− d′),
{4, 5, 7} ∩ [d′, d′′], ïðè d′ 6 5, 2 | n,
{d′}, ïðè d′ > 4, d′ 6= 5, 2 - (n− d′).

2. max
d′6d6d′′

M(n, d) =

{
M(n, d′ + 1), ïðè 2 | (n− d′),
M(n, d′), ïðè 2 - (n− d′).

3. max
d>d′

M(n, d) 6 M(n, 4).

Ëåììà 3. Ïðè n − 2 = d > 5 âñÿêîå (n, d)ì.í.ì.�ìàêñèìàëüíîå äåðåâî T èçîìîðôíî îäíîìó

èç äåðåâüåâ B̃∗6 , B̃
∗
8 , B̃

′′
n. Ïðè ýòîì iM (T ) = M(n, d).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ëåììó èíäóêöèåé ïî d. Ïðè 5 6 d 6 8 ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäå-
íèÿ ëåììû ïðîâåðÿåòñÿ ïåðåáîðîì. Ïóñòü d > 9 è óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíåíî äëÿ äåðåâüåâ
äèàìåòðà íå âûøå (d − 1). Ïóñòü T � (d + 2, d)ì.í.ì.�ìàêñèìàëüíîå äåðåâî. Ïóñòü v � åäèí-
ñòâåííàÿ íå ëåæàùàÿ íà äèàìåòðàëüíîé öåïè T âåðøèíà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç u òó êîíöåâóþ
âåðøèíó äèàìåòðàëüíîé öåïè, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ îò v íà íàèáîëüøåì ðàññòîÿíèè. Ïóñòü u′ �
ñîñåäíÿÿ ñ u âåðøèíà, à u′′ � âåðøèíà, íàõîäÿùàÿñÿ îò u íà ðàññòîÿíèè 2. Òîãäà, ïîëüçóÿñü
ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè, ìîæíî îöåíèòü iM (T ):

iM (T ) = iM (T \ {u, u′}) + iM (T \ {u, u′, u′′}) 6 M(n− 2, d− 2) +M(n− 3, d− 3) = M(n, d),

ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî iM (T ) = M(n, d) âîçìîæíî òîëüêî åñëè äåðåâüÿ T \ {u, u′} è T \ {u, u′, u′′}
èçîìîðôíû êàêèì-ëèáî èç äåðåâüåâ B̃∗6 , B̃

∗
8 , B̃

′′
n−2, B̃

′′
n−3. Íî òîãäà è ñàìî äåðåâî T èçîìîðôíî

äåðåâó B̃′′n.

Ëåììà 4. Âñÿêîå (n, 5)ì.í.ì.�ìàêñèìàëüíîå äåðåâî èçîìîðôíî îäíîìó èç äåðåâüåâ B̃′5,n, B̃5,n,p

(ïðè íåêîòîðîì p).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T � ïðîèçâîëüíîå (n, 5)ì.í.ì.�ìàêñèìàëüíîå äåðåâî. Åñëè äåðåâî T
èçîìîðôíî îäíîìó èç äåðåâüåâ B̃′5,n èëè B̃5,n,p, òî, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, iM (T ) = M(n, 5).
Äîïóñòèì, T íå èçîìîðôíî íè îäíîìó èç äåðåâüåâ B̃′5,n, B̃5,n,p. Òîãäà èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî
âîçìîæíû òîëüêî ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

1. T èìååò âèä B̂′5,n,p, ãäå n > 9 è p > 2. Òîãäà

iM (T ) = 2(n−5)/2(2 + 21−p) < 3 · 2(n−5)/2 = M(n, 5).

2. T èìååò âèä B̂′′5,n,p, ãäå n > 8. Òîãäà

iM (T ) = 2(n−4)/2 + 2p + 2(n−2p−4)/2 6 2 + 3 · 2(n−6)/2 < 1 + 4 · 2(n−6)/2 = M(n, 5).

Òàêèì îáðàçîì, â îáîèõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ (n, 5)ì.í.ì.�
ìàêñèìàëüíîñòüþ T , ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.
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3 Îñíîâíàÿ òåîðåìà

Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêîå äåðåâî äèàìåòðà 1 èëè 2 ñîäåðæèò äâà ì. í. ì., à âñÿêîå äåðåâî äèà-
ìåòðà 3 ñîäåðæèò òðè ì. í. ì. Ïðè d > 4 ïîëíîå îïèñàíèå (n, d)ì.í.ì.�ìàêñèìàëüíûõ äåðåâüåâ
äà¼òñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 1. Ïðè 4 6 d 6 n − 2 äëÿ âñÿêîãî (n, d)ì.í.ì.�ìàêñèìàëüíîãî äåðåâà T âûïîëíå-
íî ðàâåíñòâî iM (T ) = M(n, d), è ïðè ýòîì ñàìî äåðåâî T èçîìîðôíî îäíîìó èç äåðåâüåâ,
ïðèâåä¼ííûõ â òàáëèöå:

d (n− d) ýêñòðåìàëüíûå äåðåâüÿ

4 2k + 1 (k > 1) B̃4,n

4 2k (k > 1) B̃′4,n

5 2k + 1 (k > 1) B̃5,n,p (1 6 p 6 n−4
2 )

5 2k (k > 1) B̃′5,n

6 2k + 1 (k > 1) B̌6,n

6 2 B̃∗6 , B̃
′′
n

6 2k (k > 2) B̃′6,n,p (1 6 p 6 n−6
2 )

7 2k + 1 (k > 1) B̃7,n (1 6 p 6 n−6
2 )

7 2k (k > 1) B̃′7,n

8 2k + 1 (k > 1) B̌8,n

8 2 B̃∗8 , B̃
′′
n

8 2k (k > 2) B̌′8,n

> 9 2k + 1 (k > 1) B̌d,n

> 9 2 B̃′′n
> 9 2k (k > 2) B̌′d,n

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû ïðè d = 4 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ëåììû 1, à
ïðè d = 5 îáåñïå÷èâàåòñÿ ëåììîé 4. Êðîìå òîãî, ïðè n = d+ 2 óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò
èç ëåììû 3.

Ïóñòü d > 6, n > d+3, è ïóñòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûïîëíåíî äëÿ âñåõ ïàð (n′′, d) òàêèõ,
÷òî n′′ < n, à òàêæå äëÿ âñåõ ïàð (n′, d′) òàêèõ, ÷òî d′ 6 d−1. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà óòâåðæäåíèå
òåîðåìû ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïàðû (n, d). Ïóñòü T � ïðîèçâîëüíîå (n, d)ì.í.ì.�ìàêñèìàëüíîå
äåðåâî, è P � ïðîèçâîëüíàÿ äèàìåòðàëüíàÿ öåïü â T . Ïîêàæåì äëÿ ëþáîé âåðøèíû v, íå
ëåæàùåé íà öåïè P , ìèíèìàëüíîå èç ðàññòîÿíèé îò v äî âåðøèí P íå ïðåâîñõîäèò 2. Ïðåä-
ïîëîæèì ïðîòèâíîå è ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ïðåäïîëîæåíèè âûïîëíåíî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî
M(n, d) − iM (T ) > 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó T . Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî âîçìîæíû ëèøü
ñëåäóþùèå ñëó÷àè:
A. Â T íàéä¼òñÿ âåðøèíà, ê êîòîðîé ïðèìûêàþò t äâóõâåðøèííûõ öåïåé è äåðåâî T ′, ãäå
diam(T ′) = d è 1 6 t 6 n−d−2

2 . Â ýòîì ñëó÷àå M(n, d)− iM (T ) > D1(n, d), ãäå

D1(n, d) = M(n, d)−M(n− 2, d)−M(n− 2t− 1, d) · 2t−1.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïîäñëó÷àåâ:
A1. n = d+ 4. Òîãäà t = 1 è D1(n, d) > 4ψd−1 − ψd−2 − ψd − ψd+1 > 0.
A2. n = d+ 2k, ãäå k > 3. Òîãäà

D1(n, d) = 2(n−d)/2ψd−1 − 2(n−d−2)/2(ψd−1 + ψd−2)− 2t−1(ψd−1 − ψd−2) >
> 2(n−d)/2ψd−1 − 2(n−d−2)/2(ψd−1 + ψd−2)− 2(n−d−4)/2(ψd−1 − ψd−2) =
= 2(n−d−4)/2(ψd−1 − ψd−2) > 0.

A3. n = d+ 2k + 1, ãäå k > 2, è t = n−d−3
2 . Òîãäà D1(n, d) = 2(n−d−5)/2(3ψd−2 − ψd) > 0.

A4. n = d+ 2k + 1, ãäå k > 3, è t 6 n−d−5
2 . Òîãäà D1(n, d) > 2(n−d−7)/2(8ψd−2 − 4ψd−1 − 1) > 0.
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B. Â T íàéä¼òñÿ âåðøèíà, ê êîòîðîé ïðèìûêàþò t äâóõâåðøèííûõ öåïåé, îäíà âèñÿ÷àÿ âåð-
øèíà, è äåðåâî T ′, ãäå diam(T ′) = d è 1 6 t 6 n−d−3

2 . Â ýòîì ñëó÷àåM(n, d)− iM (T ) > D2(n, d),
ãäå D2(n, d) = M(n, d)−M(n−2, d)−M(n−2t−2, d) ·2t−1. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïîäñëó÷àåâ:
B1. n = d+ 2k + 1, ãäå k > 2. Òîãäà

D2(n, d) = 2(n−d−3)/2ψd−2 − 2t−1(ψd−1 − ψd−2) >
> 2(n−d−3)/2ψd−2 − 2(n−d−5)/2(ψd−1 − ψd−2) =
= 2(n−d−5)/2(3ψd−2 − ψd−1) > 0.

B2. n = d+ 2k, ãäå k > 3 è t = n−d−4
2 . Òîãäà D2(n, d) = 2(n−d−6)/2(4ψd−1 − ψd − ψd−2) > 0.

B3. n = d+ 2k, ãäå k > 3 è t 6 n−d−6
2 . Òîãäà D2(n, d) > 2(n−d−4)/2(ψd−1 − 1) > 0.

Èòàê, â ëþáîì ñëó÷àå íàëè÷èå âåðøèí, îòñòîÿùèõ îò öåïè P íà ðàññòîÿíèå, áîëüøåå äâóõ,
âñòóïàåò â ïðîòèâîðå÷èå ñ (n, d)ì.í.ì.�ìàêñèìàëüíîñòüþ T . Îòñþäà, è èç ëåììû 1 ñëåäóåò,
÷òî âñÿêàÿ âåðøèíà â T óäàëåíà îò äèàìåòðàëüíîé öåïè íà ðàññòîÿíèå íå áîëüøå 2, è ëþáàÿ
âåðøèíà T ñìåæíà íå áîëåå ÷åì ñ îäíèì ëèñòîì.

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ñëó÷àè, êîãäà äåðåâî T èìååò äèàìåòð 6 è 7.
C. diam(T ) = 6. Äîïóñòèì, äåðåâî T íå èçîìîðôíî íè îäíîìó èç äåðåâüåâ B̌6,n, B̃′6,n,p. Òîãäà
âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè:
C1. Â T íàéä¼òñÿ âåðøèíà, ê êîòîðîé ïðèìûêàþò t äâóõâåðøèííûõ öåïåé, îäíà âèñÿ÷àÿ
âåðøèíà, è äåðåâî T ′, ãäå 1 6 t 6 n−6

2 è diam(T ′) > 3. Åñëè â T ′ âñåãî ÷åòûðå âåðøèíû, òî

iM (T ) = 2 + 3 · 2(n−6)/2 < M(n, 6).

Ïóñòü â T ′ ïî êðàéíåé ìåðå 5 âåðøèí. Òîãäà èç ëåììû 2 è ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè ñëåäóåò,
÷òî

M(n, 6)− iM (T ) > M(n, 6)− max
d∈{5,6}

M(n− 2, d)− 2t−1M(n− 2t− 2, 4).

Åñëè n ÷¼òíî, òî maxd∈{5,6}M(n− 2, d) = M(n− 2, 5) è

M(n, 6)− iM (T ) > M(n, 6)−M(n− 2, 5)− 2t−1M(n− 2t− 2, 4) > 2(n−8)/2 − 1 > 0.

Åñëè n íå÷¼òíî, òî maxd∈{5,6}M(n− 2, d) = M(n− 2, 6) è

M(n, 6)− iM (T ) > M(n, 6)−M(n− 2, 6)− 2t−1M(n− 2t− 2, 4) = 2(n−7)/2 > 0.

C2. T ëèáî èçîìîðôíî îäíîìó èç äåðåâüåâ B̂6,n,p,q, B̂′6,n,p,q, ëèáî èçîìîðôíî äåðåâó B̂6,n,p

è ïðè ýòîì 2 6 p 6 n−7
2 . Èç ïðèâåä¼ííîé íèæå òàáëèöû âèäíî, ÷òî âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ

iM (T ) < M(n, 6).

T iM (T ) íèæíÿÿ îöåíêà
äëÿ (M(n, 6)− iM (T ))

B̂6,n,p,q 2(n−3)/2 + 2p + 2(n−3−2p−2q)/2 − 1 2(n−7)/2

B̂′6,n,p,q 2(n−4)/2 + 2(n−4−2q)/2 2(n−6)/2

B̂6,n,p 2(n−3)/2 + 2p + 2(n−3−2p)/2 − 1 2(n−7)/2 − 2

D. diam(T ) = 7. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ïîäñëó÷àè:
D1. Â T íàéä¼òñÿ âåðøèíà, ê êîòîðîé ïðèìûêàþò t äâóõâåðøèííûõ öåïåé, îäíà âèñÿ÷àÿ
âåðøèíà, è äåðåâî T ′, ãäå 1 6 t 6 n−7

2 è diam(T ′) > 4. Òîãäà èç ëåììû 2 è ïðåäïîëîæåíèÿ
èíäóêöèè ñëåäóåò, ÷òî

M(n, 7)− iM (T ) > M(n, 7)− max
d∈{6,7}

M(n− 2, d)− 2t−1M(n− 2t− 2, 4).

Åñëè n ÷¼òíî, òî maxd∈{6,7}M(n− 2, d) = M(n− 2, 7) è

M(n, 7)− iM (T ) > M(n, 7)−M(n− 2, 7)− 2t−1M(n− 2t− 2, 4) > 3 · 2(n−10)/2 > 0.
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Åñëè n íå÷¼òíî, òî maxd∈{6,7}M(n− 2, d) = M(n− 2, 6) è

M(n, 7)− iM (T ) > M(n, 7)−M(n− 2, 6)− 2t−1M(n− 2t− 2, 4) = 0,

ïðè÷¼ì èç ëåììû 2 è ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî M(n, 7) − iM (T ) =
M(n, 7)−M(n− 2, 6)− 2t−1M(n− 2t− 2, 4) âîçìîæíî òîëüêî åñëè t = 1 è äåðåâî T ′ èìååò âèä
B̃4,n′ , à ýòî âîçìîæíî òîëüêî åñëè T èçîìîðôíî äåðåâó B̃′7,n.
D2. Â T íàéä¼òñÿ âåðøèíà, ê êîòîðîé ïðèìûêàþò t äâóõâåðøèííûõ öåïåé è äåðåâî T ′, ãäå
1 6 t 6 n−6

2 . Åñëè n ÷¼òíî, òî èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè è ëåììû 2 ïîëó÷àåì

iM (T ) 6 M(n− 2, 5) + 2t−1M(n− 2t− 1, 4) = M(n, 7),

ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî iM (T ) = M(n, 7) âîçìîæíî òîëüêî åñëè ïîääåðåâî T ′ äåðåâà T èçîìîðôíî
äåðåâó B̃4,n′ , è çíà÷èò ñàìî äåðåâî T èçîìîðôíî äåðåâó B̃7,n.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî n íå÷¼òíî, è T íå èçîìîðôíî äåðåâó B̃′7,n, à òàêæå íå ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíî â âèäå, îïèñàííîì â ï. D1. Òîãäà T èçîìîðôíî äåðåâó B̂7,n,p,q,r ïðè íåêîòîðûõ
q, r > 0, è âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

iM (T ) = 2(n−5)/2 + 2p+q + 2(n−2q−5)/2 6 5 · 2(n−7)/2 < M(n, 7).

Âñå ñëó÷àè, êîãäà d = diam(T ) 6 7, ðàçîáðàíû âûøå, è íà ïðîòÿæåíèè îñòàâøåéñÿ ÷à-
ñòè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî d > 8. Çàôèêñèðóåì â äåðåâå T êàêóþ-
íèáóäü äèàìåòðàëüíóþ öåïü P . Îáîçíà÷èì ÷åðåç w, w′, u, u′, u′′ èäóùèå ïî ïîðÿäêó âåðøèíû
P , ãäå w � êîíöåâàÿ âåðøèíà P . Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè w̃, w̃′, ũ, ũ′, ũ′′ � âåð-
øèíû P , èäóùèå ïî ïîðÿäêó íà÷èíàÿ ñ êîíöåâîé âåðøèíû w̃, ïðîòèâîïîëîæíîé w, òî íàáîð
ñòåïåíåé (degw, degw′, deg u, deg u′, deg u′′) ëåêñèêîãðàôè÷åñêè íå ìåíüøå íàáîðà ñòåïåíåé
(deg w̃, deg w̃′, deg ũ, deg ũ′, deg ũ′′). Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ:
1. Ê âåðøèíå u â T ïðèìûêàþò t öåïåé íà äâóõ âåðøèíàõ (t > 2), è íåêîòîðîå äåðåâî T ′, ãäå
diam(T ′) > d− 3. Èìååì

iM (T ) 6 M(n− 2, d) + 2t−1 · max
d′>d−3

M(n− 2t− 1, d′). (1)

1.1. Åñëè 2 - (n− d), òî èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî

max
d′>d−3

M(n− 2t− 1, d′) 6 M(n− 2t− 1, d− 3).

Òîãäà (1) âëå÷¼ò

M(n, d) −iM (T ) > M(n, d)−M(n− 2, d)− 2t−1 ·M(n− 2t− 1, d− 3) =
= 2(n−d−1)/2ψd−2 − 2(n−d+1)ψd−5 − 2t−1(ψd−4 − ψd−5) >
> 2(n−d−1)/2ψd−2 − 2(n−d+1)/2ψd−5 − 2(n−d−1)/2(ψd−4 − ψd−5) = 0,

ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî iM (T ) = M(n, d) èìååò ìåñòî òîëüêî â ñëó÷àå t = n−d+1
2 , òî åñòü òîëüêî åñëè

äåðåâî T èìååò âèä B̌d,n.
1.2. Åñëè 2 | (n− d), òî èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî

max
d′>d−3

M(n− 2t− 1, d′) 6 M(n− 2t− 1, d− 2).

Òîãäà âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè.
1.2.1. n > d+ 6. Òîãäà

M(n, d)− iM (T ) > M(n, d)−M(n− 2, d)− 2t−1 ·M(n− 2t− 1, d− 2) =
= (2(n−d−2)/2 − 2t−1)(ψd−3 − ψd−4) > 0,
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ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî iM (T ) = M(n, d) âîçìîæíî òîëüêî åñëè t = n−d
2 è diam(T ′) = d−2. Íî òîãäà

äåðåâî T èìååò âèä B̌′d,n.

1.2.2. n = d+ 4. Òîãäà äåðåâî T èìååò âèä B̂∗d,k ïðè k > 3. Åñëè T èìååò âèä B̂∗d,3, òî M(n, d)−
iM (T ) = 4ψd−1 − 2(ψd + ψd−5)− ψd−3 > 0. Åñëè T èìååò âèä B̂∗d,4, òî

M(n, d)− iM (T ) = 2ψd−1 − 4ψd−4 > 0.

Åñëè æå T èìååò âèä B̂∗d,k, k > 5, òî ïðè 8 6 d 6 10 óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïðîâåðÿåòñÿ
ïåðåáîðîì, à ïðè d > 11 èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè ñëåäóåò, ÷òî

M(n, d)− iM (T ) > M(n, d)−M(n− 2, d− 2)−M(n− 3, d− 3) = 0,

ïðè÷¼ì iM (T ) = M(n, d) òîëüêî åñëè T èìååò âèä B̃′4,n.
2. Ê âåðøèíå u â T ïðèìûêàþò t öåïåé íà äâóõ âåðøèíàõ (t > 2), îäèí ëèñò, è íåêîòîðîå
äåðåâî T ′, ãäå diam(T ′) > d− 3. Èìååì

iM (T ) 6 M(n− 2, d) + 2t−1 · max
d′>d−3

M(n− 2t− 2, d′). (2)

2.1. Åñëè 2 - (n− d), òî èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî

max
d′>d−3

M(n− 2t− 1, d′) 6 M(n− 2t− 2, d− 2).

Òîãäà (2) âëå÷¼ò

M(n, d)− iM (T ) > M(n, d)−M(n− 2, d)− 2t−1 ·M(n− 2t− 2, d− 2) =
= 2(n−d−1)/2(ψd−2 − ψd−4)− 2t−1(ψd−3 − ψd−4) >
> 2(n−d−1)/2(ψd−2 − ψd−4)− 2(n−d−3)/2(ψd−3 − ψd−4) =
= 2(n−d−3)/2(2ψd−2 − ψd−1) > 0.

2.2. Åñëè 2 | (n− d), òî èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî

max
d′>d−3

M(n− 2t− 2, d′) 6 M(n− 2t− 2, d− 3).

Òîãäà (2) âëå÷¼ò

M(n, d) −iM (T ) > M(n, d)−M(n− 2, d)− 2t−1 ·M(n− 2t− 2, d− 3) =
= 2(n−d−2)/2ψd−1 − 2t−1(ψd−4 − ψd−5)− 2(n−d)/2ψd−5 >
> 2(n−d−2)/2ψd−1 − 2(n−d−2)/2(ψd−4 − ψd−5)− 2(n−d)/2ψd−5 = 0,

ïðè÷¼ì äëÿ ðàâåíñòâà iM (T ) = M(n, d) íåîáõîäèìî, ÷òîáû t = n−d
2 . Íî ïðè t = n−d

2 èìååì

M(n, d)− iM (T ) = 2(n−d)/2(ψd−1 − ψd−2)− ψd−3 > 4(ψd−1 − ψd−2)− ψd−3 > 0.

3. Ê âåðøèíå u â T ïðèìûêàåò îäíà öåïü íà äâóõ âåðøèíàõ, îäèí ëèñò, è äåðåâî T ′, ãäå
diam(T ′) > d − 3. Â ýòîì ñëó÷àå, òàêæå êàê è â ïðåäûäóùèõ, ïðèìåíÿåì ïðåäïîëîæåíèå
èíäóêöèè è ëåììó 2:
3.1. Åñëè 2 | (n− d), òî

M(n, d)− iM (T ) > M(n, d)−M(n− 2, d− 1)−M(n− 4, d− 3) =
= (2(n−d)/2 − 1)(ψd−4 − ψd−5)− ψd−2 + ψd−3 >
> 3(ψd−4 − ψd−5)− ψd−2 + ψd−3 > 0.
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3.2. Åñëè 2 - (n− d), òî

M(n, d)− iM (T ) > M(n, d)−M(n− 2, d− 1)−M(n− 4, d− 2) >
> (2(n−d−1)/2 − 1)(ψd−2 − ψd−4) + ψd−1 − ψd−3 − 1 > 0.

4. Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ê âåðøèíå u ïðèìûêàåò îäíà öåïü íà äâóõ âåðøèíàõ è íå ïðèìûêàåò
íè îäíîãî ëèñòà (òî åñòü deg u = 2). Ðàññìîòðèì âåðøèíó u′, ñîñåäíþþ ñ u è íàõîäÿùóþñÿ íà
ðàññòîÿíèè 3 îò êîíöà äèàìåòðàëüíîé öåïè P . Âîçìîæíû ÷åòûðå ñëó÷àÿ:
4.1. Ê âåðøèíå u′ ïðèìûêàåò õîòÿ áû îäíà öåïü íà äâóõ âåðøèíàõ. Òîãäà M(n, d)− iM (T ) >
D3(n, d), ãäå D3(n, d) = M(n, d)−M(n− 2, d− 1)−M(n− 3, d− 1).
4.1.1. Åñëè n = d+ 3, òî D3(n, d) = 3ψd−2 − ψd−3 − ψd > 0.
4.1.2. Åñëè n = d+ 4, òî ïðè d > 12 âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

D3(n, d) = 2ψd−4 − ψd−3 − ψd−5 > 0,

à ïðè 8 6 d 6 11 íåðàâåíñòâî iM (T ) < M(n, d) ïðîâåðÿåòñÿ ïåðåáîðîì.
4.1.3. Åñëè 2 - (n− d) è n > d+ 5, òî

D3(n, d) > (2(n−d−1)/2 − 1)(ψd−2 − ψd−3) + ψd−1 − ψd−2 − 1 > 0.

4.1.4. Åñëè 2 | (n− d) è n > d+ 6, òî

D3(n, d) = 2(n−d−2)/2(2ψd−4 − ψd−2)− ψd−2 + ψd−3 − 1 >
> 4(2ψd−4 − ψd−2)− ψd−2 + ψd−3 − 1 > 0.

4.2. Ê âåðøèíå u′ íå ïðèìûêàåò íè îäíîé öåïè íà äâóõ âåðøèíàõ, íî ïðèìûêàåò îäèí ëèñò. Â
ýòîì ñëó÷àå èç óòâåðæäåíèÿ 1 è ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè ñëåäóåò, ÷òî iM (T ) 6 2M(n− 3, d−
2) < M(n, d).
4.3. Ñòåïåíü âåðøèíû u′ ðàâíà 2. Â ýòîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì âåðøèíó u′′ � ñîñåäíþþ ñ u′,
íàõîäÿùóþñÿ íà ðàññòîÿíèè 4 îò êîíöà öåïè P . Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñèòóàöèþ, êîãäà ê u′′ íå
ïðèìûêàåò íè îäíîé öåïè íà äâóõ âåðøèíàõ. Åñëè d /∈ {9, 10}, èëè 2 - (n− d), òî óòâåðæäåíèå
òåîðåìû ñðàçó ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè è ðàâåíñòâà

M(n− 2, d− 2) +M(n− 3, d− 3) = M(n, d).

Ñëó÷àè d = 9, 2 - n è d = 10, 2 | n íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü îòäåëüíî èç-çà ¾íåñòàíäàðòíîãî¿
ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè M(n, d) ïðè d = 7, 2 - n:
4.3.1. d = 9 è 2 - n. Åñëè äåðåâî T \{w,w′} íå èçîìîðôíî äåðåâó B̃′7,n−2 è îäíîâðåìåííî äåðåâî

T \ {w,w′, u} íå èçîìîðôíî äåðåâó B̃′6,n−3,p, òî èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè ñëåäóåò, ÷òî

iM (T ) 6 M(n− 2, 7) +M(n− 3, 6)− 2 < M(n, 7).

Åñëè æå äåðåâî T \ {w,w′} èçîìîðôíî äåðåâó B̃′7,n−2, èëè äåðåâî T \ {w,w′, u} èçîìîðôíî
äåðåâó B̃′6,n−3,p, òî äåðåâî T ïîïàäàåò ïîä îäèí èç óæå ðàçîáðàííûõ ñëó÷àåâ 1, 3, 4.2.
4.3.2 d = 10 è 2 | n. Åñëè äåðåâî T \{w,w′} íå èçîìîðôíî äåðåâó B̌′d,n−2 è îäíîâðåìåííî äåðåâî

T \ {w,w′, u} íå èçîìîðôíî äåðåâó B̃′7,n−3, òî èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè ñëåäóåò, ÷òî

iM (T ) 6 M(n− 2, 8) +M(n− 3, 7)− 2 < M(n, 7).

Åñëè äåðåâî T \ {w,w′} èçîìîðôíî äåðåâó B̌′d,n−2, òî è T èìååò âèä B̃′7,n. Åñëè äåðåâî

T \ {w,w′, u} èçîìîðôíî äåðåâó B̃′7,n−3, òî äåðåâî T ïîïàäàåò ïîä îäèí èç óæå ðàçîáðàííûõ
ñëó÷àåâ 1, 3, 4.2.
4.4. Îñòàåòñÿ òåïåðü òîëüêî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ñòåïåíü âåðøèíû u′ ðàâíà 2, à ê âåð-
øèíå u′′ ïðèìûêàåò õîòÿ áû îäíà öåïü íà äâóõ âåðøèíàõ. Âîçìîæíû ÷åòûðå ïîäñëó÷àÿ:
4.4.1. Äåðåâî T èìååò äèàìåòð 8. Òîãäà n > 11 è T èìååò âèä B̂8,n èëè B̂′8,n. Èç ïðèâåä¼ííîé
íèæå òàáëèöû âèäíî, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ iM (T ) < M(n, 8).
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T iM (T ) M(n, 8)− iM (T )
B̂8,n 9 · 2(n−9)/2 + 3 2(n−9)/2 − 1
B̂′8,n 9 · 2(n−10)/2 + 4 5 · 2(n−10)/2 − 4

4.4.2. Äåðåâî T èìååò äèàìåòð 9. Òîãäà n > 14 è T èìååò âèä B̂9,n,p, B̂′9,n,p èëè B̂′′9,n,p. Èç
ïðèâåä¼ííîé íèæå òàáëèöû âèäíî, ÷òî âî âñåõ òð¼õ ñëó÷àÿõ iM (T ) < M(n, 9).

T iM (T ) íèæíÿÿ îöåíêà
äëÿ (M(n, 9)− iM (T ))

B̂9,n,p 9 · 2(n−10)/2 + 3(2p + 2(n−10−2p)/2) + 1 7 · 2(n−12)/2 − 5
B̂′9,n,p 9 · 2(n−11)/2 + 3 · 2p + 6 · 2(n−11−2p)/2 3 · 2(n−9)/2 − 6
B̂′′9,n,p 9 · 2(n−12)/2 + 6(2p + 2(n−12−2p)/2) 2(n−4)/2 − 10

4.4.3. d > 10 è ê âåðøèíå u′′ â T ïðèìûêàþò t äâóõâåðøèííûõ öåïåé, îäíà ÷åòûð¼õâåðøèííàÿ
öåïü, è äåðåâî T ′, ãäå diam(T ′) > d− 5. Òîãäà, åñëè 2 | (n− d) è n > d+ 6, òî

M(n, d)− iM (T ) > M(n, d)−M(n− 2, d)− 3 · 2t−1 ·M(n− 2t− 5, d− 4) =
= 2(n−d−2)/2(ψd−1 − 3ψd−6)− 3 · 2t−1(ψd−5 − ψd−6) >
> 2(n−d−2)/2(ψd−1 − 3ψd−6)− 3 · 2(n−d−4)/2(ψd−5 − ψd−6) =
= 2(n−d−4)/2(2ψd−4 − ψd−3) > 0.

Åñëè n = d+ 4, òî t = 1 è

M(n, d)− iM (T ) > M(d+ 4, d)−M(d+ 2, d)− 3M(d− 3, d− 4) =
= 4ψd−1 − 2ψd − 2ψd−3 > 0.

Åñëè 2 - (n− d), òî

M(n, d)− iM (T ) > M(n, d)−M(n− 2, d)− 3 · 2t−1 ·M(n− 2t− 5, d− 5) =
= 2(n−d−1)/2(ψd−2 − 3ψd−7)− 3 · 2t−1(ψd−6 − ψd−7) >
> 2(n−d−1)/2(ψd−2 − 3ψd−7)− 3 · 2(n−d−3)/2(ψd−6 − ψd−7) =
= 2(n−d−3)/2(2ψd−2 − 3ψd−4) > 0.

4.4.4. d > 10 è ê âåðøèíå u′′ â T ïðèìûêàþò t äâóõâåðøèííûõ öåïåé, îäèí ëèñò, îäíà ÷åòû-
ð¼õâåðøèííàÿ öåïü, è äåðåâî T ′, ãäå diam(T ′) > d − 5. Òîãäà, åñëè 2 | (n − d) è n > d + 6,
òî

M(n, d)− iM (T ) > M(n, d)−M(n− 2, d)− 3 · 2t−1 ·M(n− 2t− 6, d− 5) =
= 2(n−d−2)/2(ψd−1 − 3ψd−7)− 3 · 2t−1(ψd−6 − ψd−7) >
> 2(n−d−2)/2(ψd−1 − 3ψd−7)− 3 · 2(n−d−4)/2(ψd−6 − ψd−7) =
= 2(n−d−4)/2(2ψd−3 − ψd−4) > 0.

Åñëè n = d+ 4, òî t = 1 è

M(n, d)− iM (T ) > M(d+ 4, d)−M(d+ 2, d)− 3M(d− 4, d− 5) =
= ψd−1 + 2ψd−3 − 2ψd−2 > 0.

Åñëè 2 - (n− d), òî

M(n, d)− iM (T ) > M(n, d)−M(n− 2, d)− 3 · 2t−1 ·M(n− 2t− 6, d− 4) =
= 2(n−d−3)/2(2ψd−2 − 3ψd−6)− 3 · 2t−1(ψd−5 − ψd−6) >
> 2(n−d−3)/2(2ψd−2 − 3ψd−6)− 3 · 2(n−d−5)/2(ψd−5 − ψd−6) =
= 2(n−d−5)/2(4ψd−2 − 3ψd−3) > 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Êàôåäðà ñèñòåìíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

1 Ââåäåíèå

Äåêîìïèëÿòîð � ýòî ïðîãðàììíàÿ ñèñòåìà, âîññòàíàâëèâàþùàÿ ïðîãðàììû íà ÿçûêå âû-
ñîêîãî óðîâíÿ èç ïðîãðàìì íà ÿçûêå íèçêîãî óðîâíÿ, èç îáúåêòíîãî êîäà èëè èç èñïîëíÿåìûõ
ôàéëîâ. Äåêîìïèëÿöèÿ òðåáóåò ðàçðàáîòêè àëãîðèòìîâ è ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ èíôîðìà-
öèè îá èñõîäíîé ïðîãðàììå, êîòîðàÿ áûëà óòðà÷åíà èëè ñóùåñòâåííî ïðåîáðàçîâàíà â ïðîöåññå
êîìïèëÿöèè. Äåêîìïèëÿöèÿ âîñòðåáîâàíà â òàêèõ îáëàñòÿõ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, êàê
îáåñïå÷åíèå èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè, ïîääåðæêà óíàñëåäîâàííîãî êîäà è ò.ä.

Îáåñïå÷åíèå èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè òðåáóåò ïðîâåðêè ïðîãðàììû íà íàëè÷èå âðå-
äîíîñíîãî êîäà, óÿçâèìîñòåé è ðåøåíèÿ äðóãèõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ðàçâèòûå
èíñòðóìåíòàëüíûå ñðåäñòâà, êîãäà äîñòóïåí èñõîäíûé êîä ïðèëîæåíèé. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïðî-
ãðàìì íà ÿçûêàõ âûñîêîãî óðîâíÿ, òàêèõ êàê C è C++, ñóùåñòâóþò ðàçâèòûå èíñòðóìåíòàëü-
íûå ñðåäñòâà ïîèñêà îøèáîê [1], óäîáíîé íàâèãàöèè ïî èñõîäíîìó êîäó [2] è äðóãèå. Îäíàêî
íà ïðàêòèêå ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ðàáîòàòü ñ ïðèëîæåíèÿìè, êîòîðûå äîñòóïíû òîëüêî â áèíàð-
íîì âèäå, è ïîëó÷èòü èñõîäíûå êîäû êîòîðûõ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, âî-ïåðâûõ, ïî
ïðè÷èíå òîãî, ÷òî ýòî ïðèëîæåíèå áûëî ðàçðàáîòàíî ñòîðîííèìè ðàçðàáîò÷èêàìè, âî-âòîðûõ,
ïî ïðè÷èíå óòðàòû èñõîäíûõ êîäîâ. Äëÿ ïðîãðàìì â áèíàðíîì ïðåäñòàâëåíèè èíñòðóìåí-
òàëüíûå ñðåäñòâà, ïîçâîëÿþùèå âûïîëíÿòü àíàëèç èõ ðàáîòû, ðàçâèòû õóæå, íåæåëè àíàëî-
ãè÷íûå èíñòðóìåíòû äëÿ ïðîãðàìì âûñîêîãî óðîâíÿ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïðîãðàìì íà ÿçûêå
àññåìáëåðà ðàçðàáàòûâàåòñÿ èíñòðóìåíòàëüíîå ñðåäñòâî [3], êîòîðîå ïîçâîëÿåò àíàëèçèðîâàòü
àññåìáëåðíóþ ïðîãðàììó íà íàëè÷èå îøèáîê è óÿçâèìîñòåé, íî äàæå åãî íàëè÷èå íå îáåñïå-
÷èâàåò âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ âñåõ çàäà÷ àíàëèçà íèçêîóðîâíåâûõ ïðîãðàìì ñ òî÷êè çðåíèÿ
èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòêà èíñòðóìåíòàëüíîãî ñðåäñòâà, ïîçâîëÿþùåãî âîññòàíàâëèâàòü
áèíàðíóþ ïðîãðàììó èëè ïðîãðàììó íà ÿçûêå àññåìáëåðà â ïðîãðàììó íà ÿçûêå âûñîêîãî
óðîâíÿ, àêòóàëüíà, òàê êàê, â ÷àñòíîñòè, íàëè÷èå òàêîãî ñðåäñòâà ïîçâîëèò àíàëèçèðîâàòü
íèçêîóðîâíåâûå ïðèëîæåíèÿ, èñïîëüçóÿ ðàçâèòûå ìåòîäû è èíñòðóìåíòû, ïðåäíàçíà÷åííûå
äëÿ àíàëèçà âûñîêîóðîâíåâûõ ïðèëîæåíèé.

Äåêîìïèëÿöèÿ ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ è ïðè àíàëèçå ïðîãðàìì, èñõîäíûé êîä êîòîðûõ äîñòó-
ïåí. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ðàçðàáîòêå âûñîêîíàäåæíûõ ïðèëîæåíèé â ðàñ÷¼ò ïðèíèìàåòñÿ äàæå
âîçìîæíîñòü îøèáîê èëè íåêîððåêòíûõ îïòèìèçàöèé â êîìïèëÿòîðå, êîòîðûå ìîãóò ïðèâåñòè
ê íåïðàâèëüíîé ðàáîòå ïðîãðàììû è ïîÿâëåíèþ óÿçâèìîñòåé [4]. Ïðèìåð òàêîé îïòèìèçàöèè �
óñòðàíåíèå êîìïèëÿòîðîì Microsoft Visual C++ .NET âûçîâà ôóíêöèè memset. Êîìïèëÿòîð
ìîæåò çàìåòèòü, ÷òî ïîñëå âûçîâà ôóíêöèè memset î÷èùåííûé ìàññèâ äàëåå íèãäå íå èñïîëü-
çóåòñÿ, è óäàëèò å¼ âûçîâ [5]. Îäíàêî ôóíêöèÿ memset ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ î÷èñòêè
ëîêàëüíîãî áóôåðà, ñîäåðæàùåãî ñåêðåòíûå äàííûå, íàïðèìåð ïàðîëü, êîòîðûå äîëæíû áûòü
óäàëåíû èç ïàìÿòè, ÷òîáû èõ íåëüçÿ áûëî èçâëå÷ü ïîñðåäñòâîì ñîõðàíåíèÿ ñîäåðæèìîãî ïà-
ìÿòè èëè êàêèì-ëèáî èíûì ñïîñîáîì. Âîññòàíîâëåííûé äåêîìïèëÿòîðîì êîä ìîæåò èñïîëü-
çîâàòüñÿ äëÿ ïîèñêà íåñîîòâåòñòâèé ìåæäó ñãåíåðèðîâàííûì îáúåêòíûì êîäîì è èñõîäíîé
ïðîãðàììîé.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îäíîé èç ïîäçàäà÷ äåêîìïèëÿöèè � âîññòàíîâëåíèþ óïðàâëÿþ-
ùèõ êîíñòðóêöèé. Â ñòàòüå ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ñòðóêòóðíûõ êîí-
ñòðóêöèé ÿçûêà âûñîêîãî óðîâíÿ: if-then, if-then-else, while, do-while, switch è try-catch
ïî ïîòîêó àññåìáëåðíûõ èíñòðóêöèé. Çàìåòèì, ÷òî ðàçíûå âûñîêîóðîâíåâûå óïðàâëÿþùèå
êîíñòðóêöèè ïðîãðàììû ìîãóò îòîáðàæàòüñÿ â îäíó è òó æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àññåìáëåð-
íûõ èíñòðóêöèé, íàïðèìåð, îäèí è òîò æå öèêë ìîæåò áûòü çàïèñàí ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà for,
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while èëè äàæå ïîñðåäñòâîì êîìáèíèðîâàíèÿ îïåðàòîðîâ if è goto. Ïðè äåêîìïèëÿöèè òðå-
áóåòñÿ âîññòàíîâèòü íàèáîëåå âûñîêîóðîâíåâóþ óïðàâëÿþùóþ êîíñòðóêöèþ èç ïîäõîäÿùèõ, â
÷àñòíîñòè, äëÿ äàííîãî ïðèìåðà íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì áóäåò âîññòàíîâëåíèå îïåðàòîðà
for, ïîòîì îïåðàòîðà while, à âîññòàíîâëåíèå öèêëà ïîñðåäñòâîì èñïîëüçîâàíèÿ îïåðàòîðîâ
if è goto âîîáùå íå æåëàòåëüíî.

Â ñòàòüå îïèñàí ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ óïðàâëÿþùèõ êîíñòðóêöèé, ðåàëèçîâàííûé â äåêîì-
ïèëÿòîðå TyDec, êîòîðûé ðàçðàáàòûâàåòñÿ â Èíñòèòóòå ñèñòåìíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÐÀÍ.

Âîññòàíîâëåíèþ ñòàíäàðòíûõ óïðàâëÿþùèõ êîíñòðóêöèé if, while, for ïîñâÿùåíî äîñòà-
òî÷íîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, è ñóùåñòâóþò ìîùíûå àëãîðèòìû, â òî âðåìÿ êàê âîññòàíîâëåíèþ
îïåðàòîðà ìíîæåñòâåííîãî âûáîðà switch â òåîðèè è íà ïðàêòèêå óäåëåíî çíà÷èòåëüíî ìåíü-
øå âíèìàíèÿ. Â ñòàòüå îïèñàí ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðà switch, êîòîðûé ðåàëèçîâàí â
äåêîìïèëÿòîðå TyDec. Òàêæå íàäî îòìåòèòü, ÷òî íà ïðàêòèêå âîñòðåáîâàíû ìåòîäû âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ïðîãðàìì íå òîëüêî â ÿçûê Ñè, íî è â ÿçûê Ñè++, îäíàêî íàðàáîòîê êàê ïðàêòè÷åñêèõ,
òàê è òåîðåòè÷åñêèõ â ýòîé îáëàñòè íåìíîãî. Ìíîæåñòâî óïðàâëÿþùèõ êîíñòðóêöèé ÿçûêà
Ñè++ ðàñøèðÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà óïðàâëÿþùèõ êîíñòðóêöèé ÿçûêà Ñè îïåðàòîðà-
ìè ðàáîòû ñ èñêëþ÷èòåëüíûìè ñèòóàöèÿìè. Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíî îïèñàíèå ìåòîäà, ïîçâîëÿ-
þùåãî âîññòàíàâëèâàòü îïåðàòîðû ðàáîòû ñ èñêëþ÷èòåëüíûìè ñèòóàöèÿìè ÿçûêà Ñè++.

Â ðàáîòå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äåêîìïèëÿòîðó íà âõîä ïîäà¼òñÿ ïðîãðàììà íà ÿçûêå àññåì-
áëåðà äëÿ àðõèòåêòóðû IA-32, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ðàáîòû êîìïèëÿòîðà èëè âîññòàíîâ-
ëåííàÿ èç îáúåêòíîãî êîäà ñ ïîìîùüþ äèçàññåìáëåðà. Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ
ïðîãðàììà áûëà íàïèñàíà íà ÿçûêàõ Cè èëè Ñè++.

Îïèñûâàåìûå â ñòàòüå àëãîðèòìû è ìåòîäû ñ íåçíà÷èòåëüíûìè ìîäèôèêàöèÿìè ìîãóò
ïðèìåíÿòüñÿ è äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïðîãðàìì äëÿ äðóãèõ ïëàòôîðì è íà äðóãèõ ÿçûêàõ, äî-
ïóñêàþùèõ êîìïèëÿöèþ â èñïîëíÿåìûé êîä íà ìàøèííîì ÿçûêå.

Ñòàòüÿ èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Â ðàçäåëå 2 ïðèâîäèòñÿ îáçîð ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ
ñòðóêòóðíîãî àíàëèçà. Â ðàçäåëå 3 ïðåäñòàâëåíû ìåòîäû ñòðóêòóðíîãî àíàëèçà, ðåàëèçîâàí-
íûå â äåêîìïèëÿòîðå TyDec. Â ðàçäåëå 4 ïîäðîáíî îòðàæåíû îñîáåííîñòè ðåàëèçàöèè îáðàáîò-
êè èñêëþ÷èòåëüíûõ ñèòóàöèé â ÿçûêå C++ è ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ êîíñòðóêöèé
âîçáóæäåíèÿ è îáðàáîòêè èñêëþ÷åíèé.

2 Îáçîð ðàáîò ïî âîññòàíîâëåíèþ ñòðóêòóðíûõ êîíñòðóêöèé

Îäíîé èç íàèáîëåå ïîëíûõ ìîíîãðàôèé, ïîñâÿùåííûõ ðàçðàáîòêå òðàíñëÿòîðîâ, ÿâëÿåòñÿ
ìîíîãðàôèÿ [6]. Òðàäèöèîííî êîìïèëÿòîð èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó: ëåêñè÷åñêèé àíàëè-
çàòîð, ñèíòàêñè÷åñêèé àíàëèçàòîð, ñåìàíòè÷åñêèé àíàëèçàòîð, îïòèìèçàòîð è êîäîãåíåðàòîð.
Îïòèìèçàöèÿ è êîäîãåíåðàöèÿ � ýòî íàèáîëåå ñëîæíûå ýòàïû ðàáîòû êîìïèëÿòîðà. Îäíîé èç
ïîäçàäà÷ îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíûé àíàëèç èëè àíàëèç ïîòîêà óïðàâëåíèÿ.

Â ìîíîãðàôèè [6] ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ìåòîäà àíàëèçà ïîòîêà óïðàâëåíèÿ: ïåðâûé ìåòîä
îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè äîìèíèðóþùèõ ìíîæåñòâ âåðøèí ãðàôà ïîòîêà óïðàâëåíèÿ, à âòîðîé
ìåòîä � èíòåðâàëüíûé àíàëèç, îáîáùåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíûé àíàëèç.

Àíàëèç ïîòîêà óïðàâëåíèÿ, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè äîìèíèðóþùèõ ìíîæåñòâ âåðøèí
ãðàôà ïîòîêà óïðàâëåíèÿ, ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü òîëüêî ñ öèêëàìè è áåç ñóùåñòâåííûõ ìîäèôè-
êàöèé íåïðèìåíèì äëÿ âûÿâëåíèÿ óñëîâíûõ îïåðàòîðîâ. Â ýòîì ìåòîäå ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ
äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî âåðøèí, âûïîëíÿåìîå ëèáî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ïîñëåäîâàòåëü-
íîé èòåðàöèè, ëèáî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Ëåíãàóýðà-Òàðüÿíà. Àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíîé
èòåðàöèè çàâåðøàåòñÿ ïðè äîñòèæåíèè äîìèíèðóþùèìè ìíîæåñòâàìè íåïîäâèæíîé òî÷êè.
Àëãîðèòì Ëåíãàóýðà-Òàðüÿíà ðàáîòàåò áûñòðåå, åãî âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü O(n · α(n)), îäíàêî
îí áîëåå ñëîæíûé â ðåàëèçàöèè.

Ïîñëå òîãî êàê äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî íàéäåíî, âûïîëíÿåòñÿ ðàçìåòêà äóã ãðàôà ïî-
òîêà óïðàâëåíèÿ. Äóãè ãðàôà ïîòîêà óïðàâëåíèÿ êëàññèôèöèðóþòñÿ íà ïðÿìûå, îáðàòíûå è
êîñûå. Ïðÿìàÿ äóãà � ýòî äóãà èç äîìèíèðóþùåé âåðøèíû â äîìèíèðóåìóþ, îáðàòíàÿ äóãà �
ýòî äóãà èç äîìèíèðóåìîé âåðøèíû â äîìèíèðóþùóþ, âñå ïðî÷èå äóãè ïîìå÷àþòñÿ êàê êîñûå.
Ðàçìå÷åííûé ãðàô ïîòîêà óïðàâëåíèÿ ïîçâîëÿåò âûäåëèòü óïðàâëÿþùèå êîíñòðóêöèè, íàïðè-
ìåð, îáðàòíîé äóãå m → n ñîîòâåòñòâóåò öèêë, ñîñòîÿùèé èç âåðøèíû n è âñåõ âåðøèí, èç
êîòîðûõ äîñòóïíà m ïî ïóòè, íå ñîäåðæàùåìó n. Â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå öèêëó â èñõîäíîé ïðî-
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ãðàììå ñîîòâåòñòâóåò êîìïîíåíòà ñèëüíîé ñâÿçíîñòè ãðàôà ïîòîêà óïðàâëåíèÿ. Íåäîñòàòêîì
ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ íåáîëüøîé íàáîð îáíàðóæèâàåìûõ ñòðóêòóðíûõ êîíñòðóêöèé (òîëüêî
öèêëû) è îòíîñèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè.

Èíòåðâàëüíûé àíàëèç îñíîâàí íà ïîñëåäîâàòåëüíîì âûäåëåíèè ðåãèîíîâ ðàçëè÷íûõ òèïîâ
è îáúåäèíåíèåì èõ â îäíó íîâóþ âåðøèíó ãðàôà ïîòîêà óïðàâëåíèÿ. Ðåãèîí � ýòî íàáîð áàçî-
âûõ áëîêîâ, èìåþùèé íå áîëåå îäíîé âõîäÿùåé è íå áîëåå îäíîé èñõîäÿùåé äóãè. Ïðîñòåéøèì
ñëó÷àåì ðåãèîíà ÿâëÿåòñÿ áàçîâûé áëîê. Íà ïåðâîé èòåðàöèè ðàáîòû àëãîðèòìà âñå áàçîâûå
áëîêè ïîìå÷àþòñÿ êàê ñàìîñòîÿòåëüíûå ðåãèîíû. Äëÿ âûäåëåíèÿ ðåãèîíîâ ñòðîèòñÿ äåðåâî îá-
õîäà ãðàôà ïîòîêà óïðàâëåíèÿ â ãëóáèíó. Âåðøèíû èññëåäóþòñÿ â îáðàòíîì ïîðÿäêå îáõîäà.
Åñëè äâà ðåãèîíà ñîåäèíåíû òîëüêî îäíîé äóãîé, òàêèå ðåãèîíû îáúåäèíÿþòñÿ, åñëè âåðøèíà
ÿâëÿåòñÿ âõîäíîé òî÷êîé öèêëè÷åñêîé èëè àöèêëè÷åñêîé óïðàâëÿþùåé êîíñòðóêöèè, òî ðå-
ãèîí, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîé êîíñòðóêöèè, âûäåëÿåòñÿ â íîâóþ âåðøèíó, è ñîîòâåòñòâóþùèì
îáðàçîì êîððåêòèðóþòñÿ äóãè. Òèï êîíñòðóêöèè îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì ñðàâíåíèåì
ïîäãðàôîâ, âêëþ÷àþùèõ ðàññìàòðèâàåìóþ âåðøèíó, ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè øàáëîíàìè. Àëãî-
ðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, êîãäà ïðåîáðàçîâàííûé ãðàô íå ñîäåðæèò äóã è ñîñòîèò òîëüêî èç
îäíîãî ðåãèîíà.

Â ñàìîé ïðîñòîé âåðñèè èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà âûïîëíÿåòñÿ âûäåëåíèå òîëüêî öèêëîâ, à
óñëîâíûå ïåðåõîäû íå àíàëèçèðóþòñÿ. Îáîáùåíèåì èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ ñòðóê-
òóðíûé àíàëèç, ãäå ïîìèìî öèêëîâ âûäåëÿþòñÿ åùå è óñëîâíûå îïåðàòîðû, à èìåííî, âû-
äåëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òèïû ðåãèîíîâ: block, if-then, if-then-else, self loop, while loop,
natural loop, improper interval (íåïðèâîäèìûé ïîäãðàô, ñòðîãî ãîâîðÿ íå ÿâëÿþùèéñÿ ðå-
ãèîíîì â íàøåì îïðåäåëåíèè).

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà Ñ. Cifuentes [7] ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ
ðàçðàáîòêå äåêîìïèëÿòîðà â ÿçûê Ñè. Ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòðóêöèé â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ðàáîòå, ðåàëèçîâàí àâòîðîì â äåêîìïèëÿòîðå dcc. Ñòðóêòóðíûé àíàëèç îñíîâàí
íà âûäåëåíèè â èñõîäíîì ãðàôå ïîòîêà óïðàâëåíèÿ óïðàâëÿþùèõ êîíñòðóêöèé ïîñðåäñòâîì
íåêîòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ åãî â ñåìàíòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûé ãðàô.

Òàê êàê ïðè äåêîìïèëÿöèè â îáùåì ñëó÷àå çàðàíåå íåèçâåñòíî, íà êàêîì ÿçûêå áûëà
íàïèñàíà èñõîäíàÿ ïðîãðàììà, àâòîð âûäåëÿåò ìíîæåñòâî óïðàâëÿþùèõ êîíñòðóêöèé, îá-
ùèõ äëÿ áîëüøèíñòâà ÿçûêîâ âûñîêîãî óðîâíÿ: composition, conditional, pre-tested loop,
single branching conditional, n-way conditional, post-tested loop, endless loop. Â òåõ
ñëó÷àÿõ, êîãäà èñõîäíûé ãðàô íå ìîæåò áûòü ñòðóêòóðèðîâàí ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäîïðåäå-
ë¼ííîãî ìíîæåñòâà ñòðóêòóðíûõ êîíñòðóêöèé, èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð goto.

Ïîðÿäîê âûäåëåíèÿ óïðàâëÿþùèõ êîíñòðóêöèé âëèÿåò íà êîíå÷íûé âèä ãðàôà. Â ïðåäëà-
ãàåìîì àâòîðîì ìåòîäå èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ïîðÿäîê âûäåëåíèÿ óïðàâëÿþùèõ êîíñòðóê-
öèé: n-way conditionals, loops, 2-way conditionals.

Äëÿ ïîèñêà öèêëîâ êàæäàÿ âåðøèíà x ïðîâåðÿåòñÿ íà íàëè÷èå âõîäÿùåãî â íå¼ îáðàòíîãî
ðåáðà èç êàêîé-ëèáî âåðøèíû y, âõîäÿùåé â òîò æå ðåãèîí. Öèêë ñîñòîèò èç âñåõ âåðøèí,
âñòðå÷àþùèõñÿ â ïðîöåññå îáõîäà ãðàôà â ãëóáèíó ïîçæå çàãîëîâêà x è ðàíüøå çàìûêàþ-
ùåé âåðøèíû y, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó è òîìó æå èíòåðâàëó è äîìèíèðóåìûõ çàãîëîâêîì
öèêëà. Öèêëû, ó êîòîðûõ çàãîëîâîê èëè çàìûêàþùàÿ âåðøèíà ïðèíàäëåæàò äðóãîìó öèêëó,
ñ÷èòàþòñÿ íåïðèâîäèìûìè, è ïðè èõ âîññòàíîâëåíèè èñïîëüçóþòñÿ îïåðàòîðû goto. Ïîñëå
âûÿâëåíèÿ öèêëîâ îïðåäåëÿåòñÿ èõ òèï. Öèêë ñ ïðåäóñëîâèåì èìååò çàãîëîâîê ñ äâóìÿ èñ-
õîäÿùèìè ð¼áðàìè è çàìûêàþùóþ âåðøèíó ñ îäíèì îáðàòíûì ðåáðîì â çàãîëîâîê. Öèêë ñ
ïîñòóñëîâèåì, íàîáîðîò, èìååò çàìûêàþùóþ âåðøèíó ñ äâóìÿ ð¼áðàìè: â çàãîëîâîê è âîâíå
öèêëà. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ öèêë ñ÷èòàåòñÿ áåñêîíå÷íûì.

Óñëîâíûå êîíñòðóêöèè è êîíñòðóêöèè ñîêðàù¼ííîãî âû÷èñëåíèÿ âûðàæåíèé îïðåäåëÿþòñÿ
ïóò¼ì ñðàâíåíèÿ ïîäãðàôîâ ñ îáðàçöàìè.

Íà ïðàêòèêå âñòðå÷àþòñÿ íåïðèâîäèìûå ãðàôû, ñîäåðæàùèå íåñêîëüêî òî÷åê âõîäà. Òàê
êàê àëãîðèòì âûäåëåíèÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòðóêöèé íå äîëæåí èçìåíÿòü ñåìàíòèêó ãðàôà
ïîòîêà óïðàâëåíèÿ, äóáëèðîâàíèå âåðøèí íå ïðèìåíÿåòñÿ, è ãðàô îñòàâëÿåòñÿ â èñõîäíîì
âèäå, à ïðè âîññòàíîâëåíèè ïðîãðàììû èñïîëüçóþòñÿ goto.

Èçëîæåííûå âûøå ìåòîäû íå ïîëíîñòüþ ðåøàþò çàäà÷ó ñòðóêòóðíîãî àíàëèçà, òàê êàê, ñ
îäíîé ñòîðîíû, ìåòîäû, îïèñàííûå â ìîíîãðàôèè [6], îðèåíòèðîâàíû íà ïðÿìóþ çàäà÷ó êîì-
ïèëÿöèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìåòîäû, îïèñàííûå â ðàáîòå [7], íåäîñòàòî÷íî ïîëíû, â ÷àñòíîñòè,
íå ïîääåðæèâàåòñÿ âîññòàíîâëåíèå îïåðàòîðà ìíîæåñòâåííîãî âûáîðà switch è íå ïîääåðæè-
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âàåòñÿ âîññòàíîâëåíèå îáðàáîòêè èñêëþ÷èòåëüíûõ ñèòóàöèè ÿçûêà Ñè++.

3 Ñòðóêòóðíûé àíàëèç â çàäà÷å äåêîìïèëÿöèè

Ñòðóêòóðíûé àíàëèç, êàê â êîíòåêñòå ïðÿìîé çàäà÷è � êîìïèëÿöèè, òàê è â êîíòåêñòå
îáðàòíîé çàäà÷è îñíîâàí íà àíàëèçå ãðàôà ïîòîêà óïðàâëåíèÿ. Â çàäà÷å äåêîìïèëÿöèè ãðàô
ïîòîêà óïðàâëåíèÿ ñòðîèòñÿ ïî ïîòîêó àññåìáëåðíûõ èíñòðóêöèé.

Êàæäîé ïîäïðîãðàììå, â èñõîäíîé ïðîãðàììå ñîîòâåòñòâóåò ñâîé ãðàô ïîòîêà óïðàâëåíèÿ.
Îòìåòèì, ÷òî ðàçáèåíèå ãðàôà ïîòîêà óïðàâëåíèÿ íà ïîäïðîãðàììû ïðîâîäèòñÿ äî ñòðóêòóð-
íîãî àíàëèçà.

Ïîñòðîåíèå ãðàôà ïîòîêà óïðàâëåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà âñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü èíñòðóêöèé ðàçáèâàåòñÿ íà áàçîâûå áëîêè. Â áàçîâûå áëîêè îáúåäèíÿþòñÿ
âñå èíñòðóêöèè, êîòîðûå ãàðàíòèðîâàíî âûïîëíÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî. Ãðàíèöàìè áàçîâûõ
áëîêîâ ÿâëÿþòñÿ ìåòêè, óñëîâíûå è áåçóñëîâíûå ïåðåõîäû, âûçîâû ôóíêöèé, ìåíÿþùèå ïî-
òîê óïðàâëåíèÿ: exit, _exit, longjmp, __cxa_throw, __CxxThrowException è äðóãèå. Ïîñòðî-
åííûå òàêèì îáðàçîì áàçîâûå áëîêè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ãðàôà ïîòîêà óïðàâëåíèÿ. Äàëåå
ñòðîÿòñÿ äóãè ãðàôà ïîòîêà óïðàâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå âñåì âîçìîæíûì ïåðåäà÷àì óïðàâ-
ëåíèÿ ìåæäó áàçîâûìè áëîêàìè. Åñëè áàçîâûé áëîê çàâåðøàåòñÿ èíñòðóêöèåé ïåðåõîäà, òî â
ãðàô ïîòîêà óïðàâëåíèÿ äîáàâëÿåòñÿ äóãà, ñîåäèíÿþùàÿ ýòîò áàçîâûé áëîê è áàçîâûé áëîê,
â êîòîðûé ïåðåäàåòñÿ óïðàâëåíèå. Åñëè áàçîâûé áëîê çàâåðøàåòñÿ óñëîâíûì ïåðåõîäîì èëè
èíñòðóêöèåé, íå ìåíÿþùåé ïîòîê óïðàâëåíèÿ, òî äîáàâëÿåòñÿ äóãà â ñëåäóþùèé áàçîâûé áëîê.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî íå âñå äóãè ãðàôà ïîòîêà óïðàâëåíèÿ ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû â ïðî-
öåññå ñòàòè÷åñêîãî àíàëèçà ïðîãðàììû. Íàïðèìåð, ïðè êîñâåííûõ ïåðåõîäàõ ïî òàáëèöå ïå-
ðåõîäîâ, êàê ïðàâèëî, ãåíåðèðóåìûõ ïðè òðàíñëÿöèè îïåðàòîðà switch, àäðåñ ïåðåõîäà çà-
ãðóæàåòñÿ èç ÿ÷åéêè ïàìÿòè. Õîòÿ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìíîæåñòâî òàêèõ àäðåñîâ ïåðåõîäîâ
ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî, â îáùåì ñëó÷àå ýòà çàäà÷à àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà. Êðîìå òîãî,
â ÿçûêàõ, ïîääåðæèâàþùèõ îáðàáîòêó èñêëþ÷èòåëüíûõ ñèòóàöèé, ïîñëå èíñòðóêöèè âûçî-
âà ïîäïðîãðàììû ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ íåÿâíûå ïåðåõîäû íà îáðàáîò÷èêè èñêëþ÷åíèé. Êàê
ñëåäñòâèå, îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ îïåðàòîðîâ switch è try-catch çàêëþ÷àåòñÿ â
ïîñòðîåíèè äóã ãðàôà ïîòîêà óïðàâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåÿâíûì ïåðåõîäàì.

Ïîñëå òîãî êàê ãðàô ïîòîêà óïðàâëåíèÿ ïîñòðîåí, âûïîëíÿåòñÿ âîññòàíîâëåíèå âûñîêî-
óðîâíåâûõ óïðàâëÿþùèõ êîíñòðóêöèé.

Ðàçðàáîòàííûé àâòîðàìè ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ óïðàâëÿþùèõ êîíñòðóêöèé îñíîâàí íà àë-
ãîðèòìå, îïèñàííîì â ðàçäåëå 2, îäíàêî èìååò íåñêîëüêî ìîäèôèêàöèé.

Ãðàô ïîòîêà óïðàâëåíèÿ â ïðîöåññå àíàëèçà ïåðåñòðàèâàåòñÿ â ãðàô ðåãèîíîâ. Ñíà÷àëà
âûïîëíÿåòñÿ ðàçìåòêà äóã ãðàôà íà ïðÿìûå, îáðàòíûå è êîñûå. Ïîñòðîåíèå ðåãèîíîâ âûïîë-
íÿåòñÿ èòåðàòèâíî. Èçíà÷àëüíî êàæäûé áàçîâûé áëîê ïîìå÷àåòñÿ êàê ñàìîñòîÿòåëüíûé ðåãè-
îí. Äàëåå íà ãðàô íàêëàäûâàþòñÿ øàáëîíû, ñîîòâåòñòâóþùèå âîññòàíàâëèâàåìûì ñòðóêòóð-
íûì êîíñòðóêöèÿì: block, if-then, if-then-else, compound condition, endless loop, while,
do-while, natural loop, switch. Ïîäãðàôû, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì øàáëîíàì, ïðèâåäåíû íà
ðèñ. 1. Íàëîæåíèå øàáëîíîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáõîä â ãëóáèíó ãðàôà ïîòîêà óïðàâëåíèÿ.
Åñëè íåêîòîðûé ïóòü ñîîòâåòñòâóåò øàáëîíó, òî âñå áàçîâûå áëîêè ýòîãî ïóòè âûäåëÿþòñÿ â
íîâûé ðåãèîí, ïîñëå ÷åãî íàëîæåíèå âûïîëíÿåòñÿ ñî ñëåäóþùåãî íå ïðîéäåííîãî íà äàííîé
èòåðàöèè ðåãèîíà. Îáõîä âûïîëíÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà âåñü ãðàô ïîòîêà óïðàâëåíèÿ íå áóäåò
ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé îäèí ðåãèîí.

Ïîðÿäîê íàëîæåíèÿ øàáëîíîâ âëèÿåò íà ñòðóêòóðó âîññòàíîâëåííîé ïðîãðàììû. Ýêñïå-
ðèìåíòàëüíî áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ êîëè÷åñòâà âîññòàíàâëèâàåìûõ óïðàâëÿ-
þùèõ êîíñòðóêöèé ýôôåêòèâíåå ñíà÷àëà âûïîëíÿòü íàëîæåíèå øàáëîíîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
öèêëàì, ïîòîì øàáëîíîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ àöèêëè÷åñêèì êîíñòðóêöèÿì.

Ïðèçíàêîì öèêëà ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå îáðàòíîé äóãè, âõîäÿùåé â ðåãèîí, ñ êîòîðîãî íà÷è-
íàåòñÿ îáõîä ãðàôà ïðè íàëîæåíèè øàáëîíà. Íà÷èíàÿ ñ ðåãèîíà, â êîòîðûé âõîäèò îáðàòíàÿ
äóãà, âûïîëíÿåòñÿ ïðîäâèæåíèå ïî ãðàôó ïî ïðÿìûì äóãàì äî òåõ ïîð, ïîêà ïóòü íå äîøåë
äî âåðøèíû, èç êîòîðîé íà÷àëñÿ îáõîä; ýòî îáÿçàòåëüíî ñëó÷èòñÿ, òàê êàê â íåå âõîäèò îá-
ðàòíàÿ äóãà. Ïðîéäåííûå âåðøèíû äîëæíû áûòü âîññòàíîâëåíû êàê öèêë. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ
òèïà öèêëà íà âûäåëåííûé ïîäãðàô íàêëàäûâàþòñÿ øàáëîíû öèêëîâ.
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block endless loop while do-while natural loop

if-then if-then-else compound condition switch

Ðèñ. 1: Òèïû âûäåëÿåìûõ ðåãèîíîâ

Ïðè âîññòàíîâëåíèè öèêëîâ îñîáîãî àíàëèçà òðåáóåò âîññòàíîâëåíèå îïåðàòîðà ïðîäîëæå-
íèÿ âûïîëíåíèÿ continue è îïåðàòîðà âûõîäà èç ñåðåäèíû öèêëà break. Îïåðàòîð continue
ðàñïîçíàåòñÿ ïî íàëè÷èþ äóãè èç òåëà öèêëà â çàãîëîâîê, à îïåðàòîð break � íàëè÷èåì äóãè
èç òåëà öèêëà â âûõîäíóþ âåðøèíó öèêëà. Ïóñòü ïðèçíàêîì öèêëà áûëî íàëè÷èå îáðàòíîé
äóãè èç âåðøèíû m â âåðøèíó n. Òî åñòü âåðøèíà n äîìèíèðóåò íàä âåðøèíîé m. Òèï öèêëà
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðèçíàêàì:

• åñëè íå íàéäåíà âûõîäíàÿ âåðøèíà öèêëà, òî òàêîé öèêë ñ÷èòàåòñÿ áåñêîíå÷íûì,
• åñëè ó âåðøèíû n äâå èñõîäÿùèå äóãè, òî íàéäåí öèêë ñ ïðåäóñëîâèåì,
• åñëè âåðøèíû m äâå èñõîäÿùèå äóãè, òî íàéäåí öèêë ñ ïîñòóñëîâèåì.

Ïîñëå òîãî, êàê âûïîëíåíà ïðîâåðêà íà íàëè÷èå öèêëîâ, âûïîëíÿåòñÿ ïîèñê àöèêëè÷å-
ñêèõ óïðàâëÿþùèõ êîíñòðóêöèé. Ñíà÷àëà íàêëàäûâàåòñÿ øàáëîí, ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðà-
òîðó ìíîæåñòâåííîãî âûáîðà switch. Ïîòîì íàêëàäûâàåòñÿ øàáëîí block, à çàòåì øàáëî-
íû, ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâíûì ïåðåõîäàì, ïðè÷åì ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ íàëîæåíèå øàáëîíà
óñëîâíîãî ïåðåõîäà if-then-else, à ïîòîì � if-then.

Âîññòàíîâëåíèå îïåðàòîðà switch âûïîëíÿåòñÿ ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî, êàê ïðàâèëî, îí ïå-
ðåâîäèòñÿ êîìïèëÿòîðîì ëèáî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñðàâíåíèé, ëèáî â ïåðåõîä ïî òàáëèöå.
Ïåðâûé ñïîñîá ðåàëèçàöèè èñïîëüçóåòñÿ äîñòàòî÷íî ðåäêî, à ðåàëèçàöèÿ ÷åðåç ïåðåõîä ïî
òàáëèöå âñòðå÷àåòñÿ ïî÷òè âñåãäà, îñîáåííî åñëè çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ìåòêàì case,
ñãðóïïèðîâàíû áëèçêî íà îñè öåëûõ ÷èñåë.

Ïåðâûé ñëó÷àé íå òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ, òàê êàê ïðè òàêîé ðåàëèçàöèè
îïåðàòîðà switch îí áóäåò âîññòàíîâëåí â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óñëîâíûõ îïåðàòîðîâ if. Âî
âòîðîì ñëó÷àå ïîñëå âû÷èñëåíèÿ âûðàæåíèÿ, îò êîòîðîãî çàâèñèò âûáîð ïóòè èñïîëíåíèÿ,
âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä ïî íåêîíñòàíòíîìó âûðàæåíèþ. Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåí ïðèìåð àññåìáëåð-
íîãî êîäà, ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîðó âûáîðà switch ÿçûêà Ñè.

Âîññòàíîâëåíèå îïåðàòîðà switch âûïîëíÿåòñÿ ïî íåñêîëüêèì øàáëîíàì. Îäèí èç øàáëî-
íîâ âêëþ÷àåò â ñåáÿ èíñòðóêöèþ ïåðåõîäà ïî ðåãèñòðó èëè îáðàùåíèþ ê ïàìÿòè. Ïðè íàõîæäå-
íèè òàêîé èíñòðóêöèè îòñëåæèâàåòñÿ çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ, ïî êîòîðîìó ïðîèñõîäèò ïåðåõîä.
Åñëè îíî èìååò âèä L(,%reg,4), ãäå L � ìåòêà, òî îíà ñ÷èòàåòñÿ óêàçûâàþùåé íà òàáëèöó ïå-
ðåõîäîâ äëÿ switch. Â òàêîì ñëó÷àå â ãðàô ïîòîêà óïðàâëåíèÿ äîáàâëÿþòñÿ äóãè èç âåðøèíû,
ñîäåðæàùåé ïåðåõîä ïî ðåãèñòðó, â case-âåðøèíû, ìåòêè êîòîðûõ çàïèñàíû â òàáëèöå ïåðåõî-
äîâ. Â ïðîöåññå ñòðóêòóðíîãî àíàëèçà âåðøèíà-çàãîëîâîê switch è case-âåðøèíû âûäåëÿþòñÿ
â ðåãèîí òèïà switch.

Ïðèìåð âîññòàíîâëåíèÿ äåêîìïèëÿòîðîì îïåðàòîðà switch ïî àññåìáëåðíîìó êîäó, ïðèâå-
ä¼ííîìó íà ðèñ. 2, ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 3.
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Ðèñ. 2: Îïåðàòîð switch, îòòðàíñëèðîâàííûé â àññåìáëåð

Ïðåäñòàâëåííûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòðóêöèé âûñîêîãî óðîâíÿ ðåàëè-
çîâàí â äåêîìïèëÿòîðå TyDec, ðàçðàáàòûâàåìîì àâòîðàìè â Èíñòèòóòå ñèñòåìíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ ÐÀÍ. Ðåàëèçàöèÿ áûëà àïðîáèðîâàíà íà íàáîðå ïðîãðàìì ñ îòêðûòûì èñõîäíûì
êîäîì.

Â òàáëèöå 1 ïðåäñòàâëåíû êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè òåñòîâûõ ïðèìåðîâ. Êîëîíêà
CLOC ñîäåðæèò êîëè÷åñòâî ñòðîê â êîäå èñõîäíîé ïðîãðàììû. Êîëîíêà ALOC ñîäåðæèò êîëè-
÷åñòâî ñòðîê â ïðîãðàììå íà ÿçûêå àññåìáëåðà, ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå êîìïèëÿöèè èñõîäíîé
ïðîãðàììû.

Ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 2. Êîëîíêè Src ñîäåðæàò êîëè÷åñòâî
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðóêòóðíûõ êîíñòðóêöèé â èñõîäíîé ïðîãðàììå, Rec � êîëè÷åñòâî êîí-
ñòðóêöèé â âîññòàíîâëåííîé ïðîãðàììå. Â ñòàòèñòèêó ïî âîññòàíîâëåíèþ îïåðàòîðà óñëîâíî-
ãî âûáîðà switch âêëþ÷åíû òîëüêî òå îïåðàòîðû, äëÿ êîòîðûõ áûëà ñãåíåðèðîâàíà òàáëèöà
ïåðåõîäîâ. Âîññòàíîâëåííàÿ ïðîãðàììà â òåñòå 38_deflate.s ñîäåðæèò áîëüøå óñëîâíûõ êîí-
ñòðóêöèé, ÷åì èñõîäíàÿ, èç-çà òîãî, ÷òî öèêë while áûë îòòðàíñëèðîâàí â ïîòîê àññåìáëåðíûõ
èíñòðóêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ øàáëîíó îïåðàòîðà if-do-while.

Ïðèìåð CLOC ALOC Îïèñàíèå
35_wc.s 241 465 Óòèëèòà wc, ôàéë `wc.c'
36_cat.s 262 618 Óòèëèòà cat, ôàéë `cat.c'
37_execute.s 788 1837 Óòèëèòà bc, ôàéë `execute.c'
38_day.s 503 1383 Óòèëèòà calendar, ôàéë `day.c'
39_deflate.s 763 669 Óòèëèòà gzip, ôàéë `de�ate.c'
59_lalr.s 711 1664 Óòèëèòà yacc, ôàéë `lalr.c'

Òàáëèöà 1: Ïðèìåðû äëÿ òåñòèðîâàíèÿ

4 Îáðàáîòêà èñêëþ÷èòåëüíûõ ñèòóàöèé ÿçûêà Ñè++

Â êîíòåêñòå ñòðóêòóðíîãî àíàëèçà ðàñøèðåíèåì ÿçûêà Ñè++ îòíîñèòåëüíî ÿçûêà Ñè ÿâ-
ëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü îáðàáîòêè èñêëþ÷èòåëüíûõ ñèòóàöèé. Èñêëþ÷èòåëüíûå ñèòóàöèè ïðåä-
íàçíà÷åíû äëÿ îáðàáîòêè îøèáîê è ÿâëÿþòñÿ óäîáíûì ñðåäñòâîì ÿçûêà ïðè ðàçðàáîòêå ïðî-
ãðàìì íà îñíîâå íåçàâèñèìî ñïðîåêòèðîâàííûõ ìîäóëåé.

Ïðè âîçíèêíîâåíèè èñêëþ÷èòåëüíîé ñèòóàöèè óïðàâëåíèå ïåðåäà¼òñÿ îáðàáîò÷èêó èñêëþ-
÷åíèÿ. Ïîñëå òîãî, êàê îáðàáîò÷èê èñêëþ÷èòåëüíîé ñèòóàöèè çàâåðøèëñÿ, âîçìîæíû äâà âà-
ðèàíòà ïåðåäà÷è óïðàâëåíèÿ, ëèáî íà èíñòðóêöèþ ïðîãðàììû, â êîòîðîé âîçíèêëà èñêëþ÷è-
òåëüíàÿ ñèòóàöèÿ, ëèáî íà èíñòðóêöèþ, ñëåäóþùóþ çà áëîêîì îáðàáîòêè èñêëþ÷èòåëüíûõ
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Èñõîäíàÿ ïðîãðàììà Âîññòàíîâëåííàÿ ïðîãðàììà
switch (getch()) {

case 'a':
result = 1;
break;

case 'b':
result = 2;
break;

case 'c':
result = 3;
break;

case 'd':
result = 4;
break;

case 'e':
result = 5;
break;

case 'f':
result = 6;
break;

case 'g':
result = 7;
break;

default:
result = 10;
break;

}

eax6 = getch ( );
var8 = eax6 - 97;
if ( ! ( ( unsigned ) var8 > 6 ) ) {

switch ( var8 ) {
case 0:

var9 = 1;
break;

case 1:
var9 = 2;
break;

case 2:
var9 = 3;
break;

case 3:
var9 = 4;
break;

case 4:
var9 = 5;
break;

case 5:
var9 = 6;
break;

case 6:
var9 = 7;
break;

}
} else {

var9 = ( int ) 10;
}

Ðèñ. 3: Îïåðàòîð switch â èñõîäíîé è âîññòàíîâëåííîé ïðîãðàììàõ

ñèòóàöèé. Îáðàáîòêà ïî ïåðâîìó ñöåíàðèþ íàçûâàåòñÿ îáðàáîòêîé ñ ïðîäîëæåíèåì, ýòî �
óñòàðåâøèé ñöåíàðèé îáðàáîòêè èñêëþ÷èòåëüíûõ ñèòóàöèé è â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðàêòè÷åñêè
íå ïîääåðæèâàåòñÿ. Îáðàáîòêà ïî âòîðîìó ñöåíàðèþ íàçûâàåòñÿ îáðàáîòêîé áåç ïðîäîëæåíèÿ,
òàêîé ñöåíàðèé ïîääåðæèâàåòñÿ âñåìè ñîâðåìåííûìè ÿçûêàìè ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîääåðæè-
âàþùèìè îáðàáîòêó èñêëþ÷åíèé, è ðåàëèçîâàí â ÿçûêå Ñè++.

Ñòàíäàðò ÿçûêà [8] îïðåäåëÿåò ñåìàíòèêó îáðàáîòêè èñêëþ÷èòåëüíûõ ñèòóàöèé, íî íå ñïî-
ñîá å¼ ðåàëèçàöèè. Ôîðìàò ðåàëèçàöèè çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî êîìïèëÿòîðà è ïëàòôîðìû,
äëÿ êîòîðîé ãåíåðèðóåòñÿ êîä.

Äàëåå ïðåäñòàâëåí îáçîð íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííûõ ôîðìàòîâ ðåàëèçàöèè îáðàáîòêè èñ-
êëþ÷èòåëüíûõ ñèòóàöèé äëÿ àðõèòåêòóðû IA-32.

4.1 Ôîðìàò DWARF2

Ôîðìàò DWARF2 îáðàáîòêè èñêëþ÷èòåëüíûõ ñèòóàöèé èñïîëüçóåòñÿ ïî óìîë÷àíèþ êîìïè-
ëÿòîðàìè GCC è Intel C++ Compiler íà GNU/Linux. Îáùàÿ ñõåìà ïîèñêà îáðàáîò÷èêà èñêëþ-
÷åíèÿ ïðèâåäåíà â [9]. Äëÿ ðàñêðóòêè ñòåêà èñïîëüçóåòñÿ Unwind Library [10]. Èíôîðìàöèÿ, î
ñòåêîâûõ ôðåéìàõ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ðàñêðóòêè ñòåêà, ñîäåðæèòñÿ â ñåêöèè .eh_frame èñïîë-
íÿåìîãî ôàéëà, ôîðìàò êîòîðîé àíàëîãè÷åí ôîðìàòó îòëàäî÷íîé èíôîðìàöèè DWARF (ýòî
è äàëî íàçâàíèå ôîðìàòó) è îïèñàí â [11]. Èíôîðìàöèÿ îá îáðàáîò÷èêàõ õðàíèòñÿ â ñåêöèè
.gcc_except_table, â âèäå íåñêîëüêèõ îáëàñòåé LSDA (Language Speci�c Data Area) [9], ïî
îäíîé íà êàæäóþ ôóíêöèþ. Îáëàñòü äàííûõ LSDA ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 4. Îíà ñîäåðæèò èí-
ôîðìàöèþ î ðåãèîíàõ â èñïîëíÿåìîì êîäå ôóíêöèè Sites è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì îáðàáîò÷èêàõ
èñêëþ÷åíèé, èíôîðìàöèÿ î êîòîðûõ çàïèñàíà â òàáëèöå Action Record Table. Êàæäîìó îáðà-
áîò÷èêó â Action Record Table ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå óêàçàòåëü íà ñëóæåáíóþ èíôîðìàöèþ
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Ïðèìåð
ifs loops switches

Src Rec Src Rec Src Rec
35_wc.s 28 19 6 4 1 1
36_cat.s 40 11 6 2 1 1
37_execute.s 71 37 15 9 2 2
38_day.s 42 31 13 7 1 1
39_de�ate.s 30 34 15 8 0 0
59_lalr.s 29 26 44 42 0 0
total 240 158 88 72 5 5

Òàáëèöà 2: Ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ ñòðóêòóðíûõ êîíñòðóêöèé

@TTBase

@LPStart

Size of rest of LSDA

Call Site Table
site start - fun. start

Lading Pad - @LPStart

site size

Action record offset
Action Record Table

type f i l ter

offset to next AR

CS Entry

AR Entry

Type Table

typeinfo ptr

Language Specific Data Area

Ðèñ. 4: Ñòðóêòóðà Language Speci�c Data Area

typeinfo òèïà îáðàáàòûâàåìîãî èñêëþ÷åíèÿ. Óêàçàòåëü íà ñîîòâåòñòâóþùóþ îáëàñòü äàííûõ
LSDA ñîäåðæèòñÿ â ñòðóêòóðàõ Frame Description Entry, íàõîäÿùèõñÿ â ñåêöèè .eh_frame.

Äëÿ âîçáóæäåíèÿ èñêëþ÷èòåëüíîé ñèòóàöèè èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ __cxa_throw, ïðèíè-
ìàþùàÿ â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ óêàçàòåëü íà îáëàñòü ïàìÿòè, êîòîðàÿ ñîäåðæèò îáúåêò èñêëþ-
÷åíèÿ (äàííûé ó÷àñòîê ïàìÿòè âûäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè __cxa_allocate_exception),
óêàçàòåëü íà ñòðóêòóðó typeinfo òèïà èñêëþ÷åíèÿ è óêàçàòåëü íà äåñòðóêòîð êëàññà èñêëþ-
÷åíèÿ (ìîæåò áûòü ðàâåí íóëþ).

Ãëàâíûì äîñòîèíñòâîì ôîðìàòà DWARF2 ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå íàêëàäíûõ ðàñõîäîâ ïðè
âõîäå â try-áëîêè è âûõîäå èç íèõ. Â êà÷åñòâå íåäîñòàòêà ôîðìàòà DWARF2 ìîæíî îòìåòèòü
ñëîæíîñòü ãåíåðàöèè èñêëþ÷èòåëüíûõ ñèòóàöèé èç îáðàáîò÷èêîâ ñèãíàëîâ è äðóãèõ ó÷àñòêîâ
êîäà, ñòåêîâûé ôðåéì êîòîðûõ íå ôîðìèðóåòñÿ íàïðÿìóþ êîìïèëÿòîðîì.

Òàê êàê âñÿ èíôîðìàöèÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ îáðàáîòêè èñêëþ÷èòåëüíûõ ñèòóàöèé, ñîäåð-
æèòñÿ â ñòàòè÷åñêèõ òàáëèöàõ èçâåñòíîãî ôîðìàòà, òî âîññòàíîâëåíèå try-catch áëîêîâ çà-
êëþ÷àåòñÿ â ðàçáîðå ñòðóêòóð äàííûõ â ñåêöèÿõ .eh_frame è .gcc_except_table.

Â äåêîìïèëÿòîðå TyDec ðåàëèçîâàí ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ îáðàáîòêè èñêëþ÷èòåëüíûõ
ñèòóàöèé â ôîðìàòå DWARF2. Òàêîå ðàñøèðåíèå äåêîìïèëÿòîðà ïîçâîëÿåò âûäåëÿòü try-
ðåãèîíû âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èì catch-áëîêàìè.

Âîññòàíîâëåíèå êîíñòðóêöèè âîçáóæäåíèÿ èñêëþ÷åíèé throw ñâåäåíî ê ïîèñêó âûçîâà
ôóíêöèè __cxa_throw è îïðåäåëåíèþ å¼ ôàêòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.

Îáùàÿ ñõåìà ðàáîòû ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ áëîêîâ try-catch ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 5.

4.2 Ôîðìàò SjLj

Ôîðìàò SjLj èñïîëüçóåòñÿ ïî óìîë÷àíèþ êîìïèëÿòîðîì GCC íà ïëàòôîðìå Win32. Ôîðìàò
SjLj îáðàáîòêè èñêëþ÷èòåëüíûõ ñèòóàöèé èñïîëüçóåò ôóíêöèè setjmp() è longjmp() èëè èõ
àëüòåðíàòèâíûå ðåàëèçàöèè äëÿ ñîõðàíåíèÿ è âîññòàíîâëåíèÿ êîíòåêñòà èñïîëíåíèÿ.

Âî âðåìÿ ðàáîòû ïðîöåññà èëè ïîòîêà íà åãî ñòåêå ïîääåðæèâàåòñÿ îäíîñâÿçíûé ñïèñîê
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elf = ElfFile(filename)

eh_frame = elf.sections['.eh_frame']
gcc_except_table = elf.sections['.gcc_except_table']

for fde in eh_frame.frame_description_entries:
print "region start is", fde.pc_begin
print "region size is", fde.pc_range

lsda = gcc_except_table.get_lsda_at_offset(fde.lsda)
for site in lsda.call_sites_table:

print "try-catch region is at offset", site.offset
print "try-catch region size is", site.size

offset = site.action_record_offset - 1

while offset >= 0:
action_record = lsda.action_table.get_record_at_offset(offset)
typeid = lsda.type_table.get_id_at_offset(action_record.type_filter)
typeinfo = elf.get_type_info(typeid)

print "this region contains catch-block for type", typeinfo.name

if action_record.next_offset == 0:
break

offset = offset + action_record.next_offset

Ðèñ. 5: Àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ áëîêîâ try-catch

ñòðóêòóð SjLj_Function_Context. Ïðè âõîäå â ôóíêöèþ, ñîäåðæàùóþ try-catch-áëîê, íà ñòå-
êå ôîðìèðóåòñÿ äàííàÿ ñòðóêòóðà, ñîäåðæàùàÿ óêàçàòåëü íà ñîîòâåòñòâóþùóþ îáëàñòü äàí-
íûõ LSDA (Language Speci�c Data Area), è ïîìåùàåòñÿ â êîíåö ñïèñêà âûçîâîì ôóíêöèè
_Unwind_SjLj_Register. Ïðè âûõîäå èç ôóíêöèè ïîñëåäíèé ýëåìåíò ñïèñêà óäàëÿåòñÿ âûçî-
âîì ôóíêöèè _Unwind_SjLj_Unregister. Îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ñòðóêòóð è ôóíêöèé ìîæíî íàéòè
â èñõîäíîì ôàéëå êîìïèëÿòîðà GCC unwind-sjlj.c.

Êàê è â ôîðìàòå DWARF2, ôîðìàò SjLj òðåáóåò ðàçìåùåíèå îáëàñòè äàííûõ LSDA â ñåê-
öèè èñïîëíÿåìîãî ôàéëà .gcc_except_table. Ñòðóêòóðà îáëàñòè äàííûõ LSDA îäèíàêîâàÿ
êàê äëÿ ôîðìàòà DWARF2, òàê è äëÿ ôîðìàòà SjLj. Äëÿ âîçáóæäåíèÿ èñêëþ÷èòåëüíîé ñèòó-
àöèè èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ __cxa_throw.

Ôîðìàò SjLj ïðîùå, ÷åì ôîðìàò DWARF2 äëÿ ðåàëèçàöèè, òàê êàê â íåì ðåøåíà ïðîáëåìà
ñ ãåíåðàöèåé èñêëþ÷åíèé èç îáðàáîò÷èêîâ ñèãíàëîâ, îäíàêî ýòîò ôîðìàò òðåáóåò íàêëàäíûõ
ðàñõîäîâ ïðè âõîäå â ôóíêöèè, ñîäåðæàùèå try-áëîêè, äàæå åñëè êîä âíóòðè ýòèõ áëîêîâ
íèêîãäà íå âûáðàñûâàåò èñêëþ÷åíèé.

Âîññòàíîâëåíèå try-catch-áëîêîâ â ôîðìàòå SjLj âûïîëíèòü ñëîæíåå, ÷åì â
ôîðìàòå DWARF2 èç-çà íåîáõîäèìîñòè îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ïîëåé ñòðóêòóðû
SjLj_Function_Context, êîòîðàÿ ôîðìèðóåòñÿ äèíàìè÷åñêè âî âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàì-
ìû.

4.3 Èñêëþ÷åíèÿ â êîìïèëÿòîðå Microsoft Visual C++

Â êîìïèëÿòîðå Microsoft Visual C++ èñêëþ÷åíèÿ ðåàëèçîâàíû ïîâåðõ ñòðóêòóðíîé îáðà-
áîòêè èñêëþ÷åíèé (Structured Exception Handling). Ñòðóêòóðíàÿ îáðàáîòêà èñêëþ÷åíèé SEH
ïîääåðæèâàåò âî âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû ñòåê îáðàáîò÷èêîâ èñêëþ÷åíèé, êîòîðûé ðåàëè-
çîâàí â âèäå îäíîñâÿçíîãî ñïèñêà ñòðóêòóð EXCEPTION_REGISTRATION è ðàñïîëîæåí â ñòåêå
ïðîöåññà èëè ïîòîêà [12]. Ôîðìàò ñòðóêòóðû EXCEPTION_REGISTRATION ïðåäñòàâëåí íà ðèñ.
6. Âåðøèíà ñòåêà ïðîöåññà íàõîäèòñÿ ïî àäðåñó FS:[0]. Äëÿ ðåàëèçàöèè èñêëþ÷åíèé ÿçû-
êà C++ ñòðóêòóðà EXCEPTION_REGISTRATION ðàñøèðÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè ïîëÿìè id è ebp,
ðàñøèðåííàÿ ñòðóêòóðà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 7.
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struct EXCEPTION_REGISTRATION
{

EXCEPTION_REGISTRATION *prev;
DWORD handler;
int id;
DWORD ebp;

};

Ðèñ. 6: Ñòðóêòóðà EXCEPTION_REGISTRATION

foo’s parameters

Ret Address

Caller’s EBP

id

prev

ESP

foo’s local variables

bar’s parameters

Ret Address

Caller’s EBP

id

prev

ESP

bar’s local variables FS:[0]

handler

handler

foo’s EXCEPTION_REGISTRATION

bar’s EXCEPTION_REGISTRATION

Ðèñ. 7: Ñòðóêòóðà ñòåêà â ïðîãðàììå, ñêîìïèëèðîâàííîé êîìïèëÿòîðîì MSVC

Îáðàáîòêà îäíîãî èñêëþ÷åíèÿ â ôîðìàòå SEH, êàê ïðàâèëî, âûïîëíÿåòñÿ â äâà ïðîõîäà:
ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ ïîèñê ïîäõîäÿùåãî îáðàáîò÷èêà èñêëþ÷åíèÿ, íà÷èíàÿ ñ âåðøèíû ñòåêà, à
ïîòîì âûïîëíÿåòñÿ ðàñêðóòêà ñòåêà äî íóæíîãî ñîñòîÿíèÿ. Êîìïèëÿòîð äëÿ êàæäîé ôóíêöèè
ñîçäà¼ò è ðåãèñòðèðóåò îòäåëüíûé îáðàáîò÷èê, êîä êîòîðîãî çàâåðøàåòñÿ âûçîâîì ôóíêöèè
__CxxFrameHandler. Êîä îáðàáîòêè èñêëþ÷åíèÿ â ôîðìàòå SEH ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 8

__ehhandler$?g@@YAXXZ:
mov edx, DWORD PTR [esp+8]
lea eax, DWORD PTR [edx+12]
mov ecx, DWORD PTR [edx-24]
xor ecx, eax
call @__security_check_cookie@4
mov eax, OFFSET __ehfuncinfo$?g@@YAXXZ
jmp ___CxxFrameHandler3

Ðèñ. 8: Îáðàáîòêà èñêëþ÷åíèÿ â SEH

Ôóíêöèè _CxxFrameHandler ÷åðåç ðåãèñòð eax ïåðåäà¼òñÿ óêàçàòåëü íà ñòðóêòóðó
funcinfo, ñîäåðæàùóþ óêàçàòåëü íà òàáëèöó try-áëîêîâ, êàæäàÿ çàïèñü â êîòîðîé ñîäåð-
æèò óêàçàòåëü íà òàáëèöó ñîîòâåòñòâóþùèõ catch-áëîêîâ [13]. Ïîëÿ ýòîé è ñâÿçàííûõ ñ íåé
ñòðóêòóð ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 9.

Ôîðìàò îáðàáîòêè èñêëþ÷èòåëüíûõ ñèòóàöèé, èñïîëüçóåìûé â êîìïèëÿòîðå Microsoft
Visual C++, èìååò íàèáîëüøóþ ñëîæíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ , òàê êàê èñïîëüçóåìûå ïðè îá-
ðàáîòêå èñêëþ÷åíèé ñòðóêòóðû äàííûõ ôîðìèðóþòñÿ äèíàìè÷åñêè â ïðîöåññå ðàáîòû ïðî-
ãðàììû.

Ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ ñîäåðæèìîãî ýòèõ ñòðóêòóð äàííûõ ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì äàëüíåé-
øèõ èññëåäîâàíèé.
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signature

unwind_count

punwind_table

tryblock_count

ptryblock_table

start_id

end_id

catchblock_count

pcatchblock_table

tryblock 2

tryblock 1

val_or_ref

ptype_info

offset

catchblock_addr

catchblock 2

catchblock 1

Ðèñ. 9: Ñòðóêòóðà funcinfo è ñâÿçàííûå ñòðóêòóðû (îñíîâíûå ïîëÿ)

5 Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ óïðàâëÿþùèõ êîíñòðóêöèé ÿçûêîâ âûñîêî-
ãî óðîâíÿ ïî àññåìáëåðíîé ïðîãðàììå. Ïîìèìî âîññòàíîâëåíèÿ ñòàíäàðòíûõ óïðàâëÿþùèõ
êîíñòðóêöèé, òàêèõ êàê öèêëû è îïåðàòîðû óñëîâíîãî ïåðåõîäà, îïèñàííûé ìåòîä ïîçâîëÿ-
åò âîññòàíàâëèâàòü îïåðàòîð ìíîæåñòâåííîãî âûáîðà. Ïðåäñòàâëåííûé ìåòîä ðåàëèçîâàí â
ðàçðàáàòûâàåìîì àâòîðàìè äåêîìïèëÿòîðå è àïðîáèðîâàí íà ðÿäå ïðîãðàìì ñ îòêðûòûì èñ-
õîäíûì êîäîì. Ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ïîêàçàëè ñîñòîÿòåëüíîñòü ïðåäñòàâëåííîãî ïîäõîäà.

Ïîìèìî ýòîãî â ðàáîòå ðàññìîòðåíû ñïîñîáû ðåàëèçàöèè îáðàáîòêè èñêëþ÷åíèé â ÿçûêå
C++ ðàçëè÷íûìè êîìïèëÿòîðàìè íà àðõèòåêòóðå IA-32. Â ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä âîññòàíîâ-
ëåíèÿ èíôîðìàöèè îá èñêëþ÷åíèÿõ â ôîðìàòå DWARF2, èñïîëüçóåìîì â ÎÑ Linux è äðóãèõ
îïåðàöèîííûõ ñèñòåìàõ ñåìåéñòâà Unix, òàê êàê ýòîò ôîðìàò ïîçâîëÿåò ïîëíîñòüþ âîññòàíî-
âèòü èíôîðìàöèþ îá îáðàáîòêå èñêëþ÷åíèé ñ ïîìîùüþ òîëüêî ñòàòè÷åñêîãî àíàëèçà èñïîëíÿ-
åìîãî ôàéëà. Ïðåäñòàâëåííûé ìåòîä òàêæå ðåàëèçîâàí â äåêîìïèëÿòîðå TyDec. Ðàñøèðåíèå
äåêîìïèëÿòîðà âîçìîæíîñòÿìè âîññòàíîâëåíèÿ ñòðóêòóð try-catch áëîêîâ è òèïîâ îáðàáàòû-
âàåìûõ èñêëþ÷åíèé ïîçâîëÿåò äåêîìïèëèðîâàòü íå òîëüêî ïðîãðàììû, êîòîðûå èçíà÷àëüíî
áûëè íàïèñàíû íà ÿçûêå Ñè, íî è íà Ñè++. Ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ, êîòîðûå ïîçâîëÿò âîññòàíàâ-
ëèâàòü êîíñòðóêöèè îáðàáîòêè èñêëþ÷åíèé â ôîðìàòå SjLj è â ôîðìàòå, ïîääåðæèâàåìîãî
êîìïèëÿòîðîì MSVC, ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.
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Êàôåäðà Ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè

1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è å¼ èñòîðèÿ

Ïóñòü X1, . . . , Xn � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, óäîâëå-
òâîðÿþùèå óñëîâèÿì

EX1 = 0, DX1 = 1. (1)

Ñîãëàñíî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî
ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü

ρ(Fn,Φ) ≡ sup
x
|Fn(x)− Φ(x)| −→ 0, n→∞, (2)

ãäå

Fn(x) = P

(
X1 + . . .+Xn√

n
< x

)
, Φ(x) =

1√
2π

∫ x

−∞
e−t

2/2 dt.

Óêàçàííûé ôàêò øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷, âîçíèêàþùèõ, íàïðèìåð, â òåî-
ðèè óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè, â ñòðàõîâîé è ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå, òåîðèè èçìåðåíèé, òåîðèè
íàäåæíîñòè, ìåòîäàõ Ìîíòå�Êàðëî è ìíîãèõ äðóãèõ âàæíûõ îáëàñòÿõ. Îäíàêî íà ïðàêòèêå
îáúåì âûáîðêè âñåãäà êîíå÷åí è äëÿ ýôôåêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ ñïðàâåäëèâîé ïðè áîëüøèõ n
àïïðîêñèìàöèè Fn(x) ≈ Φ(x) íåîáõîäèìî èìåòü ðàçóìíûå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â (2),
äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ êîòîðûõ óñëîâèé (1) îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íî. À èìåííî, â 1983 ãîäó
Â. Ê. Ìàöêÿâè÷þñ [7] ïîêàçàë, ÷òî êàê áû ìåäëåííî íè ñõîäèëàñü ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë δn, íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäå-
ëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (1), òàêàÿ, ÷òî äëÿ ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ Fn ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìèðîâàííîé ñóììû ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

ρ(Fn,Φ) > δn.

Ïîýòîìó â äàííîé ðàáîòå ïðåäïîëàãàåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü ìîìåíòà ïîðÿäêà 2 + δ ñ íåêîòîðûì
0 < δ 6 1:

β2+δ ≡ E|X1|2+δ <∞. (3)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F2+δ êëàññ âñåõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ F ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X1, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (1) è (3). Òîãäà äëÿ ëþáîãî F ∈ F2+δ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (ñì.,
íàïðèìåð, [10])

ρ(Fn,Φ) 6 C(δ) · L2+δ
n , (4)

ãäå L2+δ
n � äðîáü Ëÿïóíîâà ïîðÿäêà 2 + δ:

L2+δ
n =

β2+δ

nδ/2
,

à C(δ) � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò δ.
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Ñëó÷àé δ = 1 ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èíòåðåñ, ïîñêîëüêó, êàê èçâåñòíî, âûïîëíåíèå óñëî-
âèÿ (3) ïðè δ > 1 íå ïðèâîäèò, âîîáùå ãîâîðÿ, ê óâåëè÷åíèþ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â öåíòðàëü-
íîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå.

Âïåðâûå íåðàâåíñòâî (4) áûëî äîêàçàíî ïðè δ = 1 â 1941�1942 ãã. íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà
Ý. Áåððè [20] è Ê.�Ã. Ýññååíîì [21]. Èñòîðèÿ îòûñêàíèÿ íàèìåíüøåãî âîçìîæíîãî (ïðàâèëüíî-
ãî) çíà÷åíèÿ ýòîé ïîñòîÿííîé

C∗ = sup
{
ρ(Fn,Φ)/L3

n : F ∈ F3, n > 1
}

äîâîëüíî èíòåðåñíà è áîãàòà ðåçóëüòàòàìè. Òàê, Ý. Áåððè [20] óòâåðæäàë, ÷òî C∗ 6 1.88,
îäíàêî, êàê îáíàðóæèë ïîçäíåå Ï. Ë. Ñþé [23], âû÷èñëåíèÿ Áåððè ñîäåðæàëè îøèáêó.
Ê.�Ã. Ýññååí [21] ïîêàçàë, ÷òî C∗ 6 7.59. Õ. Áåðãñòð¼ì [19] ñíèçèë îöåíêó äî C∗ 6 4.8. Ê. Òàêà-
íî [27] ïîëó÷èë ðåçóëüòàò C∗ 6 2.031. Ïî-âèäèìîìó, ðàáîòà Òàêàíî (îïóáëèêîâàííàÿ íà ÿïîí-
ñêîì ÿçûêå) âûïàëà èç ïîëÿ çðåíèÿ íåêîòîðûõ èññëåäîâàòåëåé, òàê êàê â íåñêîëüêèõ áîëåå
ïîçäíèõ ïóáëèêàöèÿõ ïðèâîäÿòñÿ íåìíîãî õóäøèå îöåíêè. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå Ýñcååíà [22]
èìååòñÿ óïîìèíàíèå î íåîïóáëèêîâàííûõ âû÷èñëåíèÿõ, ïðèâîäÿùèõ ê íåðàâåíñòâó C∗ 6 2.9.
Ä. Ë. Óîëëåñ [29] ïîëó÷èë îöåíêó C∗ 6 2.05. Â. Ôåëëåð [9], óïîìèíàÿ ðåçóëüòàò Óîëëåñà, òàêæå
îáõîäèò âíèìàíèåì ðàáîòó Òàêàíî. Âû÷èñëåíèþ òî÷íîãî çíà÷åíèÿ C∗ ïðèäàâàë áîëüøîå çíà-
÷åíèå À. Í. Êîëìîãîðîâ. Â ðàáîòå [6] îí âûñêàçàë ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî C∗ = 1/

√
2π. Ê

ñîæàëåíèþ, ýòî ïðåäïîëîæåíèå îêàçàëîñü íå ñîâñåì òî÷íûì: â 1956 ã., ðåøàÿ íåñêîëüêî èíóþ
çàäà÷ó, Ê.-Ã. Ýññååí [22] ïîêàçàë, ÷òî â (4) ïîñòîÿííàÿ C∗ íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì

C1 =
√

10 + 3
6
√

2π
=

1√
2π

+ 0.0107899...

Îäíàêî, êàê ïîçæå óñòàíîâèë Á. À. Ðîãîçèí [11],

lim sup
n→∞

inf
a,b

σ3√n
β

sup
x

∣∣∣Fn(x)− Φ
(x− a

b

)∣∣∣ =
1√
2π

= 0.3989 . . .

Òåì ñàìûì ïðåäïîëîæåíèå Êîëìîãîðîâà áûëî â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ïîäòâåðæäåíî.
Òåì íå ìåíåå, òî÷íîå çíà÷åíèå C∗ àáñîëþòíîé ïîñòîÿííîé â êëàññè÷åñêîì íåðàâåíñòâå

Áåððè�Ýññååíà äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíî. Â 1966-67 ãã. Â. Ì. Çîëîòàð¼â ïîêàçàë, ÷òî C∗ 6 1.301 [4]
è C∗ 6 0.82 [5, 30]. Â 1971-72 ãã. Ï. Âàí Áèê [16, 17] óñîâåðøåíñòâîâàë ìåòîä Çîëîòàðåâà, è,
èñïîëüçóÿ çíàêîïåðåìåííûå ñãëàæèâàþùèå ÿäðà, ïîëó÷èë îöåíêó C∗ 6 0.7882. Ñëåäóþùèé
ðåêîðä áûë óñòàíîâëåí È. Ñ. Øèãàíîâûì [15] äåñÿòü ëåò ñïóñòÿ: C∗ 6 0.7655. Ïðè ýòîì â êà-
÷åñòâå àäàïòèâíîãî ÿäðà èñïîëüçîâàëàñü ôóíêöèÿ áîëåå îáùåãî âèäà, ñ á�îëüøèì êîëè÷åñòâîì
ïàðàìåòðîâ. Êîìáèíèðîâàíèå ìåòîäà Øèãàíîâà ñ àñèìïòîòè÷åñêèìè îöåíêàìè Ïðàâèòöà [26],
ïî êàêîé-òî ïðè÷èíå âûïàâøèìè èç ïîëÿ çðåíèÿ Øèãàíîâà, â 2006 ã. ïîçâîëèëî È. Ã. Øåâöî-
âîé [12] ñíèçèòü îöåíêó äî 0.7056. È, íàêîíåö, ñ ïîìîùüþ åùå áîëåå ãëóáîêîé ìîäèôèêàöèè òî-
ãî æå ìåòîäà â 2008 ã. áûëà ïîëó÷åíà íàèëó÷øàÿ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü îöåíêà C∗ 6 0.7005 [13].

Â 1989 ãîäó Â. Áåíòêóñ è Ê. Êèðøà [18] ïîêàçàëè, ÷òî íåðàâåíñòâî (4) äëÿ δ = 1 è n = 1
âûïîëíÿåòñÿ ñ C(1) 6 0.37.

Â 2006 ãîäó Ñ. Â. Íàãàåâ è Â. È. ×åáîòàðåâ [8] äîêàçàëè íåðàâåíñòâî

ρ(Fn,Φ) 6 0.515489 · L3
n + 0.427675 · 1√

n
+ 0.153597 · 1

n
, n > 1,

èç êîòîðîãî ïîëó÷èëè íåêîòîðûå �óñëîâíûå� âåðõíèå îöåíêè C(1):

n > 3 n > 10
β3 > 3 C(1) 6 0.687607 C(1) 6 0.674238
β3 > 4 C(1) 6 0.644578 C(1) 6 0.634551
β3 > 10 C(1) 6 0.567124 C(1) 6 0.563114
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Ñëó÷àé 0 < δ < 1 èçó÷åí ãîðàçäî ìåíüøå. Â 1983 ãîäó Â. Òûñèàê [28] (òàêæå ñì. ðàáîòó
Ã. Ïàäèòöà [25]) ïîëó÷èë ñëåäóþùèå îöåíêè êîíñòàíòû: C(δ) 6 CT (δ), ãäå

δ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
CT (δ) 1.102 1.076 1.008 0.950 0.902 0.863 0.833 0.812 0.802

Â 1986 ãîäó Ã. Ïàäèòö [24] ïîêàçàë, ÷òî ïðè δ = 0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

ρ(Fn,Φ) 6 3.51 · E
(
X2

1 min
{

1,
|X1|√
n

})
,

îòêóäà âûòåêàåò ðàâíîìåðíàÿ ïî δ ∈ [0, 1) îöåíêà C(δ) 6 3.51, òàê êàê ïðè ëþáîì δ ∈ (0, 1]
âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà íå ïðåâîñõîäèò 3.51 · L2+δ

n .
Ñîâñåì íåäàâíî â ðàáîòå àâòîðîâ [2] áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè

êîíñòàíòû C(δ) ïðè L2+δ
n 6 0.4:

δ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
C(δ) 6 0.6995 0.9230 0.8527 0.7722 0.7049 0.6674 0.6518 0.6508 0.6611

ñóùåñòâåííî óòî÷íÿþùèå ðåçóëüòàò Òûñèàêà ïðè L2+δ
n 6 0.4. Â äàííîé ðàáîòå, êîìáèíèðóÿ

ìåòîä Òûñèàêà ñ ðåçóëüòàòîì ñòàòüè [2], ìû óòî÷íÿåì àáñîëþòíûå îöåíêè Òûñèàêà è ïîêàçû-
âàåì, ÷òî äëÿ âñåõ L2+δ

n è n > 1 ñïðàâåäëèâû îöåíêè C(δ) 6 C(δ), ãäå

δ 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
C(δ) 1.0739 1.0001 0.9407 0.8876 0.8454 0.8126 0.7876 0.7720 0.7671

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå èçëîæåíû îñíîâíûå èäåè äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ðåçóëüòàòà.

2 Îñíîâíûå èäåè äîêàçàòåëüñòâà

Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà ëåæèò íåðàâåíñòâî ñãëàæèâàíèÿ Çîëîòàð¼âà [3], óëó÷øåííîå Âàí
Áèêîì [16, 17] (è èñïîëüçîâàííîå Òûñèàêîì â [28]), à òàêæå âûøåóïîìÿíóòûé ðåçóëüòàò ðàáî-
òû [2]. Íèæå ìû îïèøåì ëèøü êëþ÷åâûå ýòàïû, ôîðìóëèðóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæäåíèÿ
â âèäå ëåìì.

Ïóñòü p(x) � íåêîòîðàÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Îáîçíà÷èì

p̂(t) =
∫ ∞
−∞

eitxp(x)dx, ‖p‖ =
∫ ∞
−∞
|p(x)|dx,

p+(x) = max{p(x), 0}, p−(x) = −min{p(x), 0}.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x, y > 0 ââåä¼ì ôóíêöèè

V (x) = x

∫ x

0
p+(u)du, q(y) =

1√
2π

∫ ∞
0
|p̂(t/y)|r(t)

t
dt, r(t) = |fn(t)− e−t2/2|,

ãäå fn(t) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fn(x).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ êëàññ âñåõ íåïðåðûâíûõ ñèììåòðè÷íûõ èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé p, èìå-
þùèõ èíòåãðèðóåìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå p̂ è òàêèõ, ÷òî∫ ∞

0
p+(t) dt >

∫ ∞
0

p−(t) dt.
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Ëåììà 1 (ñì. [16]). Äëÿ ëþáîãî p ∈ Λ

ρ(Fn,Φ) 6

√
2
π
· V (x)/y + q(y)

4V (x)− x ‖p‖
, x > χp, y > 0,

ãäå χp � åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

4V (x)− x ‖p‖ = 0.

Çàìå÷àíèå 1. Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî
óìíîæåíèÿ ÿäðà íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ êëàññîì ÿäåð p ∈ Λ, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ íîðìèðîâêè ‖p‖ = 1.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà, äîêàçàííàÿ Â. Òûñèàêîì â äèññåðòàöèè [28], äàåò îöåíêó âåëè÷èíû r(t),
ôèãóðèðóþùåé â q(y), ðàâíîìåðíóþ â êëàññå âñåõ ðàñïðåäåëåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâè-
ÿì (1) è (3).

Îáîçíà÷èì

ε = L2+δ
n =

β2+δ

nδ/2
.

Ëåììà 2. 1◦. Äëÿ |t| <
√

2ε−1/(2+δ)

r(t) 6 r1(t) = e−t
2/2
(

exp
{
Lδ

(
|t|ε1/(2+δ)

)}
− 1
)
,

ãäå

Lδ(x) = γ(δ)x2+δ − x2

2
− ln

(
1− x2

2

)
, γ(δ) = sup

x∈R

|eix − 1− ix+ x2/2|
|x|2+δ

.

2◦. Äëÿ âñåõ t ∈ R
r(t) 6 r2(t) = e−t

2/2
(

exp
{

2κ(δ)ε|t|2+δ
}

+ 1
)
,

ãäå

κ(δ) = sup
x∈R

| cosx− 1 + x2/2|
|x|2+δ

.

3◦. Äëÿ âñåõ t ∈ R
r(t) 6 r3(t) = 1 + e−t

2/2.

Â êà÷åñòâå ìàæîðàíòû |fn(t)−e−t2/2| åñòåñòâåííî âûáèðàòü ìèíèìóì èç r1, r2, r3. Ïîëîæèì

r0(t, ε) = min{r1(t), r2(t), r3(t)}, q(y, ε) =
1√
2π

∫ ∞
0
|p̂(t/y)|r0(t, ε)

t
dt.

D(ε, x, y, p) ≡
√

2
π
· V (x)/y + q(y, ε)
ε(4V (x)− x ‖p‖)

.

Âûøåïðèâåäåííûå ëåììû ïîçâîëÿþò èñêàòü îöåíêó C(δ) êîíñòàíòû C(δ) â âèäå

C(δ) = sup
ε
D(ε), D(ε) ≡ inf{D(ε, x, y, p) : x > χp, y > 0, p ∈ Λ}.

Ñëåäóþùèå äâå ëåììû èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè âû÷èñëåíèè supεD(ε).

Ëåììà 3 (ñì. [28]). Äëÿ ëþáûõ 0 < ε1 6 ε 6 ε2 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

D(ε) 6 D(ε2) · ε2

ε1
.
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Ëåììà 4 (ñì. [1]). Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé
äèñïåðñèåé ñïðàâåäëèâà îöåíêà

sup
x
|F (x)− Φ(x)| 6 sup

b>0

(
Φ(b)− b2

1 + b2

)
< 0.540937.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû [2] è ëåììû 4 ïîçâîëÿþò îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì
0.4 < ε < 0.55/C(δ) è èñêàòü C(δ) â âèäå

C(δ) = sup
0.4<ε<0.55/C(δ)

D(ε).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé pm ∈ Λ, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ èíôèìóì ïî p ∈ Λ ôóíêöè-
îíàëà

D∗(ε, p) = inf{D(ε, x, y, p) : x > χp, y > 0} = inf
x>χp,
y>0

{√
2
π
· V (x)/y + q(y, ε)
ε(4V (x)− x ‖p‖)

}

ïîñòðîåíà Âàí Áèêîì [17]. Îáîçíà÷èì

supp p̂ = {t : p̂(t) > 0},

Λ1 � êëàññ ôóíêöèé p ∈ Λ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì supp p̂, Λ0 � êëàññ ôóíêöèé p ∈ Λ1, äëÿ
êîòîðûõ îòðåçîê [−1, 1] ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì îòðåçêîì, ñîäåðæàùèì supp p̂.

Ëåììà 5 (ñì. [17]). Äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ n > 1 è ε > 0

inf
p∈Λ

D∗(ε, p) = inf
p∈Λ0

D∗(ε, p) = inf
p∈Λ1

D∗(ε, p).

Ïóñòü h(t) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç Λ1, äëÿ êîòîðîé ĥ(t) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà
îòðåçêå [−1, 1]. Îáîçíà÷èì

pm(x,a,w) =
1
2

m∑
i=1

wi(h(x+ ai) + h(x− ai)), (5)

ãäå a = (a1, . . . , am), w = (w1, . . . , wm), ai, wi ∈ R, i = 1,m, òàêèå, ÷òî pm ∈ Λ. Çàìåòèì, ÷òî

p̂m(t,a,w) = ĥ(t)
m∑
i=1

wi cos(ait).

Ëåììà 6 (ñì. [17]). Äëÿ îïðåäåëåííîé âûøå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé {pm}m>1 èìååì

inf
p∈Λ

D∗(ε, p) = lim
m→∞

inf
a,w

D∗(ε, pm), (6)

ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì a = (a1, . . . , am), w = (w1, . . . , wm) è ai, wi ∈ R, i = 1,m,
òàêèì, ÷òî pm ∈ Λ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäíèå äâà óòâåðæäåíèÿ ïîçâîëÿþò çàìåíèòü íåïàðàìåòðè÷åñêóþ çà-
äà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà D(ε, p) íà ïàðàìåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè
D(ε, pm) ïî ïåðåìåííûì ai, wi, i = 1,m ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì m. Îäíàêî, ñëèøêîì áîëüøèå
çíà÷åíèÿ m ñíèæàþò ýôôåêòèâíîñòü ðàáîòû ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ìíîãîìåðíîé îïòèìèçàöèè,
ïîýòîìó íåîáõîäèì íåêîòîðûé êîìïðîìèññ: íóæíî èñïîëüçîâàòü ìàêñèìàëüíîåm, ïðè êîòîðîì
ýôôåêòèâíîñòü ðàáîòû ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ åùå äîñòàòî÷íî âåëèêà. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ íåêî-
òîðûõ ôóíêöèé h(t) ∈ Λ1 â äàííîé ðàáîòå áûëà ïðîâåäåíà ÷èñëåííàÿ îïòèìèçàöèÿ D(ε, pm) ñ
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pm, îïðåäåëåííûì â (5). Òåêóùàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðîãðàììû, ïðîèçâîäÿùåé íåîáõîäèìûå âû÷èñ-
ëåíèÿ, ïîçâîëèëà ïðîâåñòè ðàñ÷åòû äëÿ m 6 7. Â êà÷åñòâå ôóíêöèé h(x) âûáèðàëàñü îäíà èç
ñëåäóþùèõ òðåõ:

B(x) =
1− cosx
πx2

, B̂(t) = (1− |t|)+,

S(x) =
sinx

2πx(1− x2/π2)
, Ŝ(t) = cos2 πt

2
1(|t| 6 1),

J(x) =
15J2

3/2

(
x
2

)
|x|3

, Ĵ(t) = (1− 5t2 + 5|t|3 − |t|5)+,

ãäå J3/2(x) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïîðÿäêà 3/2. Ôóíêöèÿ B(x) èñïîëüçîâàëàñü åùå Áåððè, S(x)
è J(x) ïðåäëîæåíû Âàí Áèêîì.

×èñëåííàÿ îïòèìèçàöèÿ ïðîâîäèëàñü ïî ìåòîäó ñîïðÿæ¼ííûõ ãðàäèåíòîâ. Ïðè íàïèñà-
íèè ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîãðàììû èñïîëüçîâàëàñü áèáëèîòåêà ìàòåìàòè÷åñêèõ ôóíêöèé GNU
Scienti�c Library (GSL) íà ÿçûêå C (http://www.gnu.org/software/gsl/). Ìàêñèìóì ôóíêöèè
D(ε) äîñòèãàëñÿ ïðèìåðíî â òî÷êå ε = 0.4− 0.6 â çàâèñèìîñòè îò δ: ñ ðîñòîì δ òî÷êà ìàêñèìó-
ìà ñäâèãàåòñÿ âïðàâî, ôóíêöèÿ D(ε) êàê áû �ðàçìàçûâàåòñÿ�, à åå ìàêñèìóì ñòàíîâèòñÿ ìåíåå
âûðàæåííûì è ñäâèãàåòñÿ âïðàâî.

3 Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé

Äëÿ δ = 1 áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû (äàííàÿ òàáëèöà âêëþ÷àåò â ñåáÿ òàêæå
ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [14]):

h(x) = S(x) h(x) = B(x) h(x) = J(x)
m C(1) m C(1) m C(1)
2 0.7056 3 0.7664 2 0.7032
3 0.7047 4 0.7658 3 0.7021
4 0.7029 5 0.7281 4 0.7011
5 0.7008 5 0.7009
6 0.7005 6 0.7008

7 0.7006

Óæå ïðè m > 4 íàáëþäàåòñÿ íåêîòîðàÿ ñòàáèëèçàöèÿ. Äàííîå íàáëþäåíèå ïîçâîëàåò âûäâè-
íóòü ãèïîòåçó, ÷òî ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå (6) áëèçêî ê 0.7005.

Íåñìîòðÿ íà òåîðåòè÷åñêîå îòñóòñòâèå çàâèñèìîñòè ïðåäåëà (6) îò âèäà êîíêðåòíîé ôóíê-
öèè h, êëþ÷åâûì ôàêòîðîì óñïåõà ïðè ïðàêòè÷åñêîì ðàñ÷åòå, êîãäà çíà÷åíèå m ôèêñèðîâàíî,
ÿâëÿåòñÿ óäà÷íûé âûáîð íåêîòîðîé êîìáèíàöèè êîìïîíåíò ÿäðà:

p(x) =
1
2

k∑
j=1

mj∑
i=1

wi,j(hj(x+ ai,j) + hj(x− ai,j)), p̂(t) =
k∑
j=1

hj(t)
mj∑
i=1

wi,j cos(ai,jt), (7)

ãäå k > 1 � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ òèïîâ ïîðîæäàþùèõ ÿäåð, mj > 1 � êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ïî-
ðîæäàþùåãî ÿäðà j-ãî òèïà, hj(t) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè èç Λ1, ai,j , wi,j , i = 1,mj , j = 1, k �
ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, îáåñïå÷èâàþùèå âûïîëíåíèå óñëîâèÿ p ∈ Λ. Ïðè ýòîì îá-
ùåå ÷èñëî êîìïîíåíò ÿäðà ðàâíÿåòñÿ m1 + . . .+mk ≡ m, à ÷èñëî ïàðàìåòðîâ � 2m (îòìåòèì
òàêæå, ÷òî ÷èñëî ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ ïðè ýòîì ðàâíÿåòñÿ 2m−1, ïîñêîëüêó àäàïòèâíîå ÿä-
ðî èç íåðàâåíñòâà ñãëàæèâàíèÿ Çîëîòàðåâà èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ íà ïîëîæè-
òåëüíîå ÷èñëî, è îäèí èç âåñîâ ìîæíî çàôèêñèðîâàòü). Íèæå ïðèâåäåíà òàáëèöà ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ äëÿ δ = 1 è k = 2.
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h1(x) = S(x), h2(x) = B(x) h1(x) = S(x), h2(x) = J(x)
m1 m2 m C(1) m1 m2 m C(1)
1 1 2 0.7244 2 3 5 0.7009
2 2 4 0.7066 3 2 5 0.7015
4 2 6 0.7020 3 3 6 0.7005
5 1 6 0.7018 4 1 5 0.7015

5 1 6 0.7006
5 2 7 0.7005
2 5 7 0.7006

Ïðèâåäåííûå â ïîñëåäíèõ äâóõ òàáëèöàõ ðåçóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ ñ ïîëó÷åííûìè ðàíåå [13].
Íàèëó÷øèìè äëÿ δ = 1 îêàçàëèñü 6-êîìïîíåíòíûå ñìåñè S(x), 7-êîìïîíåíòíûå ñìåñè J(x),
à òàêæå ñìåñè, ñîñòîÿùèå èç 5 êîìïîíåíò S(x) è 1 èëè 2 êîìïîíåíò J(x), è 7-êîìïîíåíòíàÿ
ñìåñü, ñîäåðæàùàÿ 2 êîìïîíåíòû S(x) è 5 êîìïîíåíò J(x). Íàèáîëåå ïðîñòûå èç ýòèõ ÿäåð
áûëè âûáðàíû äëÿ ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëåíèé ïðè 0 < δ < 1, à èìåííî, ìû ðàññìîòðåëè 6-
êîìïîíåíòíûå ñìåñè S(x), à òàêæå 6 − 7-êîìïîíåíòíûå ñìåñè J(x), òî åñòü ÿäðà âèäà (5), â
êîòîðûõ m = 6, h(x) = S(x); m = 6, h(x) = J(x); m = 7, h(x) = J(x). Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
ñîäåðæàòñÿ â ñëåäóþùåé òàáëèöå.

m = 6, h(x) = S(x) m = 6, h(x) = J(x) m = 7, h(x) = J(x)
δ C(δ) δ C(δ) δ C(δ)
0.1 1.0754 0.1 1.0741 0.1 1.0739
0.2 1.0032 0.2 1.0008 0.2 1.0001
0.3 0.9438 0.3 0.9407 0.3 0.9407
0.4 0.8922 0.4 0.8878 0.4 0.8876
0.5 0.8479 0.5 0.8466 0.5 0.8454
0.6 0.8149 0.6 0.8126 0.6 0.8126
0.7 0.7941 0.7 0.7876 0.7 0.7876
0.8 0.7728 0.8 0.7720 0.8 0.7720
0.9 0.7671 0.9 0.7672 0.9 0.7671

Èç ýòîé òàáëèöû âèäíî, ÷òî 7-êîìïîíåíòíàÿ ñìåñü J(x) äàåò íàèëó÷øèå îöåíêè. Íèæå ïðèâî-
äèòñÿ ñðàâíèòåëüíàÿ òàáëèöà íàøèõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðåçóëüòàòàìè Òûñèàêà. Â ïåðâîì ñòîëáöå
óêàçàíû çíà÷åíèÿ δ, âî âòîðîì � îöåíêè Òûñèàêà: C(δ) 6 CT (δ), â òðåòüåì � îöåíêè, ïîëó-
÷åííûå â äàííîé ðàáîòå: C(δ) 6 C(δ), â ÷åòâåðòîì � ðàçíîñòü CT (δ)− C(δ).

δ CT (δ) C(δ) CT (δ)− C(δ)
0.1 1.102 1.074 0.028
0.2 1.076 1.001 0.075
0.3 1.008 0.941 0.067
0.4 0.95 0.888 0.062
0.5 0.902 0.846 0.056
0.6 0.863 0.813 0.050
0.7 0.833 0.788 0.045
0.8 0.812 0.772 0.040
0.9 0.802 0.768 0.030

Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà âû÷èñëèòåëüíîì êîìïëåêñå �Regatta� (http://regatta.cs.msu.su),
óñòàíîâëåííîì íà ôàêóëüòåòå ÂÌÊ ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà1 ñ êîíôèãóðàöèåé: 16 Power4
ïðîöåññîðîâ, 64 Gb îïåðàòèâíîé ïàìÿòè. Ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ C(δ) äëÿ äåñÿòè çíà÷åíèé δ
ïðîâîäèëñÿ íà 10 íåçàâèñèìûõ äðóã îò äðóãà ïîòîêàõ è â ñðåäíåì çàíèìàë îêîëî 7 ÷àñîâ äëÿ
êàæäîãî ÿäðà.

1Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Ä. À. Ãóëÿåâó çà ïðåäîñòàâëåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû.
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Â çàêëþ÷åíèå àâòîðû âûðàæàþò èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü Â. Þ. Êîðîë¼âó çà ïîñòîÿí-
íîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé,
ïðîåêòû 08-01-00563, 08-01-00567 è 08-07-00152, Ñîâåòà ïî ãðàíòàì ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé Ôå-
äåðàöèè äëÿ ïîääåðæêè ìîëîäûõ ðîññèéñêèõ ó÷åíûõ � êàíäèäàòîâ íàóê �ÌÊ-654.2008.1, à
òàêæå ãðàíòîì Ó.Ì.Í.È.Ê.
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Êàôåäðà Ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè

1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî Ek = {0, 1, . . . , k − 1}.
Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé k-çíà÷íîé ëîãèêè (k > 2),

åñëè îíà îïðåäåëåíà íà Enk è âñå å¼ çíà÷åíèÿ ïðèíàäëåæàò Ek.
Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé k-

çíà÷íîé ëîãèêè îáîçíà÷èì Pk. Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A èç Pk ÷åðåç [A] áóäåì îáîçíà÷àòü
çàìûêàíèå îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè (äëÿ ôóíêöèé äàëåå âåçäå áóäåò èäòè ðå÷ü
èìåííî îá ýòîì òèïå çàìûêàíèÿ).

Ïóñòü íà Ek çàäàíà íåêîòîðàÿ ïîäñòàíîâêà σ.
Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ k-çíà÷íîé ëîãèêè f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ñàìîäâîéñòâåí-

íîé îòíîñèòåëüíî ïîäñòàíîâêè σ, åñëè âûïîëíåíî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî: f(x1, . . . , xn) =
σ−1(f(σ(x1), . . . , σ(xn))), ãäå ÷åðåç σ−1 ìû îáîçíà÷àåì ïîäñòàíîâêó, îáðàòíóþ ê σ. Èçâåñòíî
([3]), ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç Pk, ñàìîäâîéñòâåííûõ îòíîñèòåëüíî σ, ÿâëÿåòñÿ çàìêíó-
òûì êëàññîì. Îáîçíà÷èì ýòîò êëàññ ÷åðåç Sσ.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü p(x1, . . . , xm) � íåêîòîðûé ïðåäèêàò, îïðåäåë¼ííûé íà Emk ,
f(y1, . . . , yn) � ôóíêöèÿ èç Pk. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(y1, . . . , yn) ñîõðàíÿåò ïðåäèêàò
p(x1, . . . , xm), åñëè äëÿ ëþáûõ n íàáîðîâ ãi = (ai1, . . . , aim) (i = 1, . . . , n), óäîâëåòâîðÿþùèõ
ïðåäèêàòó p, íàáîð f(a11, . . . , an1), . . . , f(a1m, . . . , anm) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ïðåäèêàòó p. Ïî
îïðåäåëåíèþ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òîæäåñòâåííî ëîæíûé ïðåäèêàò ñîõðàíÿåò ëþáàÿ ôóíêöèÿ.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Pol(p) ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò p.
Ëåììà 1. Sσ = Pol(Rσ), ãäå Rσ � äâóõìåñòíûé ïðåäèêàò, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿþò âñå

íàáîðû âèäà (i, σ(i)) è òîëüêî îíè.
Äîêàçàòåëüñòâî

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ∈ Sσ. Âîçüì¼ì â òàáëèöå äëÿ f äâå ñòðîêè, óäîâëåòâîðÿþùèå ïðåäè-
êàòó Rσ: ã = (a1, . . . , an) è σ(ã) = (σ(a1), . . . , σ(an)). Ïîëó÷àåì, ÷òî f(ã) = σ−1(f(σ(ã))),
òî åñòü ïàðà çíà÷åíèé íà ýòèõ ñòðîêàõ òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ïðåäèêàòó Rσ. Îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî f ñîõðàíÿåò ïðåäèêàò Rσ è f ∈ Pol(Rσ).

2. Ïóñòü òåïåðü f ∈ Pol(Rσ). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé ïàðû ñòðîê â òàáëèöå ã è b̃, óäî-
âëåòâîðÿþùåé ïîêîìïîíåíòíî ïðåäèêàòó Rσ, âûïîëíåíî f(b̃) = σ(f(ã)). Ïîëó÷àåì, ÷òî
f ∈ Sσ ïî îïðåäåëåíèþ.

Îäíèì èç øåñòè ñåìåéñòâ ïðåäïîëíûõ êëàññîâ ([2]) ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî, îáîçíà÷àåìîå S �
ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà âñåõ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé. Èçâåñòíî ([3]), ÷òî ñàìîäâîéñòâåí-
íûé êëàññ ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëíûì (ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó S) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ïîäñòàíîâêà, ñîõðàíÿåìàÿ èì, ðàñïàäàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå öèêëîâ îäèíàêîâîé ïðîñòîé äëè-
íû. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, êàêîå ïîëîæåíèå â ðåø¼òêå çàìêíóòûõ êëàññîâ
çàíèìàþò îñòàëüíûå ñàìîäâîéñòâåííûå êëàññû.

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [6] ïîêàçàíî, ÷òî íàä ïðîèçâîëüíûì ñàìîäâîéñòâååíûì êëàññîì
íàõîäèòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî çàìêíóòûõ êëàññîâ.

Íàì â äàëüíåéøåì ïîíàäîáèòñÿ ñåìåéñòâî C.
Îïðåäåëåíèå 4. Êëàññ ôóíêöèé A ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó C, åñëè A � ìíîæåñòâî ôóíê-

öèé, ñîõðàíÿþùèõ öåíòðàëüíûé ïðåäèêàò p, ò.å. ïðåäèêàò, îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-
ìè:
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1. Àáñîëþòíàÿ ñèììåòðè÷íîñòü. Äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè σ íà ìíîæåñòâå {1, . . . , n} è ëþáîãî
íàáîðà ã ∈ Enk ñïðàâåäëèâî p(a1, . . . , an) = TRUE ⇐⇒ p(aσ(1), . . . , aσ(n)) = TRUE.

2. Àáñîëþòíàÿ ðåôëåêñèâíîñòü. Ïðåäèêàò p èñòèíåí íà ëþáîì íàáîðå ã, òàêîì ÷òî íàéäóòñÿ
íîìåðà 1 6 i, j 6 m (m � ìåñòíîñòü p), óäîâëåòâîðÿþùèå ai = aj (â ã ïðèñóòñòâóþò õîòÿ
áû äâå ðàâíûå êîìïîíåíòû).

3. Ñóùåñòâóåò öåíòð ïðåäèêàòà p, òî åñòü ñóùåñòâóåò ýëåìåíò h ∈ Ek òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî
íàáîðà ã ∈ Enk , ó êîòîðîãî åñòü êîìïîíåíòà, ðàâíàÿ h, ñïðàâåäëèâî p(ã) = TRUE.

Äàëåå ìû ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î ñîîòâåòñòâèè Ãàëóà ìåæäó çàìêíóòûìè êëàñ-
ñàìè ïðåäèêàòîâ è ôóíêöèé.

Ïóñòü T � íåêîòîðàÿ ñèñòåìà ïðåäèêàòîâ.
Îïðåäåëåíèå 5.([5])

1. Åñëè p � îáîçíà÷åíèå m-ìåñòíîãî ïðåäèêàòà èç T , x1, . . . , xm � íåêîòîðûå ðàçëè÷-
íûå ñèìâîëû ïåðåìåííûõ, òî p(x1, . . . , xm) � ôîðìóëà íàä T , ðåàëèçóþùàÿ ïðåäèêàò
p(x1, . . . , xm). Â ýòîé ôîðìóëå âñå ïåðåìåííûå x1, . . . , xm � ñâîáîäíûå, ñâÿçàííûå ïåðå-
ìåííûå îòñóòñòâóþò.

2. Ïóñòü A(y1, . . . , yl) � ôîðìóëà íàä T ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè y1, . . . , yl, ðåàëèçóþ-
ùàÿ ïðåäèêàò p(y1, . . . , yl). Òîãäà (∃yi)A(y1, . . . , yi, . . . , yl) � ôîðìóëà íàä T ñî ñâîáîäíû-
ìè ïåðåìåííûìè y1, . . . , yi−1, yi+1, . . . , yl è ñâÿçàííûìè ïåðåìåííûìè òàêèìè æå, êàê ó
A(y1, . . . , yl), ñ äîáàâëåíèåì yi, ðåàëèçóþùàÿ ïðåäèêàò ∃yip(y1, . . . , yi, . . . , yl).

3. Ïóñòü îïÿòü A(y1, . . . , yl) � ôîðìóëà íàä T ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè y1, . . . , yl, ðåà-
ëèçóþùàÿ ïðåäèêàò p(y1, . . . , yl), xi1 , . . . , xil � íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå ñèìâîëû ïåðå-
ìåííûõ, îòëè÷àþùèåñÿ îò ñèìâîëîâ ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ ôîðìóëû A(y1, . . . , yl). Òîãäà
A(xi1 , . . . , xil) � ôîðìóëà íàä T ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè xi1 , . . . , xil (òóò èìåþòñÿ â
âèäó âñå ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå èç ñïèñêà xi1 , . . . , xil) è ñâÿçàííûìè ïåðåìåííûìè òàêè-
ìè æå, êàê ó A(y1, . . . , yl), ðåàëèçóþùàÿ ïðåäèêàò p(xi1 , . . . , xil).

4. Ïóñòü A(x1, . . . , xl) è B(y1, . . . , ym) � ôîðìóëû íàä T ñ ìíîæåñòâàìè ñâîáîäíûõ ïåðå-
ìåííûõ ñîîòâåòñòâåííî x1, . . . , xl è y1, . . . , ym, ðåàëèçóþùèå ïðåäèêàòû p1(x1, . . . , xl) è
p2(y1, . . . , ym), ïðè÷¼ì ìíîæåñòâà âñåõ ïåðåìåííûõ ýòèõ ôîðìóë (ñâîáîäíûõ è ñâÿçàí-
íûõ) íå ïåðåñåêàþòñÿ. Òîãäà A(x1, . . . , xl)&B(y1, . . . , ym) � ôîðìóëà íàä T ñî ñâîáîäíûìè
ïåðåìåííûìè x1, . . . , xl, y1, . . . , ym, ðåàëèçóþùàÿ ïðåäèêàò p1(x1, . . . , xl)&p2(y1, . . . , ym).
Ìíîæåñòâî ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ ýòîé ôîðìóëû � îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ ñâÿçàííûõ
ïåðåìåííûõ ôîðìóë A(x1, . . . , xl) è B(y1, . . . , ym).

Çàìûêàíèåì [T ] ñèñòåìû T íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ïðåäèêàòîâ, ðåàëèçóåìûõ âñåâîçìîæíûìè
ôîðìóëàìè íàä T .

Äàëåå äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ áóäåì íàçûâàòü îïåðàöèè íàä ïðåäèêàòàìè ñëåäóþùèì
îáðàçîì: äîáàâëåíèå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ (ïóíêò 2 îïðåäåëåíèÿ) � ïðîåêöèåé ïî ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ïåðåìåííîé, ïîäñòàíîâêó âìåñòî yj1 , . . . , yjh îäíîãî è òîãî æå ñèìâîëà ïåðåìåííîé
(ïóíêò 3 îïðåäåëåíèÿ) � îòîæäåñòâëåíèåì ïåðåìåííûõ yj1 , . . . , yjh , îïåðàöèþ, îïèñàííóþ â
ïóíêòå 4 � ïðîèçâåäåíèåì ïðåäèêàòîâ p1 è p2.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïðåäèêàòû R1 è R2 íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè Pol(R1) =
Pol(R2). Ïîä R1 = R2 áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ðàâåíñòâî ïðåäèêàòîâ êàê ôóíêöèé.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè R1 ∈ [R2], òî Pol(R2) ⊆ Pol(R1) ([1]). Ýòîò ôàêò áóäåì îáîçíà÷àòü (∗).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Inv(f) ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäèêàòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîõðàíÿåòñÿ

ôóíêöèåé f . Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâà ôóíêöèé A è ìíîæåñòâà ïðåäèêàòîâ T ïîëîæèì
Inv(A) = ∩f∈AInv(f), Pol(T ) = ∩p∈TPol(p).

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè òåîðèè Ãàëóà äëÿ çàìêíóòûõ êëàññîâ ÿâëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ
([4]):

A = Pol(Inv(A)), T = Inv(Pol(T )), (1)

ãäå A � çàìêíóòûé êëàññ ôóíêöèé, ñîäåðæàùèé âñå ñåëåêòîðíûå ôóíêöèè (ò.å. ôóíêöèè âèäà
f(x1, . . . , xn) = xi), à T � çàìêíóòûé êëàññ ïðåäèêàòîâ, ñîäåðæàùèé âñå äèàãîíàëüíûå îòíî-
øåíèÿ (ò.å. îòíîøåíèÿ âèäà p(x1, . . . , xn) ≡ (xi1 = xj1)& · · ·&(xil = xjl)).
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäñòàíîâêà σ ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ki öèêëîâ äëèíû li (i =
1, . . . , s). Î÷åâèäíî, ÷òî

∑s
i=1 kili = k.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíîå ÷èñëî h òàêîå, ÷òî σh = e, ãäå e � òîæ-
äåñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà.

Ëåììà 2. h = HOK(l1, . . . , ls).
Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ðàáîòû ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç h óêàçàííóþ âåëè÷èíó äëÿ ïîä-

ñòàíîâêè σ.
Äàëåå ðàññìîòðèì íåêîòîðûå çàìêíóòûå êëàññû, ñîäåðæàùèå êëàññ Sσ.

2 Êëàññû ñåìåéñòâà Sσ.

Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå êëàññû âèäà Sσi , 2 6 i 6 h.
Ëåììà 3. Sσ ⊆ Sσi äëÿ ëþáîãî i > 1.
Äîêàçàòåëüñòâî Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî Sσ = Pol(Rσ) è Sσi = Pol(Rσi). Ïî îïðåäåëåíèþ

ïðåäèêàòà Rσ èìååì: Rσi(x1, x2) = ∃y1, . . . , yi−1Rσ(x1, y1)&Rσ(y1, y2)& . . .&Rσ(yi−1, x2). Â ñèëó
(∗) ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.

Íàïîìíèì, ÷òî h � ìèíèìàëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå σh = e.
Ñëåäñòâèå. Åñëè c = ab ( mod h), òî Sσa ⊆ Sσc .
Äîêàçàòåëüñòâî Îáîçíà÷èì ïîäñòàíîâêó σa ÷åðåç π. Ïî ëåììå 3 ïîëó÷àåì, ÷òî Sπ ⊆ Sπb =

Sσab = Sσc .
Ëåììà 4. Ïóñòü 1 < i < h, i1 = HOD(i, h). Òîãäà Sσi = Sσi1 .
Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü i = i1i2. Ïî óñëîâèþ ëåììû ÷èñëà h è i2 âçàèìíî ïðîñòû. Èñïîëüçóÿ

àëãîðèòì Åâêëèäà ([7]), ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà a, b òàêèå, ÷òî ñïðàâåäëèâî:
ah + bi2 = 1, ÷òî ýêâèâàëåíòíî bi2 = 1( mod h). Äîìíîæàÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà i1, èìååì
bi = i1( mod h). Ïî ñëåäñòâèþ ëåììû 3 ïîëó÷àåì Sσi ⊆ Sσi1 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåïîñðåä-
ñòâåííî èç óñëîâèÿ äàííîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî Sσi1 ⊆ Sσi .

Ëåììà äîêàçàíà.
Òîò ôàêò, ÷òî ÷èñëî a äåëèòñÿ íà ÷èñëî b, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç b|a.
Ñëåäñòâèå. Ëþáîé êëàññ âèäà Sσi , ãäå i íå äåëèò h, ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðûì êëàññîì Sσa ,

ãäå a|h.
Èçó÷èì âîïðîñ î òîì, êàê óñòðîåíà ïîäñòàíîâêà σa.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé öèêë ïîäñòàíîâêè σ. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèÿ,

ïðåäïîëîæèì, ÷òî îí ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ 0, . . . , l − 1 è σ(i) = i + 1( mod l) íà ýëåìåíòàõ
óêàçàííîãî öèêëà.

Ëåììà 5. Ýëåìåíòû 0, . . . , l−1 ðàññìàòðèâàåìîãî öèêëà îáðàçóþò d öèêëîâ ðàâíîé äëèíû
l
d â ïîäñòàíîâêå σ

a, ãäå d = HOD(a, l).
Äîêàçàòåëüñòâî Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò b ðàññìàòðèâàåìîãî öèêëà ïîäñòàíîâêè

σ. Â ïîäñòàíîâêå π = σa â îäèí öèêë ñ ýëåìåíòîì b ïîïàäóò âñå ýëåìåíòû, èìåþùèå âèä
πi(b) = σia(b) = b + ia ( mod l). Íàéä¼òñÿ òàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî s, ÷òî πs(b) = b èëè
b+ sa = b ( mod l).

Ïîñëåäíåå óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî sa = 0 ( mod l) èëè

sa = lt. (2)

×èñëî s â äàííîì âûðàæåíèè ÿâëÿåòñÿ äëèíîé ðàññìàòðèâàåìîãî öèêëà ïîäñòàíîâêè π.
Îáîçíà÷èì â óðàâíåíèè (2) r = sa. Ïîñêîëüêó, êàê ìû îãîâîðèëè âûøå, s � ìèíèìàëüíîå

÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå (2), òî r = HOK(a, l). Äëèíà ðàññìàòðèâàåìîãî öèêëà

s =
r

a
=

HOK(a, l)
a

.

Â ñëó÷àå s < l óêàçàííûé öèêë ðàñïàäàåòñÿ íà

l

s
=

al

HOK(a, l)
= HOD(a, l)

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.)



Î ÏÎËÎÆÅÍÈÈ ÑÀÌÎÄÂÎÉÑÒÂÅÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ 93

öèêëîâ ðàâíîé äëèíû, â êàæäûé èç êîòîðûõ âõîäÿò ýëåìåíòû, èìåþùèå îäèí è òîò æå îñòàòîê
îò äåëåíèÿ íà a.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ïóñòü ÷èñëî h ïðåäñòàâèìî â âèäå h = hα1

1 . . . hαr
r , ãäå h1, . . . , hr � ïðîñòûå ÷èñëà.

Ëåììà 6. Ïóñòü a è b � ðàçëè÷íûå äåëèòåëè ÷èñëà h. Sσa ⊂ Sσb òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà a|b.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü ÷èñëî a íå äåëèò b. Ïðåäñòàâèì óêàçàííûå ÷èñëà â âèäå:

a = ha1
1 . . . har

r ,

b = hb11 . . . hbrr ,

ãäå 0 6 ai, bi 6 αi è ñóùåñòâóåò íîìåð i0 òàêîé, ÷òî ai0 > bi0 .
Íàïîìíèì, ÷òî ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â ïîäñòàíîâêå σ èìååòñÿ ki öèêëîâ äëèíû li (i =

1, . . . , s). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî j ñóùåñòâóåò öèêë äëèíû li òàêîé, ÷òî h
αj

j |li. Â ñàìîì äåëå,
åñëè äëÿ íåêîòîðîãî j íå ñóùåñòâóåò óêàçàííîãî öèêëà, òî ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ
îïðåäåëåíèåì ÷èñëà h.

Èòàê, ñóùåñòâóåò lj0 òàêîå, ÷òî h
αi0
i0
|lj0 . Ñëåäîâàòåëüíî, â íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü a è

lj0 âõîäèò ñîìíîæèòåëü h
ai0
i0
, à â íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü b è lj0 � íå âõîäèò. Îáîçíà÷èì

da = HOD(a, lj0), db = HOD(b, lj0). Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî da > 1, da íå äåëèò db.
Èòàê, ïî ëåììå 5 ïîëó÷àåì, ÷òî öèêë äëèíû lj0 ïîäñòàíîâêè σ ïðè âîçâåäåíèè â ñòåïåíü a

ðàñïàä¼òñÿ íà da öèêëîâ, à ïðè âîçâåäåíèè â ñòåïåíü b � íà db öèêëîâ.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ýòîì Sσa * Sσb .
Â ñàìîì äåëå, ïóñòü öèêë èç ýëåìåíòîâ {0, . . . , lj0 − 1} ïðè âîçâåäåíèè â ñòåïåíü a ðàñïà-

äàåòñÿ íà öèêëû ∆1
1, . . . ,∆

1
da
, à ïðè âîçâåäåíèè â ñòåïåíü b � íà öèêëû ∆2

1, . . . ,∆
2
db
(áóêâàìè

ìû çäåñü îáîçíà÷èëè ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ, èç êîòîðûõ ñîñòîèò êàæäûé öèêë). Îïðåäåëèì
ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé f(x) òàê, ÷òîáû îíà êàæäîå ìíîæåñòâî ∆1

j ïåðåâîäèëà â ñåáÿ è
äåéñòâîâàëà íà ∆1

j ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: f(a) = σsj (a). ×èñëà sj ñâîè äëÿ êàæäîãî ìíîæå-
ñòâà, ìû èõ ïîêà íå ôèêñèðóåì. Íà îñòàëüíûõ íàáîðàõ ïîëîæèì f(x) = x.

Ïîêàæåì, ÷òî f ∈ Sσa äëÿ ëþáûõ ÷èñåë sj . Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû t1, t2 ∈ Ek,
ïðèíàäëåæàùèå óêàçàííîìó öèêëó (â èíîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî) è óäîâëåòâîðÿþùèå
Rσa(t1, t2) = TRUE. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè ýòîì t1, t2 ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå ìíîæåñòâó
∆1
j . Òîãäà

Rσa(f(t1), f(t2)) = Rσa(f(t1), f(σa(t1))) = Rσa(σsj (t1), σa+sj (t1)) =

= Rσa(t3, σa(t3)) = TRUE,

ãäå t3 = σsj (t1).
Èòàê, ìíîæåñòâà ∆1

1, . . . ,∆
1
da
, ∆2

1, . . . ,∆
2
db
� äâà ðàçíûõ ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà {0, . . . , lj0−1}.

Åñëè ÷èñëî da íå äåëèò ÷èñëî db, òî âòîðîå ðàçáèåíèå íå ìîæåò áûòü èçìåëü÷åíèåì ïåðâîãî.
Â ýòîì ñëó÷àå íàéäóòñÿ äâà ýëåìåíòà k1 è k2 = σb(k1) (òî åñòü ñîñåäíèå â íåêîòîðîì ∆2

l ),
ïðèíàäëåæàùèå ðàçíûì ìíîæåñòâàì ∆1

i è ∆1
j . Ïóñòü f(k1) = a1 è f(k2) = a2.

Ïóñòü âíà÷àëå ìíîæåñòâà ∆1
i èëè ∆1

j ñîäåðæàò õîòÿ áû ïî äâà ýëåìåíòà. Ïîêàæåì, ÷òî
ìû ìîæåì âûáðàòü ÷èñëà si è sj òàê, ÷òîáû Rσb(a1, a2) = FALSE. Ïîëîæèì sj = 0, îòêóäà
f(k2) = k2, à si âûáåðåì ðàâíûì a (â ýòîì ñëó÷àå a1 = σa(k1) áóäåò îòëè÷íûì îò k1 ýëåìåíòîì
ìíîæåñòâà ∆1

i ). Ïîñêîëüêó Rσb(k1, k2) = TRUE, òî Rσb(a1, k2) = FALSE ïî îïðåäåëåíèþ
ïðåäèêàòà, çàäàþùåãî ïîäñòàíîâêó. Ïîëó÷àåì, ÷òî f /∈ Sσb .

Åñëè æå âñå ìíîæåñòâà ∆1
i îäíîýëåìåíòíûå, òî â êà÷åñòâå f(x) äîñòàòî÷íî âçÿòü ôóíêöèþ,

ïðèíèìàþùóþ íà ìíîæåñòâå 0, . . . , lj0−1 çíà÷åíèå 1, íà îñòàëüíûõ íàáîðàõ f(x) = x. Î÷åâèäíî,
÷òî f ∈ Sσa . Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà ∆2

j íå ìîãóò áûòü îäíîýëåìåíòíûìè, òî f /∈ Sσb .
Äîêàæåì òåïåðü îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü a|b. Ïîñêîëüêó ÷èñëà a è b ðàçëè÷íû, òî b

íå äåëèò a. Ïî óæå äîêàçàííîìó ïîëó÷àåì, ÷òî Sσb * Sσa . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ñëåäñòâèþ
ëåììû 3 èìååì Sσa ⊆ Sσb . Èç äâóõ óêàçàíííûõ ñîîòíîøåíèé ïîëó÷àåì òðåáóåìîå:

Sσa ⊂ Sσb .
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Ëåììà äîêàçàíà.
Èç ïîñëåäíåé ëåììû, à òàêæå ñëåäñòâèÿ ê ëåììå 4 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 1. Ðåø¼òêà êëàññîâ Sσi èçîìîðôíà ðåø¼òêå äåëèòåëåé ÷èñëà h.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sσ ìíîæåñòâî êëàññîâ Sσi , ãäå i � äåëèòåëü ÷èñëà h, i 6= 1, i 6= h.
Ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå ñâîéñòâà îïèñàííîé ðåø¼òêè êëàññîâ Sσ.

1. ×èñëî êëàññîâ:
r∏
i=1

(αi + 1)− 2.

2. Âûñîòà:
r∑
i=1

αi − 1.

3. Øèðèíà âåðõíåãî è íèæíåãî ñëî¼â: r.

3 Êëàññû ñåìåéñòâà Tσ.

Îïÿòü áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â ïîäñòàíîâêå σ èìååòñÿ ki öèêëîâ äëèíû li (i=1,. . . ,s).
Îáîçíà÷èì ÷åðåçMd,σ ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Ek, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ, îáðàçóþùèõ
öèêëû ïîäñòàíîâêè σ, äëèíû êîòîðûõ äåëÿò ÷èñëî d.

Îïðåäåëåíèå 7.Ïóñòü ïîäñòàíîâêà π îïðåäåëåíà íà ïîäìíîæåñòâåMd,σ ìíîæåñòâà Ek äëÿ
íåêîòîðîãî d è ðàâíà σ íà óêàçàííîì ìíîæåñòâå. Êëàññîì Hd,π íàçîâ¼ì ìíîæåñòâî ôóíêöèé
k-çíà÷íîé ëîãèêè, ñîõðàíÿþùèõ ñëåäóþùèé ïðåäèêàò: Rπ(x1, x2) = TRUE òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà x1, x2 ∈Md,π è x2 = π(x1).

Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâàMd,σ ñëåäóåò, ÷òî, åñëè ìû âîçüì¼ì ÷èñëî d1, íå äåëÿùåå ÷èñëî
h, òî íàéä¼òñÿ ÷èñëî d2, ÿâëÿþùååñÿ äåëèòåëåì h, òàêîå, ÷òî Md1,σ = Md2,σ. Ïîýòîìó ìû
ìîæåì â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ÷èñåë d òîëüêî äåëèòåëè h.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tσ ìíîæåñòâî êëàññîâ Hd,πt , ãäå d � äåëèòåëü ÷èñëà h, π � ïîäñòàíîâêà,
îïðåäåë¼ííàÿ íà ìíîæåñòâå Md,σ (Md,σ 6= Ek, Md,σ 6= ∅) è ñîâïàäàþùàÿ ñ ïîäñòàíîâêîé σ íà
í¼ì, t � äåëèòåëü ÷èñëà q, ÿâëÿþùåãîñÿ ìèíèìàëüíûì, óäîâëåòâîðÿþùèì πq = e. Îãðàíè÷å-
íèÿ íà ïàðàìåòð t ñëåäóþò èç òîãî ôàêòà, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ìíîæåñòâàMd,σ (è, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïîäñòàíîâêè π) äëÿ ñòðóêòóðû êëàññîâ Hd,πt ñïðàâåäëèâû ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî
ðàçäåëà ñ çàìåíîé Ek íà Md,σ. Èíûìè ñëîâàìè, ðåø¼òêà êëàññîâ Hd,πt íàä Hd,π èçîìîðôíà
ðåø¼òêå äåëèòåëåé ÷èñëà q.

Ëåììà 7. Ëþáîé êëàññ èç ñåìåéñòâà Tσ ñîäåðæèò êëàññ Sσ.
Äîêàçàòåëüñòâî Ðàññìîòðèì ïðåäèêàò Rπt(x1, x2), çàäàþùèé êëàññ Hd,πt . Íåòðóäíî óáå-

äèòüñÿ â âûïîëíåíèè ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ:

Rπt(x1, x2) = ∃y1, . . . , yt+d−2Rσ(x1, y1)&Rσ(y1, y2)& . . .&Rσ(yt−1, x2)&

&Rσ(x1, yt)&Rσ(yt, yt+1)& . . .&Rσ(yt+d−2, x1).

Òî åñòü Rπt ∈ [Rσ]. Èñïîëüçóÿ (∗), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.
Ëåììà 8. Ïóñòü d1, d2 � ðàçëè÷íûå äåëèòåëè h òàêèå, ÷òî â ïîäñòàíîâêå σ ñóùåñòâóåò

öèêë äëèíû l, êîòîðàÿ äåëèò ÷èñëî d1 è íå äåëèò d2, t � ëþáîå ÷èñëî. Ââåä¼ì äëÿ óêàçàííûõ
÷èñåë ïîäñòàíîâêè π1 è π2, êàê îïèñàíî âûøå. Òîãäà

1. Êëàññû Hd1,πt
1
è Hd2,πt

2
ðàçëè÷íû.

2. Hd1,πt
1
⊂ Hd2,πt

2
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà d2|d1.

Äîêàçàòåëüñòâî Êëàññû Hd1,πt
1
è Hd2,πt

2
çàäàþò ñîîòâåòñòâåííî ïðåäèêàòû Rπt

1
è Rπt

2
. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç C óêàçàííûé â ëåììå öèêë ïîäñòàíîâêè σ. Îí âõîäèò â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
ïîäñòàíîâêè π1 è íå âõîäèò â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ïîäñòàíîâêè π2. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ îä-
íîé ïåðåìåííîé:

f(x) =
{

0, x ∈ C,
x, x ∈ Ek \ C.
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Î÷åâèäíî, f(x) ∈ Hd2,πt
2
. Îäíàêî, íà öèêëå C ïðåäèêàò Rπt

1
, ñîñòîÿùèé èç ïàð (i, πt1(i)) íà

ñòîëáöå çíà÷åíèé áóäåò ëîæåí, è f(x) /∈ Hd1,πt
1
.

Åñëè ÷èñëà d1 è d2 íå äåëÿò äðóã äðóãà, òî äàííûé ïðèìåð ìîæíî èñïîëüçîâàòü â îáå
ñòîðîíû. Ïðè ýòîì ìû ïîëó÷èì Hd1,πt

1
* Hd2,πt

2
, Hd2,πt

2
* Hd1,πt

1
.

Åñëè æå d2|d1, òî Rπt
2
∈ [Rπt

1
], ïîñêîëüêó

Rπt
2
(x1, x2) = ∃y1, . . . , yd2Rπt

1
(x1, x2)&Rπt

1
(x1, y1)&Rπt

1
(y1, y2)& . . .&Rπt

1
(yd2−1, x1).

Â ñèëó (∗) è óæå äîêàçàííîãî ïåðâîãî ïóíêòà ëåììû ïîëó÷àåì Hd1,πt
1
⊂ Hd2,πt

2
.

Ëåììà äîêàçàíà.

4 Íàäñòðóêòóðà êëàññîâ Sσ.

Ïóñòü ïðåäèêàò p ∈ [Rσ], ãäå Rσ � ïðåäèêàò, çàäàþùèé ñàìîäâîéñòâåííûé êëàññ Sσ. Çà-
ïèøåì p â âèäå ôîðìóëû F . Çàìåòèì, ÷òî â ôîðìóëå F ìîæíî âûíåñòè âïåð¼ä âñå êâàíòîðû
ñóùåñòâîâàíèÿ, íå èçìåíèâ ïðåäèêàò p. Âåçäå äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðåäèêàò çàäà¼òñÿ
ôîðìóëîé èìåííî òàêîãî âèäà.

Ñîïîñòàâèì F îðèåíòèðîâàííûé ãðàô GF ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: ìåæäó ìíîæåñòâîì
âåðøèí GF è ìíîæåñòâîì ïåðåìåííûõ F (ó÷èòûâàåì è ñâîáîäíûå è ñâÿçàííûå) ñóùåñòâóåò
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Âåðøèíó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåðåìåííîé x, áóäåì îáîçíà-
÷àòü vx. Â ãðàôå GF åñòü îðèåíòèðîâàííîå ðåáðî (vx, vy) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ôîðìóëå
F ñîäåðæèòñÿ çàïèñü R(y, x).

Ïóñòü vy1 , . . . , vyN � âñå âåðøèíû ãðàôà GF , ïåðâûå n èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò ñâîáîäíûì
ïåðåìåííûì, îñòàëüíûå � ñâÿçàííûì.

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóò¼ì èç âåðøèíû vy1 â âåðøèíó vym â ãðàôå GF áóäåì íàçûâàòü ëþáóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ð¼áåð âèäà {(vy1 , vy2), (vy2 , vy3), . . . , (vym−1 , vym)} (âåðøèíû è ð¼áðà ìîãóò
ïîâòîðÿòüñÿ). Îðèåíòàöèÿ ðåá¼ð óêàçàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæåò áûòü ëþáàÿ. Öèêëîì
íàçûâàåòñÿ ïóòü, â êîòîðîì ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ âåðøèíû ñîâïàäàþò. Äëèíîé ïóòè áóäåì íà-
çûâàòü ðàçíîñòü êîëè÷åñòâà ð¼áåð, ïðîéäåííûõ â ïðÿìîì íàïðàâëåíèè, è êîëè÷åñòâà ðåá¼ð,
ïðîéäåííûõ â îáðàòíîì.

Îïðåäåëåíèå 9. Ìàòðèöåé ðàññòîÿíèé äëÿ ãðàôà GF áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöó DF ðàçìå-
ðà h íà h, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà dij , ïîñòðîåííûå ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:
÷èñëî 0 6 l < h ïðèíàäëåæèò dij òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ãðàôå GF ñóùåñòâóåò ïóòü èç
âåðøèíû vyi â âåðøèíó vyj äëèíû l′ è l′ = l ( mod h), äðóãèõ ýëåìåíòîâ â dij íåò.

Äàëåå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà GF ñâÿçåí.
Åñëè ãðàô GF íå ñîäåðæèò öèêëîâ èëè ñîäåðæèò òîëüêî öèêëû äëèíû, êðàòíîé h, òî

êàæäîå ìíîæåñòâî dij ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà.
Ëåììà 9. Ïóñòü ãðàô GF ñîäåðæèò öèêëû ñ íåíóëåâûìè äëèíàìè c1, . . . , cq. Òîãäà îí

ñîäåðæèò öèêëû äëèíû
∑q

i=1 αici äëÿ ëþáûõ öåëûõ α1, . . . , αq.
Äîêàçàòåëüñòâî Ìû ìîæåì ïðîéòè öèêë äëèíû c1 α1 ðàç (çíàê ÷èñëà α1 óêàçûâàåò íà-

ïðàâëåíèå îáõîäà). Ïîñêîëüêó ãðàô ñâÿçíûé, ñóùåñòâóåò ïóòü S′ îò êàêîé-íèáóäü âåðøèíû
óêàçàííîãî öèêëà ê êàêîé-òî âåðøèíå öèêëà äëèíû c2. Ïðîéä¼ì ïî íåìó â ïðÿìîì íàïðàâëå-
íèè, ïðîéä¼ì öèêë äëèíû c2 α2 ðàç, çàòåì âåðí¼ìñÿ ïî S′ ê ïåðâîìó öèêëó. Ïîëó÷èì öèêë
äëèíû α1c1 + α2c2 (ïîñêîëüêó äëèíà ïóòè S′ èç-çà åãî ïðîõîæäåíèÿ â ïðÿìîì è îáðàòíîì íà-
ïðàâëåíèè áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü â ñóììå ñ ïëþñîì è ñ ìèíóñîì). Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äëÿ
öèêëîâ ñ äëèíàìè c3, . . . , cq, ïîëó÷èì òðåáóåìîå.

Ëåììà 10. Ãðàô GF ñîäåðæèò öèêëû ñ íåíóëåâûìè äëèíàìè c1, . . . , cq òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îí ñîäåðæèò öèêë äëèíû c = HOD(|c1|, . . . , |cq|).

Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü ãðàô GF ñîäåðæèò öèêëû ñ äëèíàìè c1, . . . , cq. Åñëè ñðåäè óêàçàí-
íûõ äëèí åñòü îòðèöàòåëüíûå, ñäåëàåì èõ ïîëîæèòåëüíûìè, èçìåíèâ íàïðàâëåíèÿ îáõîäà ñî-
îòâåòñòâóþùèõ öèêëîâ. Ñîãëàñíî àëãîðèòìó Åâêëèäà ([7]), ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà b1, . . . , bq
òàêèå, ÷òî

∑q
i=1 bici = HOD(c1, . . . , cq) = c. Èñïîëüçóÿ ëåììó 9, ïîëó÷àåì, ÷òî ãðàô GF ñîäåð-

æèò öèêë äëèíû c.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü GF ñîäåðæèò öèêë äëèíû c = HOD(c1, . . . , cq). Ïóñòü ci = βic,
(i = 1, . . . , q). Òîãäà, îáõîäÿ óêàçàííûé öèêë β1, . . . , βq ðàç, ïîëó÷èì, ÷òî â ãðàôå GF åñòü
öèêëû ñ äëèíàìè c1, . . . , cq (îïÿòü çíàêè ÷èñåë βi óêàçûâàþò íàïðàâëåíèÿ îáõîäà).

Ëåììà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå. Êàæäûé ýëåìåíò dij ìàòðèöû DF ñîäåðæèò òîëüêî ÷èñëà (sij +αc) ( mod h)

äëÿ âñåõ α, ãäå 0 6 sij < c (sij ìîæåò áûòü íóëåâûì).
Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü ìèíèìàëüíûì íåîòðèöàòåëüíûì ýëåìåíòîì dij ÿâëÿåòñÿ sij . Ïî

ëåììàì 9 è 10 ìíîæåñòâî dij ñîäåðæèò âñå ýëåìåíòû (sij + αc) ( mod h) äëÿ ëþáûõ α. Ñëå-
äîâàòåëüíî âûïîëíåíî 0 6 sij < c.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî dij ñîäåðæèò íåêîòîðûé ýëåìåíò s′ij îòëè÷íûé îò óêàçàííîãî
ìíîæåñòâà, òî åñòü íå ñóùåñòâóåò ÷èñëà α òàêîãî, ÷òî s′ij = sij + αc. Ïîëó÷àåì, ÷òî ìåæäó
âåðøèíàìè vyi è vyj â ãðàôå GF ñóùåñòâóåò äâà ïóòè ñ ðàçëè÷íûìè äëèíàìè sij è s′ij . Ñëåäî-
âàòåëüíî, â ãðàôå ñóùåñòâóåò öèêë äëèíû s′ij − sij 6= 0. Ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñëà c ñïðàâåäëèâî
c|(s′ij − sij), èëè ñóùåñòâóåò β òàêîå, ÷òî βc = s′ij − sij , îòêóäà s′ij = sij + βc. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ñëåäñòâèå.

Íàïîìíèì: ìû óñëîâèëèñü ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíû vy1 , . . . , vyn è òîëüêî îíè ñîîòâåòñòâóþò
ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì ôîðìóëû F ; ÷åðåç Md,σ ìû îáîçíà÷èëè ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Ek,
ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ, îáðàçóþùèõ öèêëû ïîäñòàíîâêè σ, äëèíû êîòîðûõ äåëÿò ÷èñëî
d.

Ïîëîæèì Mp ðàâíûì Ek, åñëè ãðàô GF íå ñîäåðæèò öèêëîâ èëè äëèíû âñåõ åãî öèêëîâ
êðàòíû h, èëè Mc,σ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Îñòàâèì â êàæäîì ìíîæåñòâå dij ïî îäíîìó ìèíè-
ìàëüíîìó íåîòðèöàòåëüíîìó ýëåìåíòó sij .

Ëåììà 11. Ïðåäèêàòó p óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèå íàáîðû è òîëüêî îíè:∣∣∣∣ x1 x2 x3 . . . xi . . . xn
σsi1(aj) σsi2(aj) σsi3(aj) . . . aj . . . σsin(aj),

∣∣∣∣
ãäå aj � ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Mp, siq � óêàçàííûå âûøå ÷èñëà, i � ïðîèçâîëüíîå, íî ôèêñè-
ðîâàííîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó 1 6 i 6 n.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî íèêàêèå äðóãèå íàáîðû íå óäîâëåòâîðÿþò ïðåäè-
êàòó. Çàôèêñèðóåì ëþáîå ÷èñëî 1 6 i 6 n.

Ïóñòü Mc,σ 6= ∅. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò b ∈ Ek \ Mc,σ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
p(a1, . . . , an) = TRUE, ãäå ai = b. Ïî ëåììå 10 ñóùåñòâóþò öèêëû, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç âåð-
øèíó vyi , ñ äëèíàìè sii è sii + c. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïîäîáíûé öèêë äëèíû c. Ïî
îïðåäåëåíèþ ãðàôà GF ïîëó÷àåì, ÷òî σc(b) = b. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýëåìåíò b âõîäèò â öèêë
ïîäñòàíîâêè σ äëèíû, äåëÿùåé ÷èñëî c. Îòêóäà b ∈Mc,σ � ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, âñå
êîìïîíåíòû óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðåäèêàòó p íàáîðîâ ëåæàò âî ìíîæåñòâå Mc,σ.

Ïóñòü îïÿòü p(a1, . . . , an) = TRUE. Ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû DF ìåæäó âåðøèíàìè vyi è
vyj ñóùåñòâóåò ïóòü äëèíû sij . Ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå aj = σsij (ai).

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî íèêàêèå íàáîðû, êðîìå òåõ, ÷òî óêàçàíû â ôîðìóëèðîâêå ëåììû,
íå ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü ïðåäèêàòó p. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî îñòàëüíûå íàáîðû (óêàçàííûå â
ëåììå) óäîâëåòâîðÿþò ïðåäèêàòó.

Ïóñòü íàáîð ã óäîâëåòâîðÿåò ôîðìóëèðîâêå ëåììû. Ïðèñâîèì êàæäîé ïåðåìåííîé yj ïðå-
äèêàòà p (ñâîáîäíîé è ñâÿçíîé) çíà÷åíèå, ðàâíîå σsij (ai). Ïîêàæåì äàëåå, ÷òî p(ã) = TRUE,
òî åñòü óêàçàííîå ïðèñâîåíèå íåïðîòèâîðå÷èâî. Ðàññìîòðèì äâå ïðîèçâîëüíûå âåðøèíû vyq è
vyj ãðàôà GF . Ýòè ïåðåìåííûå ïðèìóò çíà÷åíèÿ aq = σsiq(ai) è aj = σsij (ai), îòêóäà

aq = σsiq−sij (aj). (3)

Ñîåäèíèâ ïóòè îò âåðøèíû vyj äî âåðøèíû vyi äëèíû sji è îò âåðøèíû vyi äî âåðøèíû vyq

äëèíû siq, ìû ïîëó÷èì ïóòü îò âåðøèíû vyj äî âåðøèíû vyq äëèíû sji + siq. Ïî ñëåäñòâèþ
èç ëåììû 10 ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè âåðøèíàìè vyj è vyq â ãðàôå GF ñóùåñòâóþò òîëüêî
ïóòè ñ äëèíàìè sjq + αc, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ÷èñëî β1 òàêîå, ÷òî sji + siq = sjq + β1c.
Îòêóäà ñ ó÷¼òîì (3) è òîãî ôàêòà, ÷òî sij = −sji + β2c, ïîëó÷àåì

aq = σsjq+βc(aj).
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Ïîñêîëüêó aj ∈Mc,σ, òî σc(aj) = aj , ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî α ñïðàâåäëèâî

aq = σsjq+αc(aj).

Êàê ìû óæå ãîâîðèëè, ïî ñëåäñòâèþ èç ëåììû 10 ïîëó÷àåì, ÷òî ìåæäó âåðøèíàìè vyj è vyq

â ãðàôå GF ñóùåñòâóþò òîëüêî ïóòè ñ äëèíàìè sjq + αc. Ïðèíèìàÿ ýòî âî âíèìàíèå, à òàêæå
ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî è òîò ôàêò, ÷òî ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé ïàðû âåðøèí ãðàôà GF ,
ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ïðèñâîåííûõ âûøå ïåðåìåííûì ïðåäèêàòà p çíà÷åíèÿõ êàæäîå ñëàãàåìîå
êîíúþíêöèè â ôîðìóëå F áóäåò èñòèííûì, à çíà÷èò p(ã) = TRUE.

Ëåììà äîêàçàíà.
Äîêàæåì òåïåðü îñíîâíóþ òåîðåìó äàííîé ðàáîòû.
Òåîðåìà 2. Â ðåø¼òêå çàìêíóòûõ êëàññîâ k-çíà÷íîé ëîãèêè íàä êëàññîì ñàìîäâîéñòâåí-

íûõ ôóíêöèé Sσ íàõîäÿòñÿ òîëüêî êëàññû ñåìåéñòâ Sσ, Tσ, èõ ïåðåñå÷åíèÿ è Pk.
Äîêàçàòåëüñòâî Èç ëåìì 3 è 7 ñëåäóåò, ÷òî óêàçàííûå ñåìåéñòâà êëàññîâ ñîäåðæàò êëàññ

Sσ. Ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé çàìêíóòûé êëàññ A, ñîäåðæàùèé êëàññ Sσ,
ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç êëàññîâ, óêàçàííûõ â ôîðìóëèðîâêå ëåììû.

Ðàññìîòðèì îäèí èç ïðåäèêàòîâ p′, êîòîðûé ñîõðàíÿþò âñå ôóíêöèè ñèñòåìû A, òî åñòü
p′ ∈ Inv(A). Èç òîãî, ÷òî Sσ ⊆ A ñëåäóåò, ÷òî âñå ôóíêöèè Sσ ñîõðàíÿþò ïðåäèêàò p′, òî åñòü

p′ ∈ Inv(Sσ). (4)

Èç (∗) ñëåäóåò, ÷òî Pol([Rσ]) = Pol(Rσ) = Sσ. Ïî îïðåäåëåíèþ êëàññ [Rσ] � çàìêíóòûé. Ïîêà-
æåì, ÷òî îí ñîäåðæèò âñå äèàãîíàëè. Â ñàìîì äåëå, äèàãîíàëü d(x1, x2) = (x1 = x2) ïîëó÷àåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: d(x1, x2) = Rσh(x1, x2) (èñïîëüçóåì ëåììó 3). Îñòàëüíûå äèàãîíàëè ïðè-
íàäëåæàò êëàññó [d(x1, x2)]. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî (1)

[Rσ] = Inv(Pol([Rσ])) = Inv(Sσ).

Èñïîëüçóÿ (4), ïîëó÷àåì p′ ∈ [Rσ].
Ñîïîñòàâèì íåêîòîðîé ôîðìóëå F ′, çàäàþùåé ïðåäèêàò p′ íàä [Rσ], ñ âûíåñåííûìè âïåð¼ä

êâàíòîðàìè ñóùåñòâîâàíèÿ ãðàô GF ′ (êàê îïèñàíî âûøå). Ïóñòü ãðàô GF ′ èìååò t êîìïî-
íåíò ñâÿçíîñòè G1, . . . , Gt. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè Gi î÷åâèäíûì îáðàçîì çàäà¼ò ñâîé
ïðåäèêàò pi. Ïî îïðåäåëåíèþ ãðàôà ïðåäèêàòà ïîëó÷àåì, ÷òî p′ = p1&p2& . . .&pt (ïîñêîëüêó
ðàçíûå ïðåäèêàòû pi è pj íå èìåþò îáùèõ ïåðåìåííûõ), pi ∈ [Rσ].

Ëåììà 12([1]). Åñëè R = R1&R2, òî AR = AR1 ∩AR2 .
Íàì îñòà¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ïðåäèêàò pi (i = 1, . . . , t) çàäà¼ò âåñü Pk (òî åñòü Pol(pi) = Pk)

ëèáî êëàññ èç ñåìåéñòâà Sσ èëè Tσ. Äåéñòâèòåëüíî, èç ïîñëåäíåé ëåììû áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî
ïðåäèêàò p′ çàäà¼ò êëàññ èç óêàçàííûõ ñåìåéñòâ èëè ïåðåñå÷åíèå ïîäîáíûõ êëàññîâ. Ïîñêîëüêó
äàííîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðåäèêàòà èç Inv(A), òî ïî îïðåäåëåíèþ
ôóíêòîðîâ Inv è Pol êëàññ A îáÿçàí ñîâïàäàòü ñ îäíèì èç êëàññîâ, óêàçàííûõ â ôîðìóëèðîâêå
ëåììû.

Äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç p ïðîèçâîëüíûé ñîìíîæèòåëü pi èç êîíúþíêöèè,
çàïèñàííîé âûøå, çàäàþùåé ïðåäèêàò p′; GF � ñîîòâåòñòâóþùèé p ïîäãðàô ãðàôà GF ′ .

Ïåðåíóìåðóåì âåðøèíû ãðàôà GF . Îïÿòü áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïåðâûå n âåðøèí
vy1 , . . . , vyn (n > 1) ãðàôà GF ñîîòâåòñòâóþò ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì, îñòàëüíûå � ñâÿçàí-
íûì. Ñîñòàâèì äëÿ GF ìàòðèöó ðàññòîÿíèé DF (ïî îïðåäåëåíèþ 9). Åñëè ãðàô ñîäåðæèò
öèêëû ñ íåíóëåâûìè äëèíàìè c1, . . . , cq, îáîçíà÷èì c = HOD(c1, . . . , cq). Åñëè äëèíû âñåõ öèê-
ëîâ êðàòíû h, ïîëîæèì c = h. Îñòàâèì â êàæäîì ìíîæåñòâå, ÿâëÿþùåìñÿ ýëåìåíòîì ìàòðèöû
ðàññòîÿíèéDF , ïî îäíîìó ìèíèìàëüíîìó íåîòðèöàòåëüíîìó ýëåìåíòó sij . Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ
èç ëåììû 10, ìû âû÷åðêíåì èç ìíîæåñòâ ýëåìåíòû âèäà sij +αc. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññóæäåíèé
äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû DF ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè dij = sij . Èç îïðåäåëåíèÿ
ìàòðèöû DF ñëåäóåò, ÷òî dij = c− dji, dii = 0.

Ââåä¼ì ìíîæåñòâîMc,σ, êàê îïèñàíî âûøå. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå c = h áóäåò ñïðàâåäëèâî
Mc,σ = Ek. Îáîçíà÷èì ÷åðåç π ïîäñòàíîâêó, îïðåäåë¼ííóþ íà ìíîæåñòâå Mc,σ è ñîâïàäàþùóþ
íà í¼ì ñ ïîäñòàíîâêîé σ. Â ñëó÷àå c = h áóäåò âûïîëíåíî π = σ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùèå ñëó÷àè.
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Ïóñòü ïðåäèêàò p � îäíîìåñòíûé (n = 1). Ïî ëåììå 11 ïîëó÷àåì, ÷òî p(x) = TRUE
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ Mc,σ. Ïîëó÷àåì, ÷òî Pol(p) = Pk, ëèáî çàìêíóòûé êëàññ
Pol(p) ÿâëÿåòñÿ êëàññîì ñîõðàíåíèÿ ìíîæåñòâà, à ïðåäèêàò p � îäíîìåñòíûì öåíòðàëüíûì
ïðåäèêàòîì. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå Pol(p) âõîäèò â ñåìåéñòâî Tσ.

Ïóñòü ïðåäèêàò p � äâóõìåñòíûé (n = 2). Èç ëåììû 11 ñëåäóåò, ÷òî Pol(p) = Hc,πd12 . Â
ñëó÷àå, êîãäà c = h, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

Pol(p) =
{
Sσd12 , d12 6= 0,
Pk, d12 = 0.

Ïóñòü n > 2. Ïîêàæåì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò äâóõìåñòíûé ïðåäèêàò R′ òàêîé,
÷òî p ∈ [R′], R′ ∈ [p], òî åñòü Pol(p) = Pol(R′) (ïî (∗)), à ïðåäèêàò R′ îòíîñèòñÿ êî âòîðîìó
ñëó÷àþ. Ýòèì òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì ïåðâóþ ñòðîêó ìàòðèöû DF . Åñëè íàéä¼òñÿ äâà ðàâíûõ ýëåìåíòà d1i è d1j ,
òî, ñîãëàñíî ëåììå 11, â ëþáîì íàáîðå ã ∈ Enk , óäîâëåòâîðÿþùåì ïðåäèêàòó p, êîìïîíåíòû
ai è aj ðàâíû. Èñïîëüçóÿ äèàãîíàëü, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìû ìîæåì óñòðàíèòü îäíó èç ýòèõ
ïåðåìåííûõ, íå èçìåíèâ êëàññ, çàäàâàåìûé ïðåäèêàòîì. Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå
ýëåìåíòû d1i ðàçëè÷íû.

Ïðèìåíèâ àëãîðèòì Åâêëèäà ([7]), ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà b1, . . . , bn òàêèå,
÷òî

d = HOD(d11, . . . , d1n) =
n∑
i=1

bid1i. (5)

Îáîçíà÷èì R′(x1, x2) = Rπd(x1, x2).
Ïóñòü d1i = sid. Òîãäà:

Rπd1i (x1, x2) = Rπsid(x1, x2) = ∃y1, . . . , ysi−1Rπd(x1, y1)&Rπd(y1, y2)& . . .&Rπd(ysi−1, x2).

Ãðàô ôîðìóëû â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà G1 ïîëó÷àåòñÿ ñîåäèíåíèåì ãðàôîâ ôîðìóë, çàäàþ-
ùèõ ïðåäèêàò Rπd . Ïîñêîëüêó óêàçàííîå ñîåäèíåíèå ïðîèñõîäèò ïî îäíîé âåðøèíå, òî â ãðàôå
G1 áóäóò òîëüêî öèêëû ñ äëèíàìè αc. Â ñèëó ëåììû 11, óêàçàííàÿ ôîðìóëà äåéñòâèòåëüíî
áóäåò çàäàâàòü ïðåäèêàò Rπd1i . Ââåä¼ì ñëåäóþùèé ïðåäèêàò:

p̂(x1, . . . , xn) = Rπd12 (x1, x2)&Rπd13 (x1, x3)& . . .&Rπd1n (x1, xn).

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ ãðàô ôîðìóëû (îáîçíà÷èì å¼ F̂ ), çàäàþùåé ïðåäèêàò p̂,
îáëàäàåò òîëüêî öèêëàìè äëèíû αc. Çàìåòèì, ÷òî â ãðàôå GF̂ ñóùåñòâóåò ïóòü ìåæäó âåð-
øèíàìè uyj è uyq , ñîîòâåòñòâóþùèìè ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì (òî åñòü j, q 6 n), äëèíû ðàâíîé
dj1 + d1q. Ïîñêîëüêó â ãðàôå GF åñòü ïóòü ìåæäó âåðøèíàìè vyj è vyq óêàçàííîé äëèíû, òî â
ñèëó ñëåäñòâèÿ èç ëåììû 10, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî β òàêîå, ÷òî dj1 +d1q = βc+djq.
Ïîñêîëüêó â êà÷åñòâå ÷èñëà djq ìû âûáðàëè ìèíèìàëüíîå íåîòðèöàòåëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó
ðàññìàòðèâàåìûìè âåðøèíàìè â ãðàôå GF , òî â ñèëó ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, ñëåäñòâèÿ èç ëåì-
ìû 10 è òîãî ôàêòà, ÷òî â ãðàôå GF̂ åñòü òîëüêî öèêëû äëèíû αc, ïîëó÷àåì, ÷òî djq ÿâëÿåòñÿ
òàêæå ìèíèìàëüíûì íåîòðèöàòåëüíûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó âåðøèíàìè uyj è uyq â ãðàôå GF̂ .
Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöû ðàññòîÿíèé ãðàôîâ GF è GF̂ ñîâïàäàþò. Ïî ëåììå 11 ïîëó÷àåì, ÷òî
p = p̂. Èíûìè ñëîâàìè, ìû ïîêàçàëè, ÷òî p ∈ [R′].

Ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç ëåììû 11.

Rπbid1i (x1, x2) = ∃yijp(x1, y
1
2 . . . , y

1
i−1, y

1
i , y

1
i+1, . . . , y

1
n)&p(y1

i , y
2
2 . . . , y

2
i−1, y

2
i , y

2
i+1, . . . , y

2
n)&

&p(y2
i , y

3
2 . . . , y

3
i−1, y

3
i , y

3
i+1, . . . , y

3
n)&& . . .&p(ybi−1

i , ybi2 . . . , y
bi
i−1, x2, y

bi
i+1, . . . , y

bi
n ),

ãäå ïîä ñèìâîëîì ∃yij ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå âñåõ ïåðåìåííûõ, èìåþùèõ âèä yij è
âñòðå÷àþùèõñÿ â ôîðìóëå.

Äàëåå â ñèëó (5) ïîëó÷àåì

Rπd(x1, x2) = ∃y1, . . . , yn−1Rπb1d11 (x1, y1)&Rπb2d12 (y1, y2)& . . .&Rπbnd1n (yn−1, x2).

Èòàê, R′ ∈ [p].
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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5 Îñíîâíûå ñâîéñòâà ðåø¼òêè çàìêíóòûõ êëàññîâ íàä Sσ.

Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè ÷åðåç Si,j çàìêíóòûé êëàññ Hj,πi (ñì. îïðåäåëåíèå 7) â ñëó÷àå,
åñëè Mj,σ 6= Ek, è êëàññ Sσi â èíîì ñëó÷àå. Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî j ðàâíî íàè-
ìåíüøåìó îáùåìó êðàòíîìó äëèí öèêëîâ èñõîäíîé ïîäñòàíîâêè σ, ýëåìåíòû êîòîðûõ âõîäÿò
â ìíîæåñòâî Mj,σ, à ÷èñëî i � äåëèòåëü ìèíèìàëüíîãî t òàêîãî, ÷òî σt = e íà ìíîæåñòâå Mj,σ.

Ëåììà 13. ÏóñòüMl1,σ ⊆ Ek. Äëÿ ëþáîãî i1 � äåëèòåëÿ ìèíèìàëüíîãî t òàêîãî, ÷òî σt = e
íà ìíîæåñòâå Ml1,σ, ïðè÷¼ì σi1 6= e íà ìíîæåñòâå Ml1,σ, i2 òàêîãî, ÷òî HOD(l1, i2) íå äåëèò i1,
l2 òàêîãî, ÷òî ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ Ml1,σ ⊆Ml2,σ ⊆ Ek (l1|l2) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ fσi1,i2,l1,l2
òàêàÿ, ÷òî:

1. fσi1,i2,l1,l2 /∈ Si1,l1 ;

2. Äëÿ ëþáîãî l3: Ml1,σ * Ml3,σ, m � äåëèòåëÿ ìèíèìàëüíîãî t òàêîãî, ÷òî σt = e íà
ìíîæåñòâå Ml3,σ âûïîëíåíî f

σ
i1,i2,l1,l2

∈ Sm,l3 ;

3. Äëÿ ëþáîãî r: i2r äåëèò ìèíèìàëüíîå t òàêîå, ÷òî σt = e íà ìíîæåñòâå Ml2,σ, âûïîëíåíî
fσi1,i2,l1,l2 ∈ Si2r,l2 .

Äîêàçàòåëüñòâî Îáîçíà÷èì π1 = σi1 , π2 = σi2 . Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Ml1,σ. Ïóñòü îíî
ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ â öèêëû ïîäñòàíîâêè π1 ñ äëèíàìè m1, . . . ,mp. Âîçüì¼ì â
êàæäîì èç óêàçàííûõ öèêëîâ ïî ïðîèçâîëüíîìó ýëåìåíòó a1, . . . , ap, ïóñòü bq = π1(aq), q =
1, . . . , p.

Ïîñêîëüêó ïîäñòàíîâêà π1 6= e íà ìíîæåñòâåMl1,σ, ó π1 íà óêàçàííîì ìíîæåñòâå ñóùåñòâóåò
öèêë äëèíû, áîëüøåé 1. Ïóñòü ýëåìåíò d ïðèíàäëåæèò ýòîìó öèêëó.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç fσi1,i2,l1,l2 p-ìåñòíóþ ôóíêöèþ, ðàâíóþ d íà íàáîðàõ ã = (a1, . . . , ap) è

b̃ = (b1, . . . , bp), íà ëþáîì íàáîðå c̃ = (c1, . . . , cp) òàêîì, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî m: cq = πm2 (aq)
äëÿ âñåõ q = 1, . . . , p èëè cq = πm2 (bq) äëÿ óêàçàííûõ q, çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàâíî πm2 (d) (â
äàëüíåéøåì ìíîæåñòâî íàáîðîâ äàííîãî âèäà âìåñòå ñ íàáîðàìè ã è b̃ áóäåì îáîçíà÷àòü C),
íà îñòàëüíûõ íàáîðàõ fσi1,i2,l1,l2(x̃) = x1.

Ïîêàæåì, ÷òî óêàçàííàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà êîððåêòíî.
Âî-ïåðâûõ, íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ÷èñåë α 6= β òàêèõ, ÷òî πα2 (ã) = πβ2 (b̃).

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà

σi2(α−β)(aq) = bq ⇔ σi2(α−β)−i1(aq) = aq,

äëÿ âñåõ q = 1, . . . , p. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíòû a1, . . . , ap âõîäÿò â öèêëû èñõîäíîé ïîä-
ñòàíîâêè σ ñ äëèíàìè m′1, . . . ,m

′
p′ , îòêóäà m

′
j |(i2(α − β) − i1). À ïîñêîëüêó ìû óñëîâèëèñü

l1 = HOK(m′1, . . . ,m
′
p′), òî l1|(i2(α − β) − i1). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû k1, k2

òàêèå, ÷òî ñïðàâåäëèâî:
k1i2 + k2l1 = i1,

îòêóäà HOD(l1, i2) äåëèò i1. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì ëåììû.
Âî-âòîðûõ, äëÿ ëþáîãî t òàêîãî, ÷òî πt2(aq) = aq äëÿ âñåõ q = 1, . . . , p (âñå òàêèå t êðàòíû

÷èñëó HOK(m1, . . . ,mp)) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

d = f(ã) = f(πt2(a1), . . . , πt2(ap)) = πt2(d).

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî óñëîâèå îáåñïå÷èâàåòñÿ âûáîðîì ýëåìåíòà d.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ñôîðìóëèðîâàííûì óñëîâèÿì.

Íàïîìíèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå êëàññû Si,j çàäàþòñÿ äâóõìåñòíûìè ïðåäèêàòàìè, îïèñàí-
íûìè â îïðåäåëåíèè 7. Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì óêàçàííûå ïðåäèêàòû ÷åðåç pi,j è áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî îíè çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè, êàê îïèñàíî â ëåììå 7.

Ðàññìîòðåíèå íàáîðîâ ã = (a1, . . . , ap) è b̃ = (b1, . . . , bp) äëÿ ïðåäèêàòà pi1,l1 äà¼ò f
σ
i1,i2,l1,l2

/∈
Si1,l1 .

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.)



100 ËÀÐÈÎÍÎÂ

Ïóñòü Ml1,σ * Ml3,σ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò öèêë Ct ïîäñòàíîâêè σi1 äëèíû mt ýëå-
ìåíòû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Ml1,σ è íå ïðèíàäëåæàò Ml3,σ. Ïîëó÷àåì, ÷òî íå
ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Ml3,σ è ýëåìåíòû öèêëà C ′t èñõîäíîé ïîäñòàíîâêè σ, èçìåëü÷åíèåì
êîòîðîãî ïîëó÷åí öèêë Ct. Ðàññìîòðèì ëþáûå äâà p-ìåñòíûõ íàáîðà x̃ è ỹ, ïîêîìïîíåíòíî óäî-
âëåòâîðÿþùèå ïðåäèêàòó pm,l3 , ãäå m � ëþáîå ÷èñëî. Èç ñêàçàííîãî âûøå è òîãî ôàêòà, ÷òî
t-ÿ êîìïîíåíòà ëþáîãî íàáîðà èç ìíîæåñòâà C ïðèíàäëåæèò öèêëó Ct ñëåäóåò, ÷òî x̃, ỹ /∈ C.
Ïîëó÷àåì, ÷òî (fσi1,i2,l1,l2(x̃), fσi1,i2,l1,l2(ỹ)) = (x1, y1) ∈ pm,l3 . Ñëåäîâàòåëüíî, fσi1,i2,l1,l2 ∈ Sm,l3 .

Ïóñòü íàêîíåö Ml1,σ ⊆ Ml2,σ ⊆ Ek, i2, r óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû. Ñíîâà âîçüì¼ì
äâà ïðîèçâîëüíûõ íàáîðà x̃, ỹ, ïîêîìïîíåíòíî óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðåäèêàòó pi2r,l2 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x̃ ∈ C. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåòm: πm2 (ã) = (πm2 (a1), . . . , πm2 (ap)) = x̃,
îòêóäà ỹ = πm+r

2 (ã), ëèáî óêàçàííûå ñîîòíîøåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ íàáîðà b̃. Â ëþáîì ñëó÷àå
ïîëó÷àåì, ÷òî ỹ ∈ C. Èòàê, ëèáî îáà íàáîðà x̃, ỹ ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó C, ëèáî îáà íå
ïðèíàäëåæàò C. Âî âòîðîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå fσi1,i2,l1,l2 ∈ Si2r,l′′ î÷åâèäíî. Â ïåðâîì ñëó÷àå:

pi2r,l2(fσi1,i2,l1,l2(x̃), fσi1,i2,l1,l2(ỹ)) = pi2r,l2(fσi1,i2,l1,l2(πm2 (ã)), fσi1,i2,l1,l2(πm+r
2 (ã)) =

= pi2r,l2(d′, πr2(d′)) = TRUE,

ãäå d′ = πm2 (d).
Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 14. Ïóñòü Ml1,σ ⊂ Ek. Äëÿ ëþáîãî i1 � äåëèòåëÿ ìèíèìàëüíîãî t òàêîãî, ÷òî

σt = e íà ìíîæåñòâå Ml1,σ, l2 òàêîãî, ÷òî ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ Ml1,σ ⊂Ml2,σ ⊆ Ek (l1|l2), è
ñóùåñòâóåò öèêë C ′ ⊆Ml2,σ \Ml1,σ ïîäñòàíîâêè σ äëèíû l′, óäîâëåòâîðÿþùåé äëÿ íåêîòîðîãî
i2 � äåëèòåëÿ ìèíèìàëüíîãî t òàêîãî, ÷òî σt = e íà ìíîæåñòâå Ml2,σ óñëîâèþ l′|HOK(i2, l1),
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ gσi1,C′,l1 òàêàÿ, ÷òî:

1. gσi1,C′,l1 /∈ Si1,l1 ;

2. Äëÿ ëþáîãî l3: Ml1,σ * Ml3,σ, m � äåëèòåëÿ ìèíèìàëüíîãî t òàêîãî, ÷òî σt = e íà
ìíîæåñòâå Ml3,σ âûïîëíåíî g

σ
i1,C′,l1

∈ Sm,l3 ;

3. gσi1,C′,l1 ∈ Si2,l2 .

Äîêàçàòåëüñòâî Äîêàçàòåëüñòâî î÷åíü ïîõîæå íà ïðåäûäóùåå. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì
âûáèðàåì íàáîð ã, îáîçíà÷èì π1 = σi1 , π2 = σi2 . Ïóñòü ýëåìåíò d ∈ C ′. Îïðåäåëèì p-
ìåñòíóþ ôóíêöèþ gσi1,C′,l1 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì gσi1,C′,l1(ã) = d; íà ëþáîì íàáîðå
c̃ = (c1, . . . , cp) òàêîì, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî m: cq = πm2 (aq) äëÿ âñåõ q = 1, . . . , p, ôóíêöèÿ
gσi1,C′,l1 ðàâíà πm2 (d). Îïÿòü îáîçíà÷èì óêàçàííîå ìíîæåñòâî p-ìåñòíûõ íàáîðîâ (âìåñòå ñ c̃)
÷åðåç C. Íà âñåõ îñòàëüíûõ íàáîðàõ ïîëîæèì gσi1,C′,l1(x̃) = x1.

Ïðîâåðèì êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè. Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî äîêàçàòåëüñòâà,
çäåñü äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü òîëüêî âòîðîå óñëîâèå.

Ïóñòü ÷èñëî r � ìèíèìàëüíîå, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ πr2(aq) = aq äëÿ âñåõ q = 1, . . . , p.
Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 13, ïîëó÷àåì, ÷òî ri2 = tl1 = HOK(i2, l1).

Ïîëó÷àåì:
d = f(ã) = f(πr2(a1), . . . , πr2(ap)) = πr2(d) = σri2(d).

Óêàçàííîå âûðàæåíèå âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýëåìåíò d ïðèíàäëåæèò öèê-
ëó ïîäñòàíîâêè σ, äëèíà êîòîðîãî l′ äåëèò ÷èñëî ri2. Ïîñêîëüêó ïðîâåä¼ííûå ðàññóæäåíèÿ
ñïðàâåäëèâû è â îáðàòíóþ ñòîðîíó, ïîëó÷àåì, ÷òî êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè gi1,C′,l1
îáåñïå÷èâàåòñÿ óñëîâèåì ëåììû.

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ gσi1,C′,l1 óäîâëåòâîðÿåò ñôîðìóëèðîâàííûì òðåáîâàíèÿì.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, ðàññìîòðåíèå íàáîðîâ ã è b̃ = (π1(a1), . . . , π1(ap)) (âêëþ-
÷àÿ ñëó÷àé ã = b̃, êîãäà Si1,l1 � öåíòðàëüíûé êëàññ) äà¼ò gσi1,C′,l1 /∈ Si1,l1 .

Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî è òðåòüåãî ïóíêòîâ ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò àíàëîãè÷íûå äîêàçàòåëü-
ñòâà èç ïðåäûäóùåé ëåììû.
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Ëåììà äîêàçàíà.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà öåëèêîì îïèñûâàåò ðåø¼òêó çàìêíóòûõ êëàññîâ íàä ïðîèçâîëüíûì

ñàìîäâîéñòâåííûì êëàññîì.
Òåîðåìà 3. Si1,l1 ⊆ Si2,l2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Ml2,σ ⊆Ml1,σ (ïðè íàøåì ñîãëàøåíèè ýòî ýêâèâàëåíòíî l2|l1).

2. HOD(i1, l2)|i2.

3. Äëÿ ëþáîãî öèêëà C ′ äëèíû l′ ïîäñòàíîâêè σ íà ìíîæåñòâåMl1,σ \Ml2,σ ÷èñëî l
′ íå äåëèò

HOK(i1, l2).

Äîêàçàòåëüñòâî Åñëè íàðóøàåòñÿ ïåðâîå òðåáîâàíèå, òî ñóùåñòâóåò öèêë C1 ïîäñòàíîâêè
σ, ïðèíàäëåæàùèé ìíîæåñòâó Ml2,σ \Ml1,σ. Â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ
îäíîãî ïåðåìåííîãî u(x), ÿâëÿþùóþñÿ òîæäåñòâåííîé íà Ek\C1 è ðàâíîé íåêîòîðîé êîíñòàíòå
d ∈Ml1,σ íà ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ öèêëà C1. Î÷åâèäíî, u(x) ∈ Si1,l1 \ Si2,l2 .

Åñëè íàðóøàåòñÿ òðåòüå òðåáîâàíèå, òî âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ ëåììû 14. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ gσi2,C′,l2 ∈ Si1,l1 \ Si2,l2 . Åñëè íàðóøàåòñÿ âòîðîå òðåáîâàíèå, è Si2,l2 íå
ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì êëàññîì (òî åñòü, ïîäñòàíîâêà σi2 íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîé íà ìíî-
æåñòâåMl2,σ), òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 13, è ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ fσi2,i1,l2,l1 ∈ Si1,l1 \Si2,l2 .

Ïóñòü òåïåðü êëàññ Si2,l2 � öåíòðàëüíûé è íàðóøåíî òîëüêî âòîðîå óñëîâèå. Àíàëîãè÷íî
ïðåäûäóùèì äîêàçàòåëüñòâàì âîçüì¼ì íàáîð ã, ãäå ai ïðèíàäëåæèò i-ìó öèêëó ïîäñòàíîâêè
σi2 äëèíû mi (i = 1, . . . , p). ÅñëèMl1,σ = Ml2,σ, òî âòîðîå óñëîâèå âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó ëþáîé
êëàññ âèäà St,l1 âëîæåí â öåíòðàëüíûé êëàññ ñ öåíòðîì Ml1,σ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
d ∈Ml1,σ \Ml2,σ.

Îïðåäåëèì äàëåå ôóíêöèþ h. Ïîëîæèì h(ã) = d, äëÿ ëþáîãî íàáîðà c̃ òàêîãî, ÷òî äëÿ
íåêîòîðîãî m ñïðàâåäëèâî ci = σi1m(ai) ïîëîæèì h(c̃) = σi1m(d). Íà îñòàëüíûõ íàáîðàõ,
êàê è ðàíüøå, ïîëîæèì h(x̃) = x1. Êîððåêòíîñòü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ïîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî
äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 14 (â ñèëó ñïðàâåäëèâîñòè òðåòüåãî óñëîâèÿ). Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî
h ∈ Si1,l1 \ Si2,l2 .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü ïåðå÷èñëåííûå â ôîðìóëèðîâêå óñëîâèÿ âûïîëíåíû.
Íàïîìíèì, ÷òî ìû îáîçíà÷èëè ÷åðåç pi,j äâóõìåñòíûå ïðåäèêàòû èç îïðåäåëåíèÿ 7, çàäàþ-

ùèå çàìêíóòûå êëàññû Si,j . Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî ïðåäèêàò pi2,l2 ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëîé
F íàä [pi1,l1 ]. Ñäåëàåì ýòî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 7: ãðàô ôîðìóëû F áóäåò ñîñòî-
ÿòü èç ïåòëè äëèíû d1 è îðèåíòèðîâàííîãî ïóòè äëèíû d2.

Âîçüì¼ì d1 = HOK(i1,l2)
i1

. Åñëè ìû ðàññìîòðèì ôîðìóëó, ðåàëèçóþùóþ pi2,l2 íàä [Rσ], òî äëè-
íà ïîñòðîåííîé ïåòëè â ãðàôå óêàçàííîé ôîðìóëû (îáîçíà÷èì å¼ F ′) ðàâíà d1i1 = HOK(i1, l2).
Òðåòüå óñëîâèå ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû îáåñïå÷èâàåò íàì òî, ÷òî ýëåìåíòû èç ìíîæåñòâà
Ml1,σ \Ml2,σ íå âîéäóò â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íîâîãî ïðåäèêàòà.

Èç âòîðîãî óñëîâèÿ è àëãîðèòìà Åâêëèäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà t1, t2, t3
òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî

i2 = t1 HOD(i1, l2) = t2i1 + t3l2.

Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå d2 ÷èñëî t2. Òîãäà â ôîðìóëå F ′ äëèíà îðèåíòèðîâàííîãî ïóòè áóäåò ðàâíà
d2i1 = i2 mod (l2).

Èòàê, ñ ó÷¼òîì âûøåñêàçàííîãî è ëåììû 11:

pi2,l2(x1, x2) = ∃y1, . . . , yd1+d2−2pi1,l1(x1, y1)&pi1,l1(y1, y2)& . . .&pi1,l1(yd1−1, x1)&

&pi1,l1(x1, yd1)&pi1,l1(yd1 , yd1+1)& . . .&pi1,l1(yd1+d2−2, x2).

Òåîðåìà äîêàçàíà
Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î âèäå ïåðåñå÷åíèé êëàññîâ, óêàçàííûõ â òåîðåìå 2.
Ëåììà 15. Ïåðåñå÷åíèÿ êëàññîâ âèäà Si1,j1 ∩Si2,j2 ∩ . . .∩Sis1 ,js1 è Si′1,j1 ∩Si′2,j2 ∩ . . .∩Si′s2 ,js2

ðàçëè÷íû åñëè:

1. Âñå ìíîæåñòâà Mji,σ ðàçëè÷íû.
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2. Äëÿ ëþáîãî Mjl,σ: åñëè êàæäîå èç ìíîæåñòâ Mjl1 ,σ
, . . .Mjlt ,σ

ñîäåðæèò Mjl,σ, òî
HOD(i0, jl) íå äåëèò il, ãäå i0 = HOD(il1 , . . . , ilt), èëè ñóùåñòâóåò öèêë C ′ ïîäñòàíîâêè
σm íà ìíîæåñòâå M0 =

⋂t
r=1Mjlr ,σ

äëèíû l′, äåëÿùåé HOK(il, cil,jl,σ).

Äëÿ ëþáîãî ïåðåñå÷åíèÿ óêàçàííîãî âèäà, íå îáëàäàþùåãî ïåðå÷èñëåííûìè âûøå äâóìÿ ñâîé-
ñòâàìè ñóùåñòâóåò ðàâíîå åìó ïåðåñå÷åíèå, îáëàäàþùåå ýòèìè ñâîéñòâàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî Äîêàæåì âíà÷àëå âòîðóþ ÷àñòü ëåììû.
Ïîêàæåì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå êëàññîâ èç ñåìåéñòâà Sσ äà¼ò êëàññ èç ýòîãî æå ñåìåéñòâà.

Âîçüì¼ì äâà ðàçëè÷íûõ äåëèòåëÿ i, j ÷èñëà h. Ïóñòü q = HOD(i, j). Ïîêàæåì, ÷òî Sσi ∩ Sσj =
Sσq .

Ïî ëåììå 12 ïîëó÷àåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ïåðåñå÷åíèå çàäà¼ò ïðåäèêàò R(x, y, z, u) =
Rσi(x, y)Rσj (z, u). Ïðèìåíèì ðàññóæäåíèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 äëÿ ïðåäèêàòà
R′(x, y, u) = R(x, y, x, u). Â ìàòðèöå ðàññòîÿíèé DF ôîðìóëû, çàäàþùåé ýòîò ïðåäèêàò, â ïåð-
âîé ñòðîêå áóäóò ÷èñëà d12 = i, d13 = j. Ñîãëàñíî ðàññìîòðåííîìó â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû
2 òðåòüåìó ñëó÷àþ ñïðàâåäëèâî Pol(Rσq) = Pol(R′) = Pol(R) = Sσq .

Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ êëàññîâ âèäà Hd,πi :

Hd,πi ∩Hd,πj = Hd,πq ,

ãäå q = HOD(i, j). Ñëåäîâàòåëüíî, â ôîðìóëå, çàäàþùåé ïåðåñå÷åíèå, ìû ìîæåì çàìåíèòü
êëàññû ñ ðàâíûìè ìíîæåñòâàìè Mji,σ íà îäèí êëàññ.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íàðóøåíî âòîðîå óñëîâèå ëåììû.
Ïî ëåììå 12 ïîëó÷àåì, ÷òî êëàññ Sil1 ,jl1

⋂
. . .
⋂
Silp ,jlp ìîæíî çàäàòü ïðåäèêàòîì

R′(x1, . . . , x2p) = pil1 ,jl1 (x1, x2)& . . .&pilp ,jlp (x2p−1, x2p).

Ðàññìîòðèì ïðåäèêàòû âèäà:

R′r(x1, x2r) = ∃x2x4 . . . x2(r−1)x2(r+1) . . . x2ppil1 ,jl1 (x1, x2)& . . .&pilp ,jlp (x1, x2p)

(ìû îòîæäåñòâèëè â ôîðìóëå âñå ïåðåìåííûå ñ íå÷¼òíûì èíäåêñîì, îáîçíà÷èâ ïîëó÷èâ-
øóþñÿ ïðè ýòîì ïåðåìåííóþ x1, è ïðîâåëè îïåðàöèè ïðîåêöèé ïî âñåì ïåðåìåííûì êðî-
ìå x1 è êàêîé-ëèáî åù¼ ïåðåìåííîé). Ïîëó÷èâøèåñÿ ïðåäèêàòû çàäàþò êëàññû Silr ,m0 , ãäå
m0 = HOD(jl1 , . . . , jlt) èëè Mm0,σ = M0. Ïî òåîðåìå 1 ïîëó÷àåì

t⋂
r=1

Silr ,jlr ⊆ Si0,m0 .

Îòêóäà ïîëó÷àåì (â ñèëó ïîñëåäíåé òåîðåìû), ÷òî ïðè íàðóøåíèè âòîðîãî óñëîâèÿ ëåììû

t⋂
r=1

Silr ,jlr ⊆ Sil,jl .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ìîæåì âû÷åðêíóòü ñëàãàåìîå Sil,jl .
Äîêàæåì òåïåðü ïåðâóþ ÷àñòü.
Ðàññìîòðèì äâà ïåðåñå÷åíèÿ, îïèñàííûå â ôîðìóëèðîâêå ëåììû. Ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëà-

ãàåì, ÷òî ôîðìóëû, çàäàþùèå ýòè ïåðåñå÷åíèÿ ðàçëè÷íû, íàéä¼òñÿ íîìåð q òàêîé, ÷òî iq 6= i′q
èëè îäèí èç êëàññîâ Siq ,jq , Si′q ,j′q îòñóòñòâóåò â ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëå. Ïóñòü ìíîæåñòâà
Mjl1 ,σ

, . . .Mjlt ,σ
ñîäåðæàò ìíîæåñòâîMjq ,σ. Åñëè íàéä¼òñÿ íîìåð p = 1, . . . , t òàêîé, ÷òî ilp 6= i′lp

èëè îäèí èç êëàññîâ Siq ,jq , Si′q ,j′q îòñóòñòâóåò â ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëå, òî â êà÷åñòâå íîìåðà
q âîçüì¼ì lp (ñíîâà ïðîâåðèâ óêàçàííîå óñëîâèå).

Ñîãëàñíî âûáîðó q il1 = i′l1 , . . . , ilt = i′lt . Ðàññìîòèì äâà êëàññà Siq ,jq è Si′q ,j′q . Åñëè îäèí
èç íèõ îòñóòñòâóåò â ñâîåé ôîðìóëå, çàäàþùåé ïåðåñå÷åíèå, òî îáîçíà÷èì îñòàâøèéñÿ ÷åðåç
S1 = St1,r1 , â èíîì ñëó÷àå (òî åñòü, åñëè îáà óêàçàííûõ êëàññà ïðèñóòñòâóþò â ôîðìóëàõ),
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åñëè Siq ,jq * Si′q ,j′q , ïîëîæèì S1 = Siq ,jq , t1 = iq, r1 = jq, S2 = Si′q ,j′q , t2 = i′q, r2 = j′q, åñëè æå
Siq ,jq ⊆ Si′q ,j′q , òî îáîçíà÷èì íàîáîðîò: S1 = Si′q ,j′q , t1 = i′q, r1 = j′q, S2 = Siq ,jq , t1 = i′q, r1 = j′q.

Èç óñëîâèÿ äàííîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ïðèìåíåíèåì ëåììû 13 èëè 14 ìû ïîëó÷èì ôóíêöèþ
f ∈ SHOD(il1 ,...,ilt ,t2),HOD(jl1 ,...,jlt ,r2) \ St1,r1 , f ∈ Siq ,jq , åñëè q /∈ {l1, . . . , lt}.

Ïîñêîëüêó âûïîëíÿåòñÿ âòîðîå óñëîâèå ëåììû, âîçìîæíû äâà âàðèàíòà.
Åñëè HOD(i′, jl) íå äåëèò il, ãäå i′ = HOD(il1 , . . . , ilt , t2), òî HOD(ilq , jl) íå äåëèò il (q =

1, . . . , t) è HOD(t2, jl) íå äåëèò il. Ïî ëåììå 13 ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò êëàññàì
Silq ,jlq (q = 1, . . . , t), S2.

Åñëè æå ñóùåñòâóåò óêàçàííûé â ôîðìóëèðîâêå öèêë C ′ äëèíû l′, äåëÿùåé HOK(i′, jl), òî
l′ òåì áîëåå äåëèò âñå ÷èñëà HOK(ilq , jl) (q = 1, . . . , t) è HOK(t2, jl). Ïî ëåììå 14 ïîëó÷àåì,
÷òî ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò êëàññàì Silq ,jlq (q = 1, . . . , t), S2.

Â ëþáîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ f íå ïðèíàäëåæèò îäíîìó ïåðåñå÷åíèþ (â êîòîðîå âõîäèò êëàññ
S1) è íå ïðèíàäëåæèò äðóãîìó.

Ëåììà äîêàçàíà.
Èç óêàçàííîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî ðàññìàòðèâàåìûõ ïåðåñå÷åíèé â îáùåì ñëó÷àå

äîñòàòî÷íî âåëèêî.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò 09-01-00701.
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Êàôåäðà Ñèñòåìíîãî Ïðîãðàììèðîâàíèÿ

1 Ââåäåíèå

Êîíöåïöèÿ Ñåìàíòè÷åñêîãî Web áûëà ïðåäñòàâëåíà íàó÷íîé îáùåñòâåííîñòè àâòîðîì Âñå-
ìèðíîé ïàóòèíû (WWW) Òèìîì Áåíåðñ-Ëè â 2001 ãîäó [1]. Ïåðñïåêòèâû èñïîëüçîâàíèÿ ìà-
øèííîãî ïîíèìàíèÿ èíôîðìàöèè â Èíòåðíåò, èíòåëëåêòóàëüíûõ àãåíòîâ äëÿ ðåøåíèÿ ïîâñå-
äíåâíûõ çàäà÷ ïîòðåáèòåëåé, îáðèñîâàííûå â äàííîé ñòàòüå, áûëè âäîõíîâëÿþùèìè. Ïîýòîìó
ñ ýòîãî ìîìåíòà èíòåðåñ â àêàäåìè÷åñêèõ êðóãàõ ê Ñåìàíòè÷åñêîìó Web ïîñòîÿííî âîçðàñòàë,
÷òî âûðàæàëîñü â ýêñïîíåíöèàëüíîì ðîñòå ÷èñëà ïóáëèêàöèé, ðàçðàáîòîê è êîíôåðåíöèé â
äàííîé îáëàñòè. Îäíàêî äîëãîå âðåìÿ âñå ïîÿâëÿþùèåñÿ ðåçóëüòàòû òàê è îñòàâàëèñü ëèøü
íàó÷íûìè �èãðóøêàìè�, ÷òî ïîðîæäàëî ñêåïòè÷åñêîå îòíîøåíèå ê Ñåìàíòè÷åñêîìó Web [2].
Ïîýòîìó âàæíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â ïîñëåäíåå âðåìÿ ñòàëè ïîÿâëÿòüñÿ ðåàëüíûå ñèñòåìû, èñ-
ïîëüçóþùèå ñåìàíòè÷åñêèå òåõíîëîãèè; äîáàâëåíèå ýòèõ òåõíîëîãèé âî Âñåìèðíóþ ïàóòèíó
ïîëó÷èëî íàçâàíèå Web 3.0 [3, 4].

Óñëîâèÿ Èíòåðíåò ïðåäúÿâëÿþò ñòðîãèå òðåáîâàíèÿ ê ïðîèçâîäèòåëüíîñòè è ìàñøòàáèðó-
åìîñòè ñðåäñòâ ïîääåðæêè ñåìàíòè÷åñêèõ ôîðìàòîâ, êîòîðûå ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðàç-
ðàáîòêå web-ïðèëîæåíèé òðåòüåãî ïîêîëåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, RDF-õðàíèëèùà äîëæíû ïðåäî-
ñòàâëÿòü äîñòóï ê áîëüøèì îáúåìàì RDF-òðîåê; ñèñòåìû ðàññóæäåíèé äîëæíû óìåòü âûïîë-
íÿòü ëîãè÷åñêèé âûâîä óòâåðæäåíèé íà îñíîâå áàç çíàíèé, ñîäåðæàùèõ áîëüøîå ÷èñëî RDF-
óòâåðæäåíèé è OWL-îïèñàíèé. Ðåëÿöèîííûå áàçû äàííûõ çà ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ñòàëè
âåäóùåé òåõíîëîãèåé õðàíåíèÿ áîëüøèõ îáúåìîâ èíôîðìàöèè è âûïîëíåíèÿ ê íåé äîñòóïà,
ïîýòîìó äëÿ ðàçðàáîòêè RDF-õðàíèëèù è ñèñòåì ðàññóæäåíèé èñïîëüçóþòñÿ ðåëÿöèîííûå
ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ áàç äàííûõ (ÐÑÓÁÄ).

Äðóãèì âàæíûì àñïåêòîì âçàèìîñâÿçè òåõíîëîãèé áàç äàííûõ è Ñåìàíòè÷åñêîãî Web ÿâ-
ëÿåòñÿ íàïîëíåíèå Ñåìàíòè÷åñêîãî Web ðåëÿöèîííûìè äàííûìè. Áîëüøàÿ äîëÿ èíôîðìàöèè
âî Âñåìèðíîé ïàóòèíå (òàê íàçûâàåìûé Ãëóáîêèé Web) õðàíèòñÿ â áàçàõ äàííûõ [5], è íåâîç-
ìîæíîñòü îáðàùåíèÿ ê ýòîé èíôîðìàöèè èç ñåìàíòè÷åñêèõ ñèñòåì ñòàëà áû áàðüåðîì ê èõ
èñïîëüçîâàíèþ.

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ, êàêèì îáðàçîì RDF-õðàíèëèùà è ñèñòåìû ðàññóæäåíèé,
îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè ÐÑÓÁÄ, ìîãóò îáåñïå÷èòü äîñòóï ê ðåëÿöèîííûì äàííûì íà
ïðèìåðå [6].

2 Èñïîëüçîâàíèå ÑÓÁÄ äëÿ ïîääåðæêè ôîðìàòîâ Ñåìàíòè÷å-
ñêîãî Web

Êîíñîðöèóì W3C ðàçðàáîòàë ñòåê ÿçûêîâ Ñåìàíòè÷åñêîãî Web, íàïðàâëåííûõ íà ìàøèí-
íóþ îáðàáîòêó è ïîíèìàíèå èíôîðìàöèè. Ñ ïîäðîáíûì îïèñàíèåì ÿçûêîâ ìîæíî îçíàêîìèòü-
ñÿ â [7], àâòîð òàêæå ðàññìàòðèâàë èõ â [8]. Ïîýòîìó ëèøü îòìåòèì îñíîâíûå ôîðìàòû. ßçûê
RDF ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé Ñåìàíòè÷åñêîãî Web è îïðåäåëÿåò åãî ìîäåëü äàííûõ. ßçûêè RDF
Schema è OWL ðàñøèðÿþò RDF âîçìîæíîñòüþ çàïèñè ëîãè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé îòíîñèòåëüíî
êîíöåïöèé (êëàññîâ ðåñóðñîâ) è èíäèâèäóóìîâ. Òàêèì îáðàçîì, ñðåäñòâà ïîääåðæêè ôîðìà-
òîâ Ñåìàíòè÷åñêîãî Web äîëæíû ïîçâîëÿòü ðàáîòó è ñ ÿâíî çàäàííûìè óòâåðæäåíèÿìè, è
âûâåäåííûìè â ðåçóëüòàòå ëîãè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé. ßçûê çàïðîñîâ SPARQL ðàçðàáîòàí äëÿ
äîñòóïà ê RDF-äàííûì.
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Ïåðâûå ñðåäñòâà äëÿ ðàáîòû ñ RDF-äàííûìè è âûïîëíåíèÿ ðàññóæäåíèé íà îñíîâå OWL
âûïîëíÿëè îáðàáîòêó èíôîðìàöèè â îñíîâíîé ïàìÿòè. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî íàçâàòü îòêðûòóþ
ñèñòåìó ðàññóæäåíèé Pellet [9]. Ñ ðîñòîì îáúåìîâ RDF-äàííûõ è ðàçìåðîâ OWL-îíòîëîãèé
ñòàëà î÷åâèäíà íåîáõîäèìîñòü óìåòü õðàíåíèòü èõ âî âíåøíåé ïàìÿòè. Ðåàëèçàöèÿ ýòîé âîç-
ìîæíîñòè ñ íóëÿ îçíà÷àëà áû, ÷òî ñðîêè ðåàëèçàöèè Ñåìàíòè÷åñêîãî Web áûëè áû îòîäâèíó-
òû íàäîëãî. Òåì áîëåå, óæå ñóùåñòâóåò çðåëàÿ òåõíîëîãèèÿ ýôôåêòèâíîãî õðàíåíèÿ áîëüøèõ
îáúåìîâ äàííûõ âî âíåøíåé ïàìÿòè è äîñòóïà ê íèì, ïðèìåíÿåìîé â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ, �
ðåëÿöèîííûå áàçû äàííûõ. Ïîýòîìó ÐÑÓÁÄ ñòàëè èñïîëüçîâàòüñÿ â ðàçëè÷íûõ ñðåäñòâàõ,
ïîääåðæèâàþùèõ ðàáîòó ñ îñíîâíûìè ôîðìàòàìè Ñåìàíòè÷åñêîãî Web.

Ïîÿâëÿþùèåñÿ ðàçðàáîòêè èñïîëüçîâàëè âîçìîæíîñòè áàç äàííûõ ðàçëè÷íûì îáðàçîì.
Ôîðìàëèçìîì ëåæàùèì â îñíîâå ÿçûêà OWL ÿâëÿþòñÿ äåñêðèïòèâíûå ëîãèêè [10]; êàê ïîêàçà-
ëè èññëåäîâàíèÿ [11, 12], ýòîò ôîðìàëèçì âî ìíîãîì ïðîòèâîðå÷èò äîïóùåíèÿì, ïðèìåíÿåìûì
â áàçàõ äàííûõ. Ïîýòîìó â ðÿäå ñåìàíòè÷åñêèõ ñðåäñòâ (íàïðèìåð, Jena è Sesame [13]) ÐÑÓÁÄ
èñïîëüçîâàëèñü ëèøü êàê îäèí èç àëüòåðíàòèâíûõ ñïîñîáîâ õðàíåíèÿ RDF-äàííûõ íàðÿäó ñ
õðàíåíèåì â ôàéëàõ èëè â îñíîâíîé ïàìÿòè. Â òàêèõ ñðåäñòâàõ ëîãè÷åñêèé âûâîä âûïîëíÿëñÿ
ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíûõ ñèñòåì ðàññóæäåíèé, îïåðèðóþùèõ â îñíîâíîé ïàìÿòè. Áîëåå
òîãî, â ðàçðàáîòêå Sesame áûëî ïðèíÿòî ñîçíàòåëüíîå ðåøåíèå îòêàçàòüñÿ îò èñïîëüçîâàíèÿ
ìåòîäèê îïòèìèçàöèè çàïðîñîâ â ÐÑÓÁÄ, ÷òîáû ðåçóëüòàò íå çàâèñåë îò âûáðàííîãî ìåòîäà
õðàíåíèÿ.

Ïðèëîæåíèå instanceStore [14] áûëî îäíèì èç ïåðâûõ, íàöåëåííûõ íà ðåøåíèå ïðîáëåì ìàñ-
øòàáèðóåìîñòè, îíî èñïîëüçîâàëî ðàññóæäàòåëè äëÿ ïîñòðîåíèÿ èåðàðõèè êîíöåïöèé è áàçû
äàííûõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíäèâèäóóìîâ, ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðûì êîíöåïöèÿì. Îäíàêî ïðè-
ëîæåíèå íå ïîääåðæèâàëî ðîëè (áèíàðíûå îòíîøåíèÿ ìåæäó ðåñóðñàìè), à ïîääåðæèâàåìûå
çàïðîñû ÿâëÿþòñÿ î÷åíü îãðàíè÷åííûì ïîäìíîæåñòâîì ÿçûêà çàïðîñîâ SPARQL.

Èñïîëüçîâàíèå ñðåäñòâ, íàöåëåííûõ íà ñîáëþäåíèå ñâîéñòâ ïîëíîòû ëîãè÷åñêîãî âûâî-
äà äëÿ OWL, íå ïîçâîëÿëî äîñòèãàòü ïðèåìëåìîé äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ïðîèçâîäè-
òåëüíîñòè è ìàñøòàáèðóåìîñòè, ÷òî çàñòàâèëî èññëåäîâàòåëåé çàíÿòüñÿ èññëåäîâàíèåì àëü-
òåðíàòèâíûõ ñïîñîáîâ ðàññóæäåíèé [15]. Îòêàç îò ïîëíîòû äëÿ äîñòèæåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè
âû÷èñëåíèé îçíà÷àë, ÷òî òåõíèêè è âîçìîæíîñòè áàç äàííûõ ìîãóò â áîëüøåé ñòåïåíè èñïîëü-
çîâàòüñÿ â ëîãè÷åñêîì âûâîäå.

Áûëè èññëåäîâàíû òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû àëüòåðíàòèâíûõ ñïîñîáîâ ðàññóæäåíèé. Â ÷àñò-
íîñòè, â [16] áûëî îïðåäåëåíî ïîäìíîæåñòâî ÿçûêà OWL, êîòîðîå ìîæåò áûòü îòîáðàæåíî
â ëîãè÷åñêèå ïðàâèëà ñ ñîáëþäåíèåì ñâîéñòâà ïîëíîòû. Ñòàëè ïîÿâëÿòüñÿ è ðàçðàáîòêè, â
êîòîðûõ áàçû äàííûõ èñïîëüçîâàëèñü äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàññóæäåíèé íà îñíîâå íåêîòîðîãî
ïîäìíîæåñòâà OWL (íàïðèìåð, DLDB [17]).

2.1 Èíòåãðèðîâàííûå ïîäõîäû

Áîëüøèíñòâî ïðåäëîæåíèé äëÿ ïîääåðæêè ôîðìàòîâ Ñåìàíòè÷åñêîãî Web îñíîâûâàëèñü
íà àðõèòåêòóðå �ñèñòåìà ðàññóæäåíèé / áàçà äàííûõ�. Ýòî ðåøåíèå îãðàíè÷èâàëî èñïîëü-
çîâàíèå òåõíèê îïòèìèçàöèè áàç äàííûõ è ñâÿçàíî ñ íàêëàäíûìè ðàñõîäàìè, ñâÿçàííûìè
ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ èç ôîðìàòîâ SQL â îáúåêòû ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Òàêæå âàæíûì íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïîëüçîâàòåëè áàçû äàííûõ íå ìîãóò âûïîëíÿòü
äîñòóï ê RDF-äàííûì. Ýòè íåäîñòàòêè ïîçâîëÿþò ïðåîäîëåòü èíòåãðèðîâàííûå ðåøåíèÿ. Â
[18] ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü XML-ñðåäñòâà ÑÓÁÄ IBM DB2 äëÿ ïîääåðæêè òðàíçèòèâíûõ
îòíîøåíèé â RDF. Â Oracle òàêæå ïîääåðæèâàåòñÿ õðàíåíèå è äîñòóï ê RDF-äàííûì è âû-
ïîëíåíèå ðàññóæäåíèé äëÿ ñïåöèàëüíî îïðåäåëåííîãî ïîäìíîæåñòâà OWL [19].

Àâòîðîì íà îñíîâå âîçìîæíîñòåé ÐÑÓÁÄ, îïèñàííûõ â [8], ðàçðàáîòàíû è ðåàëèçîâàíû â
ÑÓÁÄ PostgreSQL ìåòîäû âûïîëíåíèÿ äîñòóïà ê RDF-äàííûì ñ ó÷åòîì èõ ñåìàíòèêè. Ïî-
äðîáíîå îïèñàíèå äàííîé ðàáîòû ïðèâåäåíî â [6]. Â äàííîé ðàáîòå áûë ðåàëèçîâàí óïðîùåííûé
äâèæîê SPARQL-çàïðîñîâ, ïîääåðæèâàþùèé òîëüêî êîíúþíêöèþ øàáëîíîâ òðîåê. Êàê îòìå-
÷àåòñÿ â [6], áîëåå ñëîæíûå êîíñòðóêöèè SPARQL ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû è ñ ïîìîùüþ òàêîãî
óïðîùåííîãî äâèæêà è îïåðàòîðîâ SQL. Îäíàêî òàêîé ïîäõîä òðåáóåò îò ïîëüçîâàòåëÿ çíàíèÿ
ìåòîäîâ îòîáðàæåíèÿ êîíñòðóêöèé SPARQL â SQL, ñâÿçàííûõ ñ ðÿäîì �ïîäâîäíûõ êàìíåé�
[20]. Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïîääåðæêà äàííûõ êîíñòðóêöèé òàêæå ïîçâîëÿåò âûïîëíÿòü çàïðîñû
áîëåå ýôôåêòèâíî çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ òåõíèê îïòèìèçàöèè è ñîêðàùåíèÿ ÷èñëà êîðòåæåé,
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ïåðåäàâàåìûõ ÷åðåç èíòåðôåéñ õðàíèìîé ïðîöåäóðû, ðåàëèçóþùåé äâèæîê çàïðîñîâ. Ïîýòîìó
äâèæîê çàïðîñîâ [6] áûë óëó÷øåí äëÿ ïîääåðæêè áîëüøèíñòâà êîíñòðóêöèé SPARQL.

Â [6] òàêæå äåëàëîñü îãðàíè÷åíèå íà øàáëîíû òðîåê, äîïóñêàÿ òîëüêî òå, â êîòîðûõ íà
ïîçèöèè ñâîéñòâà óêàçàí ðåñóðñ, à äëÿ ñâîéñòâà rdf:type è íà ïîçèöèè îáúåêòà � ðåñóðñ.
Ïîäîáíîå îãðàíè÷åíèå âñòðå÷àåòñÿ è â äðóãèõ ñèñòåìàõ, âêëþ÷àÿ Pellet. Èñïîëüçîâàíèå ñòàí-
äàðòíûõ ñïîñîáîâ ðàññóæäåíèé äåñêðèïòèâíûõ ëîãèê è àëüòåðíàòèâíûõ òàêèõ, êàê â [16],
äåëàåò òàêèå îãðàíè÷åíèÿ îáÿçàòåëüíûìè. Ïðåäñòàâëåíèå îïèñàíèé â ðåëÿöèîííûõ òàáëèöàõ
[21] è âûïîëíåíèå ëîãè÷åñêîãî âûâîäà ñ ïîìîùüþ SQL-çàïðîñîâ íàä ýòèìè òàáëèöàìè ïîçâî-
ëèë îòêàçàòüñÿ îò äàííîãî îãðàíè÷åíèÿ â áîëåå ïîëíîì äâèæêå çàïðîñîâ. Îíî íàêëàäûâàëîñü â
[6], òàê êàê çàïðîñû ñ øàáëîíàìè, íàðóøàþùèìè äàííîå îãðàíè÷åíèå, ìîãóò áûòü äîñòàòî÷íî
�äîðîãîñòîÿùèìè�, ïðèâîäÿ ê ëîãè÷åñêîìó âûâîäó áîëüøîãî ÷èñëà RDF-òðîåê.

3 Ïðåäñòàâëÿÿ ðåëÿöèîííûå äàííûå â RDF

Áîëåå ïîëíàÿ ðåàëèçàöèÿ SPARQL ïðèâíîñèò íîâûå âîçìîæíîñòè, íå ñâîéñòâåííûå SQL.
Ñðàâíèâàÿ ðåëÿöèîííóþ ìîäåëü äàííûõ è ìîäåëü äàííûõ Ñåìàíòè÷åñêîãî Web, îáû÷íî â ñî-
îòâåòñòâèå òàáëèöàì ñòàâÿò êëàññû OWL, à èõ àòðèáóòàì - ñâîéñòâà. Â îáåèõ ìîäåëÿõ îäíà è
òà æå ñóùíîñòü (èíäèâèäóóì) ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ â íåñêîëüêèõ òàáëèöàõ (êëàññàõ). Î÷åâèäíî,
÷òî â òàêîé ñèòóàöèè ó ïîëüçîâàòåëÿ ìîæåò âîçíèêíóòü ïîòðåáíîñòü óçíàòü, â êàêèõ òàáëèöàõ
õðàíèòñÿ èíôîðìàöèÿ î ñóùíîñòè I (èëè êàêèì êëàññàì ïðèíàäëåæèò èíäèâèäóóì I). ×òîáû
îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, èñïîëüçóÿ SQL, ïîëüçîâàòåëþ ïðèäåòñÿ ñíà÷àëà óçíàòü, êàêèå òàáëè-
öû ñîçäàíû â áàçå äàííûõ, è çàòåì ÿâíî ïðîâåðèòü äëÿ êàæäîé èç ýòèõ òàáëèö, ñîäåðæèò ëè
îíà èñêîìóþ ñóùíîñòü. Èñïîëüçîâàíèå SPARQL ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ýòó çàäà÷ó, ïîñêîëüêó
äëÿ åå ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî ëèøü îäíîãî çàïðîñà ñ øàáëîíîì òðîéêè {I a ?C}. Äàëåå, äëÿ
òîãî, ÷òîáû óçíàòü çíà÷åíèÿ âñåõ àòðèáóòîâ äëÿ I â SQL îïÿòü ïðèäåòñÿ èñïîëüçîâàòü çàïðîñ,
â êîòîðîì íóæíî ÿâíî óêàçàòü âñå ýòè àòðèáóòû è òàáëèöû. Èñïîëüçóÿ SPARQL, ïîëüçîâàòåëü
íå îáÿçàí çíàòü, êàêèìè èìåííî ñâîéñòâàìè îáëàäàåò êîíêðåòíûé èíäèâèäóóì, ÷òîáû óçíàòü
î íåì ïîäðîáíóþ èíôîðìàöèþ: åìó äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü çàïðîñ ñ øàáëîíîì {I ?p ?v}.

Ýòè âîçìîæíîñòè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû è ïðèìåíèòåëüíî ê äàííûì èç ðåëÿöèîííûõ
òàáëèö, åñëè ïîñëåäíèå áóäóò êàêèì-ëèáî îáðàçîì îòîáðàæåíû â RDF. Çàìåòèì, ÷òî íàëè÷èå
òàêîãî îòîáðàæåíèå ïîëåçíî è ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîëíîòû ðåçóëüòàòîâ çàïðîñîâ ê RDF-äàííûì ñ
ó÷åòîì èõ ñåìàíòèêè. Â [6] ïðèâåäåí ïðèìåð òîãî, êàê çàïðîñû ê RDF-äàííûì ìîãóò èñïîëü-
çîâàòüñÿ â SQL-çàïðîñàõ ê îáû÷íûì òàáëèöàì. Â ýòîì ïðèìåðå â áàçó äàííûõ çàãðóæàëàñü îí-
òîëîãèÿ, îïèñûâàþùàÿ ðîäñòâåííûå îòíîøåíèÿ, è áûëî ïîêàçàíî, êàê RDF-äàííûå ïîçâîëÿëè
îïðåäåëÿòü ðîäñòâåííèêîâ, ðàáîòàþùèõ â îäíîì îòäåëå, ïðè ýòîì èíôîðìàöèÿ î ðàáîòíèêàõ
îòäåëîâ õðàíèëàñü â òàáëèöå. Òàêèì îáðàçîì, RDF-äàííûå äîïîëíÿþò äàííûå èç îáû÷íûõ
òàáëèö, ïîçâîëÿÿ ïîëó÷àòü îòâåòû íà áîëåå èíòåðåñíûå çàïðîñû. Äîïóñòèì, ÷òî â áàçå äàííûõ
èç ýòîãî ïðèìåðà ïîìèìî èíôîðìàöèè îá îòäåëàõ òàêæå ñîäåðæèòñÿ òàáëèöà ñ èíôîðìàöèåé î
ðîäèòåëÿõ è äåòÿõ ñîòðóäíèêîâ. Ïðåäñòàâèâ ýòè îòíîøåíèÿ â RDF, ìû ñìîãëè áû èõ èñïîëüçî-
âàòü âî âðåìÿ ëîãè÷åñêîãî âûâîäà íà îñíîâå çàãðóæåííîé îíòîëîãèè. Åñëè â ðåçóëüòàòå ýòîãî
îòîáðàæåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû íîâûå òðîéêè, ðàíåå íå ñîäåðæàâøèåñÿ â RDF-õðàíèëèùå, òî
SPARQL-çàïðîñû î ñåìåéíûõ îòíîøåíèÿõ áóäóò âîçâðàùàòü áîëüøåå ÷èñëî ñòðîê. Â ðåçóëü-
òàòå ïîëüçîâàòåëü ñìîæåò óçíàòü èíôîðìàöèþ î áîëüøåì ÷èñëå ðîäñòâåííèêîâ, ðàáîòàþùèõ
â îäíîì îòäåëå. Òåì ñàìûì, âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ðåëÿöèîííûõ äàííûõ â RDF ñäåëàåò
îáìåí èíôîðìàöèè ìåæäó RDF-õðàíèëèùåì è SQL äâóñòîðîííèì.

4 Ìåòîä îòîáðàæåíèÿ

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ìåòîä ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ ðåëÿöèîííûõ òàáëèö â RDF, êîòî-
ðûé ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â èíòåãðèðîâàííûõ ïîäõîäàõ êàê [6]. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â
êàæäîé òàáëèöå ñîäåðæèòñÿ èíôîðìàöèÿ îá îòäåëüíîé ñóùíîñòè. Òàáëèöû áóäóò îòîáðàæàòü-
ñÿ â êëàññû, àòðèáóòû � â ñâîéñòâà, à ñòðîêè � â íàáîðû òðîåê, â êîòîðûõ çàïèñàíû çíà÷åíèÿ
ñâîéñòâ îäíîãî èíäèâèäóóìà.

Ñîçäàäèì â áàçå äàííûõ ñëåäóþùèå õðàíèìûå ïðîöåäóðû:
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• mapAttToProp(tbl,att,rdfProp) - äåêëàðèðîâàòü, ÷òî àòðèáóò att òàáëèöû tbl äîëæåí
îòîáðàæàòüñÿ â ñâîéñòâî rdfProp. Ñâîéñòâî rdfProp äîëæíî ñîäåðæàòüñÿ â ñëîâàðå RDF-
õðàíèëèùà è äëÿ íåãî äîëæåí áûòü îïðåäåëåí ðàíã. Äåêëàðàöèÿ ñ÷èòàåòñÿ îøèáî÷íîé,
åñëè òèï äàííûõ àòðèáóòà è ðàíã ñâîéñòâà íåñîâìåñòèìû.

• mapTblToCls(tbl,owlClass) - óêàçàòü, ÷òî òàáëèöà tbl áóäåò îòîáðàæåíà â êëàññ
owlClass, êîòîðûé òàêæå äîëæåí ñîäåðæàòüñÿ â ñëîâàðå.

• addKeyProp(tbl,rdfProp) - óêàçàòü, ÷òî ñâîéñòâî rdfProp ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ êëþ÷à îòîá-
ðàæåíèÿ ñòðîê òàáëèöû tbl â èíäèâèäóóìû êëàññà owlClass.

• execMapping() - âûïîëíèòü îòîáðàæåíèÿ òàáëèö â êëàññû íà îñíîâå âûøåóêàçàííûõ äå-
êëàðàöèé. Äëÿ êàæäîé ãðóïïû ñòðîê äîáàâëåííîé äëÿ îòîáðàæåíèÿ òàáëèöû, èìåþùåé
îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ àòðèáóòîâ êëþ÷à, îïðåäåëåííîãî ñ ïîìîùüþ addKeyProp(), â ñëî-
âàðå ñîçäàåòñÿ íîâûé ðåñóðñ. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé ñòðîêå òàáëèöû â ñîîòâåòñòâèå
ñòàâèòñÿ îäèí ðåñóðñ, íî îäíîìó ðåñóðñó ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåñêîëüêî ñòðîê îäíîé
òàáëèöû. Çàòåì ïî êàæäîé ñòðîêå òàáëèöû óñòàíàâëèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ àòðèáóòîâ ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ðåñóðñà íà îñíîâå äåêëàðàöèé mapAttToProp(). Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå ñòðîê
íà ðåñóðñû íå âçàèìíîîäíîçíà÷íî, ñâîéñòâà ìîãóò èìåòü ìíîæåñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ðåñóðñû ìîãóò íå ñîçäàâàòüñÿ çàíîâî äëÿ òåõ ãðóïï ñòðîê, äëÿ êîòîðûõ â RDF-
õðàíèëèùå óæå ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé èíäèâèäóóì I, ó êîòîðîãî óñòàíîâëåíû çíà÷åíèÿ âñåõ
ñâîéñòâ, âõîäÿùèõ â êëþ÷ îòîáðàæåíèÿ, è ýòè çíà÷åíèÿ ðàâíû ñîîòâåòñòâóþùèì çíà÷åíèÿì
àòðèáóòîâ äàííûõ ñòðîê. Â ýòîì ñëó÷àå îñòàëüíûå àòðèáóòû ñòðîê áóäóò îòîáðàæàòüñÿ â
ñâîéñòâà èíäèâèäóóìà I. Òàêîå ïîâåäåíèå ïîçâîëèò ñîêðàòèòü ðàçìåð ñëîâàðÿ.

Ïðåäñòàâëåííûé ìåòîä îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óïðîùåííûì â òîì ñìûñëå, ÷òî ïîçâîëÿåò ñî-
çäàâàòü òîëüêî òðîéêè ñî ñâîéñòâàìè, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ëèòåðàëû. Â òî æå âðåìÿ áîëüøèíñòâî
ñâîéñòâ â ñåãîäíÿøíèõ îíòîëîãèÿõ ÿâëÿþòñÿ îáúåêòíûìè, òî åñòü èìåþò çíà÷åíèÿ-ðåñóðñû.
Ýòà ïðîáëåìà ìîæåò áûòü ðåøåíà áåç èçìåíåíèÿ ìåòîäà ïóòåì äîáàâëåíèÿ â çàãðóæåííóþ
îíòîëîãèþ íîâûõ SWRL-ïðàâèë.

Ïîÿñíèì íà ïðèìåðå: ïóñòü â áàçå äàííûõ îïðåäåëåíà òàáëèöà
person(emp_id int, full_name varchar(18), sex bool, parent_id int). Ñ ïî-
ìîùüþ âûçîâîâ õðàíèìûõ ïðîöåäóð mapAttToProp(person,emp_id,ex:id),
mapAttToProp(person,full_name,ex:name), mapAttToProp(person,sex,intnl:sex_id) è
mapAttToProp(person,parent_id,intnl:parent_id) óêàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó àò-
ðèáóòàìè è ñâîéñòâàìè. Âûçîâ addKeyProp(person,ex:id) óêàçûâàåò, ÷òî ñâîéñòâî ex:id
êëþ÷åâûì ïðè îòîáðàæåíèè òàáëèöû person, à âûçîâ mapTblToCls(person,ex:Person)
óêàçûâàåò, ÷òî òàáëèöà îòîáðàæàåòñÿ â êëàññ ex:Person. Çàìåòèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå òàêîãî
îòîáðàæåíèÿ ñâîéñòâî intnl:parent_id ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî çíà÷åíèé, ÷òî åñòåñòâåííî.

Äàëåå, ïóñòü â ðåçóëüòàòå òàêîãî îòîáðàæåíèÿ â RDF-õðàíèëèùå ñîäåðæàòñÿ òðîéêè
<db:per1 intnl:parent_id 28> è <db:per28 ex:id 28>. Ýòè äâå òðîéêè ñàìè ïî ñåáå íå ñâÿ-
çûâàþò ðåñóðñû db:per1 è db:per28 êàêèì-ëèáî îòíîøåíèåì. Îäíàêî äîñòàòî÷íî äîáàâèòü â
îíòîëîãèþ ñëåäóþùåå SWRL-ïðàâèëî:

indivPropertyAtom(?x,ex:hasParent,?y) :- classAtom(?x,ex:Person),
classAtom(?y,ex:Person),
dataPropertyAtom(?x,intnl:parent_id,?z),
dataPropertyAtom(?y,ex:id,?z)

äëÿ òîãî, ÷òîáû îòíîøåíèå áûëî çàäàíî íåÿâíî. Ïóñòü, êðîìå òîãî, òðîéêà <db:per28
intnl:sex_id `true'> äîëæíà îïðåäåëÿòü, ÷òî ðåñóðñ db:per28 ñîîòâåòñòâóåò ìóæ÷èíå. Îä-
íàêî, â îíòîëîãèè ìóæñêîé ïîë ÷åëîâåêà çàïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îáúåêòíîãî ñâîéñòâà
ex:hasSex èëè êëàññà ex:Man. Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàïèñàòü èíôîðìàöèþ î ïîëå â ñîîòâåòñòâèè ñ
îíòîëîãèåé, äîáàâëÿåì â íåå ïðàâèëî:

indivPropertyAtom(?x,ex:hasSex,ex:Male) :- dataPropertyAtom(?x,intnl:sex_id,`true')

Àëüòåðíàòèâíûì ñïîñîáîì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå OWL-îïèñàíèÿ:

∃ intnl:sex_id.{`true'} @ ex:Man
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Çíà÷åíèÿ îáúåêòíûõ ñâîéñòâ â äàííîì ñëó÷àå ïîëó÷àþòñÿ íà îñíîâå ëèòåðàëüíûõ çíà-
÷åíèé ñâîéîñòâ, ïîëó÷åííûõ ïðè îòîáðàæåíèè. Îäíàêî ïîñëåäíèå ìîãóò áûòü íå èíòåðåñíû
ñàìè ïî ñåáå è ëèøü óâåëè÷èâàòü ðàçìåðû RDF-õðàíèëèùà. ×òîáû èçáåæàòü ýòîãî èçáû-
òî÷íîãî õðàíåíèÿ, â ðÿäå ñëó÷àåâ (êàê ïðè óêàçàíèè ðîäèòåëåé) ïîëåçíûì áûëî áû ñðàçó
óêàçûâàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ ñòîëáöîâ äîëæíû èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îòîáðàæåíèÿ â çíà-
÷åíèå îáúåêòíîãî ñâîéñòâà. Äëÿ ýòîãî ìîæåò áûòü ñîçäàíà äîïîëíèòåëüíàÿ õðàíèìàÿ ïðîöå-
äóðà addColToFK(tbl,att,cls,rdfProp) äëÿ òîãî, ÷òîáû óêàçàòü, ÷òî àòðèáóò att òàáëèöû
tbl ñîîòâåòñâóåò ñâîéñòâó rdfProp êëàññà cls. Âûçîâ ýòîé ïðîöåäóðû äîëæåí áûòü ñäåëàí
äëÿ êàæäîãî ñâîéñòâà, âõîäÿùåãî â êëþ÷ îòîáðàæåíèÿ íåêîòîðîé òàáëèöû â êëàññ cls. Òîãäà
ýòè äåêëàðàöèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ñîçäàíèÿ ñðàçó îáúåêòíûõ ñâîéñòâ ïðè âûçîâå
ïðîöåäóðû execMapping().

5 Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ðåøåíèÿ àêòóàëüíîé çàäà÷è èñïîëüçîâàíèÿ
ÑÓÁÄ äëÿ õðàíåíèÿ è âûïîëíåíèÿ äîñòóïà ê RDF-äàííûì. Äëÿ èíòåãðèðîâàííûõ ðåøåíèé
ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä íàïîëíåíèÿ RDF-õðàíèëèù èç ðåëÿöèîííûõ òàáëèö, ïîçâîëÿþùèõ íà îñ-
íîâå îíòîëîãèé OWL îáíàðóæèâàòü îòíîøåíèÿ ìåæäó ñóùíîñòÿìè, èíôîðìàöèÿ î êîòîðûõ
õðàíèòñÿ â áàçå äàííûõ. Ïðåäñòàâëåíèå áàç äàííûõ â RDF ïîçâîëÿåò òàêæå âûïîëíÿòü ê
íèì SPARQL-çàïðîñû, îáëàäàþùèå ðÿäîì èíòåðåñíûõ âîçìîæíîñòåé â ñðàâíåíèè ñ SQL. Â
ðåçóëüòàòå èñïîëüçîâàíèÿ îòîáðàæåíèÿ ìîæåò äîñòèãàòüñÿ òåñíàÿ èíòåãðàöèÿ RDF-äàííûõ è
äàííûõ èç ðåëÿöèîííûõ áàç äàííûõ. Äëÿ ïðîâåðêè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ïëàíèðóåòñÿ åãî
ðåàëèçàöèÿ â ñðåäñòâå [6].

Â ðåçóëüòàòå îòîáðàæåíèÿ íà îñíîâå ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà â RDF-õðàíèëèùå, ïî ñóòè,
ìîæåò áûòü ñîçäàíà êîïèÿ áàçû äàííûõ, ÷òî ñâÿçàíî ñ äâóìÿ ïðîáëåìàìè: 1) ïîääåðæàíèå
äâóõ âåðñèé (èñõîäíîé áàçû äàííûõ è ïîëó÷åííîãî ïðè îòîáðàæåíèè íàáîðà RDF-òðîåê) â
ñîãëàñîâàííîì ñîñòîÿíèè; 2) íàêëàäíûå ðàñõîäû, ñâÿçàííûå ñ õðàíåíèåì �RDF-êîïèè� áàçû
äàííûõ. Óêàçàííûå íåäîñòàòêè ìîãóò áûòü íåçíà÷èòåëüíûìè â ñëó÷àÿõ, êîãäà â îòîáðàæåíèè
ó÷àñòâóþò ðåäêî ìîäèôèöèðóåìûå òàáëèöû èëè òàáëèöû, íàä êîòîðûìè âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî
èíêðåìåíòàëüíûå îáíîâëåíèÿ. Ïðåîäîëåíèå ýòèõ ïðîáëåì äëÿ ÷àñòî ìîäèôèöèðóåìûõ òàáëèö
ìîæåò ÿâëÿòüñÿ çàäà÷åé äëÿ äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ ìåòîäà.
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Êàôåäðà Îáùåé ìàòåìàòèêè

1 Ââåäåíèå

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ñèñòåì êîðíåâûõ ôóíêöèé ëèíåéíûõ îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ L, çàäàííûõ íà êîíå÷íîì îòðåçêå ÷èñëîâîé ïðÿìîé.
Îïåðàòîðû ìîãóò áûòü êàê ñàìîñîïðÿæåííûìè, òàê è íåñàìîñîïðÿæåííûìè, ïðè÷åì îñîáîå
âíèìàíèå óäåëåíî ñëó÷àþ ñóùåñòâåííî íåñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ, ñèñòåìû êîðíåâûõ
ôóíêöèé êîòîðûõ ñîäåðæàò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé.

Óñòàíîâëåíà ðàâíîñõîäèìîñòü âïëîòü äî ãðàíèöû îòðåçêà áèîðòîãîíàëüíûõ ðàçëîæåíèé
ôóíêöèé ïî êîðíåâûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðîâ L ñ ðàçëîæåíèåì ýòîé ôóíêöèè â îáû÷íûé òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå. Ýòî ñäåëàíî äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà,
êîýôôèöèåíò ïðè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé êîòîðîãî - íåãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ ëèøü
êëàññó Ls, s > 1. Ïîëó÷åíû òî÷íûå îöåíêè ñêîðîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè íà âñåì èíòåðâàëå. Ïîêà-
çàíà çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ îò êîìïàêòà äî ãðàíèöû èíòåðâàëà.
Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîëó÷åííûå îöåíêè ñêîðîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè ìîãóò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü
îò ñòåïåíè ñóììèðóåìîñòè s êîýôôèöèåíòà ïðè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé.

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L, ïîðîæäåííûé äèôôåðåíöè-
àëüíîé îïåðàöèåé

lu ≡ u′′ + p1(x)u′ + q1(x)u, x ∈ G = (0, 1),

íà êëàññå ôóíêöèé D, àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ íà G = [0, 1] âìåñòå ñî ñâîåé ïåðâîé ïðîèçâîä-
íîé;

p1(x) ∈ Ls(G, C), s > 1, q1(x) ∈ L(G, C). (1)

Äàäèì îïðåäåëåíèå êîðíåâûõ ôóíêöèé (ò.å. ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé) è ïðèâå-
äåì îñíîâíûå óñëîâèÿ íà îïåðàòîðû. Êîðíåâûå ôóíêöèè îïåðàòîðà L îïðåäåëèì â îáîáùåííîì
(ïî Â.À. Èëüèíó) ñìûñëå, ðàññìàòðèâàÿ èõ êàê ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé è îñâîáîæäàÿ èõ îò òðåáîâàíèÿ óäîâëåòâîðåíèÿ êàêèì-ëèáî êîíêðåòíûì êðàåâûì óñëî-
âèÿì. Îãðàíè÷åíèÿ ïðè ýòîì íàëàãàþòñÿ íà ñâîéñòâà ñïåêòðà è êîðíåâûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà.
Ýòî ïîçâîëÿåò èçó÷àòü êàê ñèñòåìû ôóíêöèé òèïà ñèñòåìû ýêñïîíåíò, íå óäîâëåòâîðÿþùèå íè-
êàêèì êðàåâûì óñëîâèÿì áåç ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà, òàê è êîðíåâûå ôóíêöèè êîíêðåòíûõ
êðàåâûõ çàäà÷. Ðàññìîòðåíû äâà âñòðå÷àþùèõñÿ òèïà ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ (îòëè÷àþùèåñÿ
íîðìèðîâêîé ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé). Ïîä ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà L, îòâå÷àþ-
ùåé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ2 ∈ C, áóäåì ïîíèìàòü ëþáóþ íå ðàâíóþ òîæäåñòâåííîìó íóëþ

ôóíêöèþ
0
u(x) ∈ D, óäîâëåòâîðÿþùóþ ïî÷òè âñþäó â G óðàâíåíèþ l

0
u + λ2 0

u = 0. Ïîä ïðèñî-
åäèíåííîé ôóíêöèåé ïîðÿäêà m,m = 1, 2, ..., îòâå÷àþùåé òîìó æå λ2 è ñîáñòâåííîé ôóíêöèè
0
u, áóäåì ïîíèìàòü ëþáóþ ôóíêöèþ

m
u(x), êîòîðàÿ ïî÷òè âñþäó â G óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

l
m
u + λ2mu = µm

m−1
u . Çäåñü ëèáî µm = 1 (ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à 1), ëèáî µm = λ(Reλ > 0) ïðè
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|λ| > 1, µm = 1 ïðè |λ| < 1 (ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à 2). Ïðèâåäåì îñíîâíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ðàñ-
ñìàòðèâàåìûå ñèñòåìû êîðíåâûõ ôóíêöèé. Â ñëó÷àå êîíêðåòíûõ êðàåâûõ çàäà÷ ýòè óñëîâèÿ
äîñòàòî÷íî ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ.

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {λ2
k}∞k=1 è ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó

uk(x) êîðíåâûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà L, îòâå÷àþùóþ ýòèì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå ñëåäóþùèì òðåì óñëîâèÿì Â.À. Èëüèíà, íàçîâåì èõ óñëîâèÿìè I:

1) ñèñòåìà {uk(x)} çàìêíóòà è ìèíèìàëüíà â Lr(G) ïðè íåêîòîðîì r ∈ [1,∞];

2) ñóùåñòâóþò c1, c2 = const > 0 òàêèå, ÷òî

|Imλk| 6 c1 ∀k;
∑

06|λk|−λ61

1 6 c2 ∀λ > 0; (2)

3) ñóùåñòâóåò c3 = const > 0 òàêàÿ, ÷òî

||uk||r||vk||r′ 6 c3 ∀k, (3)

ãäå {vk}− áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííàÿ ñ {uk} ñèñòåìà ôóíêöèé:
vk ∈ Lr

′
(G), (uk, vj) = δkj ∀k, j ∈ N , r′ = r/(r − 1); || · ||r− îáîçíà÷åíèå íîðìû â Lr(G).

Áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü ÷åðåç ||f ||r,E íîðìó ôóíêöèè f(x) ∈ Lr(E), r ∈ [1,∞].
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(x) ∈ Lr(G) ñîñòàâèì ÷àñòè÷íûå ñóììû áèîðòîãîíàëüíîãî

ðàçëîæåíèÿ

σλ(x, f) =
∑
|λk|6λ

fkuk(x), λ > 0, fk ≡ (f, vk).

×åðåç Sλ(x, f) îáîçíà÷èì ÷àñòè÷íóþ ñóììó òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f(x),
ðàññìàòðèâàåìîãî êàê îðòîãîíàëüíîå ðàçëîæåíèå f(x) äëÿ îïåðàòîðà L0u = u′′ ñ óñëîâèÿìè
ïåðèîäè÷íîñòè â 0 è 1.

Íàëîæèì äîïîëíèòåëüíî îãðàíè÷åíèå íà ñèñòåìó {uk, vk} è ôóíêöèè f(x) :

∃ν, β = const > 0 : αkfk = O(λ−νk ln−β |λk|), |λk| > 1, (4)(
∃ν = const > 0 : αkfk = O(λ−νk ), (4′)

)
ãäå αk = ||vk||−1

r′ . Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî äëÿ îïåðàòîðà L0 óñëîâèå (4) ((4
′)) âûïîëíÿåòñÿ.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óñòàíîâèòü ôàêò ðàâíîñõîäèìîñòè ñïåêòðàëüíûõ
ðàçëîæåíèé σλ(x, f) è Sλ(x, f) ôóíêöèè f(x) â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâ Lp, p > 1, íà âñ¼ì èí-
òåðâàëå è îöåíèòü ñêîðîñòü ðàâíîñõîäèìîñòè óêàçàííûõ ðàçëîæåíèé (èëè, äðóãèìè ñëîâàìè,
îöåíèòü ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè îäíîãî ðàçëîæåíèÿ äðóãèì). Èç ýòèõ îöåíîê áóäåò ñëåäî-
âàòü, â ÷àñòíîñòè, ÷òî îáà ðàçëîæåíèÿ ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ â ìåòðèêå äàííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà Lp îäíîâðåìåííî. Òðåáóåòñÿ ïðè ýòîì âûÿâèòü õàðàêòåð çàâèñèìîñòè îöåíîê ñêîðîñòè
ðàâíîñõîäèìîñòè îò ïîêàçàòåëÿ s ñóììèðóåìîñòè êîýôôèöèåíòà p1(x) ïðè ïåðâîé ïðîèçâîä-
íîé äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà L è îò ðàññòîÿíèÿ îò êîìïàêòà äî ãðàíèöû îñíîâíîãî
èíòåðâàëà.

3 Ðàâíîñõîäèìîñòü íà âñåì èíòåðâàëå (0,1)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà L è ôóíêöèè f(x) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1),(4) è óñëîâèÿ I.
Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷èñåë λ ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣∣∣∣σλ(x, f)− Sλ(x, f)

∣∣∣∣∣∣
Lp(G)

6 O

(
max

(
1
λ
,

1

λ
ν+ 1

p
−1
,
n1 ln2 λ

λν lnβ λ

))
(5)

ñ ïîñòîÿííîé c, íå çàâèñÿùåé îò λ; n1 = 1, åñëè ïðèñóòñòâóþò ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè
è ||p1||1 6= 0, è n1 = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò ñòàòüÿì È.Ñ. Ëîìîâà [7], [10].

Îáîçíà÷èì
∑λ =

∑
|λk|6λ, Θλ(x, y) =

∑λ uk(x)v̄k(y). Òîãäà σλ(x, f) =
∫
G

Θλ(x, y)f(y) dy.

Ôèêñèðóåì ëþáîé îòðåçîê K1 = [a, b] ⊂ G. Ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

||σλ(x, f)− Sλ(x, f)||pp = || · ||pp,(0,a) + || · ||pp,K1
+ || · ||pp,(b,1) ≡ ∆a

λ + ∆λ + ∆b
λ. (6)

Îöåíèì ñëàãàåìîå

∆λ ≡
∫
K

|σλ(x, f)− Sλ(x, f)|pdx =
∫
K

∣∣∣∣∣∣∣
∫
G

f(y)[Θλ(x, y)−Dλ(x, y)]dy

∣∣∣∣∣∣∣
p

dx. (7)

Çàôèêñèðîâàâ ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî R0 ∈ (0, (1/2)dist(K, ∂G)), äëÿ ëþáîãî ÷èñëà
R ∈ [R0/2, R0] è ëþáîãî x ∈ K ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

ωλ(ρ,R) =
{

(sinλρ)/(πρ), |ρ| 6 R, ρ = x− y,
0, |ρ| > R.

(8)

Äàëåå, êàê è â ðàáîòàõ Â.À. Èëüèíà [3], [4], óñðåäíèì ôóíêöèþ (8) ïî R :

S0[ωλ(ρ,R)] =
8

3R2
0

R0∫
R0/2

Rωλ(ρ,R)dR (S0[1] = 1), (9)

äîáàâèì è âû÷òåì ïîä çíàêîì ìîäóëÿ â ïðàâîé ÷àñòè (7) âûðàæåíèå (9) è îöåíèì ìîäóëü
ñóììû ÷åðåç ñóììó ìîäóëåé (cp = 2p−1, v0(x, y) = S0[ωλ(ρ,R)]) :

∆λ 6 cp

∫
K

∣∣∣∣∣∣∣
∫
G

f(y)[Θλ(x, y)− v0(x, y)]dy

∣∣∣∣∣∣∣
p

dx+ cp

∫
K

∣∣∣∣∣∣∣
∫
G

f(y)[Dλ(x, y)− v0(x, y)]dy

∣∣∣∣∣∣∣
p

dx ≡

≡ cp(I + Î). (10)

Îöåíèì ïåðâûé èíòåãðàë I â ïðàâîé ÷àñòè (10); èíòåãðàë Î îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Çàìåíèì ôóíêöèþ v0(x, y) áèîðòîãîíàëüíûì ðÿäîì. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (1) è óñëîâèé

I ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ∀p ∈ [1,+∞), ∀f(x) ∈ Lr(G) [8]:

lim
λ→∞

∥∥∥∥∫
G

f(y)
[
v0(x, y)−

∑
|λk|6λ

(v0, ūk)(x)v̄k(y)
]
dy

∥∥∥∥
p,k

= 0. (11)

Ðàâåíñòâî (11) ìîæåò áûòü âåðíî è â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü äëÿ íåêî-
òîðîãî α ∈ [1,∞)

f(y)
Lα(K0)

=
∑
k

fkuk(y), K0 = [a−R0, b+R0]. (12)

Çäåñü è äàëåå îáîçíà÷åíî ÷åðåç
∑
k

ñóììà
∞∑
k=1

. Óìíîæèì îáå ÷àñòè (12) ñêàëÿðíî íà ôóíêöèþ

S0[wλ(ρ,R)]. Òàê êàê ðÿä â (12) ñõîäèòñÿ â Lα(K0), òî íà K0 åãî ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðè-
ðîâàòü, à âíå K0 ôóíêöèÿ S0[wλ(ρ,R)] êàê ôóíêöèÿ y ïðè x ∈ K ðàâíà íóëþ. Ïîëó÷àåì
ðàâåíñòâî ∫

G

f(y)v0(x, y)dy =
∑
k

fk

∫
G

uk(y)v0(x, y)dy ∀x ∈ K. (13)
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Äëÿ ôóíêöèé uk èìååò ìåñòî ôîðìóëà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ (ëåãêî ïîëó÷àåìàÿ èíòåãðèðîâàíèåì
ïî ÷àñòÿì ïîñëå çàìåíû A1uk íà u

′′
k + λ2

kuk). Îáîçíà÷èì

st(uk(x)) = uk(x+ t) + uk(x− t). (14)

Òîãäà ∀λk ∈ C, x± t ∈ G:

st(uk(x)) = 2uk(x) cosλkt− hk(x, t), (15)

ãäå

hk(x, t) =
1
λk

x+t∫
x−t

A1uk(τ) sinλk(|x− τ | − t)dτ,
sinλk(|x− τ | − t)

λk

∣∣∣∣
λk=0

= |x− τ | − t,

à A1uk ≡ −p1u
′
k − q1uk, åñëè uk− ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ, A1uk ≡ A1

m
uk = µ

m−1
uk − p1

m

u′k − q1
m
uk,

åñëè uk =
m
uk− m-ÿ ïðèñîåäèíåííàÿ ôóíêöèÿ.

Èññëåäóåì â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (11), (13) ñòðóêòóðó êîýôôèöèåíòîâ

∫
G

S0[ωλ(ρ,R)]uk(y)dy =
1
π
S0

 x+R∫
x−R

sinλ(x− y)
x− y

uk(y)dy

 =
1
π
S0

 R∫
0

sinλt
t

st(uk(x))dt

 =

=
1
π
S0

2uk(x)

R∫
0

sinλt cosλkt
t

dt−
R∫

0

sinλt
t

hk(x, t)dt

 =

= uk(x)δλk + uk(x)Iλk (R0)− 1
π
S0

 R∫
0

sinλt
t

hk(x, t)dt

 . (16)

Çäåñü â ïðîâåäåííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ìû ñäåëàëè çàìåíû ïåðåìåííûõ y−x = t ïðè y > x è
x−y = t ïðè y < x, âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé ñðåäíåãî (15) è ëåììîé î ðàçðûâíîì ìíîæèòåëå
Äèðèõëå â C [5]. Ïî ýòîé ëåììå ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

2
π
S0

 R∫
0

sinλt cosλkt
t

dt

 = δλk + Iλk (R0),

δλk =
{

(1, |λk| 6 λ,

0, |λk| > λ,
Iλk (R0) =

{
O(1), ∀λk ∈ C,
O(|λ− |λk||−2), |λk| > 1, |λ− |λk|| > 1.

(17)

Ïîäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü (16) â (11), (13) è ñîîòâåòñòâåííî â ïåðâûé èíòåãðàë I â (10).
Ó÷èòûâàÿ ñòðóêòóðó δλk èç (17), äëÿ èíòåãðàëà I ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

I =
∫
K

∣∣∣∣∣∣
∑
k

fkuk(x)Iλk (R0)− 1
π
S0

[ R∫
0

sinλt
t

hk(x, t)dt
]∣∣∣∣∣∣
p

dx. (18)

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âûðàæåíèÿ (18) âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé îá îöåíêàõ èíòåãðàëîâ èç ðàáîòû
È.Ñ. Ëîìîâà [9]. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî ÷èñëà α, β ∈ G, α < β, R ∈ [R0/2, R0],
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τ ∈ [0, R], s ∈ R, s > 1, λ > 0− äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî (λ > 4), {λk} ∈ C, |Imλk| 6 c =
= const <∞, k = 1, 2, ... Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå èíòåãðàëû:

K0(λ, λk, τ, R) ≡ 1
λk

R∫
τ

sinλr sinλk(r − τ)
r

dr, λk 6= 0,

Ask(λ, α, β,R) ≡

 β∫
α

|K0(λ, λk, τ, R)|sdτ

1/s

, Ak ≡ A1
k(λ, α, β,R).

Ëåììà 1 Ðàâíîìåðíî ïî α, β,R, λ, λk èç óêàçàííûõ âûøå ìíîæåñòâ èìåþò ìåñòî ñëåäóþ-
ùèå îöåíêè:

1) Iλk = O(λ−2), Ak = O(λ−1), Ask = O(λ−1) ïðè |λk| 6 1;

2) Iλk = O(λ−2), Ak = O((λ|λk|)−1 ln |λk|), Ask = O(λ−1|λk|−
1
s ) ïðè 1 6 |λk| 6 λ

2 ;

3) Iλk = O((λ|λk|)−1), Ak = O(|λk|−2 lnλ), Ask = O(λ1− 1
s |λk|−2) ïðè |λk| > 3λ

2 ;

4) Iλk = O(1), Ak = O(λ−1 lnλ), Ask = O(λ−
1
s ) ïðè |λ− |λk|| 6 2

R0
;

5) Iλk = O(|λ− |λk||−2), Ak = O((|λk||λ− |λk||)−1 lnλ), Ask = O(λ1− 1
s (|λk||λ− |λk||)−1) ïðè

2
R0

6 |λ− |λk|| 6 λ
2 .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîèçâåäåííûì â ëåììå ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà {λk} ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
äëÿ ñóìì ïî ðàññìàòðèâàåìûì ìíîæåñòâàì çíà÷åíèé λk:

∑
1− ñóììà ïî òåì λk, äëÿ êîòîðûõ

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |λk| < 1;
∑

2 : 1 < |λk| 6 λ/2;
∑

3 : |λk| > 3λ/2;∑
4 : |λ− |λk|| 6 2/R0;

∑
5 : 2/R0 6 |λ− |λk|| 6 λ/2.

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (18), ñîäåðæàùåå Iλk (R0). Âîñïîëüçîâàâøèñü äëÿ Iλk
îöåíêàìè èç ëåììû è ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî [7]

∃c = const : ||uk||∞α−1
k 6 c ∀k ∈ N , (19)

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ λ ïîëó÷àåì

∑
k

|fkuk(x)Iλk (R0)| 6 c

[
λ−2

∑
1
|f̂k|+ λ−2

∑
2
|f̂k|+ λ−1

∑
3
|f̂kλ−1

k |+
∑

4
|f̂k|+

+
∑

5
|f̂k||λ− |λk||−2

]
, f̂k ≡ αkfk, (20)

ðàâíîìåðíî ïî x ∈ G (îáîçíà÷åíèå αk ââåäåíî â óñëîâèè (4)).
Îöåíèì ñóììû â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà. Â ñóììå

∑
1 èñïîëüçóåì íåðàâåí-

ñòâî Ãåëüäåðà äëÿ fk = (f, vk) è âòîðîå óñëîâèå èç (2), ïîëó÷àåì λ−2
∑

1 |f̂k| 6 c2||f ||rλ−2.
Äëÿ îñòàëüíûõ ñóìì èñïîëüçóåì îöåíêó (4) è òàêæå âòîðîå óñëîâèå èç (2). Ñóììó

∑
2 îöåíèì

ñëåäóþùèì îáðàçîì: λ−2
∑

2 |f̂k| 6 cλ−2
[λ/2]∑
n=2

n−ν ln−β n = ϕ(λ), ãäå ϕ(λ) = O(λ−2) ïðè ν > 1,

ϕ(λ) = O(λ−2 ln−β+1 λ) ïðè ν = 1 è ϕ(λ) = O(λ−ν−1) ïðè ν < 1. Äëÿ ñóììû
∑

3 ïîëó÷à-

åì λ−1
∑

3 |f̂kλ
−1
k | 6 cλ−1

∑
n>[3λ/2]

n−ν−1 ln−β n = O(λ−ν−1 ln−β λ). Ñóììà
∑

4 èìååò, î÷åâèäíî,
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îöåíêó O(λ−ν ln−β λ), à ñóììà
∑

5 |f̂k||λ − |λk||−2 6 O(λ−ν ln−β λ). Îáúåäèíÿÿ óñòàíîâëåííûå

îöåíêè, ïîëó÷àåì ðàâíîìåðíî ïî x ∈ G∑
k

|fkuk(x)Iλk (R0)| = O(max(
1
λ2
,

1
λν lnβ λ

)). (21)

Áóäåì ñ÷èòàòü äàëåå, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ÷òî λk 6= 0 (åñëè 0 ∈ {λk}, òî â ñèëó
âòîðîãî óñëîâèÿ (2) ìîæåì èçìåíèòü q1(x) òàê, ÷òî 0 /∈ {λk}).

Ïðåîáðàçóåì îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â (18). Ñäåëàåì çàìåíû ïåðåìåííûõ
x− r = τ äëÿ x > r è r − x = τ äëÿ x < r, à çàòåì ïîìåíÿåì ìåñòàìè èíòåãðàëû:

S(x) ≡ − 1
π

∑
k

fk
λk
S0

 R∫
0

sinλt
t

x+t∫
x−t

A1uk(r) sinλk(|x− r| − t) drdt

 =

= − 1
π

∑
k

fk
λk
S0

 R∫
0

sinλt
t

t∫
0

sτ (A1uk(x)) sinλk(τ − t) dτdt

 =

=
1
π

∑
k

fkS0

 R∫
0

K0(λ, λk, τ, R)sτ (A1uk(x)) dτ

 . (22)

Îáîçíà÷åíèå sτ (·) ââåäåíî â (14).
Ðàñùåïèì â (22) A1uk íà òðè ñëàãàåìûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ îáîçíà÷åíèåì ïîñëå ôîðìóëû (15)

è çàïèøåì (22) â âèäå S = S1 + S2 + S3, ãäå Sj(x), j = 1, 2, 3, ïîëó÷àåòñÿ èç S(x) â (21) ïîñëå

çàìåíû A1uk íà (−q1uk), µk
m−1
uk è (−p1u

′
k) ñîîòâåòñòâåííî (ñ÷èòàåì, ÷òî uk =

m
uk− ïðèñîåäè-

íåííàÿ ôóíêöèÿ). Ïðèìåíÿÿ îáîáùåííîå íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî [2], ïîêàæåì, ÷òî îïåðàöèÿ
óñðåäíåíèÿ (9) íå âëèÿåò íà ïîñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

||S0[K0]||p 6 S0[||K0||p] = S0[Apk(λ, 0, 1, R)] ∀p > 1. (23)

Ïîñêîëüêó îöåíêè ëåììû äëÿ èíòåãðàëîâ Ask, Ak ðàâíîìåðíû ïî R, à îïåðàöèÿ óñðåäíåíèÿ
ââåäåíà òàê, ÷òî S0[1] = 1, òî íà ïîñëåäóþùèå îöåíêè ýòà îïåðàöèÿ íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ.
Óêàçàííàÿ îïåðàöèÿ ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàíà ëèøü ïðè ðàññìîòðåíèè (17).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ñóììû S1(x) ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Þíãà [1], ñîîòíîøåíèÿ (19),
(23) è îöåíêè èç ëåììû äëÿ Apk (èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå || · ||p,K äëÿ íîðìû â Lp(k)):

||S1||p,K 6 c||q1||1
∑
k

|f̂k|S0[||K0||p,(0,R0)] 6 c||q1||1
∑
k

|f̂k|S0[Apk(λ, 0, R0, R)] 6

6 c0

(
λ−1

∑
1
|f̂k|+λ−1

∑
2
|f̂kλ

− 1
p

k |+λ
1
q

∑
3
|f̂kλ−2

k |+λ
− 1
p

∑
4
|f̂k|+λ

1
q

∑
5
|f̂kλ−1

k ||λ−|λk||
−1

)
,

(24)
p 6= 1, p−1 + q−1 = 1.

Óñòàíîâèì îáùóþ îöåíêó äëÿ ïðàâîé ÷àñòè (24) ïðè óñëîâèÿõ (2), (4). Êàê è âûøå, ïî-

ëó÷àåì λ−1
∑

1 |f̂k| = O(λ−1). Äàëåå èìååì λ−1
∑

2 |f̂kλ
−1/p
k | 6 cλ−1

[λ/2]∑
n=2

n−ν−1/p ln−β n = ϕ(λ),

ãäå ϕ(λ) = O(λ−1) ïðè ν > 1/q, ϕ(λ) = O(λ−1 ln−β+1 λ) ïðè ν = 1/q è ϕ(λ) = O(λ−ν−1/p) ïðè
ν < 1/q. Äëÿ ñóììû

∑
3 íàõîäèì, ÷òî

λ1/q
∑

3
|f̂kλ−2

k | 6 cλ1/q
∑

n>3λ/2

n−ν−2 ln−β n = O(λ−ν−1/p ln−β λ).
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Îöåíêà äëÿ ñóììû
∑

4 èìååò âèä λ
−1/q

∑
4 |f̂k| = O(λ−ν−1/p ln−β λ). Íàêîíåö, îöåíèâàåì ñóììó∑

5 :

λ1/q
∑

5
|f̂kλ−1

k ||λ− |λk||
−1 6 cλ−ν+1/q−1 ln−β λ

∑
5
|λ− |λk||−1 = O(λ−ν−1/p ln−β+1 λ).

Ïðè p = 1 ïðåîáðàçóåì S1 ïî òîé æå ñõåìå:

||S1||p,K 6 c||q1||1
∑
k

|f̂k|S0[A1
k(λ, 0, R0, R)] 6 c0

(
λ−1

∑
1
|f̂k|+ λ−1

∑
2
|f̂kλ−1

k | ln |λk|+

+ lnλ
∑

3
|f̂kλ−2

k |+ λ−1
∑

4
|f̂k|+ lnλ

∑
5
|f̂kλ−1

k ||λ− |λk||
−1

)
6 c2λ

−1 ∀ν > 0, ∀β > 0.

Îáúåäèíÿÿ óñòàíîâëåííûå îöåíêè, ïîëó÷àåì

||S1||p,K = O(max(
1
λ
,

lnλ

λ
ν+ 1

p lnβ λ
,

1

λ
ν+ 1

p

)). (25)

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå èç S2(x), ïîëó÷åííîå ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû ñðåäíåãî (15):

Iλ ≡
1
λk
S0

[ R∫
0

sinλt
t

t∫
0

sτ (µm
m−1
uk (x)) sinλk(t− τ) dτdt

]
. (26)

Êàê è â ðàáîòå È.Ñ. Ëîìîâà [9], ïîëó÷èì ìîäèôèöèðîâàííóþ ôîðìóëó ñðåäíåãî
(x± t ∈ G, λk ∈ C)

st(
m
uk(x)) = 2

m∑
l=0

µlm
m−1
uk (x)Bl

t(cosλktl)−
m∑
l=0

µlmB
l+1
t [stl+1

(p1(x)
m−l
u′k (x) + q1(x)

m−l
uk (x))], (27)

ãäå B0
t (g(t0)) ≡ g(t), B1

t (g(t1)) ≡ 1
λk

t∫
0

g(t1) sinλk(t− t1) dt1,

Bl
t0(g(tl)) ≡

1
λk

t0∫
0

. . .

tl−1∫
0

[
g(t1)

l∏
j=1

sinλk(tj−1 − tj)
]
dtl . . . dt1, l = 1,mk;

ïðè λk = 0 ñëåäóåò ïîëîæèòü λ−1
k sinλk(tj−1 − tj) ≡ tj−1 − tj . Ôîðìóëà äëÿ sτ (µm

m−1
uk (x))

ïîëó÷àåòñÿ èç (27) óìíîæåíèåì íà µm, çàìåíîé t íà τ è m íà m − 1; îáîçíà÷èì n = m − 1.
Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â èíòåãðàë (26):

Iλ =
2
λk

n∑
l=0

µl+1
m

n−1
uk (x)S0

[ R∫
0

sinλt
t

t∫
0

Bl
τ (cosλktl) sinλk(t− τ) dτdt

]
−

− 1
λk

n∑
l=0

µl+1
m S0

[ R∫
0

sinλt
t

t∫
0

Bl+1
τ [stl+1

(p1(x)
n−l
u′k (x) + q1(x)

n−l
uk (x))] sinλk(t− τ) dτdt

]
≡

≡ Iλ1(x)− Iλ2(x), (28)

ãäå ÷åðåç Iλ1 îáîçíà÷åíà ïåðâàÿ ñóììà ïî l, ÷åðåç Iλ2− âòîðàÿ.
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Â Iλ2 ïîìåíÿåì ìåñòàìè èíòåãðàëû è âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ uk îöåíêàìè äëÿ ïðîèçâîäíûõ è
îöåíêàìè àíòèàïðèîðíîãî òèïà:

|Iλ2| =

∣∣∣∣∣
n∑
l=0

µl+1
m S0

[ R∫
0

K0(λ, λk, τ, R)Bl+1
τ [stl+1

(p1(x)
n−l
u′k (x) + q1(x)

n−l
uk (x))] dτ

]∣∣∣∣∣ 6
6 cαk(|λk| ||p1||1 + ||q1||1)S0[A1

k(λ, 0, R0, R)] (29)

ðàâíîìåðíî ïî x ∈ K. Â ñóììå Iλ1 ðàññìîòðèì èíòåãðàëû

I lλ1 ≡ 2S0

[ R∫
0

sinλt
t

t∫
0

Bl
τ (cosλktl) sinλk(t− τ) dτdt

]
. (30)

Åñëè |λk| 6 1, òî, ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî t ïî ÷àñòÿì (sinλt èíòåãðèðóåì) è èñïîëüçîâàâ
ïåðâóþ èç îöåíîê (2), ïîëó÷àåì

I lλ1 = O(
1
R0λ

), |λk| 6 1, λ > 1, l = 0, n. (31)

Ïóñòü |λk| > 1. Òîãäà

Bl
t(cosλktl) =

1
2l+1

1
λlk

[P1l(t) sinλkt+ P2l(t) cosλkt], (32)

ãäå P1l(t)−ìíîãî÷ëåí îòíîñèòåëüíî t íå÷åòíîé ñòåïåíè, P1l(−t) = −P1l(t), ñ êîýôôèöèåíòàìè
ïîðÿäêà O(1) ïðè |λk| > 1, P1l(0) = 0; P2l(t)−ìíîãî÷ëåí ÷åòíîé ñòåïåíè, P2l(−t) = P2l(t), ñ
êîýôôèöèåíòàìè ïîðÿäêà O(1) ïðè |λk| > 1, P2l(0) = 0.

Ïîñêîëüêó èíòåãðàë ïî τ â (30) åñòü λkB
l+1
t (cosλktl+1), òî èç (32) ïîëó÷àåì

t∫
0

Bl
τ (cosλktl) sinλk(t− τ) dτ =

1
2l+2

1
λlk

[P1l+1(t) sinλkt+ P2l(t) cosλkt].

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â (30), ñîêðàòèì íà t è ïðåîáðàçóåì ïðîèçâåäåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé â ñóììû. Òîãäà åñëè |λ− |λk|| 6 1, òî

I lλ1 = O(
1

R0|λk|l
), |λ− |λk|| 6 1, l = 0, n. (33)

Åñëè |λ−|λk|| > 1, òî ïðîèíòåãðèðóåì (30) ïî t è ó÷òåì, ÷òî ïîäñòàíîâêè ïðè t = 0 îáðàòÿòñÿ
â íóëü (P2l+1(t)/t = 0 ïðè t = 0 è ëèáî P1l+1(t)/t = 0 ïðè t = 0, ëèáî sin (λ± λk)t = 0 ïðè t = 0).
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñóììó ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ ñ àðãóìåíòàìè (λ±λk)R ñ êîýôôèöèåíòàìè,

çàâèñÿùèìè îò R è èìåþùèìè ïîðÿäîê O(λ−lk |λ−|λk||
−1). Îïåðàöèÿ óñðåäíåíèÿ ïî R ïðèâîäèò

ê îöåíêå

I lλ1 = O(
1

R0λlk|λ− |λk||2
), |λ− |λk|| > 1, |λk| > 1, l = 0, n. (34)

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàëû I lλ1 óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (31), (33) è (34). Ïîäñòàâëÿÿ
ýòè îöåíêè â ïåðâóþ ñóììó (28), ïîëó÷àåì ïðè |λ| > 1

Iλ1 = αkO(
1
R0λ

), |λk| 6 1; Iλ1 = αkO(
1
R0

), |λ− |λk|| 6 1;

Iλ1 = αkO(
1

R0|λ− |λk||2
), |λ− |λk|| > 1, |λk| > 1. (35)
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Îöåíêè íå èçìåíÿòñÿ, åñëè ñðàâíèâàòü |λ − |λk|| ñ ÷èñëîì 2/R0 âìåñòî 1. Ýòèì çàâåðøåíî
èññëåäîâàíèå èíòåãðàëà Iλ (26).

Ïîäñòàâëÿÿ â ñóììó S2(x) îöåíêè (29), (35) èíòåãðàëà Iλ è èñïîëüçóÿ ëåììó îá îöåíêàõ
èíòåãðàëîâ [9], ïîëó÷àåì

|S2(x)| 6 c
∑
k

|f̂k|
[
Iλ1 + (|λk| ||p1||1 + ||q1||1)S0[A1

k(λ, 0, R0, R)]
]

6

6
c0

R0

[
λ−1

∑
1
|f̂k|+ λ−2

∑
2
|f̂k|+ λ−1

∑
3
|f̂kλ−1

k |+
∑

4
|f̂k|+

∑
5
|f̂k||λ− |λk||−2

]
+

+c0

[
λ−1

∑
1
|f̂k|+λ−1

∑
2
(|λk| ||p1||1+||q1||1)|f̂kλ−1

k | ln |λk|+lnλ
∑

3
(|λk| ||p1||1+||q1||1)|f̂kλ−2

k |+

+λ−1 lnλ
∑

4
(|λk| ||p1||1 + ||q1||1)|f̂k|+ lnλ

∑
5
(|λk| ||p1||1 + ||q1||1)|f̂kλ−1

k ||λ− |λk||
−1

]
. (36)

Ïàðàìåòð R0 â äàííîé òåîðåìå íàñ íå èíòåðåñóåò, ïîýòîìó ïîëîæèì â (36) c0/R0 = C0.
Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ïåðâîé êâàäðàòíîé ñêîáêå â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî

íåðàâåíñòâà, ïðè óñëîâèÿõ (2), (4). Äëÿ ñóììû λ−1
∑

1 |f̂k| ïîëó÷àåì îöåíêó O(λ−1). Ñóì-
ìó

∑
2 îöåíèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: λ−2

∑
2 |f̂k| = ϕ(λ), ãäå ϕ(λ) = O(λ−2) ïðè ν > 1,

ϕ(λ) = O(λ−2 ln−β+1 λ) ïðè ν = 1, ϕ(λ) = O(λ−ν−1) ïðè ν < 1. Ñóììà λ−1
∑

3 |f̂kλ
−1
k |

èìååò, î÷åâèäíî, îöåíêó O(λ−ν−1 ln−β λ). Ñóììû
∑

4 è
∑

5 èìåþò îöåíêó O(λ−ν ln−β λ). Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ ïåðâîé êâàäðàòíîé ñêîáêè â (36) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

O(max(
1
λ
,

1
λν lnβ λ

)). (37)

Äëÿ îöåíêè âûðàæåíèÿ, ñòîÿùåãî âî âòîðîé êâàäðàòíîé ñêîáêå â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåí-
ñòâà (36), âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèÿìè (2) è (4) è ðàññìîòðèì 2 ñëó÷àÿ:

I) ||p1||1 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå îöåíêè ñóìì, ñòîÿùèõ âî âòîðîé êâàäðàòíîé ñêîáêå ðàññìàò-
ðèâàåìîãî íåðàâåíñòâà, âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

λ−1
∑

1
|f̂k| 6 O(

1
λ

); λ−1
∑

2
||q1||1|f̂kλ−1

k | ln |λk| = O(
1
λ

);

lnλ
∑

3
||q1||1|f̂kλ−2

k | = O(
lnλ

λν+1 lnβ λ
); λ−1 lnλ

∑
4
||q1||1|f̂k| = O(

lnλ
λν+1 lnβ λ

);

lnλ
∑

5
||q1||1|f̂kλ−1

k ||λ− |λk||
−1 = O(

ln2 λ

λν+1 lnβ λ
).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ||p1||1 = 0 ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

λ−1
∑

1
|f̂k|+ λ−1

∑
2
||q1||1|f̂kλ−1

k | ln |λk|+ lnλ
∑

3
||q1||1|f̂kλ−2

k |+

+λ−1 lnλ
∑

4
||q1||1|f̂k|+ lnλ

∑
5
||q1||1|f̂kλ−1

k ||λ− |λk||
−1 6 O(

1
λ

). (38)

II) ||p1||1 6= 0. Äëÿ ñóììû
∑

1 èìååì îöåíêó O(λ−1). Ñóììó
∑

2 îöåíèì ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì: λ−1
∑

2(|λk| ||p1||1 + ||q1||1)|f̂kλ−1
k | ln |λk| = ϕ(λ), ãäå ϕ(λ) = O(λ−1 ln−β+1 λ) ïðè

ν > 1, ϕ(λ) = O(λ−1 ln−β+2 λ) ïðè ν = 1 è ϕ(λ) = O(λ−ν ln−β+1 λ) ïðè ν < 1. Ñóììû
∑

3

è
∑

4 èìåþò îöåíêó O(λ−ν ln−β+1 λ). Äëÿ ñóììû
∑

5 ïîëó÷àåì îöåíêó O(λ−ν ln−β+2 λ).
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âòîðîé êâàäðàòíîé ñêîáêè â ñëó÷àå ||p1||1 6= 0 ïîëó÷àåì îöåíêó[

λ−1
∑

1
+λ−1

∑
2

+ lnλ
∑

3
+λ−1 lnλ

∑
4

+ lnλ
∑

5

]
6 O(max(

1
λ
,

ln2 λ

λν lnβ λ
)). (39)
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Îáúåäèíÿÿ ïîïàðíî îöåíêè (37), (38) è (37), (39), ïîëó÷èì îöåíêó ñóììû S2(x) ïðè ||p1||1 =
0 è ïðè ||p1||1 6= 0:

S2(x) = O(max(
1
λ
,

1
λν lnβ λ

, ||p1||1
ln2 λ

λν lnβ λ
)). (40)

Îöåíèâàÿ ñóììó S3(x), ñîäåðæàùóþ êîýôôèöèåíò p1(x), áóäåì èñïîëüçîâàòü îöåíêó
||u′k||∞ 6 c(1 + |λk|)||uk||∞, ñïðàâåäëèâóþ ïðè óñëîâèÿõ (2) [10], [6]. Ïî óñëîâèþ p1(x) ∈ Ls(G).
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé s > p, òîãäà p1 ∈ Lp(G). Ïðèìåíèì ïîä çíàêîì èíòåãðàëà óêàçàí-
íóþ îöåíêó ïðîèçâîäíîé, ïåðåéäåì îò íîðìû ñóììû ê ñóììå íîðì è ïðèìåíèì îáîáùåííîå
íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî ê Lp−íîðìå ñëåäóþùåãî èíòåãðàëà:

J(x) =

R∫
0

S0[|K0(λ, λk, τ, R)|]sτ (|p1(x)|) dτ, (41)

ïîëó÷èì ||S3||p,K 6 c1||p1||p
∑
k

|f̂kλk|S0[A1
k(λ, 0, R0, R)], p > 1, ãäå òàêæå âîñïîëüçîâàëèñü íà

ïîñëåäíåì øàãå ñîîòíîøåíèåì (23). Ñðàâíèâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñ ôîð-
ìóëîé (36), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ||S3||p,K â ñëó÷àå s > p èìååò ìåñòî îöåíêà (40).

Ïóñòü s < p. Ïðîâåäåì òå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷òî è â ñëó÷àå s > p, íî ê èíòåãðàëó (41)
ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Þíãà: ||J ||p,K 6 2||p1||s ||S0[|K0]||κ,(0,R0) 6 2||p1||sS0[Aκ

k (λ, 0, R0, R)], ãäå
òàêæå èñïîëüçîâàëè ñîîòíîøåíèå (23). Ïàðàìåòð κ ñâÿçàí ñ ïàðàìåòðàìè çàäà÷è ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

1
κ

= 1 +
1
p
− 1
s
< 1, (s < p).

Ó÷èòûâàÿ îöåíêè èç ëåììû îá îöåíêàõ èíòåãðàëîâ [9] äëÿ Aκ
k , äëÿ S3 ïîëó÷àåì:

||S3||p,K 6 c||p1||s
∑
k

|f̂kλk|S0[Aκ
k (λ, 0, R0, R)] 6 c0||p1||s

[
λ−1

∑
1
|f̂k|+ λ−1

∑
2
|f̂kλ

1− 1
κ

k |+

+λ1− 1
κ
∑

3
|f̂kλ−1

k |+ λ−
1
κ
∑

4
|f̂kλk|+ λ1− 1

κ
∑

5
|f̂k||λ− |λk||−1

]
(42)

Îöåíèì ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïî ïðåæíåé ñõåìå: λ−1
∑

1 |f̂k| = O(λ−1);
λ−1

∑
2 |f̂kλ

1−1/κ
k | = ϕ(λ), ãäå ϕ(λ) = O(λ−1) ïðè ν > 2 − 1/κ, ϕ(λ) = O(λ−1 ln−β+1 λ) ïðè

ν = 2− 1/κ è ϕ(λ) = O(λ−ν−1/κ+1) = O(λ−ν−1/p+1/s) ïðè ν < 2− 1/κ; λ1−1/κ∑
3 |f̂kλ

−1
k | =

= O(λ−ν−1/κ+1 ln−β λ) = O(λ−ν−1/p+1/s ln−β λ); òàêàÿ æå îöåíêà èìååò ìåñòî äëÿ ñóììû
∑

4;
λ1−1/κ∑

5 |f̂k||λ− |λk||−1 = O(λ−ν−1/κ+1 ln−β+1 λ) = O(λ−ν−1/p+1/s ln−β+1 λ). Òàêèì îáðàçîì,

||S3||p,K = O(max(
1
λ
,

lnλ

λ
ν+ 1

p
− 1
s lnβ λ

,
1

λ
ν+ 1

p
− 1
s

)). (43)

Îáúåäèíÿÿ îöåíêè (21), (25), (40), (43), ïîëó÷àåì îöåíêó ñëàãàåìîãî ∆λ.
Îöåíèì ñëàãàåìîå ∆a

λ èç (6) (∆b
λ îöåíèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Ïîëîæèì t = (b − a)/4, x =

z − t, x ∈ [0, a]. Òîãäà z ∈ K = [t, a+ t] ⊂ G. Â èíòåãðàëå ∆a
λ ïåðåéäåì ê ïåðåìåííîé z :

∆a
λ =

∫
K

|σλ(z − t, f)− Sλ(z − t, f)|p dz =
∫
K

∣∣∣∣∣∣
∫
G

f(y)[Θλ(z − t, y)−Dλ(z − t, y)]dy

∣∣∣∣∣∣
p

dz,

ãäåDλ− ÿäðî Äèðèõëå, - ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ îïåðàòîðà L0.ÏîëîæèìR0 = t/2 è ôèêñèðóåì
ïðîèçâîëüíî ÷èñëî R ∈ [R0/2, R0]. Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè

v1λ(ρ1, R) =

{
sinλρ1
πρ1

, ρ1 ∈ [0, R], ρ1 = z + t− y, y ∈ G,
0, ρ1 < 0, ρ1 > R,
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v2λ(ρ2, R) =

{
sinλρ2
πρ2

, ρ2 ∈ [−R, 0], ρ2 = z − t− y,
0, ρ2 < −R, ρ2 > 0,

v3λ(ρ1, R) =

{
sinλρ1
πρ1

, |ρ1| 6 R,

0, |ρ1| > R.

Ïðèìåíèì ê íèì îïåðàöèþ óñðåäíåíèÿ ïî R:

∀vλ(ρ,R) : S0[vλ(ρ,R)] =
8

3R2
0

R0∫
R0/2

Rvλ(ρ,R) dR; S0[1] = 1.

Ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â ∆a
λ äîáàâèì è âû÷òåì ôóíêöèþ ṽ0(z, y) = S0[v3λ(ρ1, R)−2v1λ(ρ1, R)−

− 2v2λ(ρ2, R)], èñïîëüçóåì îöåíêó |a+ b|p 6 2p−1(|a|p + |b|p); ïîëó÷èì

∆a
λ 6 2p−1(I + Ĩ), (44)

ãäå

I =
∣∣∣∣∣∣∣∣∫
G

f(y)[Θλ(z − t, y) + ṽ0(z, y)] dy
∣∣∣∣∣∣∣∣p
p,K

,

à Ĩ ïîëó÷àåòñÿ èç I çàìåíîé Θλ íà Dλ. Îöåíèì èíòåãðàë I. Ðàáîòà ñ Ĩ àíàëîãè÷íà ðàáîòå ñ I,
íî ïðîùå, ò.ê. â îïåðàòîðå L0 : p1 = q1 = 0.

Äëÿ ôóíêöèé uk èìååò ìåñòî ôîðìóëà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, ëåãêî ïîëó÷àåìàÿ èíòåãðèðîâà-
íèåì ïî ÷àñòÿì:

uk(z + t) + uk(z − t) = 2uk(z) cosλkt− hk(z, t), λk ∈ C, z ± t ∈ G, (45)

ãäå

hk(z, t) =
1
λk

z+t∫
z−t

A1uk(τ) sinλk(|z − τ | − t) dτ,
sinλk(|z − τ | − t)

λk

∣∣∣∣
λk=0

= |z − τ | − t;

A1uk(x) = A1
m
uk(x) = µ0

m−1
uk (x)− p1(x)

m

u′k(x)− q1(x)
m
uk(x),

m
uk− m-ÿ ïðèñîåäèíåííàÿ ôóíêöèÿ

(m = 0 - ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ,
−1
u ≡ 0).

Ïîëîæèì Tuk(z, t) = 2uk(z) cosλkt− hk(z, t). Ôîðìóëó (45) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:
uk(z − t) = −uk(z + t) + Tuk(z, t).

Òîãäà Θλ(z − t, y) = −Θλ(z + t, y) +
∑λ Tuk(z, t)v̄k(y). Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â I è

èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî, ïðèìåíåííîå â (44):

I 6 2p−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∫
G

f(y)
[∑λ

Tuk(z, t)v̄k(y)− v0(z, y)
]
dy

∣∣∣∣∣∣∣∣p
p,K

+

+2p−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∫
G

f(y)
[
Θλ(z + t, y)− S0[v3λ(ρ1, R)]

]
dy

∣∣∣∣∣∣∣∣p
p,K

≡ 2p−1(Ip1 + Ip2 ), (46)

ãäå v0(z, y) = 2S0[v1λ(ρ1, R) + v2λ(ρ2, R)]. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë I1.
Â ðàáîòå È.Ñ. Ëîìîâà [7] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
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Ëåììà 2 Ôèêñèðóåì p ∈ [1,∞). Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ I è óñëîâèå (1),
λ > 2/R0− äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî. Òîãäà ∀f(x) ∈ Lr(G) : lim

Λ→∞
∆(Λ) = 0, ãäå

∆(Λ) =
∣∣∣∣∣∣∣∣∫
G

f(y)
[
v0(z, y)−

∑Λ
(v0, ūk)(z)v̄k(y)

]
dy

∣∣∣∣∣∣∣∣
p,K

.

Ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ (v0, ūk):

(v0, ūk)(z) = 2uk(z)δλk cosλkt+ 2uk(z)Iλk (R0) + 2uk(z)S0[IR(λ, λk)] sinλkt−

− 2
π
S0

[ R∫
0

sinλr
r

hk(z, t− r) dr
]
, (47)

ãäå δλk = 0 ïðè |λk| > λ, Iλk (R0) = O(λ−2
k ) ïðè |λk| > 3λ/2, IR = O(λλ−1

k ) = O(λ−1
k ) ïðè

|λk| > 3λ/2; S(z) =
2
π
S0

[R∫
0

sinλr
r

hk(z, t− r) dr
]
, IR =

2
π

R∫
0

sinλr sinλkr
r

dr.

Îöåíèì èíòåãðàë I1 èç (46). Ïåðåéäåì îò Lp ê Lq−íîðìå (p−1 + q−1 = 1):

I1 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∫
G

f(y)
[∑λ

Tuk(z, t)v̄k(y)− v0(z, y)
]
dy

∣∣∣∣∣∣∣∣
q,K

,

çàìåíèì ôóíêöèþ v0 áèîðòîãîíàëüíûì ðÿäîì, èñïîëüçóåì ñòðóêòóðó êîýôôèöèåíòîâ (47) è
îöåíèì ìîäóëü ñóììû ÷åðåç ñóììó ìîäóëåé, ïîëó÷àåì

I1 6

∣∣∣∣∣∣∣∣2 ∞∑
k=1

∣∣fkuk(z)Iλk (R0)
∣∣+ 2

∣∣ ∞∑
k=1

fkuk(z)S0[IR(λ, λk)] sinλkt
∣∣+

+
∣∣ ∞∑
k=1

fkS(z)−
∑λ

fkhk(z, t)
∣∣ ∣∣∣∣∣∣∣∣

q,K

. (48)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ñîâïàäàåò ñ (20), ïîýòîìó ïîëó÷àåì äëÿ íåãî ñïðà-
âåäëèâà îöåíêà (21). Âòîðîå ñëàãàåìîå â (48) îöåíèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:∣∣∣∣∣∣∣∣ ∞∑

k=1

fkuk(z)S0[IR(λ, λk)] sinλkt
∣∣∣∣∣∣∣∣
q

6 c

∣∣∣∣∣∣∣∣f̂kS0[IR]
∣∣∣∣∣∣∣∣
q

6 c

[
λ−q

∑
1
|f̂k|q+

+λ−q
∑

2
|f̂kλk|q + λq

∑
3
|f̂kλ−1

k |
q + lnq λ

∑
4
|f̂k

q|+
∑

5
|f̂k|q lnq

λ

|λ− |λk||

]1/q

. (49)

Äëÿ ñóììû
∑

1 ïîëó÷èì îöåíêó O(λ−q). Ñóììó
∑

2 îöåíèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

λ−q
∑

2 |f̂kλk|q 6 cλ−q
[λ/2]∑
n=2

n(−ν+1)q ln−βq n = ϕ(λ), ãäå ϕ(λ) = O(λ−q) ïðè ν > 1+1/q, ϕ(λ) =

= O(λ−q ln−βq+1 λ) ïðè ν = 1+1/q è ϕ(λ) = O(λ−νq+1) ïðè ν < 1+1/q.Äëÿ ñóììû
∑

3 ïîëó÷àåì

λq
∑

3 |f̂kλ
−1
k |

q 6 O(λ−νq+1 ln−βq λ). Ñóììà
∑

4 èìååò, î÷åâèäíî, îöåíêó O(λ−νq ln−βq+q λ), à

ñóììà
∑

5 |f̂k|q lnq
λ

|λ− |λk||
6 O(λ−νq+1).

Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè è âû÷èñëÿÿ êîðåíü ñòåïåíè q, ïîëó÷àåì îöåíêó âûðàæå-
íèÿ (49):

O(max(
1
λ
,

1

λ
ν+ 1

p
−1

)). (50)
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Â ðàáîòàõ È.Ñ. Ëîìîâà [7] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ îöåíêè òðåòüåãî ñëàãàåìîãî â (48) ñïðàâåäëèâà
ïîëó÷åííàÿ ðàíåå îöåíêà äëÿ S(x) - ôîðìóëà (22), êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü ñêëàäûâàåòñÿ èç
îöåíîê (25),(40) è (43).

Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè âñåõ òðåõ ñëàãàåìûõ (48), ïîëó÷àåì îöåíêó èíòåãðàëà I1.
Äëÿ èíòåãðàëà I2 èç (46) ïðîâîäèì òå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷òî è äëÿ I1. Ñèòóàöèÿ çäåñü äàæå

ïðîùå, òàê êàê íå ïîÿâëÿåòñÿ èíòåãðàë IR(λ, λk). Äëÿ èíòåãðàëà I (à çíà÷èò è Ĩ) èç (44) ïîëó-
÷àåì òó æå îöåíêó, ÷òî è äëÿ I1. Ýòà îöåíêà, òåì ñàìûì, âåðíà è äëÿ ∆a

λ èç (6). Ïðåîáðàçîâàíèÿ

äëÿ ∆b
λ íè÷åì íå îòëè÷àþòñÿ îò ∆a

λ. Èíòåãðàë ∆λ èç (6) îöåíåí ñ ëó÷øèìè ïîêàçàòåëÿìè â
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñóììàõ, ÷åì ∆a

λ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííàÿ äëÿ I1 îöåíêà èìååò ìåñòî äëÿ
âñåé ðàçíîñòè (6) è ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé îöåíêîé (5) Òåîðåìû 1.

4 Õàðàêòåð çàâèñèìîñòè îöåíîê ñêîðîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè îò
ðàññòîÿíèÿ îò êîìïàêòà äî ãðàíèöû îñíîâíîãî èíòåðâàëà

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà L è ôóíêöèè f(x) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1),(4′) è óñëî-
âèÿ I. Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷èñåë λ è ëþáîãî îòðåçêà K ⊂ G ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

∣∣∣∣∣∣σλ(x, f)− Sλ(x, f)
∣∣∣∣∣∣
Lp(K)

6
1
R0

O

(
max

(
1
λ
,

lnλ
λν

, ||p1||1
[ lnλ

λ
ν+ 1

p
− 1
s

,
n1 ln2 λ

λν

]))
, (51)

ãäå c = const íå çàâèñèò îò λ, R0; R0 ∈ (0, 1
2 dist(K, ∂G)); n1 = 1, åñëè ïðèñóòñòâóþò

ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè è ||p1||1 6= 0, è n1 = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî â öåëîì ïîâòîðÿåò ïîëó÷åíèå îöåíêè ñëàãàåìîãî ∆λ èç Òåîðåìû 1. Îñòà-

íîâèìñÿ ïîäðîáíåå íà ëåììå î ðàçðûâíîì ìíîæèòåëå Äèðèõëå â C (îöåíêè (17)).

2
π
S0

 R∫
0

sinλt cosλkt
t

dt

 = δλk + Iλk (R0), Iλk (R0) =
2
π
S0[Ĩλk ], ãäå Ĩλk =

∞∫
R

sinλt cosλkt
t

dt. (52)

Ïðåîáðàçóåì â èíòåãðàëå Ĩλk ïðîèçâåäåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â ñóììó ñèíóñîâ,
çàòåì ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì:

Ĩλk =
cos (λ− λk)R
2(λ− λk)R

− 1
2(λ− λk)

∞∫
R

cos (λ− λk)t
t2

dt+

+
cos (λ+ λk)R
2(λ+ λk)R

− 1
2(λ+ λk)

∞∫
R

cos (λ+ λk)t
t2

dt.

Óñðåäíèì ïåðâîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè äëÿ Ĩλk :

8
3R2

0

R0∫
R0/2

cos (λ− λk)R
2(λ− λk)R

RdR =
4

3R2
0 (λ− λk)2

sin (λ− λk)R
∣∣∣∣R0

R0/2

=

=
8

3R2
0(λ− λk)2

sin
(λ− λk)R0

4
cos

3(λ− λk)R0

4
.
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Âîñïîëüçîâàâøèñü îöåíêàìè | sin z| 6 |z| è | cos z| 6 c, ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå èíòå-
ãðàëà Iλk èìååò îöåíêó O

(
(R0 |λ− |λk||)−1

)
.

Âòîðîå ñëàãàåìîå Ĩλk îöåíèì ñâåðõó∣∣∣∣ 1
2(λ− λk)

∞∫
R

cos (λ− λk)t
t2

dt

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣ 1
2(λ− λk)

1
R

∣∣∣∣
è óñðåäíèì ïî R:

8
3R2

0

1
2(λ− λk)

R0∫
R0/2

1
R
RdR =

8
3R2

0

1
2(λ− λk)

R0

2
= O

(
1

R0(λ− λk)

)
.

Òðåòüå è ÷åòâåðòîå ñëàãàåìûå â âûðàæåíèè äëÿ Ĩλk óñðåäíÿþòñÿ àíàëîãè÷íî, à ñ ó÷åòîì

òîãî, ÷òî |λ+ λk| > |λ− |λk||,
∣∣λ+ λk

∣∣−1
6
∣∣λ− |λk|∣∣−1

, ïîëó÷àåì îöåíêó

Iλk = O

(
1

R0|λ− |λk||

)
ïðè R0 → 0, |λ− |λk|| 6 const.

Äàëåå ïîëó÷èì îöåíêè èíòåãðàëà Iλk (R0), àíàëîãè÷íûå îöåíêàì, ïîëó÷åííûì
È.Ñ. Ëîìîâûì â ëåììå îá îöåíêàõ èíòåãðàëîâ [9]:

1) ïðè |λk| 6 1 Iλk = O

(
1
R0λ

)
,

2) ïðè 1 6 |λk| 6 λ/2 Iλk = O

(
1
R0λ

)
,

3) ïðè |λk| > 3λ/2 Iλk = O

(
1

R0|λk|

)
,

4) ïðè |λ− |λk|| 6 2/R0 Iλk = O (1) ,

5) ïðè 2/R0 6 |λ− |λk|| 6 λ/2 Iλk = O

(
1

R0|λ− |λk||

)
.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëó÷åííûìè îöåíêàìè, ôîðìóëà (20) ïðèìåò âèä∑
k

∣∣∣fkuk(x)Iλk (R0)
∣∣∣ 6 c

[
1
R0λ

∑
1

∣∣f̂k∣∣+
1
R0λ

∑
2

∣∣f̂k∣∣+
1
R0

∑
3

∣∣f̂kλ−1
k

∣∣+
∑

4

∣∣f̂k∣∣+
+

1
R0

∑
5

∣∣f̂k∣∣∣∣λ− |λk|∣∣
]
. (53)

Îöåíèì ñóììû â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà. Äëÿ ñóììû
1
R0λ

∑
1

∣∣f̂k∣∣ èìååì îöåí-

êó O
( 1
R0λ

)
. Âòîðóþ ñóììó îöåíèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1
R0λ

∑
2

∣∣f̂k∣∣ 6 c

R0λ

∑
2 |λk|−ν 6

6
c

R0λ

[λ/2]∑
n=1

1
nν

∑
06|λk−n61

1 = ϕ(λ,R0), ãäå ϕ(λ,R0) = O(
1

R0λν
) ïðè ν < 1, ϕ(λ,R0) = O(

lnλ
R0λ

)

ïðè ν = 1 è ϕ(λ,R0) = O(
1
R0λ

) ïðè ν > 1. Äëÿ òðåòüåé ñóììû ñïðàâåäëèâà îöåíêà
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1
R0

∑
3

∣∣f̂kλ−1
k

∣∣ 6
c

R0

∑
n>[3λ/2]

1
nν+1

= O(
1

R0λν
). Ñóììà

∑
4

∣∣f̂k∣∣ èìååò, î÷åâèäíî, îöåíêó O(
1
λν

), à

ñóììà
∑

5:

1
R0

∑
5

∣∣f̂k∣∣∣∣λ− |λk|∣∣ 6
c

R0

∑
5

1
|λk|ν |λ− |λk||

= O(
lnλ
R0λν

).

Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè, ïîëó÷àåì∑
k

∣∣∣fkuk(x)Iλk (R0)
∣∣∣ = O

(
max

(
lnλ
R0λν

,
1
R0λ

))
. (54)

Äëÿ ñóììû S2(x) çàïèøåì âûðàæåíèå (36):

|S2(x)| 6 c
∑
k

|f̂k|
[
Iλ1 + (|λk| ||p1||1 + ||q1||1)S0[A1

k(λ, 0, R0, R)]
]

6

6
c0

R0

[
λ−1

∑
1
|f̂k|+ λ−2

∑
2
|f̂k|+ λ−1

∑
3
|f̂kλ−1

k |+
∑

4
|f̂k|+

∑
5
|f̂k||λ− |λk||−2

]
+

+c0

[
λ−1

∑
1
|f̂k|+λ−1

∑
2
(|λk| ||p1||1+||q1||1)|f̂kλ−1

k | ln |λk|+lnλ
∑

3
(|λk| ||p1||1+||q1||1)|f̂kλ−2

k |+

+λ−1 lnλ
∑

4
(|λk| ||p1||1 + ||q1||1)|f̂k|+ lnλ

∑
5
(|λk| ||p1||1 + ||q1||1)|f̂kλ−1

k ||λ− |λk||
−1

]
.

Äëÿ ïåðâîé êâàäðàòíîé ñêîáêè â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïðè óñëîâèÿõ (2),

(4') ïîëó÷àåì îöåíêó O(max(
1
R0λ

,
1

R0λν
)). Äëÿ âòîðîé ñêîáêè - O(max(

ln2 λ

λν
,

1
λ

)), ||p1||1 6= 0.

Îáúåäèíÿÿ îöåíêè, ïîëó÷àåì îöåíêó äëÿ âñåé ñóììû S2:

S2(x) = O(max(
1
R0λ

,
ln2 λ

R0λν
)), ||p1||1 6= 0; (55)

S2(x) = O(max(
1
R0λ

,
1

R0λν
)), ||p1||1 = 0. (56)

Îöåíêè ||S1||p,K è ||S3||p,K ðàâíîìåðíû ïî x ∈ K, ïîýòîìó íå çàâèñÿò îò R0.
Îáúåäèíÿÿ îöåíêè (54), (55), (56), (24) è (42) ïîëó÷àåì îöåíêè Òåîðåìû 2.

Çàìå÷àíèå. Îöåíêè (24) è (42) â ñëó÷àå, êîãäà íîðìèðîâàííûå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå fk
èìåþò àñèìïòîòèêó (4′), ïîëó÷åíû â ðàáîòå È.Ñ. Ëîìîâà [9].

Â ñëó÷àå çàìåíû óñëîâèÿ (4′) Òåîðåìû 2 íà óñëîâèå (4), èìååò ìåñòî àíàëîãè÷íàÿ

Òåîðåìà 3. Ïóñòü äëÿ îïåðàòîðà L è ôóíêöèè f(x) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1),(4) è óñëîâèÿ I.
Òîãäà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷èñåë λ è ëþáîãî îòðåçêà K ⊂ G ñïðàâåäëèâà îöåíêà∣∣∣∣∣∣σλ(x, f)− Sλ(x, f)

∣∣∣∣∣∣
Lp(K)

6

6
1
R0

O

(
max

(
1
λ
,

1
λν
,

lnλ
λν lnβ λ

, ||p1||1
[ lnλ

λ
ν+ 1

p
− 1
s lnβ λ

,
1

λ
ν+ 1

p
− 1
s

,
n1 ln2 λ

λν lnβ λ

]))
, (57)

ãäå c = const íå çàâèñèò îò λ, R0; R0 ∈ (0, 1
2 dist(K, ∂G)); n1 = 1, åñëè ïðèñóòñòâóþò

ïðèñîåäèíåííûå ôóíêöèè è ||p1||1 6= 0, è n1 = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ îöåíêè Òåîðåìû 1 (ñóììû, îòâå-

÷àþùèå ïîòåíöèàëó q1(x) è êîýôôèöèåíòó ïðè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé p1(x) - S1 è S3 ñîîòâåò-
ñòâåííî). Ïîâòîðÿþòñÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèâåäåííûå â Òåîðåìå 2.

Äëÿ ñóììû, îòâå÷àþùåé èíòåãðàëó Iλk (R0), çàïèøåì ôîðìóëó (53):∑
k

∣∣∣fkuk(x)Iλk (R0)
∣∣∣ 6 c

[
1
R0λ

∑
1

∣∣f̂k∣∣+
1
R0λ

∑
2

∣∣f̂k∣∣+
1
R0

∑
3

∣∣f̂kλ−1
k

∣∣+
∑

4

∣∣f̂k∣∣+
+

1
R0

∑
5

∣∣f̂k∣∣∣∣λ− |λk|∣∣
]
.

Îöåíèì ñëàãàåìûå, ñòîÿùèå â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà, èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ òåîðåìû:

Äëÿ ñóììû
1
R0λ

∑
1

∣∣f̂k∣∣ èìååì îöåíêó O
( 1
R0λ

)
. Âòîðóþ ñóììó îöåíèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1
R0λ

∑
2

∣∣f̂k∣∣ 6 c

R0λ

∑
2 |λk|−ν ln−β |λk| = ϕ(λ,R0), ãäå ϕ(λ,R0) = O(

1
R0λν

) ïðè ν < 1,

ϕ(λ,R0) = O(
lnλ

R0λ lnβ λ
) ïðè ν = 1 è ϕ(λ,R0) = O(

1
R0λ

) ïðè ν > 1. Äëÿ òðåòüåé ñóììû ñïðà-

âåäëèâà îöåíêà
1
R0

∑
3

∣∣f̂kλ−1
k

∣∣ 6
c

R0

∑
n>[3λ/2]

1
nν+1 lnβ n

= O(
1

R0λν lnβ λ
). Ñóììà

∑
4

∣∣f̂k∣∣ èìååò,
î÷åâèäíî, îöåíêó O(

1
λν lnβ λ

), à ñóììà
∑

5:

1
R0

∑
5

∣∣f̂k∣∣∣∣λ− |λk|∣∣ = O(
lnλ

R0λν lnβ λ
).

Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè, ïîëó÷àåì∑
k

∣∣∣fkuk(x)Iλk (R0)
∣∣∣ = O

(
max

(
lnλ

R0λν lnβ λ
,

1
R0λ

,
1

R0λν

))
. (58)

Äëÿ ñóììû S2(x) âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà (40) ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ
1
R0

:

S2(x) =
1
R0
O(max(

1
λ
,

1
λν lnβ λ

, ||p1||1
ln2 λ

λν lnβ λ
)). (59)

Îáúåäèíÿÿ îöåíêè (58), (59), (25) è (43), ïîëó÷àåì îöåíêè Òåîðåìû 3.

Àâòîð ïðèçíàòåëåí ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ È.Ñ. Ëîìîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è,
öåííûå çàìå÷àíèÿ è áîëüøîå âíèìàíèå ê äàííîé ðàáîòå.
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Êàôåäðà Ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè

1 Ââåäåíèå.

Êîíå÷íûå ñìåñè âåðîÿòíîñòíûõ çàêîíîâ íàõîäÿò ñàìîå øèðîêîå ïðèìåíåíèå êàê ìîäåëè
ðàñïðåäåëåíèé ìíîãèõ âåëè÷èí, íàáëþäàåìûõ íà ïðàêòèêå. Íàïðèìåð, ñìåñè íîðìàëüíûõ çà-
êîíîâ èñïîëüçóþòñÿ â ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå, ïðè ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêå òóðáóëåíòíîé
ïëàçìû(ñì.[2]). Â ýòèõ îáëàñòÿõ òðåáóåòñÿ âûñîêàÿ ñêîðîñòü ðàáîòû ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòîäîâ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçäåëåíèÿ ñìåñåé òðàäèöèîííî èñïîëüçóåòñÿ ÅÌ-àëãîðèòì. Îäíà-
êî îí íå îáëàäàåò äîñòàòî÷íûì áûñòðîäåéñòâèåì è óñòîé÷èâîñòüþ ïî âõîäíûì äàííûì(ñì.,
íàïðèìåð, [3]).

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçäåëåíèÿ ñìåñåé
ñ ïîìîùüþ ñåòî÷íîãî ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, çàêëþ÷àþùåãîñÿ â ìèíèìèçàöèè
ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ ñìåñè, ÷èñëî êîìïîíåíò êîòîðîé çàâåäîìî áîëüøå, ÷åì â èñõîäíîé.
Â êà÷åñòâå àëãîðèòìà ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ èñïîëüçîâàí ìåòîä óñëîâíîãî
ãðàäèåíòà.

2 Îñíîâíàÿ èäåÿ ñåòî÷íûõ ìåòîäîâ ðàçäåëåíèÿ ñìåñåé âåðîÿò-
íîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé

Èäåÿ ñåòî÷íûõ ìåòîäîâ ïîäðîáíî èçëîæåíà â ðàáîòå[2]. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
Âñþäó äàëåå ñòàíäàðòíàÿ íîðìàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ Φ(x).

Ðàññìîòðèì ñìåñü ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà

F (x) =
k∑
i=1

piΦ
(x− ai

σi

)
, x ∈ R, (1)

ãäå k ≥ 1 � öåëîå. Â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å ðàçäåëåíèÿ ñìåñåé ïàðàìåòðàìè, ïîäëåæàùèìè
ñòàòèñòè÷åñêîìó îöåíèâàíèþ, ÿâëÿþòñÿ òðîéêè (pi, ai, σi), i = 1, . . . , k, ãäå ai ∈ R, σi > 0,
pi ≥ 0, p1 + . . .+ pk = 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàðàíåå èçâåñòíû ÷èñëà a, a è σ òàêèå, ÷òî a ≤ ai ≤ a è σi ≤ σ ïðè âñåõ
i = 1, . . . , k. Äðóãèìè ñëîâàìè, èçâåñòíû äèàïàçîíû èçìåíåíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ai è
σi.

Èäåÿ, ëåæàùàÿ â îñíîâå ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäõîäà, çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå èíòåðâàëîâ [a, a]
è (0, σ] âîçìîæíûõ çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ìàñøòàáà σi è ñäâèãà ai äèñêðåòíûìè
ìíîæåñòâàìè èçâåñòíûõ òî÷åê. Ýòè òî÷êè ìîãóò áûòü âûáðàíû, íàïðèìåð, èñõîäÿ èç ñëåäóþ-
ùèõ ñîîáðàæåíèé.

Ïóñòü εa è εσ � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, îïðåäåëÿþùèå àïðèîðíûå òðåáîâàíèÿ ê òî÷íîñòè
îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ai è σi:

max
i
|ai − âi| ≤ εa, max

i
|σi − σ̂i| ≤ εσ, (2)
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ãäå âi è σ̂i � èñêîìûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ. ×èñëà εa è εσ òàêæå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïî-
ðîãè ðàçëè÷èìîñòè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ: çíà÷åíèÿ a′, a′′ è σ′, σ′′, ñîîòâåòñòâåííî,
ñ÷èòàþòñÿ íåðàçëè÷èìûìè, åñëè

|a′ − a′′| ≤ εa, |σ′ − σ′′| ≤ εσ. (3)

Ïîëîæèì ka = [(a−a)/εa]+ 1, kσ = [σ/εσ]+ 1, ãäå ñèìâîë [z] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà
z. Äëÿ r = 1, 2, . . . , ka+ 1 ïîëîæèì ãr = a+ (r−1)εa. Àíàëîãè÷íî, äëÿ l = 1, 2, . . . , kσ ïîëîæèì
σ̃l = lεσ. Òîãäà òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (ãr, σ̃l) îáðàçóþò óçëû êîíå÷íîé ñåòè, íàêðûâàþùåé
ïðÿìîóãîëüíèê {(a, σ) : a ≤ a ≤ a, 0 ≤ σ ≤ σ}, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñäâèãà è ìàñøòàáà êîìïîíåíò ñìåñè (1) (÷òîáû èçáåæàòü âîçìîæíîé
íåêîððåêòíîñòè, ìû èñêëþ÷èëè âîçìîæíîñòü ðàâåíñòâà ïàðàìåòðà ìàñøòàáà íóëþ). ×èñëî
óçëîâ ïîëó÷åííîé ñåòè ðàâíî K = (ka + 1)kσ. Äëÿ óäîáñòâà çàïèñè è óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé
ïåðåíóìåðóåì êàêèì-ëèáî îáðàçîì óçëû óêàçàííîé ñåòè, ââîäÿ åäèíûé èíäåêñ i äëÿ êîîðäèíàò
(ãi, σ̃i) óçëà ñ íîìåðîì i ïîñëå ïåðåíóìåðàöèè, i = 1, . . . ,K.

Áàçîâàÿ ïîñûëêà íàøåãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â àïïðîêñèìàöèè ñìåñè (1) ñìåñüþ ñ çàâå-
äîìî á�îëüøèì ÷èñëîì èçâåñòíûõ êîìïîíåíò:

F (x) =
k∑
i=1

piΦ
(x− ai

σi

)
≈

K∑
i=1

p̃iΦ
(x− ãi

σ̃i

)
≡ F̃ (x), x ∈ R. (4)

Òàêîå ïðèáëèæåíèå ïðàêòè÷åñêè äîïóñòèìî, ïîñêîëüêó â ñèëó ñîîòíîøåíèé (2) è (3) äëÿ ëþáîé
ïàðû (ar, σr) ïàðàìåòðîâ êîìïîíåíòû ñìåñè (1) îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷è-

ìàÿ îò íåå ïàðà (ãi, σ̃i) ïàðàìåòðîâ êîìïîíåíòû ñìåñè F̃ (x). Âåñà æå îñòàëüíûõ êîìïîíåíò

ñìåñè F̃ (x), äëÿ ïàðàìåòðîâ êîòîðûõ íå íàéäåòñÿ �áëèçêîé� ïàðû ïàðàìåòðîâ (ar, σr) êîìïî-
íåíòû ñìåñè (1), ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíûìè íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû â ñîîòíîøåíèè (4)
âìåñòî ïðèáëèæåííîãî áûëî áû òî÷íîå ðàâåíñòâî, òî â ñèëó èäåíòèôèöèðóåìîñòè ñåìåéñòâà
êîíå÷íûõ ñìåñåé íîðìàëüíûõ çàêîíîâ, â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì èäåíòèôèöèðó-
åìîñòè êîíå÷íûõ ñìåñåé ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåèíäåêñàöèè áûëè áû ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

k = K, pi = p̃i, ai = ãi, σi = σ̃i, i = 1, . . . , k.

Çàìåòèì, ÷òî íåèçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè ñìåñè F̃ (x) ÿâëÿþòñÿ òîëüêî âåñà p̃1, . . . , p̃K .
Ïóñòü x = (x1, . . . , xn) � (íåçàâèñèìàÿ) âûáîðêà íàáëþäåíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ðåàëèçàöèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), çàäàâàåìîé
ñîîòíîøåíèåì (1).

3 Ðàçäåëåíèå êîíå÷íûõ ñìåñåé íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ
ôèêñèðîâàííûìè êîìïîíåíòàìè ïðè ïîìîùè ¾ñåòî÷íîãî¿ ìå-
òîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Äëÿ âåñîâ p̃i, i = 1, . . . ,K, ñìåñè F̃ (x) (ñì. (4)) â ìåòîäå ôèêñèðîâàííûõ êîìïîíåíò ìîæíî
ïîëó÷èòü îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ïóñòü, êàê è ðàíåå, x = (x1, . . . , xn) � âûáîðêà, (ãi, σ̃i) � óçëû ñåòêè, íàêèäûâàåìîé íà
ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ êîìïîíåíò, i = 1, . . . ,K. Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì

xji =
xj − ãi
σ̃i

, φij =
1
σ̃i
φ(xji), j = 1, . . . , n; i = 1, . . . ,K,

ãäå, φ(x) � ñòàíäàðòíàÿ íîðìàëüíàÿ ïëîòíîñòü.
Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ¾ñåòî÷íàÿ¿ ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ èìååò âèä

L(p; x) = log
n∏
j=1

K∑
i=1

p̃iφij =
n∑
j=1

log
( K∑
i=1

p̃iφij

)
,
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ãäå
p = (p̃1, . . . , p̃K)>, (5)

ïðè÷åì îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè L(p; x) ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûé K-ñèìïëåêñ

P =
{
p = (p̃1, . . . , p̃K)>: p̃i ≥ 0, p̃1 + . . .+ p̃K = 1

}
. (6)

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîé ôèêñèðîâàííîé âûáîðêå x ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ¾ñåòî÷íàÿ¿ ôóíê-
öèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé êàê ôóíêöèÿ âåñîâ, òî åñòü

L
(
αp(1) + (1− α)p(2); x

)
≥ αL(p(1); x) + (1− α)L(p(2); x), (7)

äëÿ ëþáûõ òî÷åê p(1) = (p̃(1)
1 , . . . , p̃

(1)
K )> è p(2) = (p̃(2)

1 , . . . , p̃
(2)
K )> ìíîæåñòâà P è ëþáîãî α ∈

[0, 1].
Äåéñòâèòåëüíî,

L
(
αp(1) + (1− α)p(2); x

)
=

n∑
j=1

log
[ K∑
i=1

(
αp̃

(1)
i + (1− α)p̃(2)

i

)
φij

]
=

=
n∑
j=1

log
[
α

( K∑
i=1

p̃
(1)
i φij

)
+ (1− α)

( K∑
i=1

p̃
(2)
i φij

)]
.

Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âîãíóòà, òî åñòü äëÿ ëþáûõ y1 > 0, y2 > 0 è ëþáîãî α ∈ [0, 1]
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

log
(
αy1 + (1− α)y2

)
≥ α log y1 + (1− α) log y2. (8)

Ïîýòîìó, ïðîäîëæàÿ ïðèâåäåííóþ âûøå öåïî÷êó ñîîòíîøåíèé ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà (8)
ïðè

y1 =
K∑
i=1

p̃
(1)
i φij , y2 =

K∑
i=1

p̃
(2)
i φij ,

áóäåì èìåòü
L
(
αp(1) + (1− α)p(2); x

)
≥

≥
n∑
j=1

[
α log

( K∑
i=1

p̃
(1)
i φij

)
+ (1− α) log

( K∑
i=1

p̃
(2)
i φij

)]
=

= α
n∑
j=1

log
( K∑
i=1

p̃
(1)
i φij

)
+ (1− α)

n∑
j=1

log
( K∑
i=1

p̃
(2)
i φij

)
=

= αL(p(1); x) + (1− α)L(p(2); x).

Ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ (7) óñòàíîâëåíà.
Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå âîãíóòîñòè ôóíêöèè L(p; x) íèêàê íå

èñïîëüçîâàëàñü íîðìàëüíîñòü êîìïîíåíò ñìåñè F̃ (x). Ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î âîãíóòîñòè
ëþáîé ëîãàðèôìè÷åñêîé ¾ñåòî÷íîé¿ ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ êàê ôóíêöèè âåñîâ.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó ïîèñêà îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ âåñîâ p̃1, . . . , p̃K
ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å óñëîâíîé îïòèìèçàöèè

J(p) = L(p; x)→ sup, p ∈ P ⊂ RK . (9)

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî P - âûïóêëûé êîìïàêò â RK , à ôóíêöèÿ J(p) âîãíóòà íà P. Èç ýòîãî
ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà J(p) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé å¼ ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà
íà P.
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4 Àëãîðèòì óñëîâíîãî ãðàäèåíòà

Âîãíóòîñòü ¾ñåòî÷íîé¿ ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ, óñòàíîâëåííàÿ â ðàçäåëå 3, äàåò âîçìîæ-
íîñòü ïðèìåíåíèÿ ñòàíäàðòíûõ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ çàäà÷è(9). Ýòî ðå-
øåíèå ìîæåò áûòü ÷èñëåííî íàéäåíî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà óñëîâíîãî ãðàäèåíòà, èòåðàöèîííûé
ïðîöåññ äëÿ êîòîðîãî, êàê èçâåñòíî(ñì.[1]), èìååò âèä

p(m+1) = p(m) + θm · (p̂(m) − p(m)),

ãäå 0 ≤ θm ≤ 1, à âñïîìîãàòåëüíîå ïðèáëèæåíèå p̂(m) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

p̂
(m) = arg max

p∈P
〈 gradJ(p(m)), p− p(m)〉.

Çäåñü ñèìâîë 〈a, b〉 îáîçíà÷àåò îáû÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a è b â RK .
Òàêèì îáðàçîì, íà êàæäîé (m-é) èòåðàöèè íåîáõîäèìî ðåøèòü äâå çàäà÷è. Âî-ïåðâûõ,

íàéòè âñïîìîãàòåëüíîå ïðèáëèæåíèå p̂(m) è, âî-âòîðûõ, îïðåäåëèòü îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ïà-
ðàìåòðà θm.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âåêòîð p̂
(m), áóäó÷è ðåøåíèåì çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-

âàíèÿ, íàõîäèòñÿ â ÿâíîì âèäå. Ñ ýòîé öåëüþ â äîïîëíåíèå ê îáîçíà÷åíèÿì, ââåäåííûì â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, îáîçíà÷èì

ψ
(m)
k =

n∑
j=1

φkj∑K
i=1 p

(m)
i φij

, k = 1, . . . ,K.

Òîãäà

〈 gradJ(p(m)), p− p(m)〉 =
K∑
k=1

(pk − p
(m)
k )ψ(m)

k =

=
K∑
k=1

pkψ
(m)
k −

K∑
k=1

p
(m)
k ψ

(m)
k .

Ïðè ýòîì îò âåêòîðà p = (p1, . . . , pK) çàâèñèò òîëüêî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè. Ïîýòîìó
âåêòîð p̂(m), ìàêñèìèçèðóþùèé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈 gradJ(p(m)), p−p(m)〉, óäîâëåòâîðÿåò
ñîîòíîøåíèþ

p̂
(m) = arg max

p∈P

K∑
k=1

pkψ
(m).
k

Òàêèì îáðàçîì, åñëè îïðåäåëèòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî k(m) êàê

k(m) = arg max
1≤k≤K

ψ
(m)
k = arg max

1≤k≤K

n∑
j=1

φkj∑K
i=1 p

(m)
i φij

è ïîëîæèòü

e
(m)
k =

{
0, k 6= k(m),

1, k = k(m),
k = 1, . . . ,K,

òî íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îïòèìàëüíûé âåêòîð p̂
(m) áóäåò èìåòü âèä

p̂
(m) = ek(m) ≡ (e(m)

1 , . . . , e
(m)
K )>.

Òåïåðü, ÷òîáû îïðåäåëèòü îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θm, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

Im(θ) = J
(
p(m) + θ · (p̂(m) − p(m))

)
= J

(
p(m) + θ · (ek(m) − p(m))

)
=
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=
n∑
j=1

log
[ K∑
i=1

φij
[
p
(m)
i + θ · (e(m)

i − p(m)
i )

]]
.

Â êà÷åñòâå θm âîçüìåì
θm = arg max

0≤θ≤1
Im(θ). (10)

Çàìåòèì, ÷òî

d2Im(θ)
dθ2

= −
n∑
j=1

[ ∑K
i=1 φij(e

(m)
i − p(m)

i )∑K
i=1 φij

[
p
(m)
i + θ · (e(m)

i − p(m)
i )

]]2

< 0.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ

Hm(θ) = I ′m(θ) =
n∑
j=1

∑K
i=1 φij(e

(m)
i − p(m)

i )∑K
i=1 φij

[
p
(m)
i + θ · (e(m)

i − p(m)
i )

]
ìîíîòîííî óáûâàåò íà îòðåçêå [0, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå

Hm(θ) = 0 (11)

èìååò íå áîëüøå îäíîãî êîðíÿ. Çíà÷èò, çíà÷åíèå θm, ÿâëÿþùååñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ (11) è,
ñòàëî áûòü, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (10), åäèíñòâåííî. Åñëè ôóíêöèÿ Hm(θ) èìååò çíà÷å-
íèÿ îäíîãî çíàêà íà êîíöàõ èíòåðâàëà [0, 1], òî ðåøåíèå çàäà÷è ïîèñêà θm òðèâèàëüíî: θm = 0,
åñëè çíà÷åíèå íà êîíöàõ îòðèöàòåëüíî, θm = 1, åñëè ïîëîæèòåëüíî. Â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ
Hm(θ) èìååò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ íà êîíöàõ èíòåðâàëà [0, 1], çàäà÷à ïîèñêà θm ñâîäèòñÿ ê
îòûñêàíèþ (åäèíñòâåííîãî) êîðíÿ óðàâíåíèÿ (11). Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ
öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ðèääåðà (ñì., íàïðèìåð, [4]), äàþùèé ñõîäèìîñòü ñ òî÷íî-
ñòüþ 10−13 â ñðåäíåì çà ÷åòûðå èòåðàöèè. Ìåòîä Íüþòîíà ïðè ðåøåíèè äàííîé çàäà÷è ìîæåò
ðàñõîäèòüñÿ.

5 Ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà óñëîâíîãî ãðàäèåíòà äëÿ çàäà÷è ðàç-
äåëåíèÿ ñìåñåé. ÑÐÑ-ìåòîä.

Íàïîìíèì, ÷òî ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçäåëåíèÿ ñìåñåé òðåáóåòñÿ, íà-
ïðèìåð, ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ñêîëüçÿùåãî ðàçäåëåíèÿ ñìåñåé(ÑÐÑ-ìåòîäà) äëÿ ðàáîòû
ñ âðåìåííûìè ðÿäàìè(ñìîòðè[2]). Ñóòü ÑÐÑ-ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Â àíàëèçèðóå-
ìîì âðåìåííîì ðÿäå âûäåëÿåòñÿ ¾îêíî¿ - ïåðâûå n êîìïîíåíò. Äëÿ äàííîãî ¾îêíà¿ ðåøàåòñÿ
çàäà÷à ðàçäåëåíèÿ ñìåñåé. Äàëåå, ïîêà âîçìîæíî, ¾îêíî¿ ñäâèãàåòñÿ âëåâî, è äëÿ êàæäîé ïîçè-
öèè ïðîâîäèòñÿ îöåíêà ïàðàìåòðîâ êîìïîíåíò ñìåñè. Ïîëó÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê
ïîçâîëÿåò íàáëþäàòü çà äèíàìèêîé èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñìåñè ñ òå÷åíèåì âðåìåíè

Ðàññìîòðèì îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà óñëîâíîãî ãðàäèåíòà ïðè ðåøåíèè çàäà÷è
ðàçäåëåíèÿ ñìåñåé íà ïðèìåðå àíàëèçà ðÿäà èç ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïðèðàùåíèé èíäåêñà CAC40
ÑÐÑ-ìåòîäîì. Â êà÷åñòâå àíàëèçèðóåìûõ äàííûõ âçÿòû ìèíóòíûå äàííûå ñ 16 ïî 25 ôåâðàëÿ
2009 ãîäà. Èç èñõîäíûõ äàííûõ óäàëåíû íàáëþäåíèÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ïðèðàùåíèÿì çà èíòåð-
âàë, áîëüøèé îäíîé ìèíóòû. Â ðàìêàõ äàííîé çàäà÷è íåîáõîäèìî ïðîâåñòè îöåíêó ïàðàìåòðîâ
ñìåñè äëÿ 1257 ïîëîæåíèé ¾îêíà¿.

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îñòàíîâà èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà âîçüìåì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ìàëî-
ñòè èçìåíåíèÿ çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè:

J
(
p(m+1))− J

(
p(m)) < ε.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü äâà âàðèàíòà âûáîðà íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ïåðâûé - âûáîð ñòàðòîâîé
òî÷êîé àëãîðèòìà âåêòîðà, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ðàâíû, òî åñòü

pi =
1
K

i = 1, . . . ,K.
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Òàáëèöà 1: Ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà óñëîâíîãî ãðàäèåíòà.

ε 1e-7 1e-8
íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå îäèíàê. ïðåä. èòåðàöèÿ îäèíàê. ïðåä. èòåðàöèÿ

ñðåäíåå ÷.è. 6472 2957 20603 12148
ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå ÷.è. 3562 2907 11264 10550

ìàêñèìàëüíîå ÷.è. 18918 15830 59874 55681
ìèíèìàëüíîå ÷.è. 801 2 2615 3

Âòîðîé âàðèàíò - èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âåêòîðà îöåíîê, ïîëó-
÷åííîãî äëÿ ïðåäûäóùåãî ïîëîæåíèÿ ¾îêíà¿.

Êàê âèäíî èç Òàáëèöû 1, ñêîðîñòü ðàáîòû àëãîðèòìà äëÿ âòîðîãî ñïîñîáà âûáîðà ñòàðòîâîé
òî÷êè âûøå ïî÷òè â äâà ðàçà.

ÑÐÑ-ìåòîä èìååò îäíó õàðàêòåðíóþ ÷åðòó, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà
ñëåäóþùåì ïðèìåðå. Ðàññìîòðèì âûáîðêó äëèííû M . Ïóòü ïåðâûå m ýëåìåíòîâ âûáîðêè -
(íåçàâèñèìûå) ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X1 ∼ N (0, σ2

1), à îñòàâøèåñÿ (M −m) íàáëþ-
äåíèé îòíîñÿòñÿ ê X2 ∼ N (0, σ2

2). Î÷åâèäíî, ÷òî äàííûé ðÿä ïîëó÷åí èç íàáëþäåíèé äèñêðåò-
íîé ñìåñè íîðìàëüíûõ çàêîíîâ ñ îäíîé êîìïîíåíòîé(ñìåøèâàþùèé çàêîí âûðîæäåí â òî÷êå
σ = σ1 äî ìîìåíòà m, è σ = σ2 ïîñëå íåãî). Îäíàêî, ïðè àíàëèçå âûáîðêè ñ ïîìîùüþ ÑÐÑ-
ìåòîäà, ìîæíî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû, íå ñîîòâåòñòâóþùèå ðåàëüíîñòè. Åñëè ¾îêíî¿ ñîäåðæèò
ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1 è X2, òî ðåçóëüòàòîì ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçäåëåíèÿ ñìåñåé
äëÿ äàííîé ïîçèöèè ¾îêíà¿ áóäåò äâóõêîìïîíåíòíàÿ ñìåñü. Åñëè íàáëþäàòü çà äèíàìèêîé
èçìåíåíèÿ îöåíîê ïàðàìåòðîâ, ïîëó÷åííûõ ÑÐÑ-ìåòîäîì, áóäåò êàçàòüñÿ, ÷òî êàêóþ-òî ÷àñòü
âðåìåíè íàáëþäàåìàÿ ñìåñü ñîñòîÿëà èç äâóõ êîìïîíåíò, ÷òî íå ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíî-
ñòè.

Ïîõîæóþ ñèòóàöèþ ìîæíî íàáëþäàòü è íà ïðèìåðå èíäåêñà CAC40. Èçâåñòíî(ñì., íà-
ïðèìåð,[5]), ÷òî èíòåíñèâíîñòü òîðãîâ íà ðûíêå âî ìíîãîì çàâèñèò è îò íåñëó÷àéíûõ ñîáû-
òèé(íàïðèìåð îòêðûòèÿ áèðæ íà äðóãèõ êîíòèíåíòàõ âëåêóò çà ñîáîé ðåçêèå ñêà÷êè èíòåí-
ñèâíîñòè). Ïîïðîáóåì íîðìàëèçîâàòü âûáîðêó òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü
â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè îñòàâàëàñü îäèíàêîâîé.

Â êà÷åñòâå ìåðû èíòåíñèâíîñòè òîðãîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ ëîãà-
ðèôìè÷åñêèõ ïðèðàùåíèé èíäåêñà. Ïðîöåññ íîðìàëèçàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:

1. Ïî âðåìåííîìó ðÿäó, çíà÷èòåëüíî áîëüøåìó èñõîäíîãî(â äàííîì ñëó÷àå ñ 5 íîÿáðÿ 2008
ïî 6 ìàðòà 2009), âû÷èñëèì âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ äëÿ êàæäîé ìèíóòû òîðãîâ. Îáîçíà-
÷èì å¼ σ2

k, ãäå k = 1 . . . 510 - íîìåð ìèíóòû, ê êîòîðîé îòíîñèòñÿ ïðèðàùåíèå.

2. Èçìåíèì çíà÷åíèÿ ïîëó÷åííîãî âåêòîðà çàìåíèâ σ2
k íà σ̃2

k, ãäå σ̃
2
k - óñðåäíåííàÿ ïî 9

ñîñåäíèì çíà÷åíèÿì äèñïåðñèÿ äëÿ k-é ìèíóòû, ïîäåëåííàÿ íà ñðåäíþþ äèñïåðñèþ çà
äåíü.

3. Äàëåå ïîäåëèì êàæäîå çíà÷åíèå èñõîäíîãî ðÿäà íà ñîîòâåòñòâóþùåå σk, k = 1 . . . 510.
Òàêèì îáðàçîì, ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü äëÿ êàæäîé ìèíóòû òîðãîâ ñòàíåò ïîñòîÿííîé.

Ñðàâíèì ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà ê äâóì ðÿäàì. Íà Ðèñ.1 ïðåäñòàâëåí ðåçóëü-
òàò ïðèìåíåíèÿ ÑÐÑ-ìåòîäà ê èñõîäíîìó ðÿäó, íà Ðèñ.2 - ê íîðìàëèçîâàííîìó. Âèäíî, ÷òî íà
âòîðîì ãðàôèêå èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ ñìåñè ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðîèñõîäèò áîëåå ïëàâíî,
íà ãðàôèêå ïðèñóòñòâóåò íåïðåðûâíûå êðèâûå, êîòîðûå ìîæíî îòíåñòè ê êîìïîíåíòàì ñìå-
ñè, ïàðàìåòðû êîòîðûõ íåïðåðûâíî ìåíÿþòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Ïåðâûé ãðàôèê ñîäåðæèò
áîëüøå ¾ðâàíûõ¿ êðèâûõ, åãî ñëîæíåå èíòåðïðåòèðîâàòü.

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.)
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CAC40 real [1e-8]
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Ðèñ. 1: Àíàëèç ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïðèðàùåíèé èíäåêñà CAC40 ñ ïîìîùüþ ÑÐÑ-ìåòîäà, èñõîä-
íûé ðÿä.

CAC40 normalized [1e-8]
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Ðèñ. 2: Àíàëèç ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïðèðàùåíèé èíäåêñà CAC40 ñ ïîìîùüþ ÑÐÑ-ìåòîäà, íîð-
ìàëèçîâàííûé ðÿä.
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6 Çàêëþ÷åíèå.

Ñåòî÷íûé ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùèì äëÿ èñïîëüçî-
âàíèÿ â ñêîëüçÿùåì ðåæèìå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äèíàìè÷åñêîãî ðàçäåëåíèÿ ñìåñåé. Âîçìîæ-
íîñòü ïîäñòàíîâêè â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ðåçóëüòàòà, ïîëó÷åííîãî äëÿ ïðåäû-
äóùåé ïîçèöèè ¾îêíà¿ ïîçâîëÿåò ñèëüíî óâåëè÷èòü áûñòðîäåéñòâèå àëãîðèòìà. Ïðè ýòîì ñêî-
ðîñòü ðàáîòû äàííîãî ìåòîäà íà ïîðÿäîê âûøå, ÷åì ó EM-àëãîðèòìà.
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Êàôåäðà Àëãîðèòìè÷åñêèõ ßçûêîâ

1 Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ êîìïüþòåðíîé ëèíãâèñòèêè è èñêóññòâåííîãî
èíòåëëåêòà ñóùåñòâóåò ïîòðåáíîñòü â ñðåäñòâàõ àâòîìàòèçàöèè âûäåëåíèÿ â òåêñòå íà åñòå-
ñòâåííîì ÿçûêå îïðåäåëåííûõ ÿçûêîâûõ êîíñòðóêöèé, â ÷àñòíîñòè, ñîãëàñîâàííûõ èìåííûõ
ñëîâîñî÷åòàíèé (óñòàëîå îñåííåå ñîëíöå, óõîäÿùèé ïîåçä), ãëàãîëüíûõ ãðóïï (øåë ïî òðîòóà-
ðó, ïèñàòü ñòèõè), à òàêæå áîëåå ñëîæíûõ êîíñòðóêöèé, õàðàêòåðíûõ íàïðèìåð äëÿ òåêñòîâ
íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ñòèëÿ (ïîä A áóäåì ïîíèìàòü B, ïðåäïîëîæèì, ÷òî C ) è ò.ï. Äî ñèõ
ïîð çàäà÷à òàêîãî âûäåëåíèÿ îáû÷íî ðåøàëàñü êàæäûé ðàç çàíîâî â óñëîâèÿõ êîíêðåòíîãî
ïðèëîæåíèÿ ïî àâòîìàòè÷åñêîé îáðàáîòêå òåêñòà, è äëÿ îòäåëüíûõ òèïîâ ÿçûêîâûõ êîíñòðóê-
öèé. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé îñóùåñòâëÿòü âûäåëåíèå â
òåêñòå äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êðóãà ÿçûêîâûõ êîíñòðóêöèé, îïèñàííûõ â âèäå øàáëîíîâ ÿçûêà
LSPL[1].

Â îòëè÷èå îò äàâíî èçó÷àþùåéñÿ çàäà÷è ïîëíîãî ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà, ïðè êîòîðîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíî ïî ïðåäëîæåíèÿì ðàñïîçíàåòñÿ âñÿ ñèíòàêñè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà òåêñòà, ðåøàåìàÿ
íàìè çàäà÷à ïðåäïîëàãàåò ðàñïîçíàâàíèå â òåêñòå òîëüêî çàäàííûõ êîíñòðóêöèé ïî îïèñàíèþ
èõ ñâîéñòâ. Áåçóñëîâíî, îíà ìîæåò áûòü ðåøåíà è íà îñíîâå ïîëíîãî ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëè-
çà, îäíàêî ïîëíûé àíàëèç ñàì ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé è âûñîêîçàòðàòíîé çàäà÷åé,
èçáûòî÷íîé äëÿ öåëåé âûäåëåíèÿ òîëüêî íåîáõîäèìûõ êîíñòðóêöèé. Ôàêòè÷åñêè, ìîæíî ñ÷è-
òàòü çàäà÷ó âûäåëåíèÿ â òåêñòå ÿçûêîâûõ êîíñòðóêöèé, êàê ðàçíîâèäíîñòü ïîâåðõíîñòíîãî
ñèíòàêñè÷åñêîãî àíàëèçà.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ óæå ñóùåñòâóþùèõ èíñòðóìåíòîâ äëÿ
ðåøåíèÿ óêàçàííîé çàäà÷è, òî ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî îíà áûòü ðåøåíà äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïðè
íàëè÷èè ïîäãîòîâëåííûõ êîðïóñîâ òåêñòîâ, òàêèõ êàê ÍÊÐß (Íàöèîíàëüíûé êîðïóñ ðóññêî-
ãî ÿçûêà) èëè ÕÀÍÊÎ (Õåëüñèíñêèé àííîòèðîâàííûé êîðïóñ) [4] � çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ
ìîðôîëîãè÷åñêîé è ñèíòàêñè÷åñêîé ðàçìåòêè òåêñòîâ êîðïóñà, ïîäãîòîâëåííîé âðó÷íóþ ëèíã-
âèñòàìè. Îäíàêî êîðïóñà îãðàíè÷åíû ïî íàáîðó òåêñòîâ, â òî âðåìÿ êàê ÷àñòî âîçíèêàåò íåîá-
õîäèìîñòü èññëåäîâàòü òåêñòû, íå âêëþ÷åííûå â êîðïóñ. Êðîìå òîãî, â êîðïóñàõ ðàçìå÷àþòñÿ
òîëüêî òå ÿçûêîâûå êîíñòðóêöèè, êîòîðûå áûëè ïðèçíàíû çíà÷èìûìè äëÿ çàäà÷, ðåøàåìûõ
êîðïóñîì, â òî âðåìÿ êàê íåðåäêî òðåáóåòñÿ âûäåëÿòü â òåêñòàõ äðóãèå êîíñòðóêöèè, äëÿ
êîòîðûõ ðàçìåòêà â êîðïóñå îòñóòñòâóåò.

Ê èíñòðóìåíòàì, ïîçâîëÿþùèì àâòîìàòèçèðîâàòü âûäåëåíèå íóæíûõ òèïîâ ÿçûêîâûõ êîí-
ñòðóêöèé, ñëåäóåò îòíåñòè òàêèå ñèñòåìû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèëîæåíèé îáðàáîòêè åñòåñòâåííî-
ãî ÿçûêà, êàê GATE (General Architecture for Text Engineering) [5] è Ellogon [6]. Ýòè ñèñòåìû
ïðåäëàãàþò ÿçûêîâûå ñðåäñòâà äëÿ îïèñàíèÿ åäèíèö òåêñòà (íàïðèìåð, ÿçûê Jape â ñèñòåìå
GATE) è ïðîãðàììíûå ñðåäñòâà äëÿ àâòîìàòè÷åñêîãî âûäåëåíèÿ ôðàãìåíòîâ òåêñòà ïî òàêî-
ìó îïèñàíèþ. Îäíàêî íåñìîòðÿ íà óíèâåðñàëüíîñòü ýòèõ ñèñòåì èõ ïðèìåíåíèå äëÿ ðóññêîãî
ÿçûêà ïðåäñòàâëÿåò íåêîòîðûå ñëîæíîñòè. Áîëüøèíñòâî ïîäîáíûõ ñèñòåì ðàçðàáàòûâàëèñü
äëÿ àíãëèéñêîãî ÿçûêà, êîòîðûé ïî ðÿäó ñâîéñòâ îòëè÷àåòñÿ îò ðóññêîãî ÿçûêà, êîòîðûé ÿâ-
ëÿåòñÿ áîëåå ôëåêòèâíûì è èìååò ìåíåå ñòðîãèé ïîðÿäîê ñëîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè
èñïîëüçîâàòü ïðè àíàëèçå ðóññêîÿçû÷íûõ òåêñòîâ øèðîêèé íàáîð ìîðôîëîãè÷åñêèõ õàðàêòå-
ðèñòèê ñëîâ. Ïîñêîëüêó óêàçàííûå ñèñòåìû ðàçðàáàòûâàëèñü äëÿ àíãëèéñêîãî ÿçûêà, â íèõ
òàêæå íåò ñïåöèàëüíûõ ñðåäñòâ çàäàíèÿ óñëîâèÿ ãðàììàòè÷åñêîãî ñîãëàñîâàíèÿ, êðàéíå âàæ-
íîãî äëÿ àâòîìàòè÷åñêîãî âûäåëåíèÿ êîíñòðóêöèé ðóññêîãî ÿçûêà.
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Åñëè æå ðàññìàòðèâàòü îòå÷åñòâåííûå ñèñòåìû, îðèåíòèðîâàííûå íà àíàëèç òåêñòîâ íà
ðóññêîì ÿçûêå, òî ñðåäè íèõ ñòîèò îòìåòèòü ñèñòåìó Alex [3], ïîçâîëÿþùóþ îïèñûâàòü â âèäå
ëåêñè÷åñêèõ øàáëîíîâ ñëîâà, ñëîâîñî÷åòàíèÿ è èõ ñîêðàùåíèÿ, è çàòåì àâòîìàòè÷åñêè âûäå-
ëÿòü èõ â òåêñòå. Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü ÿçûêà øàáëîíîâ
� â íåì íåò âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ìîðôîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñëîâ îïèñûâàåìûõ
ÿçûêîâûõ êîíñòðóêöèé, ÷òî çíà÷èòåëüíî ñóæàåò âîçìîæíîñòè ñèñòåìû.

Â êà÷åñòâå áîëåå ãèáêîãî ñðåäñòâà çàäàíèÿ êîíñòðóêöèé åñòåñòâåííîãî ÿçûêà äëÿ èõ àâ-
òîìàòè÷åñêîãî âûäåëåíèÿ, áûë ïðåäëîæåí ÿçûê LSPL [1], ó÷èòûâàþùèé îñîáåííîñòè ðóññêî-
ãî ÿçûêà. Îí ïîçâîëÿåò â óäîáíîé ôîðìå ñïåöèôèöèðîâàòü êîíñòðóêöèè ðóññêîãî ÿçûêà èç
äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà â âèäå òàê íàçûâàåìûõ ëåêñèêî-ñèíòàêñè÷åñêèõ øàáëîíîâ, îïðå-
äåëÿþùèõ âõîäÿùèå â êîíñòðóêöèþ ñëîâà ñ ó÷åòîì èõ ìîðôîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê è
çàäàþùèõ óñëîâèÿ èõ ãðàììàòè÷åñêîãî ñîãëàñîâàíèÿ. Ïðè àâòîìàòè÷åñêîì âûäåëåíèè íåêî-
òîðîé êîíñòðóêöèè øàáëîí ïîñëåäîâàòåëüíî íàêëàäûâàåòñÿ íà òåêñò, îáðàçóÿ òàê íàçûâàåìûå
âàðèàíòû íàëîæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ñëó÷àÿì âõîæäåíèÿ â òåêñò ýòîé êîíñòðóê-
öèè. Ðàññìàòðèâàåìûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìåòîä âûäåëåíèÿ ÿçûêîâûõ êîíñòðóêöèé â òåêñòå
ðàçðàáîòàí èìåííî äëÿ ñëó÷àÿ èõ îïèñàíèÿ â âèäå LSPL-øàáëîíîâ.

2 ßçûê LSPL è çàäà÷à âûäåëåíèÿ êîíñòðóêöèé

Îñíîâíûì ñðåäñòâîì ÿçûêà LSPL ÿâëÿåòñÿ øàáëîí, îïèñûâàþùèé íåêîòîðóþ ÿçûêîâóþ
êîíñòðóêöèþ. Êàæäûé øàáëîí â îáùåì ñëó÷àå ñîñòîèò èç èìåíè è íàáîðà àëüòåðíàòèâ, îïè-
ñûâàþùèõ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ÿçûêîâîé êîíñòðóêöèè. Íàïðèìåð, åñëè øàáëîí îïèñûâàåò
ïàðó ñëîâ, ñîåäèíåííûõ ñîþçîì ¾è¿ èëè ¾à¿, òî îí ñîäåðæèò äâå ñîîòâåòñòâóþùèå àëüòåðíà-
òèâû, ðàçäåëåííûå âåðòèêàëüíîé ÷åðòîé: N1 �è� N2 | N1 �à� N2.

Ýëåìåíòàìè åãî àëüòåðíàòèâ ÿâëÿþòñÿ âõîäÿùèå â îïèñûâàåìóþ ÿçûêîâóþ êîíñòðóêöèþ
ñëîâà ñ èõ ïîëíîñòüþ èëè ÷àñòè÷íî êîíêðåòèçèðîâàííûìè ìîðôîëîãè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòè-
êàìè (÷àñòü ðå÷è, ïàäåæ, ðîä, ÷èñëî è ò.ï.). Ïðè ýòîì ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ýëåìåíòîâ â øàáëîíå
ñîîòâåòñòâóåò ïîðÿäêó ýëåìåíòîâ îïèñûâàåìîé ÿçûêîâîé êîíñòðóêöèè. Íàïðèìåð, øàáëîí N
V<t=past> îïèñûâàåò êîíñòðóêöèþ èç ñóùåñòâèòåëüíîãî (N) è ñëåäóþùåãî çà íèì ãëàãîëà (V)
â ïðîøåäøåì âðåìåíè (t=past). Ýëåìåíò øàáëîíà ìîæåò îïèñûâàòü ëþáóþ èç äîïóñòèìûõ
ñëîâîôîðì íåêîòîðîãî ñëîâà, â ýòîì ñëó÷àå â øàáëîíå çàïèñûâàåòñÿ íà÷àëüíàÿ ôîðìà ýòî-
ãî ñëîâà (â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñóùåñòâèòåëüíûõ � èìåíèòåëüíûé ïàäåæ åäèíñòâåííîãî ÷èñëà),
íàïðèìåð: A<ëåñ> îïèñûâàåò ñóùåñòâèòåëüíîå ¾ëåñ¿, íàõîäÿùååñÿ â êîíñòðóêöèè â ëþáîé èç
âîçìîæíûõ ôîðì.

ßçûê LSPL ïîçâîëÿåò çàäàâàòü óñëîâèÿ ãðàììàòè÷åñêîãî ñîãëàñîâàíèÿ, óêàçûâàþùèå ðà-
âåíñòâî ìîðôîëîãè÷åñêèõ ïðèçíàêîâ ó ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ-ñëîâ îïèñûâàåìîé êîíñòðóêöèè.
Íàïðèìåð, øàáëîí A N <A.g=N.g, A.n=N.n> îïèñûâàåò ïðèëàãàòåëüíîå ñî ñëåäóþùèì çà íèì
ñóùåñòâèòåëüíûì, ñîãëàñîâàííûå ïî ðîäó (g) è ÷èñëó (n).

Äëÿ îïèñàíèÿ êîíêðåòíûõ ñòðîê, âñòðå÷àþùèõñÿ â êîíñòðóêöèè, èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü âè-
äà �ñòðîêà�. Â ÷àñòíîñòè, òàêîé ýëåìåíò-ñòðîêà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ çàäàíèÿ â
øàáëîíå çíàêîâ ïóíêòóàöèè, íàïðèìåð �;�.

Êðîìå óêàçàííûõ ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ øàáëîíû ìîãóò ñîäåðæàòü è áîëåå ñëîæíûå ýëåìåí-
òû, â ÷àñòíîñòè, ïîâòîðåíèÿ, êîòîðûå çàïèñûâàþòñÿ â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ. Íàïðèìåð, çàïèñü
A<1,3> N <A=N> îáîçíà÷àåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùóþ èç îäíîãî, äâóõ èëè òðåõ ïðèëàãà-
òåëüíûõ, çà êîòîðûìè ñëåäóåò ñîãëàñîâàííîå ñ íèìè (ïî âñåì îáùèì ìîðôîëîãè÷åñêèì õàðàê-
òåðèñòèêàì) ñóùåñòâèòåëüíîå. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïîâòîðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïöèîíàëüíûé ýëåìåíò:
ê ïðèìåðó, çàïèñü [A] N <A=N> çàäàåò â îáùåì ñëó÷àå ïðèëàãàòåëüíîå âìåñòå ñî ñîãëàñîâàí-
íûì ñ íèì ñóùåñòâèòåëüíûì, íî ïðèëàãàòåëüíîå ìîæåò áûòü îïóùåíî.

Äîñòàòî÷íî ÷àñòî óäîáíî âûäåëèòü íåêîòîðóþ ñòàíäàðòíóþ êîíñòðóêöèþ èëè åå ÷àñòü â
îòäåëüíûé øàáëîí è äàòü åìó èìÿ, ÷òî äîïóñêàåòñÿ ÿçûêîì LSPL. Íàïðèìåð, øàáëîí ñ èìåíåì
NameGroup:

NameGroup = {A} N1 <A=N1>
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îïèñûâàåò èìåííóþ ãðóïïó, ñîñòîÿùóþ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèëàãàòåëüíûõ è ñîãëà-
ñîâàííîãî ñ íèìè ñóùåñòâèòåëüíîãî (íàïðèìåð, áåëûé ñíåã èëè òåïëûé ëåòíèé äîæäü, íî
íå áåëûé ñíåãà). Ïîñëå òàêîãî îïèñàíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ýòîò øàáëîí â äðóãèõ øàáëî-
íàõ, ê ïðèìåðó øàáëîí NameGroup V çàäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç òàêîé èìåííîé ãðóïïû è
ñëåäóþùåãî çà íåé ãëàãîëà (ïóøèñòûé êîò ñïàë, íî íå ïóøèñòûé êîøêà ñïàëà).

LSPL-øàáëîí ìîæåò èìåòü ïàðàìåòðû, çàäàþùèå ìîðôîëîãè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îïè-
ñûâàåìîé øàáëîíîì êîíñòðóêöèè. Íàïðèìåð, çàïèñü NG = A N (N.c, N.g) � øàáëîí ñ èìåíåì
NG, ïàðàìåòðàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïàäåæ (c) è ðîä (g) âõîäÿùåãî â øàáëîí ñóùåñòâèòåëüíî-
ãî. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà çàïèñü âèäà NG = A N (N) � â òàêîì øàáëîíå
ïàðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ âñå ìîðôîëîãè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñóùåñòâèòåëüíîãî. Ïàðàìåòðû
øàáëîíà îñîáåííî öåííû ïðè èñïîëüçîâàíèè øàáëîíîâ â äðóãèõ øàáëîíàõ. Íàïðèìåð, ìîæíî
îïèñàòü èìåííóþ ãðóïïó êàê:

NG = {A} N1 <A=N1> [N2<c=gen>] (N1)

Òàêàÿ èìåííàÿ ãðóïïà çàäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèëàãàòåëüíûõ ñ ñîãëàñîâàííûì ñ íè-
ìè ñóùåñòâèòåëüíûì è îïöèîíàëüíûì ñóùåñòâèòåëüíûì â ðîäèòåëüíîì ïàäåæå (ê ïðèìåðó,
áåëûå øàïêè ãîð). Â äàëüíåéøåì ïðè èñïîëüçîâàíèè òàêîãî øàáëîíà ìîæíî çàäàòü óñëîâèå
ñîãëàñîâàíèÿ: êîíñòðóêöèÿ NG1 V <NG1=V> ñîîòâåòñòâóåò èìåííîé ãðóïïå NG, ñîãëàñîâàííîé ïî
âñåì ìîðôîëîãè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì ñ ãëàãîëîì V è îïèñûâàåò ñëîâîñî÷åòàíèÿ âèäà áåëûé
êîò ñïàë, íî íå áåëûé êîò ñïàëà (ïîñëåäíåå íå ñîãëàñîâàíî).

Êðîìå èñïîëüçîâàíèÿ óæå îïèñàííûõ øàáëîíîâ â äðóãèõ øàáëîíàõ ÿçûê LSPL ïîçâîëÿåò
ñòðîèòü ðåêóðñèâíûå îïðåäåëåíèÿ øàáëîíîâ:

NG = {A} N1 <A=N1> [NG2<c=gen>] (N1)

Ýòîò øàáëîí èìåííîé ãðóïïû îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåãî òåì, ÷òî îïöèîíàëüíàÿ ÷àñòü
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà íå òîëüêî îäèíî÷íûì ñóùåñòâèòåëüíûì, íî è ïðîèçâîëüíîé èìåííîé
ãðóïïîé. Ê ïðèìåðó, ýòîò øàáëîí îïèñûâàåò òàêèå êîíñòðóêöèè, êàê òîíåíüêàÿ ñòðóéêà äûìà
äàëåêîãî ïîæàðà.

Òàêèì îáðàçîì, ÿçûê LSPL ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ìîùíûì ñðåäñòâîì äëÿ îïèñàíèÿ ðàçëè÷-
íûõ ÿçûêîâûõ êîíñòðóêöèé. Äëÿ çàäàííîãî òåêñòà è LSPL-øàáëîíà çàäà÷à âûäåëåíèÿ â òåêñòå
íà ðóññêîì ÿçûêå êîíñòðóêöèé ïî øàáëîíó ìîæåò áûòü óòî÷íåíà òàê: íàéòè è âûäåëèòü âñå
ôðàãìåíòû òåêñòà, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ÿçûêîâóþ êîíñòðóêöèþ, ñâîéñòâà êîòîðîé îïèñàíû
â âèäå LSPL-øàáëîíà. Ïðè âûäåëåíèè ýòîé êîíñòðóêöèè øàáëîíû íàêëàäûâàþòñÿ íà òåêñò,
îáðàçóÿ òàê íàçûâàåìûå âàðèàíòû íàëîæåíèÿ � îòðåçêè òåêñòà (íåïðåðûâíûå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ñèìâîëîâ òåêñòà), ñîîòâåòñòâóþùèå âûäåëåííîé êîíñòðóêöèè.

LSPL-øàáëîí ìîæåò ñîäåðæàòü âõîäÿùèå â îïèñûâàåìóþ ÿçûêîâóþ êîíñòðóêöèþ çíàêè
ïóíêòóàöèè (â âèäå ýëåìåíòîâ-ñòðîê), îäíàêî êîíñòðóêöèè ìîãóò áûòü îïèñàíû è áåç ó÷å-
òà ïóíêòóàöèè. Î÷åâèäíî, ÷òî â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðè âûäåëåíèè êîíñòðóêöèé ïóíêòóàöèþ
íåîáõîäèìî ïðîñòî èãíîðèðîâàòü. Äëÿ ïîääåðæêè îáîèõ âîçìîæíîñòåé â ïðåäëàãàåìîì ìå-
òîäå ââîäèòñÿ äâà ðåæèìà âûäåëåíèÿ, êîòîðûå â äàëüíåéøåì áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ¾ñ ó÷åòîì
ïóíêòóàöèè¿ è ¾áåç ó÷åòà ïóíêòóàöèè¿.

Îòðåçîê òåêñòà, ïðåäñòàâëÿþùèé âàðèàíò íàëîæåíèÿ LSPL-øàáëîíà, âêëþ÷àåò ïîäîòðåç-
êè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîñòûì ýëåìåíòàì ýòîãî øàáëîíà, íàïðèìåð, ñëîâàì èëè çíàêàì ïóíê-
òóàöèè (â ñëó÷àå àíàëèçà ñ ó÷åòîì ïóíêòóàöèè). Êðîìå íèõ, â îáùåì ñëó÷àå â îòðåçêå åñòü
ñèìâîëû, íåçíà÷àùèå ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîèçâîäèìîãî àíàëèçà, íàïðèìåð, ïðîáåëüíûå è óïðàâ-
ëÿþùèå ñèìâîëû, à òàêæå çíàêè ïóíêòóàöèè â ñëó÷àå âûäåëåíèÿ áåç ó÷åòà ïóíêòóàöèè. Â
öåëîì, ðàññìàòðèâàåìûé îòðåçîê ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòðåçêè: çíà÷èìûå è
íåçíà÷èìûå äëÿ ïðîâîäèìîãî àíàëèçà, ïðè÷åì òàêîå äåëåíèå îòðåçêà íà íåïåðåñåêàþùèå-
ñÿ ïîäîòðåçêè çàâèñèò òîëüêî îò ðåæèìà âûäåëåíèÿ, íî íå îò êîíêðåòíîãî øàáëîíà, è åãî
ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà âåñü òåêñò.

Íàïðèìåð, ïðè àíàëèçå áåç ó÷åòà ïóíêòóàöèè òåêñò ¾×åëîâåê øåë, îãëÿäûâàÿñü íàçàä.¿ áó-
äåò ñîäåðæàòü äâà íåçíà÷èìûõ îòðåçêà, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîáåëüíûì ñèìâîëàì, îäèí íåçíà-
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÷èìûé îòðåçîê, âêëþ÷àþùèé çàïÿòóþ è ïðîáåë çà íåé, è îäèí íåçíà÷èìûé îòðåçîê, ñîîò-
âåòñòâóþùèé òî÷êå â êîíöå ïðåäëîæåíèÿ (ñì. Ðèñ. 1). Åñëè æå ïóíêòóàöèÿ ó÷èòûâàåòñÿ, òî
íåçíà÷èìûìè îòðåçêàìè áóäóò òîëüêî òå, êîòîðûå ñîñòîÿò èç ïðîáåëüíûõ ñèìâîëîâ.

Óêàçàííîå ðàçáèåíèå òåêñòà íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòðåçêè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ
âíóòðåííåãî ïðåäñòàâëåíèÿ òåêñòà.

Человек шел, оглядываясь назад.

Незначимый отрезок

Значимый отрезок - слово

Значимый отрезок - знак пунктуации

Без учета

пунктуации

С учетом

пунктуации

Ðèñ. 1: Ðàçáèåíèå òåêñòà íà îòðåçêè

3 Âíóòðåííèå ñòðóêòóðû äàííûõ

3.1 Ïðåäñòàâëåíèå òåêñòà

Äëÿ îðãàíèçàöèè ýôôåêòèâíîãî âûäåëåíèÿ ÿçûêîâûõ êîíñòðóêöèé áûëî ïðåäëîæåíî ïðåä-
ñòàâëåíèå òåêñòà â âèäå ãðàôà, êîòîðûì îïåðèðóåò àëãîðèòì âûäåëåíèÿ. Óçëû ýòîãî ãðàôà
ñîîòâåòñòâóþò íåçíà÷èìûì îòðåçêàì òåêñòà, à ðåáðàìè ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ñèíòàêñè÷åñêèå
èíòåðïðåòàöèè ëåæàùèõ ìåæäó íèìè çíà÷èìûõ îòðåçêîâ òåêñòà. Ïîä ñèíòàêñè÷åñêîé èíòåð-
ïðåòàöèåé îòðåçêà òåêñòà áóäåì ïîíèìàòü íàáîð çíà÷åíèé ìîðôîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê
ñëîâ, âõîäÿùèõ â ýòîò îòðåçîê. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå òåêñòà â âèäå ãðàôà ïîçâîëÿåò ïðè íàëî-
æåíèè øàáëîíîâ ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå ñî÷åòàíèÿ èíòåðïðåòàöèé âõîäÿùèõ â òåêñò ñëîâ
è ñëîâîñî÷åòàíèé.

Ïðè ïîñòðîåíèè âíóòðåííåãî ïðåäñòàâëåíèÿ òåêñòà ñíà÷àëà îñóùåñòâëÿåòñÿ åãî ðàçáèåíèå
íà çíà÷èìûå è íåçíà÷èìûå îòðåçêè, ïðè ýòîì èäóùèå ïîäðÿä íåçíà÷èìûå îòðåçêè ñêëåèâàþòñÿ
è îáðàçóþò âåðøèíû ãðàôà. Ïîñòðîåííûå âåðøèíû íóìåðóþòñÿ, íà÷èíàÿ ñ 0, â íàïðàâëåíèè
îò íà÷àëà ê êîíöó òåêñòà. Çàòåì âûïîëíÿåòñÿ ìîðôîëîãè÷åñêèé àíàëèç ñëîâ, âõîäÿùèõ â çíà-
÷èìûå îòðåçêè è ïîñòðîåíèå ðåáåð ãðàôà ìåæäó ñîñåäíèìè âåðøèíàìè; ðåáðà ñîîòâåòñòâóþò
óñòàíîâëåííûì â õîäå àíàëèçà ñèíòàêñè÷åñêèì (ìîðôîëîãè÷åñêèì) èíòåðïðåòàöèÿì ýòèõ ñëîâ.
Ãðàô ñ÷èòàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì: âñå ðåáðà íàïðàâëåíû â ñòîðîíó âåðøèí ñ áîëüøèì íîìå-
ðîì. Êðîìå òîãî, òàêîé ãðàô íå ñîäåðæèò îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ.

Ëþáàÿ ïàðà âåðøèí â ýòîì ãðàôå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé îòðåçîê òåêñòà, ôèê-
ñèðóÿ åãî íà÷àëî è êîíåö, à ðàçëè÷íûå ïóòè â ãðàôå ìåæäó ýòèìè âåðøèíàìè îïèñûâàþò
âîçìîæíûå ñî÷åòàíèÿ ñèíòàêñè÷åñêèõ èíòåðïðåòàöèé âõîäÿùèõ â ýòîò îòðåçîê çíà÷èìûõ ïî-
äîòðåçêîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíèå ãðàôà òåêñòà ïîçâîëÿåò â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàòü
çàäà÷ó âûäåëåíèÿ êîíñòðóêöèé â òåêñòå, êàê ïîèñê ïóòåé â ãðàôå, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèíòàê-
ñè÷åñêèì òðåáîâàíèÿì, íàêëàäûâàåìûì øàáëîíîì.

Íà Ðèñ. 2 ïðèâåäåí ïðèìåð ãðàôà òåêñòà, ïîñòðîåííîãî äëÿ ðåæèìà ñ ó÷åòîì ïóíêòóàöèè.
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Ðèñ. 2: Ãðàô òåêñòà
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Â îáùåì ñëó÷àå ìåæäó ïàðîé ñîñåäíèõ âåðøèí ïðîõîäèò íåñêîëüêî ðåáåð � îíè ñîîò-
âåòñòâóþò ðàçëè÷íûì ñèíòàêñè÷åñêèì (ìîðôîëîãè÷åñêèì) èíòåðïðåòàöèÿì ñëîâ â ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ îòðåçêàõ òåêñòà. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, êîëè÷åñòâî ñèíòàêñè÷åñêèõ èíòåðïðåòàöèé
ìîæåò îêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íî âåëèêî. Íàïðèìåð, ó ñëîâà ¾áîëüøîé¿ èõ 6, ïðåäñòàâëÿþùèõ ðàç-
ëè÷íûå ñî÷åòàíèÿ ìîðôîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê: a � ìóæñêîé ðîä, èìåíèòåëüíûé ïàäåæ;
b � ìóæñêîé ðîä, âèíèòåëüíûé ïàäåæ; c � æåíñêèé ðîä, ðîäèòåëüíûé ïàäåæ; d � æåíñêèé
ðîä, äàòåëüíûé ïàäåæ; e � æåíñêèé ðîä, òâîðèòåëüíûé ïàäåæ; f � æåíñêèé ðîä, ïðåäëîæíûé
ïàäåæ.

3.2 Ïðåäñòàâëåíèå âûäåëåííûõ êîíñòðóêöèé

Ëþáàÿ îáíàðóæåííàÿ â òåêñòå â ðåçóëüòàòå íàëîæåíèÿ øàáëîíà êîíñòðóêöèÿ áóäåò ïðåä-
ñòàâëÿòüñÿ â ýòîì æå ãðàôå òåêñòà äîïîëíèòåëüíûì ðåáðîì, ñîåäèíÿþùèìè âåðøèíû � êîíå÷-
íûå òî÷êè ñîîòâåòñòâóþùåãî îòðåçêà òåêñòà. Ïîñêîëüêó íàêëàäûâàåìûå øàáëîíû êîíñòðóê-
öèé ìîãóò èìåòü ïàðàìåòðû, â êà÷åñòâå êîòîðûõ âûñòóïàþò ìîðôîëîãè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè
âõîäÿùèõ â íèõ ýëåìåíòîâ, òî è äîïîëíèòåëüíûì ðåáðàì ïðèïèñûâàþòñÿ çíà÷åíèÿ ýòèõ ïà-
ðàìåòðîâ (ò.å. çíà÷åíèÿ ìîðôîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèè). Â îáùåì
ñëó÷àå, îäíîìó è òîìó æå îòðåçêó ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ íà-
ëîæåíèÿ, îòëè÷àþùèõñÿ òîëüêî çíà÷åíèÿìè ìîðôîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê. Ïðèìåð ïðåä-
ñòàâëåíèÿ âàðèàíòîâ íàëîæåíèÿ øàáëîíà A N <A=N>(N) (îïèñûâàþùåãî ñîãëàñîâàííóþ ïàðó
èç ïðèëàãàòåëüíîãî è ñóùåñòâèòåëüíîãî) â ãðàôå òåêñòà ïðèâåäåí íà Ðèñ. 3.

1 2 3 4 50 6

Большой зал внезапно заполнилcя мягким светом.

7

Ðèñ. 3: Ðåçóëüòàòû íàëîæåíèÿ øàáëîíà A N <A=N>(N)

Íà ðèñóíêå æèðíî âûäåëåíû äâà ðåáðà ìåæäó âåðøèíàìè 0 è 2, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóì
âàðèàíòàì íàëîæåíèÿ ýòîãî øàáëîíà íà îòðåçîê òåêñòà ¾áîëüøîé çàë¿ (äâóì ñèíòàêñè÷åñêèì
èíòåðïðåòàöèÿì ýòîãî îòðåçêà) è îäíî ðåáðî ìåæäó âåðøèíàìè 4 è 6, ñîîòâåòñòâóþùåå íàëî-
æåíèþ ýòîãî øàáëîíà íà îòðåçîê ¾ìÿãêèì ñâåòîì¿.

Ðàññìîòðåííîå ïðåäñòàâëåíèå â ãðàôå âûäåëåííûõ êîíñòðóêöèé ïîçâîëÿåò åäèíîîáðàçíî
îáðàáàòûâàòü êàê ýëåìåíòû-ñëîâà, òàê è ýêçåìïëÿðû øàáëîíîâ è íå ïðîèçâîäèòü ïîâòîðíî
âûäåëåíèå êîíñòðóêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ óæå íàëîæåííûì øàáëîíàì.

3.3 Èíäåêñû

Äëÿ óâåëè÷åíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè íàëîæåíèÿ øàáëîíîâ îäíîâðåìåííî ñ ïîñòðîåíèåì
ãðàôà òåêñòà ñòðîèòñÿ íàáîð èíäåêñîâ � ñòðóêòóð äàííûõ, ïîçâîëÿþùèõ áûñòðî îïðåäåëÿòü
ìíîæåñòâî ðåáåð ãðàôà, ñ êîòîðûõ åñòü ñìûñë íà÷èíàòü íàëîæåíèå øàáëîíà. Êàæäûé èíäåêñ
ðåøàåò ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: ïî çàäàííîìó êëþ÷ó ïîëó÷èòü óïîðÿäî÷åííûé ïî íîìåðó íà÷àëü-
íîé âåðøèíû ñïèñîê ðåáåð ãðàôà, îáëàäàþùèõ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè. Â õîäå âûäåëåíèÿ
ÿçûêîâûõ êîíñòðóêöèé èñïîëüçóåòñÿ òðè òèïà èíäåêñîâ:

• Èíäåêñ ÷àñòåé ðå÷è � êëþ÷îì äëÿ ýòîãî èíäåêñà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòü ðå÷è è â êà÷åñòâå ðå-
çóëüòàòà âûäàåòñÿ ìíîæåñòâî ðåáåð ãðàôà, ïðåäñòàâëÿþùèõ âñå íàéäåííûå â òåêñòå ñëî-
âîôîðìû çàäàííîé ÷àñòè ðå÷è. Èíäåêñ ïîçâîëÿåò îïòèìèçèðîâàòü íàëîæåíèå øàáëîíà
â äîñòàòî÷íî ðàñïðîñòðàíåííîé ñèòóàöèè, êîãäà øàáëîí íà÷èíàåòñÿ ñ ýëåìåíòà-ñëîâà,
èìåþùåãî êîíêðåòíóþ ÷àñòü ðå÷è.

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.)
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• Èíäåêñ øàáëîíîâ � êëþ÷îì ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûé óæå íàëîæåííûé øàáëîí è ïî íåìó
èçâëåêàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ âàðèàíòîâ åãî íàëîæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì îïòèìèçèðóåòñÿ
íàëîæåíèå øàáëîíà â ñëó÷àå, êîãäà åãî ïåðâûì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ äðóãîé, óæå íàëî-
æåííûé øàáëîí.

• Èíäåêñ ñëîâ � êëþ÷îì ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíàÿ ôîðìà ñëîâà, à â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà âû-
äàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ðåáåð, ïðåäñòàâëÿþùèõ åãî ñëîâîôîðìû â òåêñòå. Ýòîò èíäåêñ
èñïîëüçóåòñÿ ïðè íàëîæåíèè øàáëîíîâ, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ ñ êîíêðåòíûõ ñëîâ (êàê,
íàïðèìåð, â øàáëîíå A<êðàñíûé>).

Íà Ðèñ. 4 èçîáðàæåíû èíäåêñû ÷àñòåé ðå÷è (ñóùåñòâèòåëüíîå, íàðå÷èå è ãëàãîë) è èíäåêñ
øàáëîíà A N<A=N> (N): èíäåêñû ññûëàþòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðà ãðàôà òåêñòà ¾Áîëüøîé
çàë âíåçàïíî çàïîëíèëñÿ ìÿãêèì ñâåòîì¿.

A N<A=N>(N)
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сущ глагнареч

Ðèñ. 4: Èíäåêñû â ãðàôå òåêñòà

3.4 Ïðåäñòàâëåíèå øàáëîíîâ

LSPL-øàáëîíû, îïèñûâàþùèå âûäåëÿåìóþ â òåêñòå êîíñòðóêöèþ, òàêæå ïðåäñòàâëÿþòñÿ â
ñïåöèàëüíîé ôîðìå. Â îáùåì ñëó÷àå, êàæäûé øàáëîí ñîñòîèò èç íàáîðà àëüòåðíàòèâ, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ øàáëîíà.

Âî âíóòðåííåì ïðåäñòàâëåíèè êàæäûé ýëåìåíò øàáëîíà èìååò íàáîð êîíòåêñòíûõ óñëîâèé,
îïèñûâàþùèõ îãðàíè÷åíèÿ íà åãî íàëîæåíèå. Ýòèìè óñëîâèÿìè ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå îãðàíè-
÷åíèÿ íà ìîðôîëîãè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ýëåìåíòîâ (â ÷àñòíîñòè, êîíêðåòèçàöèÿ ïàäåæà,
ðîäà, ÷èñëà è ò.ï.), à òàêæå óñëîâèÿ ãðàììàòè÷åñêîãî ñîãëàñîâàíèÿ. Îäíàêî, åñëè â ñàìîì
øàáëîíå îíè îáû÷íî ðàñïîëîæåíû â êîíöå, òî ïðè ïåðåâîäå øàáëîíà âî âíóòðåííåå ïðåäñòàâ-
ëåíèå óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ñäâèãàþòñÿ ìàêñèìàëüíî âëåâî, äî ïîçèöèè ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà,
ó÷àñòâóþùåãî â ñîãëàñîâàíèè. Ïðè íàëîæåíèè øàáëîíà ýòî ïîçâîëÿåò áîëåå ýôôåêòèâíî îò-
áðàñûâàòü íåñîãëàñîâàííûå ÷àñòè êîíñòðóêöèè.

4 Àëãîðèòì íàëîæåíèÿ øàáëîíà

Íàëîæåíèå øàáëîíà íà òåêñò ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïîèñê â ãðàôå òåêñòà è âêëþ÷àåò 3
îñíîâíûõ ýòàïà:

I Îïðåäåëåíèå íà÷àëüíûõ ðåáåð � ìíîæåñòâà ðåáåð, ñ êîòîðûõ ìîæåò áûòü íà÷àò ïîèñê â
ãðàôå;

II Ïîèñê ïóòåé â ãðàôå, ñîîòâåòñòâóþùèõ øàáëîíó, íà÷èíàÿ ñ ïîëó÷åííûõ íà ïðåäûäóùåì
ýòàïå ðåáåð;

III Ãðóïïèðîâêà âàðèàíòîâ íàëîæåíèÿ � íàéäåííûå ïóòè ãðóïïèðóþòñÿ è îáðàçóþò âàðèàí-
òû íàëîæåíèÿ, äîáàâëÿåìûå â ñîîòâåòñòâóþùèé èíäåêñ è ãðàô â âèäå íîâûõ ðåáåð.

Ðàññìîòðèì êàæäûé ýòàï äåòàëüíåå.

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.)
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4.1 Îïðåäåëåíèå íà÷àëüíûõ ðåáåð

Öåëü ýòîãî ýòàïà � ìàêñèìàëüíî ñóçèòü ìíîæåñòâî ðåáåð, ñ êîòîðûõ ìîãóò íà÷èíàòüñÿ
ÿçûêîâûå êîíñòðóêöèè, âûäåëåííûå ïî øàáëîíó. Äëÿ ýòîãî ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñëåäó-
þùóþ ñõåìó ðàáîòû ýòàïà:

1. Äëÿ êàæäîé àëüòåðíàòèâû øàáëîíà îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ ýëåìåíòîâ-ñëîâ
èëè ýêçåìïëÿðîâ äðóãèõ øàáëîíîâ;

2. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ýòîãî ìíîæåñòâà ïî ñîîòâåòñòâóþùèì èíäåêñàì èçâëåêàþòñÿ íà-
÷àëüíûå ðåáðà ãðàôà, êîòîðûå ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü ýòîìó ýëåìåíòó. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ
ýëåìåíòà-ñëîâà èçâëåêàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ðåáåð, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñëîâà òîé æå ÷àñòè
ðå÷è, äëÿ ýêçåìïëÿðà øàáëîíà � ìíîæåñòâî âñåõ ðåáåð, ïðåäñòàâëÿþùèõ âàðèàíòû íà-
ëîæåíèÿ ýòîãî øàáëîíà. Åñëè äëÿ êàêîãî-òî ýëåìåíòà øàáëîíà íåîáõîäèìûõ äàííûõ â
èíäåêñå íå íàõîäèòñÿ (íàïðèìåð, èñïîëüçóåìûé øàáëîí åùå íå áûë íàëîæåí), òî âûïîë-
íåíèå ýòàïà çàêàí÷èâàåòñÿ è ñëåäóþùèé ýòàï àëãîðèòìà (ïîèñê ïóòåé â ãðàôå) îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî øàáëîí ìîæåò íà÷èíàòüñÿ ñ ëþáîãî ðåáðà;

Íàïðèìåð, ïðè íàëîæåíèè øàáëîíà A N<A=N>(N) ðàáîòà ïî óêàçàííîé ñõåìå ïðîèñõîäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Øàáëîí ñîäåðæèò îäíó àëüòåðíàòèâó, ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ ýëåìåíòîâ ñîñòîèò èç îäíî-
ãî ýëåìåíòà-ñëîâà � A (ïðèëàãàòåëüíîå, áåç êàêèõ-ëèáî êîíêðåòèçèðîâàííûõ õàðàêòåðè-
ñòèê);

2. Íà÷àëüíûå ðåáðà îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâå èíäåêñà ÷àñòåé ðå÷è (èíäåêñ ïðèëàãàòåëüíûõ)
è ôîðìèðóåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ðåáåð, ïðåäñòàâëÿþùèõ â òåêñòå ïðèëàãàòåëüíûå â èõ
êîíêðåòíûõ ñèíòàêñè÷åñêèõ èíòåïðåòàöèÿõ; íà Ðèñ. 5 äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèìåðà
ýòè ðåáðà âûäåëåíû æèðíî.

1 2 3 4 50 6
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прил

Ðèñ. 5: Íà÷àëüíûå ðåáðà

Äàëüíåéøèé ïîèñê âàðèàíòîâ íàëîæåíèÿ â ãðàôå ïðîâîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, íà÷èíàÿ
ñ êàæäîãî âûäåëåííîãî ðåáðà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ïðèëàãàòåëüíîå â òåêñòå: øåñòè ðåáåð, íà-
÷èíàþùèõñÿ ñ óçëà 0 (ðàçëè÷íûå ñèíòàêñè÷åñêèå èíòåïðåòàöèè ïðèëàãàòåëüíîãî ¾áîëüøîé¿),
îäíîãî ðåáðà, íà÷èíàþùåãîñÿ ñ óçëà 2 (ïðèëàãàòåëüíîå ¾âíåçàïíûé¿ â êðàòêîé ôîðìå) è òðåõ
ðåáåð, íà÷èíàþùèõñÿ ñ óçëà 4 (ïðèëàãàòåëüíîå ¾ìÿãêèé¿).

4.2 Ïîèñê ïóòåé â ãðàôå

Íà ýòîì ýòàïå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ïóòåé â ãðàôå, íà÷èíàþùèõñÿ ñ çàäàííîãî
ðåáðà. Â ýòîì ìíîæåñòâå èùóòñÿ òå ïóòè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåí-
òîâ øàáëîíà. Ïîèñê íóæíûõ ïóòåé ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ îáõîä ãðàôà â ãëóáèíó ñ îòêàòîì
íàçàä, ïðè ýòîì íà êàæäîì øàãå ïðîâåðÿþòñÿ âñå äîïóñòèìûå ïðîäîëæåíèÿ ïóòè, êîòîðûå
ñîîòâåòñòâóþò òåêóùåìó ýëåìåíòó øàáëîíà (íàïðèìåð, ñëîâó îïðåäåëåííîé ÷àñòè ðå÷è èëè

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.)



ÂÛÄÅËÅÍÈÅ ßÇÛÊÎÂÛÕ ÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈÉ ÏÎ ØÀÁËÎÍÀÌ 143

âàðèàíòó íàëîæåíèÿ çàäàííîãî øàáëîíà) è åãî êîíòåêñòíûì óñëîâèÿì (íàïðèìåð, êîíêðåòè-
çèðîâàííûå ïàäåæ, ðîä è äðóãèå ìîðôîëîãè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè).

Ìíîæåñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ ïðè ïîèñêå ïóòåé îáðàçóåò òàê íàçûâàåìîå äåðåâî ïîèñêà,
êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ñêëåèâàíèåì ïóòåé ãðàôà ñ îäèíàêîâûì ïðåôèêñîì. Äåðåâî ïîèñêà îòðà-
æàåò ïðîöåññ ïåðåáîðà ðåáåð ãðàôà ïðè ïîèñêå ïóòè. Íàïðèìåð, äëÿ øàáëîíà A N<A=N>(N)
îáõîä ãðàôà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ïóòÿì, ïîêàçàííûì íà Ðèñ. 6.
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Ðèñ. 6: Äåðåâüÿ ïîèñêà øàáëîíà A N<A=N>(N)

Íà ðèñóíêå æèðíûì âûäåëåíû ïóòè â äåðåâüÿõ, ïðèâîäÿùèå ê óñïåøíîìó íàëîæåíèþ øàá-
ëîíà: ýòî 3 ïóòè, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ãðàììàòè÷åñêîãî ñîãëàñîâàíèÿ èç 27 âîçìîæíûõ
â ãðàôå ïóòåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ íàêëàäûâàåìîãî øàáëîíà. Òà-
êèì îáðàçîì, óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ïîçâîëÿþò îòáðîñèòü çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî ðåçóëüòà-
òîâ.

Ïåðåä îïèñàíèåì òðåòüåãî ýòàïà ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå äâà âàæíûõ ìîìåíòà íà ýòàïå ïî-
èñêà ïóòåé â ãðàôå � îáðàáîòêó óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ è ñëîæíûõ êîíñòðóêöèé.

4.3 Îáðàáîòêà óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ è ñëîæíûõ êîíñòðóêöèé

Äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ â ïðîöåññå íàëîæåíèè øàáëîíà íåîáõîäèìî ñðàâíèâàòü
õàðàêòåðèñòèêè ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îäèí èç ñïîñîáîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðîâåðÿòü óñëî-
âèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ïîñëå òîãî, êàê âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåáåð ãðàôà, îáðàçóþùèõ âàðèàíò
íàëîæåíèÿ, ïîñòðîåíà. Îäíàêî çíà÷èòåëüíî áîëåå ýôôåêòèâíîé ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà óñëîâèé
ñîãëàñîâàíèÿ ñðàçó, êàê òîëüêî ñòàíîâÿòñÿ êîíêðåòèçèðîâàíû âñå âõîäÿùèå â óñëîâèå ìîðôî-
ëîãè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè.

Äëÿ ýòîãî â ïðîöåññå ïîèñêà â ãðàôå ïîääåðæèâàåòñÿ òàê íàçûâàåìûé êîíòåêñò íàëîæåíèÿ,
îòðàæàþùèé ñîñòîÿíèå ïðîöåññà íàëîæåíèÿ øàáëîíà. Êàê òîëüêî êàêîé-ëèáî ýëåìåíò øàá-
ëîíà ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ðåáðó ãðàôà, â êîíòåêñò íàëîæåíèÿ äîáàâëÿåòñÿ ïàðà ¾ýëåìåíò
� ðåáðî¿. Âïîñëåäñòâèè, åñëè âñòðå÷àåòñÿ óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ, òî ðåáðà, ñîîòâåòñòâóþùèå
ó÷àñòâóþùèì â ñîãëàñîâàíèè ýëåìåíòàì, èçâëåêàþòñÿ èç êîíòåêñòà è èõ õàðàêòåðèñòèêè ïðî-
âåðÿþòñÿ íà ïðåäìåò âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ. Ïîñêîëüêó âî âíóòðåííåì ïðåäñòàâëåíèè øàáëîíîâ
óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ìàêñèìàëüíî ñäâèíóòû âëåâî, òàêîé ñïîñîá îáåñïå÷èâàåò áîëåå ðàííåå
îòñå÷åíèå íåñîãëàñîâàííûõ âàðèàíòîâ íàëîæåíèÿ.

Íà Ðèñ. 7 ïðèâåäåíî äåðåâî ïîèñêà âàðèàíòîâ íàëîæåíèÿ øàáëîíà A N Av V
<A=N,N=V,Av=V> (ïðèëàãàòåëüíîå A ñîãëàñîâàíî ñ ñóùåñòâèòåëüíûì N, ñóùåñòâèòåëüíîå � ñ
ãëàãîëîì V, à ãëàãîë � ñ íàðå÷èåì Av) íà òåêñò ¾Áîëüøîé çàë âíåçàïíî çàïîëíèëñÿ ìÿãêèì
ñâåòîì¿

Æèðíûìè ëèíèÿìè íà ðèñóíêå îòìå÷åíû äâà ïóòè, ïðèâîäÿùèå ê óñïåøíîìó íàëîæåíèþ.
Åñëè îñóùåñòâëÿòü ïðîâåðêó ñîãëàñîâàíèÿ ïîñëå ðàññìîòðåíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ øàáëîíà, òî
ýòî ïðèâåëî áû ê ðàññìîòðåíèþ âñåõ ïóòåé, èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêå. Îäíàêî òî, ÷òî ñî-
ãëàñîâàíèå A=N ìîæåò áûòü ïðîâåðåíî ñðàçó ïîñëå îáðàáîòêè îòðåçêà òåêñòà ¾çàë¿ ïîçâîëÿåò
îáðûâàòü ïóòè â äåðåâå ïîèñêà, ðàññìàòðèâàÿ òîëüêî òå, êîòîðûå âûäåëåíû æèðíûì íà ðè-
ñóíêå. Êàê âèäíî, ýòî ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó ñîêðàùåíèþ ìíîæåñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ
ïóòåé.

Ñëîæíûå ýëåìåíòû øàáëîíà, ò.å. ïîâòîðåíèÿ (íàïðèìåð, {A}) è ýêçåìïëÿðû øàáëîíîâ (íà-
ïðèìåð, èñïîëüçîâàíèå øàáëîíà NG â øàáëîíå NG V) ìîãóò áûòü ïîñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèå
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Ðèñ. 7: Äåðåâî ïîèñêà øàáëîíà A N Av V <A=N,N=V,Av=V>

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç íåñêîëüêèõ ðåáåð, â îòëè÷èå îò ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå íàêëà-
äûâàþòñÿ íà îäíî ðåáðî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íå íàðóøàòü åäèíîãî ïðèíöèïà ïðåäñòàâëåíèÿ èí-
ôîðìàöèè î íàëîæåíèÿõ (êàæäîìó ýëåìåíòó øàáëîíà ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îäíî ðåáðî),
ïðîöåññ íàëîæåíèÿ ñëîæíûõ ýëåìåíòîâ âêëþ÷àåò äîáàâëåíèå ñïåöèàëüíîãî ãðóïïèðóþùåãî
ðåáðà íàä âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, ñîîòâåòñòâóþùåé ñëîæíîìó ýëåìåíòó.

Ïðè îáðàáîòêå ýêçåìïëÿðà øàáëîíà âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé øàáëîí
åùå íå áûë íàëîæåí è, ñëåäîâàòåëüíî, åãî âàðèàíòû íàëîæåíèÿ îòñóòñòâóþò â ãðàôå òåêñòà �
â ýòîì ñëó÷àå ñ âåðøèíû ãðàôà, íà êîòîðîé îñòàíîâèëñÿ ïðîöåññ ïîèñêà, íà÷èíàåòñÿ ïðîöåññ
íàëîæåíèÿ ýòîãî øàáëîíà.

4.4 Ãðóïïèðîâêà âàðèàíòîâ íàëîæåíèÿ

Â îáùåì ñëó÷àå êàæäûé çíà÷èìûé îòðåçîê â òåêñòå èìååò íåñêîëüêî ñèíòàêñè÷åñêèõ èíòåð-
ïðåòàöèé, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåñêîëüêèìè êðàòíûìè ðåáðàìè â ãðàôå. Ïîñêîëü-
êó ïðè íàëîæåíèè øàáëîíà âûïîëíÿåòñÿ ïîèñê âñåõ äîïóñòèìûõ ïóòåé â ãðàôå, òî íàëè÷èå â
ãðàôå êðàòíûõ ðåáåð îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ðàçëè÷íûõ ïóòåé ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè, è,
çíà÷èò, âîçìîæíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû íàëîæåíèÿ øàáëîíà íà îäèí è òîò æå îòðåçîê òåêñòà.

Êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ íàëîæåíèÿ î÷åíü áûñòðî ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû è ñëîæíîñòè
øàáëîíà, ÷òî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ðàñõîäà ïàìÿòè íà ïîääåðæàíèå ãðàôà è çíà÷èòåëüíîìó
ñíèæåíèþ ýôôåêòèâíîñòè ïîèñêà. Êðîìå òîãî, äëÿ ÷åëîâåêà îïèñàííàÿ ñèòóàöèÿ âûãëÿäèò
êàê ìíîæåñòâî ïðàêòè÷åñêè íåîòëè÷èìûõ äðóã îò äðóãà âàðèàíòîâ íàëîæåíèé øàáëîíà íà
îäèí è òîò æå îòðåçîê òåêñòà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü ïîäîáíûõ ïðîáëåì â õîäå ïîèñêà, â ãðàôå èñïîëüçóåòñÿ èíôîð-
ìàöèÿ î ïàðàìåòðàõ øàáëîíà: ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òå ìîðôîëîãè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, êî-
òîðûå íå âîøëè â ïàðàìåòðû øàáëîíà, íå ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè (â òîì ñìûñëå, ÷òî ìîãóò áûòü
îïóùåíû ïðè äàëüíåéøåì àíàëèçå ðåçóëüòàòîâ ÷åëîâåêîì è íàëîæåíèè äðóãèõ øàáëîíîâ).
Íàïðèìåð, äëÿ øàáëîíà A N <A=N>(N) âàæíûìè ñ÷èòàþòñÿ òîëüêî ìîðôîëîãè÷åñêèå õàðàêòå-
ðèñòèêè ñóùåñòâèòåëüíîãî (íî íå ïðèëàãàòåëüíîãî). Ýòî ïîçâîëÿåò îñóùåñòâèòü ãðóïïèðîâêó
âàðèàíòîâ íàëîæåíèÿ ïî ðàçëè÷íûì íàáîðàì çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ øàáëîíà, ò.å. çàìåíèòü îä-
íèì âàðèàíòîì âñå âàðèàíòû íàëîæåíèÿ, ðàçëè÷àþùèåñÿ òîëüêî çíà÷åíèÿìè õàðàêòåðèñòèê,
íå ÿâëÿþùèõñÿ âàæíûìè, ÷òî ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó óìåíüøåíèþ êîëè÷åñòâà ðàññìàòðè-
âàåìûõ â äàëüíåéøåì âàðèàíòîâ íàëîæåíèÿ.

Íàïðèìåð, øàáëîí A N<A=N>(N) èìååò 2 âàðèàíòà íàëîæåíèÿ íà îòðåçêå ¾Áîëüøîé çàë¿
(ñì. Ðèñ. 6), ñîîòâåòñòâóþùèå èìåíèòåëüíîìó è âèíèòåëüíîìó ïàäåæó ñëîâà ¾çàë¿ (ðåçóëüòà-
òû ñãðóïïèðîâàíû òîëüêî ïî ñèíòàêñè÷åñêèì èíòåïðåòàöèÿì ïðèëàãàòåëüíîãî), à øàáëîí A N
<A=N>, îòëè÷àþùèéñÿ òîëüêî òåì, ÷òî íå èìååò ïàðàìåòðîâ ïîñëå ãðóïïèðîâêè (ïî ñèíòàêñè-
÷åñêèì èíòåïðåòàöèÿì êàê ïðèëàãàòåëüíîãî, òàê è ñóùåñòâèòåëüíîãî) èìååò óæå òîëüêî îäèí
âàðèàíò íàëîæåíèÿ íà òîò æå îòðåçîê.
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5 Çàêëþ÷åíèå

Îïèñàííûé ìåòîä áûë ðåàëèçîâàí â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå, ïðåäíàçíà÷åííîì äëÿ àíàëèçà
ðóññêîÿçû÷íûõ òåêñòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåêñèêî-ñèíòàêñè÷åñêèõ øàáëîíîâ. Ðåàëèçîâàííûé
ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ êîìïîíåíòîâ:

• ßäðî, íàïèñàííîå íà ÿçûêå C++ è ðåàëèçóþùåå ïðåäëîæåííûé ìåòîä;

• Íàáîð êîíñîëüíûõ óòèëèò, ðåàëèçîâàííûõ íà ÿçûêå C++, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ àâòîìà-
òè÷åñêîãî àíàëèçà òåêñòà è èíòåãðàöèè ÿäðà ñ ðàçëè÷íûìè ñêðèïòàìè;

• Ïðèêëàäíîé èíòåðôåéñ äëÿ ÿçûêà Java, ïîçâîëÿþùèé èíòåãðèðîâàòü ÿäðî â ïðèëîæåíèÿ
îáðàáîòêè åñòåñòâåííîãî ÿçûêà, ðàçðàáîòàííûå íà ÿçûêå Java;

• Ãðàôè÷åñêèé ïîëüçîâàòåëüñêèé èíòåðôåéñ äëÿ àíàëèçà òåêñòà ëèíãâèñòîì.

Êîìïëåêñ áûë óñïåøíî ïðîòåñòèðîâàí â çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ ðåãóëÿðíûõ êîíñòðóêöèé
ðóññêîãî ÿçûêà [2] è â íàñòîÿùåå âðåìÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è òåðìèíîëîãè÷åñêîãî
àíàëèçà ðóññêîÿçû÷íîãî òåêñòà.

Ïðåäñòàâëåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò îñóùåñòâëÿòü âûäåëåíèå â òåêñòå íà ðóññêîì ÿçûêå ðàç-
ëè÷íûõ ÿçûêîâûõ êîíñòðóêöèé, îïèñàííûõ â âèäå LSPL-øàáëîíîâ, è ïðèìåíèì â ðàçëè÷íûõ
îáëàñòÿõ îáðàáîòêè òåêñòà íà åñòåñòâåííîì ÿçûêå.
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1 Introduction. Dmitruk model

Assume that at each moment of time economic productivity Y can be divided into
consumption C and investments I:

Y (t) = C(t) + I(t) = (1− u(t))Y (t) + u(t)Y (t) .

The portion allocated to investments is denoted as a dimensionless allocation variable u(t) ∈ [0, 1],
treated as a function of time t. The main purpose of this paper is to examine the optimal regime
for this allocation variable.

Investments are used both for capital increase and for renewal of depreciated capital. Let K(t)
be an amount of capital at time t. Then K̇(t) is the capital growth rate. It is required to renew
µK(t) amount of capital, where µ is an amortization coe�cient. The following dynamics of K is
assumed:

I(t) = K̇(t) + µK(t) (1)

where the reciprocal of the depreciation rate has been used as the unit of time. Suppose that
economic productivity can be expressed by a production function of the following form:

Y (t) = f(K(t), L(t))

i. e. Y depends on capital K and labour resources L. It is assumed that the total amount of labour
resources remains constant, i. e. L(t) ≡ L. Then

I(t) = u(t)Y (t) = u(t)f(K(t), L) . (2)

For the sake of simplicity we suppose that µ = 1. Combining equations (1) and (2) we obtain:

K̇(t) = u(t)f(K(t), L)−K(t) or
K̇(t)
L

= u(t)
f(K(t), L)

L
− K(t)

L
. (3)

Let x(t) denote the average amount of capital per labourer:

x(t) =
K(t)
L

.

From economic considerations, see [4], the production function f(K,L) is assumed to be �rst-order
homogeneous:

f(αK,αL) = αf(K,L) ∀α > 0 .

For α = 1/L we have
f(K(t), L)

L
= f

(
K(t)
L

, 1
)

= f (x(t), 1) .

The function f (x, 1) will be denoted as a one-variable function g(x). This function g(x) measures
productivity per labourer, which depends on x. Equation (3) may be written as

ẋ = −x+ g(x) u.
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If g(x) = xε and ε is small enough, then we can consider g(x) ≈ 1. Therefore

ẋ(t) = −x(t) + u(t).

Classical economic theory treats optimality in terms of maximal utility. Accordingly, the following
integral is to be maximized:

+∞∫
0

e−ρtU(x(t))dt → max
u(·)

where U(x) is a utility function and ρ is a positive discount coe�cient. Alternatively, with

F (x(t)) = −U(x(t))

we obtain the following minimization problem:

+∞∫
0

e−ρtF (x(t))dt → min
u(·)

.

We are thus led to consider the following optimal control problem at in�nite time horizon:

ẋ = −x+ u, 0 ≤ t < +∞
x(0) = x0

J =

+∞∫
0

e−ρt F (x(t))dt → min
u(·)

0 ≤ u(t) ≤ 1

. (4)

Here x and u are one-dimensional phase variable and control respectively, ρ and x0 are positive
constants, and F (x) is a continuous function, de�ned for all x ∈ R, such that F is decreasing for
x < a and increasing for x > a with a unique minimum at point a > 0. We do not suppose that
F (x) is smooth. The admissible control set consists of piecewise continuous functions u(t), de�ned
for t ∈ [0,+∞), with values ∈ [0, 1], such that the improper integral J is convergent. Problem (4)
was suggested by Professor A. V. Dmitruk.

2 Preliminary results and investigations

Lemma 1 For any admissible pair (u(t), x(t)) of problem (4) the following double inequality is
valid:

0 < x−(t) ≤ x(t) ≤ x+(t) ∀t ≥ 0

where x−(t) = x0e
−t is the trajectory corresponding to u ≡ 0; and x+(t) = (x0 − 1)e−t + 1 is the

trajectory corresponding to u ≡ 1.

Proof. Let us consider the system: {
ẋ = −x+ u(t)
x(0) = x0

with the following solution:

x(t) = e−t

x0 +

t∫
0

esu(s)ds

 .

Using 0 ≤ u ≤ 1 we �nd:
x(t) ≥ e−tx0 = x−(t)

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.)



148 PUCHKOVA
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Figure 1: possible trajectories x(t) for x0 > 1, x0 = 1 and x0 < 1 correspondingly.

x(t) ≤ e−t
x0 +

t∫
0

esds

 = e−t(x0 − 1) + 1 = x+(t) .

Lemma 1 is proved.
The solution of problem (4) depends on whether the controlled system is in the state

(u = a, x = a). First we consider the case 0 < a ≤ 1. In this case the singular regime
(u(t) ≡ a, x(t) ≡ a) is possible. The value of the singular control a belongs to control domain
[0, 1].

Theorem 1 For 0 < a ≤ 1 the optimal solution (u∗(t), x∗(t)) for problem (4) has the following
form:

1. in case 0 < x0 < a < 1:

u∗(t) =
{

1, 0 ≤ t < τ
a, τ ≤ t < +∞

x∗(t) =
{
x+(t), 0 ≤ t < τ
a, τ ≤ t < +∞

where τ = ln
(

1− x0

1− a

)
> 0;

2. in case 0 < x0 < a = 1:
u∗(t) ≡ 1, x∗(t) ≡ x+(t) ∀t ≥ 0 ;
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3. in case x0 = a:
u∗(t) ≡ a, x∗(t) ≡ a ∀t ≥ 0 ;

4. in case x0 > a:

u∗(t) =
{

0, 0 ≤ t < τ
a, τ ≤ t < +∞

x∗(t) =
{
x−(t), 0 ≤ t < τ
a, τ ≤ t < +∞

where τ = ln
(x0

a

)
> 0.

x0

a

x

 0

 1

τ t 0

x+(t)x+(t)

x0

a

x

 0

 1

τ t 0

x+(t)x+(t)

x0

a

x

 0

 1

τ t 0

x+(t)x+(t)

a

x0

x

 0

 1

τ t 0

x-(t)x-(t)

a

x0

x

 0

 1

τ t 0

x-(t)x-(t)

a

x0

x

 0

 1

τ t 0

x-(t)x-(t)

Figure 2: x∗(t) for 0 < x0 < a < 1 and x0 > a, respectively.

Proof. Find the increment of the functional

∆J = J [ū]− J [u∗]

for any admissible pair
ū(t), x̄(t), 0 ≤ t < +∞.

1.

∆J =

+∞∫
0

e−ρtF (x̄(t))dt−
+∞∫
0

e−ρtF (x∗(t))dt =

=

τ∫
0

e−ρt
(
F (x̄(t))− F (x+(t))

)
dt+

+∞∫
τ

e−ρt (F (x̄(t))− F (a)) dt.

x̄(t) ≤ x+(t) ≤ a for t ∈ [0, τ ] and F (x) is decreasing for x < a, so F (x̄(t)) ≥ F (x+(t)) for t ∈ [0, τ ].
F (x̄(t)) ≥ F (a), since a is the minimum point of F (x). Both integrands are nonnegative. Therefore,
∆J ≥ 0.

2.

∆J =

+∞∫
0

e−ρt
(
F (x̄(t))− F (x+(t))

)
dt.

In this case F (x̄(t)) ≥ F (x+(t)), due to x̄(t) ≤ x+(t) ≤ a = 1 and F (x) decreases for x < a = 1.
Thus ∆J ≥ 0.
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Figure 3: F (x) for 0 < x0 < a < 1 and x0 > a respectively.

3.

∆J =

+∞∫
0

e−ρt (F (x̄(t))− F (a)) dt ≥ 0.

4.

∆J =

τ∫
0

e−ρt
(
F (x̄(t))− F (x−(t))

)
dt+

+∞∫
τ

e−ρt (F (x̄(t))− F (a)) dt ≥ 0.

F (x̄(t)) ≥ F (x−(t)) for t ∈ [0, τ ], since a ≤ x−(t) ≤ x̄(t) for t ∈ [0, τ ] and F (x) is increasing for
x > a. In all cases ∆J ≥ 0, i.e. the pair (u∗(t), x∗(t)) is optimal. This completes the proof.

This theorem can be interpreted as follows. For 0 < a ≤ 1 the singular control regime u(t) ≡ a
is more pro�table. Thus it is reasonable that the optimal trajectory x(t) is such that it attains the
value a as quickly as possible and thereafter remains at this value.

Next, we will study the problem for a > 1. In this case singular control does not arise.

Theorem 2 For 0 < x0 ≤ a, a > 1 the optimal solution (u∗(t), x∗(t)) for problem (4) has the
following form:

u∗(t) ≡ 1, x∗(t) ≡ x+(t) ∀t ≥ 0.

Proof. For any admissible pair (ū(t), x̄(t)), we have:

∆J =

+∞∫
0

e−ρt
(
F (x̄(t))− F (x+(t))

)
dt ≥ 0

as in this case x̄(t) ≤ x+(t) ≤ a and F (x) decreases for x < a. Theorem 2 is proved.

3 Investigation of the problem in case x0 > a > 1

Results of the optimal control theory will be used in this section. Henceforth (except in

section 4.2) we additionally assume that F (x) is di�erentiable and F
′
(x) < 0 for x < a, F

′
(a) = 0,

F
′
(x) > 0 for x > a. Also we suppose that the integral

+∞∫
0

e−ρt F
′
(x(t)) dt is convergent.
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Figure 4: x∗(t) = x+(t) for a > 1, 0 < x0 ≤ a.

Lemma 2 In case x0 > a > 1 for any admissible pair (u(t), x(t)) of problem (4) the trajectory x(t)
intersects the line x = a once.

Proof. First of all we note that the trajectory x+(t) is decreasing and tends to 1 when t → ∞,

so x+(t) intersects the line x = a once in the point γ = ln
(
x0 − 1
a− 1

)
. We have two alternatives:

1. The trajectory x(t) > 1 for all t ∈ [0,+∞). Then

ẋ(t) = −x(t) + u(t) < 0 ∀t ∈ [0,+∞)

i.e., the function x(t) is decreasing for t ∈ [0,+∞). We know that x(t) ≤ x+(t), whence
x(γ) ≤ x+(γ) = a. Therefore the trajectory x(t) intersects the line x = a once in the point
θ ∈ [0, γ].

2. There exists a time moment σ such that x(σ) = 1 and x(t) > 1 for t ∈ [0, σ). Similarly to
10 we can assert that x(t) intersects the line x = a once in the point θ ∈ [0, σ). The trajectory
x(t) ≤ 1 for t ∈ [σ,+∞), since u(t) ≤ 1. This means that x(t) does not intersect the line x = a for
t ∈ [σ,+∞). Lemma 2 is proved.

Lemma 3 Let (u(t), x(t)) be an admissible pair of problem (4), x(t0) = x0 > a > 1 and θ be the
moment of time where trajectory x(t) intersects the line x = a, i.e., x(θ) = a. If there exist two
moments of time α1, α2: θ ≤ α1 < α2 < +∞ such that u(t) < 1, t ∈ [α1, α2] then the control u(t)
is not optimal.

Proof. It follows from lemma 2 that the moment of time θ exists. Denote

x(t) =
{
x1(t), 0 ≤ t < θ
x2(t), θ ≤ t < +∞ .

Here x1(θ) = x2(θ) = a. Let us take

ū(t) =
{
u(t), 0 ≤ t < θ

1, θ ≤ t < +∞

and the corresponding trajectory

x̄(t) =
{
x1(t), 0 ≤ t < θ
x̄2(t), θ ≤ t < +∞
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where x̄2(t) = 1 + (a− 1)eθ−t. We have x2(t) ≤ x̄2(t). Then we obtain

∆J = J [ū]− J [u] =

+∞∫
0

e−ρtF (x̄(t))dt−
+∞∫
0

e−ρtF (x(t))dt =

=

α1∫
θ

e−ρt (F (x̄2(t))− F (x2(t))) dt+

α2∫
α1

e−ρt (F (x̄2(t))− F (x2(t))) dt+

+∞∫
α2

e−ρt (F (x̄2(t))− F (x2(t))) dt.

F (x̄2(t)) ≤ F (x2(t)) for t ∈ [θ, α1] ∪ [α2,+∞), due to x2(t) ≤ x̄2(t) ≤ a for such t and
F (x̄2(t)) < F (x2(t)) for t ∈ (α1, α2), due to x2(t) < x̄2(t) < a for t ∈ (α1, α2), because F (x)
is decreasing for x < a, whence ∆J < 0. Therefore u(t) is not optimal. Lemma 3 follows.

Corollary 1 Let (u(t), x(t)) be an optimal pair of problem (4) and θ be the moment of time such
that x(θ) = a. Then u(t) = 1 for t ∈ [θ,+∞).

Further investigations are based on the Pontryagin's maximum principle.

3.1 Pontryagin's maximum principle

The Hamiltonian function for problem (4) has the following form:

K(t, x, ψ, u) = −e−ρtF (x) + ψ(−x+ u).

Solving the optimization problem
K(t, x, ψ, u)→ max

u∈[0,1]

we obtain

ū∗(ψ) =

{ 0, ψ < 0
1, ψ > 0

[0, 1], ψ = 0

i.e., the maximizer may be written as
ū∗(ψ) = h(ψ) (5)

where h(·) is the Heaviside function:

h(s) =
{

0, s ≤ 0
1, s > 0 .

Here ψ = ψ(t) is the so-called conjugate variable that is a solution of the following conjugate
equation:

ψ̇ = −K ′x = ψ + e−ρtF
′
(x). (6)

Optimal control has the form (5).

Lemma 4 Let (u(t), x(t)) be an admissible pair of problem (4), x(t0) = x0 > a > 1 and θ be the
moment of time where trajectory x(t) intersects the line x = a, i.e., x(θ) = a. Then for arbitrary
ψ(0) the corresponding solution ψ(t) of equation (6) can be equal to zero on the segment [0, θ] one
time only.

Proof. Let us suppose in contradiction that ψ(t1) = ψ(t2) = 0 for some t1, t2 ∈ [0, θ], t1 < t2.
Using the Cauchy formula for equation (6) we �nd:

ψ(t) = et

ψ(0) +

t∫
0

e−s(1+ρ)F
′
(x(s))ds

 .

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.)



THE SIMPLEST INVESTMENT ALLOCATION MODEL 153

Substituting t1 and t2 in the last formula we have:

ψ(t1) = et1

ψ(0) +

t1∫
0

e−s(1+ρ)F
′
(x(s))ds

 = 0

ψ(t2) = et2

ψ(0) +

t2∫
0

e−s(1+ρ)F
′
(x(s))ds

 = 0

whence
t1∫

0

e−s(1+ρ)F
′
(x(s))ds =

t2∫
0

e−s(1+ρ)F
′
(x(s))ds.

It is clear that t1 = t2, since the integrand is negative. Lemma 4 is completely proved.

Corollary 2 Optimal control of problem (4) is a piecewise constant function which can not have
more than one point of switching.

It follows from corollaries 1 and 2 that if the optimal control exists, then either u∗(t) ≡ 1 ∀t ≥ 0
or

u∗(t) =
{

0, 0 ≤ t < τ∗
1, τ∗ ≤ t < +∞

where τ∗ < θ is the switching point. The trajectory that corresponds to this control has the following
form:

x∗(t) =
{

x0e
−t, 0 ≤ t < τ∗

1 + (x0 − eτ∗)e−t, τ∗ ≤ t < +∞ .

3.2 Boundary-value problem of maximum principle

Consider the following boundary-value problem of maximum principle:{
ẋ = K

′
ψ|u=ū∗(ψ) = −x+ h(ψ), x(0) = x0

ψ̇ = −K ′x|u=ū∗(ψ) = ψ + e−ρtF
′
(x), ψ(+∞) = 0

. (7)

The transversality condition ψ(+∞) = 0 is, in general, a subject for discussion. In our case
this particular form of transversality condition helps to solve the optimality problem. Other
transversality conditions have been used in di�erent articles; see for example [1], [2], [3]. Let the
pair (x(t), ψ(t)) be the solution for problem (7). Then the pair x(t), u(t) = ū∗(ψ)|ψ=ψ(t) = h(ψ(t))
is the optimal solution candidate for problem (4). Pontryagin's maximum principle is the necessary
though not su�cient condition for optimality. Therefore a solution constructed via this maximum
principle solution needs to be veri�ed.

3.3 Finding the switching point

Suppose that (x(t), ψ(t)) is the solution for problem (7) and x(t) has the form:

x(t) =
{

x0e
−t, 0 ≤ t < τ∗

1 + (x0 − eτ∗)e−t, τ∗ ≤ t < +∞ .

This trajectory is de�ned by the following control:

u(t) =
{

0, 0 ≤ t < τ∗
1, τ∗ ≤ t < +∞ .
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In this section we discuss how to �nd the switching point τ∗. Solving the conjugate equation and
using the transversality condition we obtain

ψ(t) = et
t∫

+∞

e−s(1+ρ)F
′
(x(s))ds.

The switching point τ∗ is determined by the equation ψ(τ∗) = 0. Thus
τ∗∫

+∞

e−s(1+ρ)F
′
(x(s))ds = 0.

Observe that x(t) = 1 + (x0 − eτ∗)e−t for t ∈ [τ∗,+∞). De�ne x∗ = x(τ∗) and make the following
change of variables in the last integral:

x = x(s) = 1 + (x0 − eτ∗)e−s = 1 + eτ∗−s(x∗ − 1).

The last equality is valid as x0e
−τ∗ = x∗.

τ∗∫
+∞

e−s(1+ρ)F
′
(x(s))ds = − e−τ∗(ρ+1)

(x∗ − 1)ρ+1

x∗∫
1

F
′
(x)(x− 1)ρdx.

Finally we arrive at
x∗∫

1

F
′
(x)(x− 1)ρdx = 0.

Taking into account the properties of the function F
′
(x) we can assert that this equation has either

a single solution for x∗ or none. Let it have a solution. Then we can de�ne x∗ > a such that feedback
control is

u(x(t)) =
{

0, x(t) > x∗
1, x(t) ≤ x∗ .

Using x∗ we can �nd τ∗ = ln
(
x0

x∗

)
> 0, because x0e

−τ∗ = x∗.

4 The Dmitruk model in some special cases

This section describes two special cases of problem (4). The solution was found and the optimality
was proved in both cases. The complete proof is complicated and omitted here. Note that theorems 1
and 2 remain valid; therefore we consider only the case x0 > a > 1.

4.1 Special case 1

Suppose that F (x) = (x − a)4 and ρ = 1. The function F (x) is di�erentiable. So problem (4)
takes the following form: 

ẋ = −x+ u, 0 ≤ t < +∞
x(0) = x0

J =

+∞∫
0

e−t (x− a)4dt → min
u(·)

0 ≤ u(t) ≤ 1

. (8)

Let

d =
(a− 1)(135 + 60

√
6)

1
3

12
− 5(a− 1)

4(135 + 60
√

6)
1
3

− 1
4

+
5
4
a.
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Theorem 3

1. For 1 < a < x0 ≤ d the following pair:

x(t) = x+(t) = (x0 − 1)e−t + 1

ψ(t) = −4
5

(x0 − 1)3e−4t − 3(x0 − 1)2(1− a)e−3t − 4(x0 − 1)(1− a)2e−2t − 2(1− a)3e−t

t ∈ [0,+∞)

is the solution for problem (7).

2. For x0 > d, a > 1 the pair:

x(t) =
{
x0e
−t, 0 ≤ t < τ∗

(x0 − eτ∗)e−t + 1, τ∗ ≤ t < +∞

ψ(t) =



−4
5

(x0)3e−4t + 3(x0)2ae−3t − 4x0a
2e−2t + 2a3e−t+

+et
[

4
5

(x0)3e−5τ∗ − 3(x0)2ae−4τ∗ + 4x0a
2e−3τ∗ − 2a3e−2τ∗

]
, 0 ≤ t < τ∗

−4
5

(x0 − eτ∗)3e−4t − 3(x0 − eτ∗)2(1− a)e−3t−
−4(x0 − eτ∗)(1− a)2e−2t − 2(1− a)3e−t, τ∗ ≤ t < +∞

is the solution for problem (7), where the switching point is given by:

τ∗ = ln
(x0

d

)
> 0.

Note The optimality of the pair (u(t) = h(ψ(t)), x(t)), where x(t) and ψ(t) are functions de�ned
by theorem 3, can be proved by means of the su�cient optimality conditions theorem (see [5]). Thus
the following corollary ensues.

Corollary 3

1. In case 1 < a < x0 ≤ d optimal solution for problem (8) has the following form:

u∗(t) ≡ 1, x∗(t) = x+(t) ∀t ≥ 0.

2. In case x0 > d, a > 1 optimal solution for the problem has the form:

u∗(t) =
{

0, 0 ≤ t < τ∗
1, τ∗ ≤ t < +∞

x∗(t) =
{
x0e
−t, 0 ≤ t < τ∗

(x0 − eτ∗)e−t + 1, τ∗ ≤ t < +∞

where

τ∗ = ln
(x0

d

)
> 0.
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4.2 Special case 2

Suppose that F (x) = |x− a|, so model (4) may be written in the form:

ẋ = −x+ u, 0 ≤ t < +∞
x(0) = x0

J =

+∞∫
0

e−ρt |x− a|dt → min
u(·)

0 ≤ u(t) ≤ 1

. (9)

This problem is particularly interesting, because F (x) = |x − a| is not di�erentiable in the point
x = a. That means that direct application of the classical maximum principle to problem (9) is
impossible. Let

D = ρ+1
√

2(a− 1) + 1.

Theorem 4

1. For 1 < a < x0 ≤ D the following pair:

x(t) = x+(t) = (x0 − 1)e−t + 1 ∀t ≥ 0

ψ(t) =


− 1

1 + ρ
e−ρt +

2
1 + ρ

et−θ(ρ+1), 0 ≤ t < θ

1
1 + ρ

e−ρt, θ ≤ t < +∞

is the solution for problem (7), where

θ = ln
(
x0 − 1
a− 1

)
> 0.

2. For x0 > D, a > 1 the pair:

x(t) =
{

x0e
−t, 0 ≤ t < τ∗

1 + (x0 − eτ∗)e−t, τ∗ ≤ t < +∞

ψ(t) =


− 1

1 + ρ
e−ρt +

2
1 + ρ

et−θ(ρ+1), 0 ≤ t < θ

1
1 + ρ

e−ρt, θ ≤ t < +∞

is the solution for problem (7), where

τ∗ = ln
(x0

D

)
> 0

θ = ln
(
x0 − eτ∗
a− 1

)
> 0.

Note The optimality of the pair (u(t) = h(ψ(t)), x(t)), where x(t) and ψ(t) are functions
de�ned by theorem 4, can be established using the similar technique that was used for the proof of
the su�cient optimality conditions theorem (see [5]).

Corollary 4
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1. In case 1 < a < x0 ≤ D optimal solution for problem (9) has the following form:

u∗(t) ≡ 1, x∗(t) = x+(t) ∀t ≥ 0.

2. In case x0 > D, a > 1 optimal solution for the problem has the form:

u∗(t) =
{

0, 0 ≤ t < τ∗
1, τ∗ ≤ t < +∞

x∗(t) =
{

x0e
−t, 0 ≤ t < τ∗

1 + (x0 − eτ∗)e−t, τ∗ ≤ t < +∞

where

τ∗ = ln
(x0

D

)
> 0.
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Êàôåäðà Ìàòåìàòè÷åñêîé Ñòàòèñòèêè

1 Ââåäåíèå

Â çàäà÷àõ âû÷èñëèòåëüíîé òîìîãðàôèè âîçíèêàåò ïðîáëåìà âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèÿ
âíóòðåííåé ñòðóêòóðû îáúåêòà ïî ïðîåêöèîííûì äàííûì (ñì. [1]). Åñëè äëÿ ïîëó÷åíèÿ äàííûõ
èñïîëüçóþòñÿ ðåíòãåíîâñêèå èëè γ-ëó÷è, òî ïðîáëåìà ñâîäèòñÿ ê îáðàùåíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ðàäîíà. Îäíàêî â íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèÿõ âðåä, êîòîðûé íàíîñèò èçëó÷åíèå, ìîæåò ïðåâçîéòè
òó ïîëüçó, êîòîðóþ äàåò ïîëó÷åííàÿ èíôîðìàöèÿ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïðèìåíÿåòñÿ óëüòðàçâóê
èëè ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû, ñ÷èòàþùèåñÿ îòíîñèòåëüíî áåçîïàñíûìè. Ïðè ýòîì óæå íåëüçÿ
èãíîðèðîâàòü âîëíîâóþ ïðèðîäó èçëó÷åíèÿ.

Äèôðàêöèîííàÿ òîìîãðàôèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåíèå îáû÷íîé âû÷èñëèòåëüíîé òî-
ìîãðàôèè. Âìåñòî ïó÷êà ïðÿìûõ ëó÷åé â òîìîãðàôè÷åñêîì ýêñïåðèìåíòå èñïîëüçóåòñÿ äè-
ôðàêöèîííîå âîëíîâîå ïîëå, è òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü êîýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ îáúåêòà.
Äèôðàêöèîííàÿ òîìîãðàôèÿ îñíîâàíà íà ëèíåéíîì èíòåãðàëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè (äèôðàê-
öèîííîì ïðåîáðàçîâàíèè), êîòîðîå èãðàåò òó æå ðîëü, ÷òî è ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà â îáû÷íîé
òîìîãðàôèè.

Ïóñòü n(x) = (1+f(x))1/2 (x ∈ R2) � êîýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ îáúåêòà. Çàðåãèñòðèðîâàâ
ðàññåÿííóþ âîëíó çà ïðåäåëàìè îáúåêòà, òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ f(x). Èçâåñòíî (ñì.
íèæå), ÷òî ïî ïîëó÷åííûì äàííûì ìîæíî âîññòàíîâèòü (â ðàìêàõ ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè)
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò f(x) âíóòðè íåêîòîðîãî êðóãà. Åñòåñòâåííî, äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ f(x)
òðåáóåòñÿ çíàòü åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå âñþäó. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ èñïîëü-
çîâàòü àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé î÷åíü íåóñòîé÷èâóþ çàäà÷ó.

Ìû ðàññìàòðèâàåì ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé, êîãäà f(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðîÿòíîñòíóþ
ïëîòíîñòü íà êîìïàêòíîì íîñèòåëå. Â ðàáîòå [2] ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óäàåòñÿ èçáåæàòü
çíà÷èòåëüíîãî ïîâûøåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè. Â òîé æå ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ
ôóíêöèè f(x).

Â äàííîé ðàáîòå ìû ìîäèôèöèðóåì ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â [2], è ïîëó÷èì îöåíêó ñêîðîñòè
åãî ñõîäèìîñòè.

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è äèôðàêöèîííîé òîìîãðàôèè

Ïóñòü f(x) ≥ 0 è èìååò íîñèòåëåì êðóã åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî f(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðîÿòíîñòíóþ ïëîòíîñòü. Îáúåêò îáëó÷à-

åòñÿ âîëíîé e−iktuI(x) ñ ÷àñòîòîé k. Ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ïëîñêèå âîëíû uI(x) = eik(θ,x),
ãäå θ ∈ S1 � íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû.

Äëÿ äàííîé ôóíêöèè f(x) ìîæíî ïîëó÷èòü ðàññåÿííóþ âîëíó e−iktus(x), äëÿ êîòîðîé u =
uI + us óäîâëåòâîðÿåò âîëíîâîìó óðàâíåíèþ

4u+ k2(1 + f)u = 0, (1)

ãäå 4 � ýòî îïåðàòîð Ëàïëàñà. ×òîáû ðåøèòü óðàâíåíèå (1) â ðàìêàõ àïïðîêñèìàöèè Ðûòîâà
(ñì. [1]), ïîëîæèì u = uIe

kω. Èìååì

k4ω + 2ik2(θ,∇ω) + k2 |∇ω|2 = −k2f,
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ãäå ∇ îáîçíà÷àåò ãðàäèåíò. Îòáðàñûâàÿ ÷ëåí ñ |∇ω|2, ïîëó÷àåì àïïðîêñèìàöèþ Ðûòîâà â
ôîðìå uR = uIe

kωR , ãäå ωR óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

4(uIωR) + k2(uIωR) = −kfuI . (2)

Ðåøåíèå ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü íàéäåíî ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðè-
íà, êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå ðàâíà

H0(k |x|) = − i

4π

∫
R1

ei(|x1|a(ρ)+x2ρ) dρ

a(ρ)
. (3)

Çäåñü 4iH0 � ôóíêöèÿ Õàíêåëÿ ïåðâîãî ðîäà íóëåâîãî ïîðÿäêà, à a(ρ) =
√
k2 − ρ2. Ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (2) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

uI(x)wR(x) = −k
∫
R2

H0(k |x− y|)f(y)uI(y)dy. (4)

Â çàäà÷å äèôðàêöèîííîé òîìîãðàôèè òðåáóåòñÿ íàéòè f , çíàÿ us çà ïðåäåëàìè îáúåêòà. Ïðè
èñïîëüçîâàíèè àïïðîêñèìàöèè Ðûòîâà äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ðåøèòü óðàâíåíèå (4) îòíîñèòåëüíî
f ïðè çàäàííîé ôóíêöèè g(θ, s) = wR(rθ + sθ⊥), ãäå r > 1 � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî (ò. å. ωR
èçìåðÿåòñÿ çà ïðåäåëàìè äèñêà ðàäèóñà r). Ïîäñòàâëÿÿ (3) â (4) è èñïîëüçóÿ òî, ÷òî uI(x) =
eik(θ,x), èìååì

g(θ, s) = −ke−ikr
∫
R2

H0

(
k(
√

(r − r′)2 + (s− s′)2
)
f(r′θ + s′θ⊥)eikr

′
dr′ds′ =

=
ik

4π
e−ikr

∫
R3

ei(|r−r
′|a(ρ)+(s−s′)ρ) dρ

a(ρ)
f(r′θ + s′θ⊥)eikr

′
dr′ds′.

Ïîñêîëüêó r > 1 è f(r′θ + s′θ⊥) = 0 äëÿ r′ > 1, ìîæíî îïóñòèòü çíàê ìîäóëÿ â âûðàæåíèè
|r − r′|. Ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì

g(θ, s) =
ik

4π
e−ikr

∫
R

eisρ
eira(ρ)

a(ρ)

∫
R2

e−i(r
′(a(ρ)−k)+s′ρ)f(r′θ + s′θ⊥)dr′ds′dρ.

Ýòî è åñòü äèôðàêöèîííîå ïðåîáðàçîâàíèå. Èíòåãðèðîâàíèå ïî y = r′θ + s′θ⊥ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â R2. Ñëåäîâàòåëüíî,

g(θ, s) =
ik

4π
e−ikr

∫
R

eisρ
eira(ρ)

a(ρ)
f̂((a(ρ)− k)θ + ρθ⊥)dρ.

Èíòåãðèðîâàíèå ïî ρ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â R. Ñëåäîâàòåëüíî,

f̂((a(ρ)− k)θ + ρθ⊥) = −2i
a(ρ)
k
eir(k−a(ρ))ĝ(θ, ρ), (5)

ãäå ĝ(θ, ρ) � îäíîìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè g(θ, s) ïî âòîðîé ïåðåìåííîé. Ïðè

èçìåíåíèè ρ â èíòåðâàëå [−k, k] çíà÷åíèå (a(ρ) − k)θ + ρθ⊥ =
√
k2 − ρ2θ + ρθ⊥ − kθ ìåíÿåòñÿ

íà ïîëóîêðóæíîñòè ñ öåíòðîì −kθ, êîòîðàÿ äåëèòñÿ íà÷àëîì êîîðäèíàò íà ðàâíûå ÷àñòè.
Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè θ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç S1, òî âûðàæåíèå (5) îïðåäåëÿåò f̂ â êðóãå

ðàäèóñà íå ìåíüøå k. Åñëè k → ∞, òî f̂ îïðåäåëåíà ïîëíîñòüþ, è ìû ïðèõîäèì ê çàäà÷å
îáû÷íîé âû÷èñëèòåëüíîé òîìîãðàôèè (ñì. [1]).
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3 Ìåòîä ðåêîíñòðóêöèè

Ïîñêîëüêó f(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðîÿòíîñòíóþ ïëîòíîñòü, f̂(−τ) (τ = (t1, t2)) ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé åå õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ. Èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ñëåäóåò, ÷òî f̂(τ)
èçâåñòíà â êðóãå ðàäèóñà k: |τ | < k.

Ïóñòü N = 2n, ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, è θ1, . . . θN ∈ S1 � íàïðàâëåíèÿ íà ïëîñêîñòè
R2, âûáðàííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

θj = (νj ,−1)/(ν2
j + 1)1/2, j = 1, . . . n,

θj = (1, νj−n)/(ν2
j−n + 1)1/2, j = n+ 1, . . . 2n,

ãäå

νk = cos(π(2k − 1)/(2n)), k = 1, . . . , n,

èíòåðïîëÿöèîííûå óçëû ×åáûøåâà. Ïóñòü X � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïëîòíîñòüþ f(x). Ôóíê-
öèÿ ϕj(ρ) = f̂(ρθj) (ρ ∈ R, j = 1, ..., N) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû Xθj
= −(θj , X). Òàê êàê f̂(τ) èçâåñòíà â êðóãå ðàäèóñà k, ϕj(ρ) èçâåñòíà íà îòðåç-

êå [−k, k]. Ïîñêîëüêó ïëîòíîñòü f(x) èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü, ôóíêöèÿ ϕj(ρ) áåñêîíå÷íî
äèôôåðåíöèðóåìà. Ðàçëîæèì ϕj(ρ) â ðÿä Òåéëîðà â òî÷êàõ k è −k äî ÷ëåíà ïîðÿäêà m− 1:

ϕj(ρ) = P±j,m(ρ) +
ϕ

(m)
j (ξ±)(ρ∓ k)m

m!
, |ρ| > k,

ãäå ξ+ ∈ (k, ρ), ξ− ∈ (ρ,−k) è

P±j,m(ρ) =
m−1∑
l=0

ϕ
(l)
j (k)

(ρ∓ k)l

l!
.

Îïðåäåëèì ôóíêöèè ψj,m(ρ):

ψj,m(ρ) =


ϕj(ρ) ïðè ρ ∈ [−k, k],
P+
j,m(ρ) ïðè ρ > k,

P−j,m(ρ) ïðè ρ < k.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç φσ(x) äâóìåðíóþ ïëîòíîñòü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

φσ(x) =
1

2πσ2
exp

(
−x

2
1 + x2

2

2σ2

)
, x = (x1, x2) ∈ R2.

Åñëè ïëîòíîñòü f(x) äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ, òî f ∗ φσ(x) õîðîøî ïðèáëèæàåò f(x) ïðè ìàëûõ
çíà÷åíèÿõ σ.

Ïóñòü ψn,m(θ, ρ) = ψj,m(ρ) äëÿ âñåõ ρ ∈ R è âñåõ θ, ïðèíàäëåæàùèõ ïó÷êó íàïðàâëåíèé
îò ±θj − ∆θ äî ±θj + ∆θ, j = 1, ..., N , ãäå ±θj − ∆θ è ±θj + ∆θ � íàïðàâëåíèÿ, îòñòîÿùèå
íà óãîë π/(2n) âëåâî è âïðàâî îò íàïðàâëåíèÿ ±θj . Çàïèøåì ψn,m(θ, ρ) â äåêàðòîâûõ êîîðäè-
íàòàõ: ψn,m(t1, t2), è â êà÷åñòâå àïïðîêñèìàöèè äëÿ f ∗ φσ(x) áóäåì èñïîëüçîâàòü ìîäóëü îá-

ðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îò ïðîèçâåäåíèÿ ψn,m(t1, t2)φ̂σ(t1, t2), êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç
|fn,m,σ(x)|. Íèæå ìû ïðèâåäåì îöåíêó áëèçîñòè ìåæäó |fn,m,σ(x)| è f ∗ φσ(x).
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4 Îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà ðåêîíñòðóêöèè

Òåîðåìà. Ïóñòü f(x) � ïëîòíîñòü äâóìåðíîãî âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íîñèòåëåì
â åäèíè÷íîì êðóãå ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, è ïóñòü ôóíêöèÿ |fn,m,σ(x)| ïîëó÷åíà ïî
ìåòîäó, îïèñàííîìó â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Òîãäà

sup
x∈R2

|f ∗ φσ(x)− |fn,m,σ(x)|| ≤
√
π

2
√

2σ3n
+

+
e−σ

2k2

2
√
π

(
1

2m/2σm+2Γ
(
m+1

2

) +
k

2(m+1)/2σm+1Γ
(
m+2

2

)) , (6)

ãäå Γ(z) � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà.
Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî f(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, òîãäà

sup
x∈R2

|f(x)− |fn,m,σ(x)|| ≤ Cf (π/2)1/2σ +
√
π

2
√

2σ3n
+

+
e−σ

2k2

2
√
π

(
1

2m/2σm+2Γ
(
m+1

2

) +
k

2(m+1)/2σm+1Γ
(
m+2

2

)) , (7)

ãäå Cf = sup
x∈R2

|∇f(x)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ çàìåòèì, ÷òî åñëè f(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, òî (ñì.
[3])

sup
x∈R2

|f(x)− f ∗ φσ(x)| ≤ Cf (π/2)1/2σ.

Ïîýòîìó (7) ñëåäóåò èç (6).
Äîêàæåì (6). Ïîñêîëüêó ϕj(ρ) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-

íû ñ íîñèòåëåì â [−1, 1], îíà áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà è
∣∣∣ϕ(m)
j (ρ)

∣∣∣ ≤ 1 äëÿ âñåõ ρ ∈ R è
âñåõ íàòóðàëüíûõ m.

Äàëåå ïðè ïðîèçâîëüíîì θ ∈ S1∣∣∣f̂(ρθ)− ψn,m(θ, ρ)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣f̂(ρθ)− ϕj(ρ)

∣∣∣+ |ϕj(ρ)− ψj,m(ρ)| ≤{
π|ρ|
n , ïðè |ρ| ≤ k,
π|ρ|
n + (|ρ|−k)m

m! , ïðè |ρ| > k.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî x ∈ R2

|f ∗ φσ(x)− |fn,m,σ(x)|| ≤ |f ∗ φσ(x)− fn,m,σ(x)| =

= (2π)−2

∣∣∣∣∣∣
∞∫
−∞

∞∫
−∞

e−i(t1x1+t2x2)(f̂(t1, t2)− ψn,m(t1, t2))e−σ
2(t21+t22)/2dt1dt2

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ (2π)−2

∫
S1

dθ

∞∫
0

∣∣∣f̂(ρθ)− ψn,m(θ, ρ)
∣∣∣ e−σ2ρ2/2ρdρ ≤

≤ (2π)−1

 k∫
0

π

n
e−σ

2ρ2/2ρ2dρ+

∞∫
k

(
π

n
ρ+

(ρ− k)m

m!

)
e−σ

2ρ2/2ρdρ

 =
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= (2π)−1

 ∞∫
0

π

n
e−σ

2ρ2/2ρ2dρ+

∞∫
0

ρm

m!
e−σ

2(ρ+k)2/2(ρ+ k)dρ

 ≤
≤

√
π

2
√

2σ3n
+ (2π)−1

∞∫
0

ρm

m!
e−σ

2(ρ2+k2)/2(ρ+ k)dρ =

=
√
π

2
√

2σ3n
+
e−σ

2k2/2

2πm!

(
2m/2Γ

(
m+2

2

)
σm+2

+
k2(m−1)/2Γ

(
m+1

2

)
σm+1

)
. (8)

Ïîäñòàâëÿÿ â (8) âûðàæåíèå

m! = Γ(m+ 1) =
2m√
π

Γ
(
m+ 1

2

)
Γ
(
m+ 2

2

)
,

ïîëó÷àåì (6). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Êàê îòìå÷àëîñü â [2] è [3], èñïîëüçîâàíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà íàïðàâëåíèé íå ïîçâîëÿåò îä-

íîçíà÷íî âîññòàíîâèòü ôóíêöèþ f(x). Îäíàêî â ñëó÷àå, êîãäà f(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðî-
ÿòíîñòíóþ ïëîòíîñòü, íåðàâåíñòâî (6) ïîçâîëÿåò îöåíèòü ñòåïåíü íåîïðåäåëåííîñòè â ðåêîí-
ñòðóêöèè. Åñëè ê òîìó æå èçâåñòíî, ÷òî f(x) èìååò íåîáõîäèìóþ ãëàäêîñòü, òî ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü îöåíêó (7). Âûáðàâ äîñòàòî÷íî áîëüøèå m è n è ìàëåíüêîå σ, òî÷íîñòü ðåêîíñòðóêöèè
ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîé.
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Êàôåäðà Âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé è ìîäåëèðîâàíèÿ

1 Ââåäåíèå

Â êîðîòêîì ïëå÷å 6-é õðîìîñîìû ÷åëîâåêà ëîêàëèçîâàí ãëàâíûé êîìïëåêñ òêàíåâîé ñîâìå-
ñòèìîñòè � HLA (îò àíãë. human leukocyte antigens) � ãåíåòè÷åñêèé ëîêóñ, ñîäåðæàùèé áîëåå
4 òûñ ïàð îñíîâàíèé. Èçâåñòíî, ÷òî HLA ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì ãåíåòè÷åñêèì àïïàðàòîì äëÿ
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ èììóííîé ñèñòåìû è, êðîìå òîãî, ðàçëè÷èÿ ïî äàííîìó ó÷àñòêó ãåíîìà
îáóñëàâëèâàþò íàèáîëåå ðåçêóþ íåñîâìåñòèìîñòü òêàíåé ïðè ïåðåñàäêàõ (îòñþäà è íàçâàíèå
ëîêóñà). Â ñèñòåìå HLA âûäåëÿþò äâå îñíîâíûå îáëàñòè � HLA-I è HLA-II [5, 9].

Íà óðîâíå ïîïóëÿöèè HLA îáëàäàåò âûðàæåííûì ïîëèìîðôèçìîì, áëàãîäàðÿ ÷åìó îáåñïå-
÷èâàåòñÿ àíòèãåííàÿ èíäèâèäóàëüíîñòü îðãàíèçìà. HLA ñîäåðæèò îêîëî 20 àëëåëüíûõ ãåíîâ.
Àëëåëüíîå ðàçíîîáðàçèå ãëàâíîãî êîìïëåêñà òêàíåâîé ñîâìåñòèìîñòè ïîñòîÿííî óòî÷íÿåòñÿ.
Ïî ñîñòîÿíèþ íà 2009 ã., âûäåëåíî áîëåå 2700 ðàçëè÷íûõ àëëåëåé ãåíîâ HLA, ò. å. â ñðåäíåì
135 àëëåëåé íà îäèí àëëåëüíûé ãåí [10]. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âåðîÿòíîñòü HLA-èäåíòè÷íîñòè äëÿ
äâóõ ïðîèçâîëüíî âûáðàííûõ ëþäåé ñîñòàâëÿåò íå áîëåå 10−6 [8].

Ïðîäóêòû ãëàâíîãî êîìïëåêñà òêàíåâîé ñîâìåñòèìîñòè, èìåþùèå ïðèçíàêè àíòèãåííîé
ñïåöèôè÷íîñòè (ò. å. HLA-àíòèãåíû), îáðàçóþò HLA-ôåíîòèï. Ðàííèå èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìû
HLA áàçèðîâàëèñü, ãëàâíûì îáðàçîì, íà èçó÷åíèè ïîëèìîðôèçìîâ HLA-I ñ èñïîëüçîâàíèåì
ñåðîëîãè÷åñêîãî (ò. å. êëåòî÷íî-îïîñðåäîâàííîãî) òèïèðîâàíèÿ. Îòêðûòèå â ñåðåäèíå 1980-õ
ïîëèìåðàçíîé öåïíîé ðåàêöèè ïîçâîëèëî ïåðåéòè îò õàðàêòåðèñòèêè ñòðóêòóðû HLA ïî ýêñ-
ïðåññèðóåìûì ïðîäóêòàì ãåíîâ ê íåïîñðåäñòâåííîìó àíàëèçó ñòðîåíèÿ ëîêóñà ìåòîäàìè ÄÍÊ-
òèïèðîâàíèÿ.

Âûÿâëåíû àññîöèàöèè èíôåêöèîííûõ, àóòîèììóííûõ è äðóãèõ çàáîëåâàíèé ñ íàëè÷èåì
òîãî èëè èíîãî HLA-àíòèãåíà [1], ÷òî, â ÷àñòíîñòè, îáóñëîâëåíî ó÷àñòèåì HLA-àíòèãåíîâ â
èììóííîì îòâåòå â êà÷åñòâå êîðåöåïòîðîâ äâîéíîãî ðàñïîçíàâàíèÿ (Ò-ðåñòðèêöèÿ). Óêàçàííûå
àññîöèàöèè íå ÿâëÿþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûìè è íîñÿò ñòàòèñòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ñîãëàñíî
îäíîé èç ãèïîòåç, ôîðìèðîâàíèå ðàçíîîáðàçèÿ HLA-ôåíîòèïîâ â ïðîöåññå ýâîëþöèè ÿâèëîñü
ìåõàíèçìîì ïîâûøåíèÿ âèäîâîé óñòîé÷èâîñòè ïðîòèâ èíôåêöèîííûõ àãåíòîâ [4].

Î íàëè÷èè èëè îòñóòñòâèè íàñëåäñòâåííîé ïðåäðàñïîëîæåííîñòè ê çàáîëåâàíèÿì ñóäÿò
ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè � íàïðèìåð, ïî âåëè÷èíå îòíîñèòåëüíîãî ðèñêà [12]. Îòíîñèòåëüíûé
ðèñê ðàçâèòèÿ çàáîëåâàíèé ó íîñèòåëåé íåêîòîðûõ àëëåëåé ãåíîâ HLA ìîæåò âîçðàñòàòü â
1,7�90 ðàç [5]. ×àñòîòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ àëëåëåé è ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåëè÷èíû îòíîñè-
òåëüíîãî ðèñêà ìîãóò âàðüèðîâàòü íà ìåæýòíè÷åñêîì è âíóòðèýòíè÷åñêîì óðîâíÿõ, à òàêæå â
çàâèñèìîñòè îò ãåîãðàôè÷åñêîé ëîêàëèçàöèè èññëåäóåìîé ãðóïïû [8].

Ñîìàòè÷åñêèå êëåòêè ÷åëîâåêà ÿâëÿþòñÿ äèïëîèäíûìè, ò. å. ñîäåðæàò äâà ýêçåìïëÿðà êàæ-
äîãî ãåíà � ïî îäíîìó íà �ìàòåðèíñêîé� è �îòöîâñêîé� õðîìîñîìàõ. Íàáîðû ãåíîâ HLA èç
êàæäîé õðîìîñîìû êîäîìèíàíòíû, ò. å. îäèíàêîâî âëèÿþò íà HLA-ôåíîòèï. Ñîâïàäåíèå àë-
ëåëüíûõ âàðèàíòîâ íåêîòîðîãî ãåíà ïðèíÿòî íàçûâàòü ãîìîçèãîòíîñòüþ ïî äàííîìó ãåíó. Íà-
ëè÷èå ãîìîçèãîòíîñòè ïî ãåíàì HLA ìîæåò áûòü àññîöèèðîâàíî ñ ïîâûøåííîé âîñïðèèì÷èâî-
ñòüþ ê çàáîëåâàíèÿì [4]. Â ñîâðåìåííûõ ðàáîòàõ ïî èììóíîãåíåòèêå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîíÿòèå
ôóíêöèîíàëüíîé ãîìîçèãîòíîñòè è óñòàíîâëåíû ñâÿçè íàñëåäñòâåííîé ïðåäðàñïîëîæåííîñòè
ê çàáîëåâàíèÿì ñ ïðèñóòñòâèåì â ãåíîòèïå ò. í. ìàðêåðíûõ àëëåëåé � ñî÷åòàíèé îïðåäåë¼ííûõ
(âîçìîæíî, ðàçëè÷íûõ) àëëåëåé îäíîãî ãåíà [1].
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Ðèñ. 1: Âíåøíèé âèä ïðîãðàììû-îáîëî÷êè IrGene 1.0

Ãåí 1 . . . Ãåí k Êîë-âî
Àëëåëü 1 Àëëåëü 2 Àëëåëü 1 Àëëåëü 2

1 1 . . . 1 1 n11...11

1 1 . . . 1 2 n11...12

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
m1 m1 . . . mk mk nm1m1...mkmk

Òàáëèöà 1: Ñòðóêòóðà äàííûõ

Äëÿ óäîáñòâà àíàëèçà ïîïóëÿöèîííîãî ïîëèìîðôèçìà ñèñòåìû HLA è ïîïàðíûõ ìåæãðóï-
ïîâûõ ñðàâíåíèé ÷àñòîòíûõ ðàñïðåäåëåíèé ãåíîòèïè÷åñêèõ ïðèçíàêîâ ïðåäëàãàåòñÿ ïðîãðàì-
ìà-îáîëî÷êà IrGene 1.0 (îò àíãë. immune response gene � ãåí èììóííîãî îòâåòà). Íèæå ïðè-
âîäèòñÿ îïèñàíèå âîçìîæíîñòåé è èíòåðôåéñà ïðîãðàììû ñ ðåçóëüòàòàìè å¼ ïðèìåíåíèÿ äëÿ
ðåøåíèÿ îäíîé ïðèêëàäíîé çàäà÷è.

2 Îïèñàíèå ïðîãðàììû

Ïðîãðàììà IrGene 1.0 íàïèñàíà íà ÿçûêå C# â ñðåäå ðàçðàáîòêè Microsoft Visual Studio
2005 è äîñòóïíà â èíòåðíåò ïî àäðåñó http://immunol.inm.ras.ru/old/IrGene. Äëÿ å¼ íîðìàëü-
íîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ïîä Windows XP íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü Framework.net 2 è MS Excel
2007. Èñïîëíÿåìûé ìîäóëü ïðîãðàììû èìååò íàçâàíèå irgene.exe. Âíåøíèé âèä ïðîãðàììû-
îáîëî÷êè ïîêàçàí íà ðèñ. 1.

Âûáîð äàííûõ HLA-òèïèðîâàíèÿ äëÿ ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìî-
ùè êíîïîê �Âûáðàòü� ñ ÿâíûì óêàçàíèåì èíòåðåñóþùèõ ôàéëîâ äàííûõ, êîòîðûå õðàíÿòñÿ
â äèðåêòîðèè ïîëüçîâàòåëÿ â âèäå òàáëèö Excel (òàáë. 1). Èñõîäíî ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ïðî-
ãðàììà áóäåò èñïîëüçîâàíà äëÿ àíàëèçà ðàçëè÷èé ïîëèìîðôèçìîâ HLA â ãðóïïàõ çäîðîâûõ è
áîëüíûõ ëþäåé. Ïîýòîìó äàííûå óñëîâíî îáîçíà÷åíû êàê �Äàííûå ïî çäîðîâûì� è �Äàííûå ïî

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.)
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Ñïåöèôè÷íîñòü 1 Ñïåöèôè÷íîñòü 2 Âñåãî

Çäîðîâûå a b a+ b
Áîëüíûå c d c+ d
Èòîãî a+ c b+ d n = a+ b+ c+ d

Òàáëèöà 2: ×åòûð¼õïîëüíàÿ òàáëèöà ñîïðÿæ¼ííîñòè

áîëüíûì�. Çàãîëîâîê òàáëèö ñîäåðæèò íàçâàíèÿ ãåíîâ ñèñòåìû HLA, äîñòóïíûõ äëÿ àíàëèçà.
Â îñòàëüíûõ ñòðîêàõ ïåðå÷èñëåíû âñåâîçìîæíûå ãåíîòèïû (îòíîñèòåëüíî ðàññìàòðèâàåìîé
ãðóïïû ãåíîâ) ñ óêàçàíèåì êîëè÷åñòâà èíäèâèäîâ äëÿ êàæäîãî ãåíîòèïà.

Ïîñëå óêàçàíèÿ äàííûõ èìååòñÿ âîçìîæíîñòü çàãðóçêè òàáëèöû ñîïðÿæ¼ííîñòè ïðèçíàêîâ
äëÿ àëëåëåé, àëëåëüíûõ ïàð èëè ãàïëîòèïîâ � âûáîðîì îäíîé èç êíîïîê â ïðàâîì âåðõíåì
óãëó îêíà ïîëüçîâàòåëÿ (ðèñ. 1). Â ïîÿâèâøåìñÿ ñïèñêå íåîáõîäèìî âûáðàòü íàçâàíèÿ îäíîãî
èëè íåñêîëüêèõ èíòåðåñóþùèõ ãåíîâ.

Òàáëèöà ñîïðÿæ¼ííîñòè ñîäåðæèò äâå ñòðîêè è íå ìåíåå äâóõ ñòîëáöîâ, ôîðìèðóåòñÿ â òåð-
ìèíàõ àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé è ÷àñòîò, è äëÿ íå¼ ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïàðàìåòðû îòíîñèòåëüíîãî
ðèñêà. Ðåçóëüòàòû îòîáðàæàþòñÿ â îêíå ïîëüçîâàòåëÿ, ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü ýêñïîðòà
â ôîðìàò Excel (ïóíêòû ìåíþ �Ôàéë� è �Ñîõðàíèòü ðåçóëüòàò�). Ãðàôè÷åñêàÿ âèçóàëèçàöèÿ
äàííûõ âîçìîæíà ÷åðåç ïóíêòû ìåíþ �Âèçóàëèçàöèÿ� è �Ïîñòðîèòü äèàãðàììó�. Â ñëó÷àå
åñëè ïîëó÷àåìàÿ òàáëèöà ñîïðÿæ¼ííîñòè øèðå ðàçìåðîâ îêíà, òî âîçìîæíîñòü å¼ ïðîñìîòðà
ðåàëèçóåòñÿ ïðè ïîìîùè ïîëÿ ïðîêðóòêè. Íèæå ïîëÿ ïðîêðóòêè â îêíå ïîëüçîâàòåëÿ ïðèâî-
äÿòñÿ äàííûå, õàðàêòåðèçóþùèå ðàçìåðû âûáîðêè (ïîëÿ �Çäîðîâûõ�, �Áîëüíûõ�, �Âñåãî�) è
êîëè÷åñòâî ñòîëáöîâ â òàáëèöå ñîïðÿæ¼ííîñòè (ïîëå �Ãðóïï�) (ðèñ. 1).

Çíà÷èìîñòü ðàçëè÷èé ìåæäó ÷àñòîòíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè ïðèçíàêîâ óñòàíàâëèâàåòñÿ â
ïðîãðàììå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàòèñòèêè χ2 è âåëè÷èíû îòíîñèòåëüíîãî ðèñêà (ÎÐ). Âåëè÷è-
íà ÎÐ, ðàâíàÿ ad/bc, ãäå a, b, c è d � ýëåìåíòû ñîîòâåòñòâóþùåé ÷åòûð¼õïîëüíîé òàáëèöû
ñîïðÿæ¼ííîñòè (òàáë. 2), ïîêàçûâàåò, âî ñêîëüêî ðàç ÷àùå âñòðå÷àåòñÿ çàáîëåâàíèå ïðè íà-
ëè÷èè äàííîé ñïåöèôè÷íîñòè, ÷åì ïðè å¼ îòñóòñòâèè [12]. Ãðàíèöû 95%-íîãî äîâåðèòåëüíîãî
èíòåðâàëà (CI) äëÿ îòíîñèòåëüíîãî ðèñêà ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ôîðìóëå 95%CI äëÿ ln(ÎÐ) =
ln(ÎÐ) ± 1,96 × (1/a + 1/b + 1/c + 1/d)1/2. Åñëè îäíî èç ïîëåé òàáëèöû ñîïðÿæ¼ííîñòè
ðàâíî íóëþ, òî äëÿ ðàñ÷¼òà îòíîñèòåëüíîãî ðèñêà èñïîëüçóåòñÿ ïîïðàâêà Õîëäåéíà: ÎÐ =
(a+ 0,5)(d+ 0,5)/(b+ 0,5)(c+ 0,5).

Ìàðêåðíûå ñïåöèôè÷íîñòè, àññîöèèðîâàííûå ñî çíà÷èìûì óâåëè÷åíèåì èëè ñíèæåíèåì
îòíîñèòåëüíîãî ðèñêà, îòìå÷àþòñÿ â îêíå ïîëüçîâàòåëÿ �ïîäêðàøèâàíèåì� ãðàíèö äîâåðèòåëü-
íîãî èíòåðâàëà êðàñíûì èëè çåë¼íûì öâåòîì ñîîòâåòñòâåííî.

Â ïðîãðàììå ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü àâòîìàòè÷åñêîé ãðóïïèðîâêè àëëåëåé, àëëåëü-
íûõ ïàð è ãàïëîòèïîâ ïóòåì ãåíåðàöèè òàáëèöû ñîïðÿæ¼ííîñòè 2×2 îáúåäèíåíèåì ïðîèçâîëü-
íî âûáðàííîãî êîëè÷åñòâà ñïåöèôè÷íîñòåé, èìåþùèõ íàèáîëüøóþ âåëè÷èíó îòíîñèòåëüíîãî
ðèñêà. Â ñëó÷àå àíàëèçà àëëåëüíûõ ïàð èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ãðóïïèðîâêè ïî ãîìîçèãîòíîñòè.
Ñóùåñòâóåò ñïîñîá ðó÷íîé ãðóïïèðîâêè � ÿâíûì óêàçàíèåì íîìåðà ãðóïïû (â ïîëÿõ �Ãðóïïà�)
äëÿ êàæäîé ñïåöèôè÷íîñòè è íàæàòèåì êíîïêè �Ïåðåãðóïïèðîâàòü�.

Êíîïêà �Ðàññ÷èòàòü êîýôôèöèåíòû� â ïðàâîì íèæíåì óãëó îêíà ïîëüçîâàòåëÿ ïîçâîëÿåò
îöåíèòü âåëè÷èíó χ2 ñ ïîïðàâêîé Éåéòñà íà íåïðåðûâíîñòü [13]:

χ2 =
∑ (|Ríàáë −Rîæ| − 1

2)2

Rîæ
,

ãäå Ríàáë è Rîæ � íàáëþäàåìîå è îæèäàåìîå çíà÷åíèÿ â ãðàôå òàáëèöû ñîïðÿæ¼ííîñòè, ñóì-
ìèðîâàíèå áåð¼òñÿ ïî âñåì ãðàôàì çà èñêëþ÷åíèåì �Èòîãî� è �Âñåãî�. Òàêæå îïðåäåëÿþòñÿ
ïîêàçàòåëü âçàèìíîé ñîïðÿæ¼ííîñòè ϕ2 = χ2/n � äëÿ èñêëþ÷åíèÿ âëèÿíèÿ êîëè÷åñòâà íà-
áëþäåíèé íà âåëè÷èíó ñâÿçè ìåæäó ïðèçíàêàìè [3], êîýôôèöèåíò âçàèìíîé ñîïðÿæ¼ííîñòè

×óïðîâà C =
√
ϕ2/

√
(k − 1)(s− 1) � äëÿ èñêëþ÷åíèÿ âëèÿíèÿ ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû k è

s, óðîâåíü çíà÷èìîñòè p äëÿ êðèòåðèÿ χ2 è êîýôôèöèåíò àññîöèàöèè Þëà, õàðàêòåðèçóþùèé
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Êîýô-ò àññîöèàöèè (ka) 0,1�0,3 0,3�0,5 0,5�0,7 0,7�0,9 0,9�0,99
Êà÷åñòâ. õàðàêòåðèñòèêà
ñèëû ñâÿçè Ñëàáàÿ Óìåðåííàÿ Çàìåòíàÿ Âûñîêàÿ Âåñüìà âûñîêàÿ

Òàáëèöà 3: Øêàëà ×åääîêà � êà÷åñòâåííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñèëû ñâÿçè ìåæäó ïðèçíàêàìè

ñèëó ñâÿçè ìåæäó ïðèçíàêàìè: ka = (ad − bc)/(ad + bc). Äëÿ êà÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêè
ñèëû ñâÿçè ïî âåëè÷èíå êîýôôèöèåíòà àññîöèàöèè ïðèìåíÿåòñÿ øêàëà ×åääîêà (òàáë. 3). Èí-
ôîðìàöèîííîå ïîëå â ëåâîì íèæíåì óãëó ñëóæèò äëÿ óòî÷íåíèÿ ñîäåðæèìîãî äðóãèõ ïîëåé
îêíà ïîëüçîâàòåëÿ.

Åñëè çíà÷åíèå îäíîãî èç ïîëåé òàáëèöû ìåíüøå 5, òî âìåñòî êðèòåðèÿ χ2 â ïðîãðàììå
èñïîëüçóåòñÿ òî÷íûé äâóñòîðîííèé êðèòåðèé Ôèøåðà (íà äàííûé ìîìåíò � òîëüêî äëÿ ÷åòû-
ð¼õïîëüíûõ òàáëèö ñîïðÿæ¼ííîñòè).

3 Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû

Â ðàáîòå [6] ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàììû IrGene 1.0 ïî äàííûì ÄÍÊ-òèïèðîâàíèÿ íèçêîãî
ðàçðåøåíèÿ îïèñàíû HLA DRB1-ìàðêåðû íàñëåäñòâåííîé ïðåäðàñïîëîæåííîñòè ê ðàçâèòèþ
òóáåðêóë¼çà ë¼ãêèõ (ÒÁË). Èññëåäîâàíèå îáðàçöîâ ïåðèôåðè÷åñêîé êðîâè, ïîëó÷åííûõ îò 300
çäîðîâûõ äîíîðîâ êðîâè èç ã.Ìîñêâû [2] è îò 80 áîëüíûõ òóáåðêóë¼çîì ë¼ãêèõ, íàõîäèâøèõñÿ
íà ñòàöèîíàðíîì ëå÷åíèè â ÍÈÈ ôòèçèîïóëüìîíîëîãèè ÌÌÀ èìåíè È.Ì.Ñå÷åíîâà, ïðîâî-
äèëîñü â îòäåëå èììóíîãåíåòèêè Èíñòèòóòà èììóíîëîãèè ÔÌÁÀ Ðîññèè. Ãåíîìíóþ ÄÍÊ âû-
äåëÿëè ìåòîäîì âûñàëèâàíèÿ ïî ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðå [11]. HLA ãåíîòèïèðîâàíèå îáðàçöîâ
ÄÍÊ ïðîâîäèëè ìåòîäîì ìóëüòèïðàéìåðíîé ïîëèìåðàçíîé öåïíîé ðåàêöèè [7]. Äëÿ òèïèðî-
âàíèÿ ãåíà DRB1 ãëàâíîãî êîìïëåêñà òêàíåâîé ñîâìåñòèìîñòè êëàññà II èñïîëüçîâàëè íàáîðû
ïðàéìåðîâ HLA-ÄÍÊ-Òåõ (ÍÏÔ �ÄÍÊ-Òåõíîëîãèÿ�, Ðîññèÿ).

Ïîëó÷åíî [6], ÷òî ñ ïîâûøåííîé âîñïðèèì÷èâîñòüþ ê òóáåðêóë¼çó çíà÷èìî àññîöèèðîâàíû
÷åòûðå àëëåëüíûå ïàðû DRB1-ñïåöèôè÷íîñòåé (04/15, 04/16, 11/17 è 13/15). Àíàëèç ÷åòû-
ð¼õïîëüíîé òàáëèöû ñîïðÿæ¼ííîñòè, â êîòîðîé óêàçàííûå ãåíîòèïû áûëè îáúåäèíåíû â îä-
íó ãðóïïó, ïîêàçàë íàëè÷èå çàìåòíîé ñèëû ñâÿçè ìåæäó èçó÷àåìûìè ïðèçíàêàìè ïî øêàëå
×åääîêà (ka = 0,63). Àëëåëüíàÿ ãðóïïà DRB1*13 îêàçàëàñü çíà÷èìî àññîöèèðîâàíà ñ âîñïðè-
èì÷èâîñòüþ (ÎÐ=1,57, 95%CI=[1,01; 2,46]), à DRB1*11 � ñ ðåçèñòåíòíîñòüþ ê òóáåðêóë¼çó
(ÎÐ=0,49, 95%CI=[0,26; 0,92]). Ñâÿçü âîñïðèèì÷èâîñòè ñ ãîìîçèãîòíîñòüþ ïî DRB1 îòñóò-
ñòâîâàëà. Ñäåëàí âûâîä, ÷òî àëëåëüíûé ãåí DRB1, îòíîñÿùèéñÿ ê HLA ëîêóñó êëàññà II,
àêòèâíî ó÷àñòâóåò â ïàòîãåíåçå òóáåðêóë¼çíîãî ïðîöåññà.

4 Îáñóæäåíèå è âûâîäû

Â èññëåäîâàíèÿõ ïîñëåäíèõ ëåò âûÿâëåíû ãåíåòè÷åñêèå îñíîâû ðåçèñòåíòíîñòè ê çàáîëåâà-
íèÿì è ïîêàçàíà âåäóùàÿ ðîëü ãëàâíîãî êîìïëåêñà òêàíåâîé ñîâìåñòèìîñòè êàê îñíîâíîãî ãå-
íåòè÷åñêîãî àïïàðàòà, îïðåäåëÿþùåãî ôóíêöèîíèðîâàíèå èììóííîé ñèñòåìû ÷åëîâåêà [5, 9]. Â
íàñòîÿùåå âðåìÿ â Ðîññèè âåä¼òñÿ ðàáîòà ïî ôîðìèðîâàíèþ áàíêà äàííûõ HLA-òèïèðîâàíèÿ,
÷òî â ïåðñïåêòèâå ïîçâîëèò ñîñòàâèòü ïîäðîáíîå ïðåäñòàâëåíèå îá ýòíîòåððèòîðèàëüíûõ îñî-
áåííîñòÿõ ãåíåòè÷åñêîãî ïîëèìîðôèçìà HLA. Ïðîãðàììà IrGene 1.0 ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ îïèñà-
íèÿ è ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ãåíåòè÷åñêèõ ïîëèìîðôèçìîâ ñèñòåìû HLA íà ïîïóëÿöèîííîì
óðîâíå. Îíà îòëè÷àåòñÿ ïðîñòûì èíòåðôåéñîì è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óäîáíûé èíñòðóìåíò îá-
ðàáîòêè è àíàëèçà äàííûõ â èññëåäîâàíèÿõ ïî ïðîáëåìå �HLA è áîëåçíè�.

5 Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð áëàãîäàðèò ãë. íàó÷. ñîòð. ÍÈÈ ôòèçèîïóëüìîíîëîãèè ÌÌÀ èìåíè È.Ì.Ñå÷åíîâà
ä.ì.í., ïðîô. Ð.Ï.Ñåëèöêóþ è âåä. íàó÷. ñîòð. îòäåëà èììóíîãåíåòèêè ÃÍÖ Èíñòèòóò èì-
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ìóíîëîãèè ÔÌÁÀ Ðîññèè ä.ì.í. Ì.Í.Áîëäûðåâó çà êîíñóëüòàöèè è ïðåäîñòàâëåííûé íàáîð
äàííûõ äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ïðîãðàììû.
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Êàôåäðà àëãîðèòìè÷åñêèõ ÿçûêîâ

1 Ìîòèâàöèÿ è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Êîìïëåêñ ñåòåâûõ ñëóæá, îñíîâàííûõ íà ïðîòîêîëå ïåðåäà÷è ãèïåðòåêñòà (HTTP), âîç-
íèêøèé â íà÷àëå äåâÿíîñòûõ ãîäîâ ïðîøåäøåãî âåêà, çà ïîëòîðà äåñÿòèëåòèÿ ñâîåãî ñóùå-
ñòâîâàíèÿ íåïðåðûâíî è âåñüìà èíòåíñèâíî ðàçâèâàëñÿ; â ñâî¼ì ñîâðåìåííîì âèäå êîìïëåêñ
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ èíôîðìàöèîííî-òåõíè÷åñêèõ çàäà÷, â òîì
÷èñëå è òàêèõ, äëÿ êîòîðûõ ïðîòîêîë HTTP èñõîäíî íå áûë ïðåäíàçíà÷åí.

Èçíà÷àëüíî HTTP çàäóìàí êàê ïðîòîêîë ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè, îðãàíèçîâàííîé â âèäå
ãèïåðòåêñòà è õðàíÿùåéñÿ íà HTTP-ñåðâåðàõ â âèäå íàáîðîâ ôàéëîâ, êëèåíòó, ïðåäñòàâëÿþ-
ùåìó ñîáîé ïîëüçîâàòåëüñêóþ ïðîãðàììó âèçóàëèçàöèè ãèïåðòåêñòà (áðàóçåð). Â ñîâðåìåííûõ
ðåàëèÿõ î÷åíü ÷àñòî èíôîðìàöèÿ íà ñåðâåðå ãåíåðèðóåòñÿ äèíàìè÷åñêè íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä
îòïðàâêîé êëèåíòó. Ñàìà ýòà èíôîðìàöèÿ òàêæå ìîæåò ñîäåðæàòü íå òîëüêî ãèïåðòåêñò, íî è
èíôîðìàöèþ, ïðåäñòàâëåííóþ â ïðàêòè÷åñêè ïðîèçâîëüíîì ôîðìàòå � èçîáðàæåíèÿ, àðõèâû,
àóäèî- è âèäåîôàéëû è ò.ï. âïëîòü äî áèíàðíûõ èñïîëíÿåìûõ ôàéëîâ. Ìíîãèå ãèïåðòåêñòîâûå
ñòðàíèöû âêëþ÷àþò â ñåáÿ êîä íà ÿçûêàõ Java è JavaScript, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ âûïîëíåíèÿ
â áðàóçåðå êëèåíòà. Áîëåå òîãî, ÷àñòî íà ñàéòàõ ìîæíî âñòðåòèòü ôàéëû, ïðåäíàçíà÷åííûå ê
èñïîëíåíèþ ñïåöèàëüíûìè ìîäóëÿìè ðàñøèðåíèÿ, âñòðàèâàåìûìè â áðàóçåðû1.

Òàêèì îáðàçîì, êàê ñåðâåð, òàê è êëèåíòñêàÿ ïðîãðàììà â íûíåøíèõ ðåàëèÿõ îêàçûâàþòñÿ
ñêîðåå ïëàòôîðìàìè äëÿ çàïóñêà ïðîãðàìì, íåæåëè òðàäèöèîííûìè ñðåäñòâàìè õðàíåíèÿ è
âèçóàëèçàöèè èíôîðìàöèè.

×àñòî âîçíèêàþò çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ àâòîìàòèçèðîâàííûì (áåç íåïîñðåäñòâåííîãî ó÷à-
ñòèÿ ÷åëîâåêà) ïîëó÷åíèåì èíôîðìàöèè ïî ïðîòîêîëó HTTP. Ê òàêèì çàäà÷àì îòíîñÿòñÿ,
íàïðèìåð, çåðêàëèðîâàíèå ñàéòîâ, àâòîìàòè÷åñêèé ïîèñê èíôîðìàöèè (data mining), ïîñòðî-
åíèå áàç äàííûõ ïîèñêîâûõ ñåðâåðîâ è ò.ï. Âñå ýòè ñëó÷àè îáúåäèíÿþòñÿ âîçíèêíîâåíèåì
íåîáõîäèìîñòè â êëèåíòñêîé ïðîãðàììå, íå ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ íåïîñðåäñòâåííîé ðàáîòû ñ
ïîëüçîâàòåëåì; â ÷àñòíîñòè, òàêîé ïðîãðàììå íå íóæíà âèçóàëèçèðóþùàÿ ïîäñèñòåìà.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òàêîãî êëàññà ðàçðàáîòàíà ìàññà ïðîãðàìì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò
âåñüìà óçêóþ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ. Òàê, çà÷àñòóþ âîçìîæíîñòåé ôëàãîâ êîìàíäíîé ñòðîêè
ïðîãðàììû Wget [8] íå õâàòàåò äëÿ îðãàíèçàöèè ïàêåòíîé çàãðóçêè ñ ñàéòà èìåííî íóæíîé
ïîëüçîâàòåëþ èíôîðìàöèè; ïðèõîäèòñÿ ëèáî çàãðóæàòü, íàðÿäó ñ íóæíûìè, ìíîãî íåíóæíûõ
ôàéëîâ, ëèáî ñìèðÿòüñÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþ ìíîæåñòâà ðó÷íûõ çàïóñêîâ ïðîãðàììû.

Ýòî ïðèâîäèò ê èäåå ñîçäàíèÿ óíèâåðñàëüíîé êëèåíòñêîé ïðîãðàììû äëÿ ïàêåòíîãî âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ïî ïðîòîêîëó HTTP, ïîâåäåíèå êîòîðîé çàäàâàëîñü áû ïðîãðàììîé íà âñòðîåííîì
àëãîðèòìè÷åñêè ïîëíîì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Òàêàÿ ïðîãðàììà ìîæåò áûòü ïîëåçíà ïðè
ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêè ëþáûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ íåèíòåðàêòèâíîé (ïàêåòíîé) çàãðóçêîé èí-
ôîðìàöèè èç Âñåìèðíîé ïàóòèíû.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, îäíàêî, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîæåò ïîïðîñòó íå õâàòèòü îäíîé òîëüêî
êëèåíòñêîé ïðîãðàììû; òàê ïðîèñõîäèò, íàïðèìåð, ïðè íåäîñòàòêå ïîíèìàíèÿ äåòàëåé âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñåðâåðîì è íåêèì èñïîëíÿåìûì êîäîì âíóòðè áðàóçåðà. Íåêîòîðûå ñàéòû

1Íåëüçÿ íå îòìåòèòü, ÷òî çàïóñê ëþáîãî èñïîëíÿåìîãî êîäà, ïîëó÷åííîãî ïî ñåòè, ÷ðåâàò ñåðü¼çíûìè ïðî-
áëåìàìè, ñâÿçàííûìè ñ áåçîïàñíîñòüþ êëèåíòñêîé ìàøèíû; ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðàêòè÷åñêè ëþáîé èí-
òåðïðåòàòîð àëãîðèòìè÷åñêè ïîëíîãî êîäà, ñêîëü áû òùàòåëüíî åãî àâòîðû íè ïîäõîäèëè ê âîïðîñàì çàùèòû,
íà ïîâåðêó îêàçûâàåòñÿ óÿçâèì ê âçëîìó ñî ñòîðîíû èñïîëíÿåìîé èì ïðîãðàììû.
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â ñåòè Èíòåðíåò íàìåðåííî îðãàíèçîâàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû çàòðóäíèòü ïîëó÷åíèå èí-
ôîðìàöèè ñ íèõ èíà÷å êàê â èíòåðàêòèâíîì ðåæèìå. Ñàìî ïî ñåáå ýòî âïîëíå íîðìàëüíî,
íî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âëàäåëüöû ñàéòîâ âûíóæäàþò ñâîèõ ïîñåòèòåëåé ìíîãîêðàòíî ñêà-
÷èâàòü îäíó è òó æå èíôîðìàöèþ, âåñüìà �òÿæåëóþ� ïî îáúåìó (÷àùå âñåãî ýòî âèäåî- è
àóäèîôàéëû), ïîðîæäàÿ, òàêèì îáðàçîì, áåññìûñëåííóþ íàãðóçêó íà êàíàëû ïåðåäà÷è äàí-
íûõ. Ðàçîáðàòüñÿ â ïðîèñõîäÿùåì ìîæíî, åñëè �âñòðîèòüñÿ� âî âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó áðàó-
çåðîì è ñåðâåðîì. Òàêîå �âñòðàèâàíèå� ïðåäóñìîòðåíî ïðîòîêîëîì HTTP; ñîîòâåòñòâóþùèå
ïðîãðàììû íàçûâàþòñÿ ïðîêñè-ñåðâåðàìè. Ïðîêñè-ñåðâåð, ïîëó÷èâ çàïðîñ îò êëèåíòñêîé ïðî-
ãðàììû, ïåðåäà¼ò åãî (óæå îò ñâîåãî èìåíè) ñåðâåðó, à ïîëó÷åííûé îòâåò, îïÿòü-òàêè, ïåðåäà¼ò
êëèåíòó. Ïðîêñè-ñåðâåðû èñïîëüçóþòñÿ âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ êåøèðîâàíèÿ,
äëÿ çàùèòû êëèåíñêèõ ïðîãðàìì îò íåæåëàòåëüíîé èíôîðìàöèè è ò.ï. Ñëåäóåò îòìåòèòü,
÷òî è ìîùíîñòè êîíôèãóðàöèîííûõ ôàéëîâ ñîâðåìåííûõ ïðîêñè-ñåðâåðîâ ÷àñòî íå õâàòàåò
äëÿ ðåøåíèÿ âîçíèêàþùèõ ó ïîëüçîâàòåëåé ñïåöèôè÷åñêèõ çàäà÷, è êðóã òàêèõ çàäà÷ íèêîèì
îáðàçîì íå îãðàíè÷èâàåòñÿ àíàëèçîì âçàèìîäåéñòâèÿ êëèåíòà è ñåðâåðà.

Èç âûøåñêàçàííîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î ïîòåíöèàëüíîé ïîëåçíîñòè ïðîãðàììû, ñïî-
ñîáíîé èãðàòü ðîëü ïðîêñè-ñåðâåðà è óïðàâëÿåìîé, îïÿòü-òàêè, âñòðîåííûì èíòåðïðåòàòîðîì
àëãîðèòìè÷åñêè ïîëíîãî ÿçûêà. Ïîñêîëüêó òàêàÿ ïðîãðàììà íåèçáåæíî äîëæíà óìåòü èãðàòü
ðîëü êàê ñåðâåðà, òàê è êëèåíòà, âîçíèêàåò ëîãè÷íàÿ èäåÿ îáúåäèíèòü â îäíîé ïðîãðàììå êàê
âîçìîæíîñòè ïðîãðàììèðóåìîãî êëèåíòà, óïîìèíàâøåãîñÿ âûøå, òàê è âîçìîæíîñòè ïðîãðàì-
ìèðóåìîãî ïðîêñè-ñåðâåðà. Ïîñêîëüêó ñ ïðîòîêîëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ïðîêñè-ñåðâåð ïî÷òè íå
îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîãî HTTP-ñåðâåðà, â ïðîãðàììå èìååò ñìûñë ïðåäóñìîòðåòü âîçìîæíîñòü
èñïîëüçîâàíèÿ å¼ è â êà÷åñòâå êîíå÷íîãî HTTP-ñåðâåðà, ïîñêîëüêó ýòî òåõíè÷åñêè äîñòèãàåò-
ñÿ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî, à ïî ñâîèì âîçìîæíîñòÿì ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì (õîòÿ áû äëÿ
îðãàíèçàöèè óïðàâëåíèÿ ðàáîòîé óæå çàïóùåííîé ïðîãðàììû ÷åðåç áðàóçåð ïîëüçîâàòåëÿ).

Â ðàññìàòðèâàåìîé ðåàëèçàöèè ðîëü âñòðîåííîãî èíòåðïðåòàòîðà èãðàë èíòåðàêòèâíûé
èíòåðïðåòàòîð óñå÷¼ííîãî äèàëåêòà ÿçûêà Ëèñï, âõîäÿùèé â áèáëèîòåêó InteLib [1]. Ýòî ïîç-
âîëèëî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ÿçûêà ðåàëèçàöèè ÿçûê C++.

2 Ñòðóêòóðíûå ýëåìåíòû âåá-àãåíòà è èõ ñâîéñòâà

2.1 Äèñïåò÷åð âçàèìîäåéñòâèé

Öåíòðàëüíûé îáúåêò, îñóùåñòâëÿþùèé óïðàâëåíèå âñåìè ïðîöåññàìè â ñèñòåìå, áóäåì íà-
çûâàòü äèñïåò÷åðîì âçàèìîäåéñòâèé. Äèñïåò÷åð âçàèìîäåéñòâèé îñóùåñòâëÿåò íåïîñðåäñòâåí-
íîå óïðàâëåíèå êëèåíòñêèìè ñåññèÿìè è ñëóøàþùèìè ñåðâåðàìè, îòâå÷àåò çà ïåðåêëþ÷åíèå
çàäà÷ êëèåíòñêèõ ñåññèé è çà áóôåðèçàöèþ äàííûõ îá îáùåì ñîñòîÿíèè ñèñòåìû. Òàêæå â
ôóíêöèè äèñïåò÷åðà âõîäèò ïðè¼ì çàïðîñîâ íà âû÷èñëåíèå îò àíàëèçàòîðà ïîëüçîâàòåëüñêîãî
ââîäà.

2.2 Êëèåíòñêèå ñåññèè

Â ñèñòåìå âåá-àãåíòà ðàçëè÷àþòñÿ äâà òèïà êëèåíòñêèõ ñåññèé âåá-àãåíòà: ñòàíäàðòíûå
ñåññèè è ñåññèè ñ ÿâíûì óïðàâëåíèåì ôóíêöèÿìè îáðàòíîãî âûçîâà. Â ïåðâîì ñëó÷àå êëè-
åíò ïîëó÷àåò çàäà÷ó íà çàãðóçêó ñòðàíèöû è âûïîëíÿåò ýòó çàäà÷ó àñèíõðîííî îòíîñèòåëüíî
îñíîâíîãî ïîòîêà âû÷èñëåíèé óïðàâëÿþùåé ïðîãðàììû. Ïðè ýòîì çàãðóæåííûå äàííûå öåëè-
êîì ñîõðàíÿþòñÿ íà êëèåíòå âïëîòü äî åãî óäàëåíèÿ. Ïî îêîí÷àíèè âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ òàêîé
êëèåíò èíèöèèðóåò ñîáûòèå, ñèãíàëèçèðóþùåå î ãîòîâíîñòè äàííûõ. Ýòî ñîáûòèå áóôåðèçó-
åòñÿ äèñïåò÷åðîì äî ÿâíîãî çàïðîñà ñîáûòèÿ óïðàâëÿþùåé ïðîãðàììîé. Ïîñëå ýòîãî ïîëüçî-
âàòåëüñêàÿ ïðîãðàììà ìîæåò çàïðîñèòü ó êëèåíòñêîé ñåññèè çàãðóæåííîå HTTP-ñîîáùåíèå
èëè îòäåëüíóþ åãî ÷àñòü. Ïîñêîëüêó ñòàíäàðòíûå êëèåíòñêèå ñåññèè ñîõðàíÿþò çàãðóæåííûå
äàííûå öåëèêîì, èõ íå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü äëÿ çàãðóçêè çàâåäîìî áîëüøèõ ðåñóðñîâ.

Äëÿ áîëåå ãèáêîãî óïðàâëåíèÿ ïðåäóñìîòðåí åùå îäèí òèï êëèåíòñêèõ ñåññèé � ýòî ñåñ-
ñèè, óïðàâëÿåìûå ôóíêöèÿìè îáðàòíîãî âûçîâà. Òàêîé êëèåíòñêîé ñåññèè, êðîìå àäðåñà çà-
ãðóæàåìîãî ðåñóðñà, ïåðåäàåòñÿ ôóíêöèÿ äëÿ îáðàáîòêè ïîëó÷àåìûõ äàííûõ. Ýòà ôóíêöèÿ
áóäåò âûçûâàòüñÿ âåá-àãåíòîì êàæäûé ðàç ïðè ïîëó÷åíèè êëèåíòîì ïîðöèè äàííûõ. Çíà÷å-
íèå, âîçâðàùàåìîå ôóíêöèåé îáðàòíîãî âûçîâà, èãíîðèðóåòñÿ, ïîýòîìó ñìûñë ñàìîãî âûçîâà
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çàêëþ÷àåòñÿ òîëüêî â ïîáî÷íîì ýôôåêòå. Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè îáðàòíîãî âûçîâà
èñïîëüçóþòñÿ îáúåêò êëèåíòñêîé ñåññèè è ïîëó÷åííàÿ ïîðöèÿ äàííûõ â âèäå ñòðîêè èëè â âè-
äå íåñòðóêòóðèðîâàííûõ äàííûõ (â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ òèï SExpressionRawBuffer
áèáëèîòåêè InteLib). Âîçìîæíîñòü ïåðåäà÷è ôóíêöèè îáðàòíîãî âûçîâà äðóãèõ ïàðàìåòðîâ íå
ïðåäóñìîòðåíà, òàê êàê âñå íåîáõîäèìûå çíà÷åíèÿ ìîæíî ïîìåñòèòü â ëåêñè÷åñêèé êîíòåêñò
ôóíêöèè, êîòîðûé áóäåò äîñòóïåí â ìîìåíò âû÷èñëåíèÿ. Êëèåíòñêèå ñåññèè, óïðàâëÿåìûå
ôóíêöèÿìè îáðàòíîãî âûçîâà, ïî óìîë÷àíèþ ñîõðàíÿþò âñå ïîëó÷àåìûå äàííûå, ïîýòîìó äëÿ
íèõ òàêæå îïðåäåëåíû ôóíêöèè ïîëó÷åíèÿ çàãðóæåííîãî HTTP-ñîîáùåíèÿ â ñòðóêòóðèðî-
âàííîì âèäå. Îäíàêî ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü ÿâíîãî ñáðîñà áóôåðîâ êëèåíòñêîé ñåññèè
óïðàâëÿþùåé ïðîãðàììîé. Ïîñëå âûçîâà ýòîé ôóíêöèè çàïðîñû óïðàâëÿþùåé ïðîãðàììîé öå-
ëîãî HTTP-ñîîáùåíèÿ áóäóò âîçâðàùàòü îøèáêó, íî äîñòóï ê äàííûì çàãîëîâêà ïîëó÷åííîãî
ñîîáùåíèÿ ïî-ïðåæíåìó áóäåò âîçìîæåí.

Î÷åâèäíî, ÷òî âîçìîæíîñòè óïðàâëÿåìûõ êëèåíòñêèõ ñåññèé âêëþ÷àþò â ñåáÿ âîçìîæ-
íîñòè ñòàíäàðòíûõ ñåññèé: ñòàíäàðòíàÿ ñåññèÿ ðàáîòàåò òàê, êàê óïðàâëÿåìàÿ ñåññèÿ ñ ¾ïó-
ñòîé¿ ôóíêöèåé îáðàòíîãî âûçîâà. Ñòàíäàðòíûå ñåññèè áûëè ââåäåíû äëÿ îïòèìèçèðîâàííîãî
âûïîëíåíèÿ òðèâèàëüíûõ çàäà÷ êëèåíòñêèõ ñåññèé è äëÿ óïðîùåíèÿ ðàáîòû ïîëüçîâàòåëÿ ñ
òàêèìè çàäà÷àìè.

Íèæå ïðèâåäåíû ïðîñòåéøèå ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ñòàíäàðòíûõ è óïðàâëÿåìûõ êëèåíò-
ñêèõ ñåññèé. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðåçóëüòàòîì ïðîãðàììû ÿâëÿåòñÿ çàãðóçêà ñòðàíèöû è âûâîä
îòâåòà ñåðâåðà (âìåñòå ñ çàãîëîâî÷íîé ÷àñòüþ) íà ýêðàí.

Â ñëó÷àå ñòàíäàðòíîãî êëèåíòà óïðàâëÿþùàÿ ïðîãðàììà ïîëó÷àåò äîñòóï ê äàííûì òîëüêî
ïî îêîí÷àíèè çàãðóçêè:

(let
(

(cl (create-client-by-url "http://someserver/shorttext.txt"))
)
(wait-for-event cl) ; áëîêèðóåòñÿ òîëüêî äàííûé âû÷èñëèòåëüíûé ïîòîê
(princ (get-raw-response cl))
(remove-client cl)

)

Â ñëó÷àå óïðàâëÿåìîãî êëèåíòà ìîæíî âûâîäèòü äàííûå ïî ÷àñòÿì, ñðàçó ïðè ïîëó÷åíèè:

(let
(

(cl (create-specific-client-by-url
"http://someserver/longtext.txt"
#'(lambda (session data) (princ data))

; ôóíêöèÿ áóäåò âûçûâàòüñÿ ïðè ïîëó÷åíèè
; êàæäîé ïîðöèè äàííûõ

)
)

)
(wait-for-event cl) ; áëîêèðóåòñÿ òîëüêî äàííûé âû÷èñëèòåëüíûé ïîòîê
(remove-client cl)

)

Äëÿ êëèåíòñêèõ ñåññèé îáîèõ òèïîâ ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü ÿâíîãî çàäàíèÿ óïðàâëÿ-
þùåé ïðîãðàììîé HTTP-çàïðîñà.

2.3 Ñëóøàþùèå ñåðâåðà

Åùå îäíà ÷àñòü ôóíêöèîíàëüíîñòè âåá-àãåíòà ðåàëèçóåòñÿ ñëóøàþùèìè ñåðâåðàìè. Ñ êàæ-
äûì ñëóøàþùèì ñåðâåðîì âåá-àãåíòà ñâÿçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ÿçûêà Ëèñï. Ñëóøàþùèå ñåðâåðà
âåá-àãåíòà ïðèíèìàþò HTTP-çàïðîñû îò âíåøíèõ êëèåíòîâ è çàïóñêàþò âû÷èñëåíèå ñîîòâåò-
ñòâóþùåé Ëèñï-ôóíêöèè. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå ïîëó÷åíèÿ çàâåäîìî íåêîððåêòíîãî çàïðîñà èëè
ïðè âîçíèêíîâåíèè îøèáêè âû÷èñëåíèé èíôîðìèðîâàíèå êëèåíòà îá îøèáêå ñòàíîâèòñÿ îò-
âåòñòâåííîñòüþ ñàìîãî ñåðâåðà, à íå óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïî óìîë÷àíèþ
ñåðâåð âîçâðàùàåò ñëåäóþùèå êîäû îøèáîê:
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• 400 - "Bad Request", åñëè ôîðìàò çàïðîñà íå ñîîòâåòñòâóåò ïðîòîêîëó HTTP;

• 415 - "Unsupported Media Type", åñëè ñîäåðæèìîå çàïðîñà òèïà POST ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé áèíàðíûå äàííûå;

• 505 - "HTTP Version Not Supported", åñëè çàïðîñ ñîîòâåòñòâóåò âåðñèè ïðîòîêîëà, îò-
ëè÷íîé îò HTTP/1.1;

• 500 - "Internal Server Error", åñëè ïðè âû÷èñëåíèè ôóíêöèè ïðîèçîøëà îøèáêà: èñ-
êëþ÷èòåëüíàÿ ñèòóàöèÿ áèáëèîòåêè InteLib èëè âåá-àãåíòà.

Â ñèñòåìå ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü èçìåíåíèÿ ëîãèêè äåéñòâèé ñëóøàþùåãî ñåðâåðà â
ñëó÷àå âîçíèêíîâåíèÿ òàêèõ îøèáîê. Äëÿ ýòîãî óïðàâëÿþùàÿ ïðîãðàììà ìîæåò îïðåäåëèòü
äëÿ ñëóøàþùåãî ñåðâåðà ôóíêöèè îáðàáîòêè îøèáîê.

Ôóíêöèÿ, ñâÿçûâàåìàÿ ñ ñåðâåðîì ïðè åãî ñîçäàíèè, äîëæíà ïðèíèìàòü äâà àðãóìåíòà. Ýòî
òðåáîâàíèå îáîñíîâàíî ñîãëàøåíèåì î ïåðåäà÷å ïàðàìåòðîâ: ôóíêöèè, âû÷èñëÿåìûå ñëóøàþ-
ùèìè ñåðâåðàìè, â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ ïîëó÷àþò îáúåêò ñîîòâåòñòâóþùåé ñåññèè è HTTP-
çàïðîñ. Äàæå åñëè ñâÿçûâàåìàÿ ñ ñåðâåðîì ôóíêöèÿ íå èñïîëüçóåò ýòè çíà÷åíèÿ, îíà äîëæíà
ïðèíèìàòü íà âõîä ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðû.

2.4 Ñîáûòèÿ è îøèáêè â ñèñòåìå âåá-àãåíòà

Ïîìèìî çàäà÷è ïåðåíàïðàâëåíèÿ âûçîâîâ êëèåíòàì è ñåðâåðàì, â ôóíêöèè äèñïåò÷åðà òàê-
æå âõîäèò óïðàâëåíèå î÷åðåäÿìè ñîáûòèé âåá-àãåíòà è ïåðåäà÷åé óïðàâëÿþùåé ïðîãðàììå
èíôîðìàöèè î âîçíèêàþùèõ îøèáêàõ. Ñîáûòèÿ è îøèáêè âåá-êëèåíòà ñîäåðæàòåëüíî áûâàþò
î÷åíü ïîõîæè, íî îíè èìåþò ðàçíîå ïðîèñõîæäåíèå, íà êîòîðîì ñëåäóåò îñòàíîâèòüñÿ ïîäðîá-
íåå. Ñîáûòèÿ âåá-àãåíòà � ýòî îáúåêòû, ñîõðàíÿþùèå èíôîðìàöèþ îá èçìåíåíèÿõ â ñèñòåìå,
êîòîðûå ìîãóò áûòü èíòåðåñíû óïðàâëÿþùåé ïðîãðàììå è êîòîðûå ïðîèçîøëè àñèíõðîííî
îòíîñèòåëüíî îáðàùåíèé ïîëüçîâàòåëüñêîé ïðîãðàììû ê âåá-àãåíòó. Ñîáûòèÿìè â ñèñòåìå ìî-
ãóò áûòü, íàïðèìåð, îêîí÷àíèå çàãðóçêè òðåáóåìîé ñòðàíèöû êëèåíòîì, èëè âîçíèêíîâåíèå
íåêîððåêòíûõ ñèòóàöèé ïðè ðàáîòå êëèåíòà èëè ñåðâåðà. Îøèáêè æå, íàïðîòèâ, âñåãäà ïî-
ÿâëÿþòñÿ ñèíõðîííî ñ îáðàùåíèÿìè óïðàâëÿþùåé ïðîãðàììû ê âåá-àãåíòó è âîçâðàùàþòñÿ
â îòâåò íà ýòè îáðàùåíèÿ. Îøèáêà ìîæåò âîçíèêíóòü, íàïðèìåð, ïðè ïîïûòêå ïðèêëàäíîé
ïðîãðàììû îáðàòèòüñÿ ê êëèåíòó, êîòîðûé áûë óäàëåí. Äëÿ ñîáûòèé âåá-àãåíòà ðåàëèçîâàí
ìåõàíèçì áóôåðèçàöèè, äëÿ îøèáîê íåîáõîäèìîñòè â áóôåðèçàöèè íåò.

2.5 HTTP-ñîîáùåíèÿ

Â ñèñòåìå âåá-àãåíòà ïðåäóñìîòðåíû ñðåäñòâà äëÿ ñòðóêòóðèðîâàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñî-
îáùåíèé ïðîòîêîëà HTTP. Êàê íà êëèåíòñêîé, òàê è íà ñåðâåðíîé ñòîðîíå ïðîèçâîäèòñÿ
ïðîâåðêà êîððåêòíîñòè ôîðìàòà ïîëó÷àåìûõ ñîîáùåíèé è ðàçáîð ñîîáùåíèé íà ñòðóêòóð-
íûå ñîñòàâëÿþùèå. Â ÿçûêå óïðàâëåíèÿ âåá-àãåíòîì ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ
îò êëèåíòñêîé ñåññèè îòäåëüíûõ ñòðóêòóðíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñîîáùåíèÿ � ñòàòóñà, çàãîëîâî÷-
íîé ÷àñòè èëè îòäåëüíîãî ïîëÿ çàãîëîâêà, òåëà ñîîáùåíèÿ. Ïðè ýòîì ïîëó÷åíèå äàííûõ èç
çàãîëîâêà âîçìîæíî äî îêîí÷àíèÿ çàãðóçêè òåëà ñîîáùåíèÿ.

2.6 Ìîäóëü âû÷èñëåíèé

Âàæíåéøåé ÷àñòüþ âåá-àãåíòà ÿâëÿåòñÿ ìîäóëü âû÷èñëåíèé. Ñ òî÷êè çðåíèÿ äèñïåò÷åðà
ýòîò ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ àáñòðàêòíûì âû÷èñëèòåëåì, è íàáîð åãî ôóíêöèé íå çàâèñèò îò ïðè-
ðîäû ïðîâîäèìûõ âû÷èñëåíèé. Êîíêðåòíàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîãî ìîäóëÿ êàê Ëèñï-âû÷èñëèòåëÿ
èñïîëüçóåò ìåõàíèçìû, ïðåäîñòàâëÿåìûå áèáëèîòåêîé InteLib.

Îäèí è òîò æå ìîäóëü âû÷èñëåíèé èñïîëüçóåòñÿ êàê äëÿ îñíîâíîãî ïîòîêà âû÷èñëåíèé, òàê
è äëÿ âû÷èñëåíèé, ñâÿçàííûõ ñ çàïðîñàìè ê ñëóøàþùèì ñåðâåðàì. Ïðè ýòîì âñå âû÷èñëåíèÿ
âåäóòñÿ â åäèíîì ãëîáàëüíîì êîíòåêñòå.

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.)
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Ðèñ. 1: Ñòðóêòóðíîå ïðåäñòàâëåíèå âåá-àãåíòà

2.7 Àíàëèçàòîð ïîëüçîâàòåëüñêîãî ââîäà

Èäåÿ, íà êîòîðîé îñíîâàí ïðèíöèï ôóíêöèîíèðîâàíèÿ âåá-àãåíòà, ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî çà-
äåðæêà ïîñòóïëåíèÿ äàííûõ îò àíàëèçàòîðà ïîëüçîâàòåëüñêîãî ââîäà íå äîëæíà áëîêèðîâàòü
âûïîëíåíèå òåêóùèõ çàäà÷ âåá-àãåíòà. Ýòî óñëîâèå äîñòèãàåòñÿ ïóòåì âûäåëåíèÿ àíàëèçàòîðà
ââîäà èíòåðàêòèâíîãî èíòåðïðåòàòîðà â îòäåëüíûé ïðîöåññ. Â òàêîì ñëó÷àå â îòâåòñòâåííîñòü
àíàëèçàòîðà ïîëüçîâàòåëüñêîãî ââîäà âõîäèò òîëüêî ïîääåðæêà âîçìîæíîñòåé ðåäàêòèðîâà-
íèÿ ââîäèìîé ñòðîêè, âûäåëåíèå â ïîòîêå ââîäà ôîðì ÿçûêà Ëèñï è ïåðåäà÷à ïîëó÷åííûõ
äàííûõ ïðîöåññó, â êîòîðîì ðàáîòàåò äèñïåò÷åð. Ïåðåâîä æå äàííûõ â ñòðóêòóðû, ïåðåäàâàå-
ìûå Ëèñï-ìàøèíå, ïðîèñõîäèò óæå â ïðîöåññå äèñïåò÷åðà. Ïðè ðåàëèçàöèè ýòîé âîçìîæíîñòè
èñïîëüçîâàëèñü ñðåäñòâà áèáëèîòåêè InteLib äëÿ èíòåðàêòèâíîãî ââîäà ïðîãðàììû íà Ëèñïå,
êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü èñïîëüçóþò API áèáëèîòåêè GNU Realine.

3 Ëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñèñòåìû

Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðíûå ñâÿçè ìåæäó êîìïîíåíòàìè âåá-àãåíòà. Öåíòðàëüíûì ýëåìåíòîì
ñèñòåìû âåá-àãåíòà ÿâëÿåòñÿ äèñïåò÷åð âçàèìîäåéñòâèé; èìåííî îí óïðàâëÿåò èíôîðìàöèîí-
íûìè ïîòîêàìè ìåæäó ïîëüçîâàòåëüñêîé ïðîãðàììîé è êëèåíòñêèìè ñåññèÿìè è ñåðâåðàìè, à
òàêæå õðàíèò èíôîðìàöèþ î ïðîèñõîäÿùèõ ñîáûòèÿõ. Ó âñåõ ñëóøàþùèõ ñåðâåðîâ åñòü ïðÿ-
ìûå ññûëêè íà ìîäóëü âû÷èñëåíèé, ïîñêîëüêó ïðîöåäóðà îáðàùåíèÿ ñåðâåðà ê âû÷èñëèòåëþ
ïðîñòà, è ïåðåãðóæàòü äèñïåò÷åð ýòîé çàäà÷åé íåîáõîäèìîñòè íåò. Àíàëîãè÷íûå ññûëêè ìîãóò
áûòü è ó êëèåíòñêèõ ñåññèé, åñëè äëÿ íèõ ÿâíî çàäàíû ôóíêöèè ðåàêöèè íà ïðèõîä äàííûõ.
Ñõåìà ëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû âåá-àãåíòà ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 1. Â öåëîì òàêàÿ ñõåìà çàâèñèìî-
ñòåé ñîîòâåòñòâóåò îáùåïðèíÿòûì êàíîíàì îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ [4].

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.)
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Ðèñ. 2: Äèàãðàììà ñîñòîÿíèé âû÷èñëèòåëüíûõ ïîòîêîâ âåá-àãåíòà

4 Ïðèíöèïû ôóíêöèîíèðîâàíèÿ âåá-àãåíòà

4.1 Ïîòîêè âû÷èñëåíèé â ñèñòåìå âåá-àãåíòà

Ôóíêöèîíèðîâàíèå êëèåíòñêèõ ñåññèé è ñëóøàþùèõ ñåðâåðîâ ïðîèñõîäèò àñèíõðîííî îò-
íîñèòåëüíî äðóã äðóãà è îòíîñèòåëüíî ðàáîòû àíàëèçàòîðà ïîëüçîâàòåëüñêîãî ââîäà. Ïðè ýòîì
â ñèñòåìå îäíîâðåìåííî ñîñóùåñòâóþò íåñêîëüêî ïîòîêîâ Ëèñï-âû÷èñëåíèé, âûïîëíÿþùèõñÿ
ïñåâäîïàðàëëåëüíî. Ìîæíî âûäåëèòü ÷åòûðå òèïà âû÷èñëèòåëüíûõ ïîòîêîâ:

• îñíîâíîé ïîòîê óïðàâëÿþùåé ïðîãðàììû;

• ïîòîêè âû÷èñëåíèé ñëóøàþùèõ ñåðâåðîâ;

• ïîòîêè âû÷èñëåíèé ôóíêöèé ðåàêöèè íà ïðèõîä äàííûõ êëèåíòñêèõ ñåññèé;

• ïîòîêè îáðàáîòêè îøèáîê ñëóøàþùèõ ñåðâåðîâ.

Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ïîòîêîâ îïðåäåëåí íàáîð ñîñòîÿíèé, â êîòîðûõ ìîæåò íàõîäèòüñÿ
ïîòîê. Äèàãðàììà ñîñòîÿíèé âû÷èñëèòåëüíûõ ïîòîêîâ ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 2. Ñòðåëêàìè íà
äèàãðàììå îáîçíà÷åíû âîçìîæíûå ïåðåõîäû ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè. Îòìåòèì, ÷òî â ñîñòîÿíèè
âû÷èñëåíèÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ìîæåò íàõîäèòüñÿ íå áîëåå ÷åì îäèí âû÷èñëèòåëüíûé
ïîòîê.

4.2 Ïåðåêëþ÷åíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ïîòîêîâ

Ïåðåêëþ÷åíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ïîòîêîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ â òðåõ ñëó÷àÿõ:

• Ïî îêîí÷àíèè âû÷èñëåíèÿ ïîòîêà. Ñðàçó ïî îêîí÷àíèè âû÷èñëåíèÿ ïîòîê óäàëÿåòñÿ.

• Ïðè âûçîâå ôóíêöèé, ïåðåâîäÿùèõ ïîòîê â ñîñòîÿíèå áëîêèðîâêè. Ýòî ìîãóò áûòü ôóíê-
öèè îæèäàíèÿ ñîáûòèÿ, ôóíêöèè áëîêèðîâêè íà çàäàííûé èíòåðâàë âðåìåíè èëè ôóíê-
öèè ââîäà-âûâîäà.

• Ïðè ïðåâûøåíèè ïîòîêîì êîëè÷åñòâà øàãîâ âèðòóàëüíîé ìàøèíû, ðàçðåøåííîãî äëÿ
íåïðåðûâíîãî âû÷èñëåíèÿ. Ýòî ñäåëàíî âî èçáåæàíèå äèñêðèìèíàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ
ïîòîêîâ.

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.)
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Äåñêðèïòîðû ñîêåòîâ è ïîòîêîâ ââîäà/âûâîäà êîíòðîëèðóþòñÿ ñèñòåìíûì âûçîâîì select
â öèêëå ðàáîòû äèñïåò÷åðà âçàèìîäåéñòâèé. Íà êàæäîé èòåðàöèè öèêëà äèñïåò÷åð îáðàáà-
òûâàåò àêòèâèçàöèþ äåñêðèïòîðîâ è ïåðåäàåò ìîäóëþ âû÷èñëåíèé äàííûå îá èçìåíåíèè ñî-
ñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Ýòî ìîãóò áûòü ñîáûòèÿ, ñèãíàëèçèðóþùèå îá îêîí÷àíèè çàãðóçêè äàííûõ
êëèåíòñêèìè ñåññèÿìè èëè î ïðîèçîøåäøèõ îøèáêàõ, à òàêæå àêòèâèçàöèÿ äåñêðèïòîðîâ îæè-
äàþùèõ ïîòîêîâ ââîäà/âûâîäà. Íà îñíîâàíèè ýòèõ äàííûõ ìîäóëü âû÷èñëåíèé ðàçáëîêèðóåò
ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëèòåëüíûå ïîòîêè.

Ñîáûòèÿ íà äåñêðèïòîðàõ, êîíòðîëèðóåìûõ âûçîâîì select, ìîãóò òàêæå âûçûâàòü ñîçäà-
íèå íîâûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïîòîêîâ. Ýòî ïðîèñõîäèò, íàïðèìåð, â ñëó÷àå îêîí÷àíèÿ ïîëó÷å-
íèÿ çàïðîñà ñëóøàþùèì ñåðâåðîì, êîãäà çàïóñêàåòñÿ âû÷èñëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñåðâåðó
ôóíêöèè.

Ïîñëå îáðàáîòêè àêòèâèçàöèè äåñêðèïòîðîâ, äèñïåò÷åð âûçûâàåò ìåòîä PerformStep îáú-
åêòà ìîäóëÿ âû÷èñëåíèé, çàïóñêàÿ òåì ñàìûì î÷åðåäíîé øàã âû÷èñëåíèé äëÿ ãîòîâûõ âû-
÷èñëèòåëüíûõ ïîòîêîâ. Ëîãèêà âûïîëíåíèÿ øàãà âû÷èñëåíèé äëÿ êàæäîãî îòäåëüíîãî âû÷èñ-
ëèòåëüíîãî ïîòîêà çàâèñèò îò êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ ïîòîêîâ. Â ñèñòåìå
âåá-àãåíòà, óïðàâëÿåìîãî íà ÿçûêå Ëèñï, âûïîëíåíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ïîòîêîâ îñóùåñòâëÿåò-
ñÿ âèðòóàëüíûìè Ëèñï-ìàøèíàìè (áîëåå ïîäðîáíî ñì. â ïîäðàçäåëå 4.3).

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ âû÷èñëåíèé äèñïåò÷åð çàïðàøèâàåò ó ìîäóëÿ âû÷èñëåíèé èíôîðìàöèþ,
íåîáõîäèìóþ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ âûçîâà select. Â ñëó÷àå åñ-
ëè ñóùåñòâóþò âû÷èñëèòåëüíûå ïîòîêè, ãîòîâûå ê âûïîëíåíèþ, ýòî âðåìÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ
â íîëü. Åñëè ãîòîâûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïîòîêîâ íåò, íî åñòü ïîòîêè, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàç-
áëîêèðîâàíû ïî âðåìåíè, ïåðåäàåòñÿ ìèíèìàëüíîå âðåìÿ îæèäàíèÿ äëÿ òàêèõ ïîòîêîâ. Åñëè
âû÷èñëåíèÿ ïî âñåì ïîòîêàì çàâåðøåíû èëè çàáëîêèðîâàíû ïî ñîáûòèþ, âðåìÿ îæèäàíèÿ
âûçîâà select íå îãðàíè÷èâàåòñÿ.

4.3 Ìíîãîïîòî÷íûé Ëèñï-âû÷èñëèòåëü

Â ðåàëèçàöèè àáñòðàêòíîãî ìîäóëÿ âû÷èñëåíèé êàê ìíîãîïîòî÷íîãî Ëèñï-âû÷èñëèòåëÿ
îòäåëüíûì ïîòîêàì ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå âèðòóàëüíûå Ëèñï-ìàøèíû, ðàáîòàþùèå â åäèíîì
ãëîáàëüíîì âû÷èñëèòåëüíîì êîíòåêñòå. Ýòè Ëèñï-ìàøèíû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáúåêòû êëàñ-
ñà WeblispContinuation, íàñëåäóåìîãî, ñ îäíîé ñòîðîíû, îò êëàññà LispContinuation áèáëèî-
òåêè InteLib, à ñ äðóãîé � îò àáñòðàêòíîãî êëàññà VirtualMachine, ïðåäñòàâëÿþùåãî âû÷èñ-
ëèòåëüíûé ïîòîê. Òàêèì îáðàçîì, îáúåêòû ýòîãî êëàññà ñïîñîáíû ïðîèçâîäèòü âû÷èñëåíèÿ
â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ ÿçûêà Ëèñï, è áëîêèðîâàòü âû÷èñëåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ëîãèêîé
ìîäóëÿ âû÷èñëåíèé âåá-àãåíòà.

Ëèñï-âû÷èñëèòåëü áèáëèîòåêè InteLib ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âèðòóàëüíóþ âû÷èñëèòåëüíóþ
ìàøèíó, â êîòîðîé âû÷èñëåíèå ôîðìû ÿçûêà Ëèñï ðàçäåëÿåòñÿ íà îòäåëüíûå àòîìàðíûå øà-
ãè. Ïðè ýòîì âû÷èñëåíèå ìîæåò áûòü ïðåðâàíî ïîñëå ëþáîãî èç òàêèõ àòîìàðíûõ øàãîâ è â
äàëüíåéøåì âîçîáíîâëåíî áåç ïîòåðè óæå âû÷èñëåííûõ äàííûõ. Ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò ïðî-
ãðàììå ïåðåõîäèòü â ñîñòîÿíèå îòëîæåííûõ âû÷èñëåíèé (òàê íàçûâàåìûå continuations [5]).
Âîçìîæíîñòü ïðåðûâàíèÿ Ëèñï-âû÷èñëåíèé èñïîëüçóåòñÿ è âèðòóàëüíûìè Ëèñï-ìàøèíàìè
âåá-àãåíòà äëÿ îãðàíè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà øàãîâ, êîòîðûå ìîæåò âûïîëíèòü â íåïðåðûâíîì ðå-
æèìå îäèí âû÷èñëèòåëüíûé ïîòîê.

Èäåÿ ìíîãîïîòî÷íîãî Ëèñï-âû÷èñëèòåëÿ ïðèâíîñèò â ðåàëèçàöèþ äîïîëíèòåëüíûå ñëîæ-
íîñòè, ñâÿçàííûå ñ âîçìîæíûìè âçàèìäåéñòâèÿìè âû÷èñëèòåëüíûõ ïîòîêîâ. Â ÷àñòíîñòè, â
ñëó÷àå åñëè íåñêîëüêî âû÷èñëèòåëüíûõ ïîòîêîâ èñïîëüçóþò è ìîäèôèöèðóþò çíà÷åíèå íåêî-
òîðîé ãëîáàëüíîé ïåðåìåííîé, ìîæåò âîçíèêíóòü íåîáõîäèìîñòü â àòîìàðíîñòè òàêèõ îïåðà-
öèé ÷òåíèÿ/çàïèñè. Äëÿ êîððåêòíîé îáðàáîòêè òàêîãî ðîäà ñèòóàöèé íåîáõîäèìî ïðåäóñìîò-
ðåòü ìåõàíèçì, ïîçâîëÿþùèé ïîëüçîâàòåëüñêîé ïðîãðàììå óñòàíàâëèâàòü çàïðåò ïåðåêëþ÷å-
íèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ïîòîêîâ â íåêîòîðîé ñåêöèè. Â íûíåøíåé ðåàëèçàöèè ýòà çàäà÷à ïîêà íå
ðåøåíà.

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.)



ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÓÅÌÛÉ HTTP-ÀÃÅÍÒ 175

5 Ïîääåðæêà ïðîòîêîëà HTTP

Â ðàìêàõ ïîääåðæêè âåá-àãåíòîì ïðîòîêîëà HTTP âåðñèè 1.1 (ñòàíäàðò RFC 2616 � [6])
ïðè ðàáîòå ñ HTTP-ñîîáùåíèÿìè ïîääåðæèâàþòñÿ ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè:

• ðàçäåëåíèå ñîîáùåíèÿ íà íà÷àëüíóþ ñòðîêó, çàãîëîâîê è ñîäåðæèìîå ïóòåì âûäåëåíèÿ
ïàðíûõ ñèìâîëîâ CR è LF2 (ñîãëàñíî ôîðìàòó ñîîáùåíèé HTTP/1.1: ñì. [6], ï. 4.1);

• îáàáîòêà âåäóùèõ è êîíå÷íûõ ïðîáåëîâ â çíà÷åíèÿõ çàãîëîâêîâ, îáðàáîòêà ïåðåíîñîâ
ñòðîê îòäåëüíîãî ïîëÿ çàãîëîâêà ñîãëàñíî [6], ï. 4.2);

• îïðåäåëåíèå äëèíû ñîîáùåíèÿ ïî çíà÷åíèþ ïîëÿ Content-Length â çàãîëîâêå èëè íà
îñíîâå êîäèðîâêè "Transfer-Encoding: chunked" ([6], ï. 3.6.1); åñëè ýòè ïîëÿ íå çàäàíû,
ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàçðûâ ñîåäèíåíèÿ ñåðâåðîì ïî îêîí÷àíèè ïåðåäà÷è ñîîáùåíèÿ;

• òðåáîâàíèå îáÿçàòåëüíîãî íàëè÷èÿ â çàãîëîâêå ïîëÿ Host âî âñåõ çàïðîñàõ ê ñëóøàþùèì
ñåðâåðàì (ñîãëàñíî [6], ï. 14.23).

Âåá-àãåíò ïîçâîëÿåò ïîëüçîâàòåëüñêîé ïðîãðàììå êàê ÿâíî çàäàâàòü çàïðîñû, ïîñûëàåìûå
êëèåíòñêèìè ñåññèÿìè âíåøíèì ñåðâåðàì, òàê è èñïîëüçîâàòü çàïðîñû ñòàíäàðòíîãî âèäà.
Â çàãîëîâêå çàïðîñà ñòàíäàðòíîãî âèäà çàäàþòñÿ ïîëÿ Host, Content-Length è User-Agent
(ïîñëåäíèé � ñî çíà÷åíèåì Weblisp/0.1).

Îòâåòû ñëóøàþùèõ ñåðâåðîâ íà çàïðîñû âíåøíèõ êëèåíòîâ èìåþò â çàãîëîâêå ñëåäóþùèå
ïîëÿ: Content-Type, Content-Length, Date, Last-Modified (ñ äàòîé ïîñëåäíåãî îáðàùåíèÿ ê
Ëèñï-âû÷èñëèòåëþ), Connection (ñî çíà÷åíèåì close, òàê êàê ñåðâåð ðàçðûâàåò ñâÿçü ïîñëå
îòâåòà).

6 Çàäà÷à ïåðåõâàòà âèäåî- è àóäèîïîòîêîâ

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè Èíòåðíåò-òðàôèêà ïðè ïîâòîðíîì îáðàùåíèè ê ðåñóðñàì ðåøàåòñÿ
âñåìè ñîâðåìåííûìè áðàóçåðàìè ïóòåì êýøèðîâàíèÿ âåá-ñòðàíèö, íî ãèáêàÿ íàñòðîéêà òà-
êîãî êýøèðîâàíèÿ äëÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷ íà óðîâíå áðàóçåðà íåâîçìîæíà. Íàïðèìåð, åñëè
ñóùåñòâóåò ïîòðåáíîñòü ìíîãîêðàòíîãî ïðîñìîòðà íåêîòîðîãî âèäåîôàéëà, ïîëó÷àåìîãî èç
ñåòè, òî åñòåñòâåííî ñîõðàíèòü ýòîò ôàéë íà ïðîêñè-ñåðâåðå âìåñòå ñ HTTP-çàãîëîâêîì è ïðè
ïîâòîðíîì îáðàùåíèè íå çàïðàøèâàòü ôàéë èç ñåòè, à äîñòàâàòü åãî èç ðåïîçèòîðèÿ.

Òàêàÿ çàäà÷à åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âåá-àãåíòà. Â êà÷åñòâå äåìîí-
ñòðàöèîííîãî ïðèìåðà áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà íà ÿçûêå Ëèñï äëÿ óïðàâëåíèÿ ðàáîòîé
ïðîêñè-ñåðâåðà, îñíîâíîé çàäà÷åé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îðãàíèçàöèÿ ðåïîçèòîðèÿ âèäåîôàéëîâ,
ïîëó÷åííûõ ñ ñàéòà www.youtube.com. Â ýòîé ïðîãðàììå ïðîêñè-ñåðâåð àíàëèçèðóåò çàïðîñ
êëèåíòà è âûïîëíÿåò ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

• Åñëè áðàóçåð îñóùåñòâëÿåò çàïðîñ ïî àäðåñó http://__repository/, òî â áðàóçåð ïåðåäà-
åòñÿ ñïèñîê âèäåîôàéëîâ, ñîõðàíåííûõ â ðåïîçèòîðèè.

• Åñëè öåëüþ çàïðîñà íå ÿâëÿåòñÿ âèäåîôàéë ñ ñàéòà www.youtube.com, ïðîêñè-ñåðâåð ïðî-
ñòî ïåðåäà¼ò çàïðîñ êëèåíòà ñåðâåðó è âîçâðàùàåò êëèåíòó ïîëó÷àåìûé îòâåò.

• Åñëè öåëüþ çàïðîñà ÿâëÿåòñÿ âèäåîôàéë ñ ñàéòà www.youtube.com, è äàííûé ôàéë åñòü
â ðåïîçèòîðèè, êëèåíòó âîçâðàùàåòñÿ HTTP-çàãîëîâîê è ñîäåðæèìîå âèäåîôàéëà, íàé-
äåííîå â ðåïîçèòîðèè.

• Åñëè öåëüþ çàïðîñà ÿâëÿåòñÿ âèäåîôàéë ñ ñàéòà www.youtube.com, è äàííîãî ôàéëà íåò
â ðåïîçèòîðèè, ïðîêñè-ñåðâåð ïåðåäàåò çàïðîñ êëèåíòà íà ñåðâåð, à ïîëó÷àåìûé îòâåò
ïåðåäàåò êëèåíòó è ñîõðàíÿåò â ðåïîçèòîðèè.

2US-ASCII CR, carriage return (13) è US-ASCII LF, linefeed (10)
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7 Ïåðñïåêòèâû äàëüíåéøåé ðàáîòû

Â êà÷åñòâå áëèæàéøèõ ïåðñïåêòèâ îïèñûâàåìîé ðàçðàáîòêè ìîæíî âûäåëèòü îïòèìèçà-
öèþ ñóùåñòâóþùåãî àïïàðàòà óïðàâëåíèÿ ïîòîêàìè Ëèñï-âû÷èñëåíèé, à òàêæå ðàçðàáîòêó
ìèíèìàëüíûõ ñðåäñòâ âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ïîòîêîâ. Òàêæå äëÿ êîððåêòíîé
ðàáîòû âåá-àãåíòà íà ñëîæíûõ ñöåíàðèÿõ ñ ñîâìåñòíûì èñïîëüçîâàíèåì ôàéëîâ è ïåðåêðåñò-
íûìè áëîêèðîâêàìè âû÷èñëèòåëüíûõ ïîòîêîâ ïîòðåáóåòñÿ ðàçðàáîòêà ìåõàíèçìà ðàçðåøåíèÿ
òóïèêîâ.

Äëÿ óïðîùåíèÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ âåá-àãåíòà èìååò ñìûñë ñíàáäèòü åãî íàáîðîì áàçîâûõ
ôóíêöèé ðàáîòû ñ äîêóìåíòàìè â ôîðìàòàõ HTML/XML, â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿìè âûáîðà
ññûëîê è ïðåäñòàâëåíèÿ XML-äåðåâüåâ â âèäå S-âûðàæåíèé. Â íûíåøíåé ðåàëèçàöèè âñ¼ ýòî
îñòàåòñÿ çàäà÷åé ïîëüçîâàòåëüñêîé ïðîãðàììû.
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Êàôåäðà âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé è ìîäåëèðîâàíèÿ; Ãåîôèçè÷åñêèé öåíòð ÐÀÍ

Ââåäåíèå
Â ïîñëåäíèå ãîäû íåïðåðûâíî âîçðàñòàåò èíòåðåñ ê çàäà÷àì àññèìèëÿöèè (óñâîåíèÿ) è îá-

ðàáîòêè äàííûõ íàáëþäåíèé. Ýòè çàäà÷è ôàêòè÷åñêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáðàòíûå çàäà÷è [1]
(èëè çàäà÷è óïðàâëåíèÿ) äëÿ ñëîæíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàåìèõ íåëèíåéíûìè
óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. À ïðîöåññû àññèìèëÿöèè äàííûõ íàáëþäåíèé ÿâëÿþòñÿ
ïðîöåäóðàìè çàìûêàíèÿ äàííûõ çàäà÷. Íàèáîëüøèå ïðèëîæåíèÿ îíè ïîëó÷èëè â ìåòåîðîëî-
ãèè è îêåàíîëîãèè, ãäå äàííûå èçìåðåíèé îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ ïîëåé àòìîñôåðû è îêåàíà
àññèìèëèðóþòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé (èëè äðó-
ãèõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè) èëè ñ öåëüþ áîëåå àäåêâàòíîãî âîñïðîèçâåäåíèÿ ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ èëè ïðîãíîçà ñîñòîÿíèÿ ìîäåëèðóåìîé ñðåäû.

Ñðåäè ìåòîäîâ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ óñâîåíèÿ
äàííûõ íàáëþäåíèé, çíà÷èòåëüíóþ ðîëü èãðàþò ìåòîäû èõ ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè, àíà-
ëèçà è àëãîðèòìû èíòåðïîëÿöèè è ýêñòðàïîëÿöèè, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåàëèçàöèè îä-
íîãî èç îñíîâíûõ ýòàïîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ àññèìèëÿöèè äàííûõ. Â ñâÿçè ñ ýòèì, ðàçðàáîòêà òà-
êèõ àëãîðèòìîâ è ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, îñíîâàííûõ íà ñîâðåìåííûõ
ïîäõîäàõ è ó÷èòûâàþùèõ ïîñëåäíèå äîñòèæåíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé
ïðîáëåìîé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïèñàíû îïåðàòèâíûå äàííûå èçìåðåíèé õàðàêòåðèñòèê âîä Ìèðîâî-
ãî îêåàíà, ïðåäñòàâëåíî îïèñàíèå íåñêîëüêèõ ìåòîäîâ èíòåðïîëÿöèè äàííûõ íàáëþäåíèé è
ïðîäåìîíñòðèðîâàíû ðåçóëüòàòû íåêîòîðûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðîâåäåííûõ ñ ïîìî-
ùüþ Êîìïëåêñà ïðîãðàìì, ðàçðàáîòàííûì àâòîðàìè äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â çàäà÷àõ óñâîåíèÿ
îïåðàòèâíûõ ãåîôèçè÷åñêèõ äàííûõ íàáëþäåíèé.

1 Îïåðàòèâíûå äàííûå î ñîñòîÿíèè Ìèðîâîãî îêåàíà

Îñíîâíûìè ïàðàìåòðàìè, õàðàêòåðèçóþùèìè ñîñòîÿíèå Ìèðîâîãî îêåàíà, ÿâëÿþòñÿ: òåì-
ïåðàòóðà, ñîëåíîñòü, ñêîðîñòü è íàïðàâëåíèå òå÷åíèé, óðîâåíü ìîðñêîé âîäû, ñîäåðæàíèå
êèñëîðîäà, ñîäåðæàíèå íèòðàòîâ, ñîäåðæàíèå ôîñôàòîâ è ò.ä. [2, 3]. Äî ñåðåäèíû ïðîøëî-
ãî ñòîëåòèÿ ýòè ïàðàìåòðû èçìåðÿëèñü òðàäèöèîííûìè êîíòàêòíûìè ìåòîäàìè èçìåðåíèé.
Ñ ðàçâèòèåì ïðèáîðîñòðîåíèÿ ïîÿâèëèñü äèñòàíöèîííûå ìåòîäû çîíäèðîâàíèÿ ïîâåðõíîñòè
îêåàíà êàê ñ áîðòà ñàìîëåòà, òàê è èñêóññòâåííûõ ñïóòíèêîâ Çåìëè (ÈÑÇ). Òàêèì îáðàçîì,
äàííûå î ñîñòîÿíèè îêåàíà óñëîâíî ìîæíî ïîäðàçäåëèòü íà äâà òèïà: êîíòàêòíûå è äèñòàíöè-
îííûå, îïåðàòèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ êîòîðûõ â íåñêîëüêî ðàç ïðåâûøàåò ïîñòóïëåíèå äàííûõ,
èçìåðÿåìûõ êîíòàêòíûìè ìåòîäàìè.

Ñîâðåìåííûå ìåòîäàì äèñòàíöèîííîãî çîíäèðîâàíèÿ Çåìëè èç êîñìîñà ïîäðàçäåëÿþò íà
òðè òèïà [4]: ïàññèâíûå, ïîëóàêòèâíûå è àêòèâíûå. Ïàññèâíûå ìåòîäû îñíîâàíû íà ðåãèñòðà-
öèè òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ (ÈÊ è ÑÂ×), âèäèìîãî èçëó÷åíèÿ è åñòåñòâåííîãî ãàììà-èçëó÷åíèÿ
ñ ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè. Ïîëóàêòèâíûå ìåòîäû îñíîâàíû íà îáëó÷åíèè åñòåñòâåííûìè
è èñêóññòâåííûìè èñòî÷íèêàìè ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ â øèðîêîì ñïåêòðàëüíîì äèà-
ïàçîíå è â àíàëèçå ñïåêòðàëüíîãî ñîñòàâà ïðèíÿòîãî ñèãíàëà ïîâåðõíîñòè àêâàòîðèè. Ïðè
èñïîëüçîâàíèè àêòèâíûõ ìåòîäîâ èññëåäóåìàÿ âîäíàÿ ïîâåðõíîñòü îáëó÷àåòñÿ èñòî÷íèêàìè
èçëó÷åíèÿ çàäàííîãî ñïåêòðàëüíîãî ñîñòàâà ñ ðåãèñòðàöèåé èëè îòðàæåííîãî èçëó÷åíèÿ, èëè
ôëóîðåñöåíöèè, èëè êîìáèíàöèîííîãî ðàññåÿíèÿ.
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Òåìïåðàòóðà ïîâåðõíîñòè îêåàíà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïåðâûõ îêåàíîãðàôè÷åñêèõ ïàðàìåò-
ðîâ, êîòîðûå íà÷àëè èçìåðÿòü ñ áîðòà ÈÑÇ. Îíà ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî äàííûì î ðàäèîÿðêîñòíîé
òåìïåðàòóðå, èçìåðÿåìîé ÈÊ è ÑÂ×-ðàäèîìåòðàìè (âêëþ÷àÿ è ðàäèîìåòðû ñêàíèðóþùèå
âäîëü ïîäñïóòíèêîâîãî ñëåäà), è ïî äàííûì ñêàíåðîâ âèäèìîãî äèàïàçîíà, êîòîðûå èìåþò äî-
ïîëíèòåëüíûé êàíàë â ÈÊ-äèàïàçîíå. Îáðàáîòêà äàííûõ ðàäèîìåòðîì è ñêàíåðîâ ïðîâîäèòñÿ
â íåñêîëüêî ýòàïîâ. Ñàìûì ñóùåñòâåííûì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïðèâÿçêà ê ãåîãðàôè÷åñêîé ñåò-
êå. Ýòà ïðîöåäóðà äîñòàòî÷íî òðóäîåìêà, ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è àññèìèëÿöèè äàííûõ
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñïóòíèêîâóþ èíôîðìàöèþ, ïîäâåðãíóòóþ ïåðâè÷íîé îáðàáîòêå.

Âûñîòà ìîðñêîé ïîâåðõíîñòè îêåàíà ðàññ÷èòàâåòñÿ ïî äàííûì ñïóòíèêîâîé àëüòèìåòðèè
â òî÷êå âäîëü ïîäñïóòíèêîâîãî ñëåäà. Ñàìà âûñîòà ìîðñêîé ïîâåðõíîñòè íå ìîæåò èñïîëüçî-
âàòüñÿ â çàäà÷å àññèìèëÿöèè äàííûõ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðàññ÷èòàòü äèíàìè÷åñêóþ òîïî-
ãðàôèþ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòêëîíåíèå âûñîòû ìîðñêîé ïîâåðõíîñòè îò ïîâåðõíîñòè
ãåîèäà (ýêâèïîòåíöèàëüíîé ïîâåðõíîñòè).

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîâîäÿòñÿ îòäåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïî ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ è ïðè-
áîðîâ ðàñ÷åòà ñîëåíîñòè ìîðñêîé âîäû íà ïîâåðõíîñòè ïî äàííûì äèñòàíöèîííîãî çîíäèðîâà-
íèÿ.

Òî÷íîñòü ðàñ÷åòà ýòèõ ïàðàìåòðîâ ïðåäñòàâëåíà â Òàáëèöå 1.

Äàò÷èê
Òî÷íîñòüÒèï Íàçâàíèå

Òåìïåðàòóðà ïîâåðõíîñòè îêåàíà

ÈÊ-ðàäèîìåòð Advanced Very High Resolution
Radiometers

AVHRR 0.3�0.5�Ñ

Ñêàíåð âèäèìîãî äèà-
ïàçîíà

Moderate-resolution Imaging
Spectroradiometer

MODIS 0.3�Ñ

ÈÊ-ðàäèîìåòð Along-Track Scanning Radiometer ATSR 0.3�Ñ
ÑÂ×-ðàäèîìåòð Special Sensor Microwave Imager SSMI 0.7�Ñ
Âûñîòà ìîðñêîé ïîâåðõíîñòè

Àëüòèìåòð Radio Altimeter Poseidon - 2 4.2 ñì

Òàáëèöà 1: Òî÷íîñòè èçìåðåíèÿ îñíîâíûõ îêåàíîãðàôè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñ áîðòà ÈÑÇ.

Ïðîôèëèðóþùèå áóè ARGO ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñìåøåííûé òèï èçìåðåíèÿ îñíîâíûõ îêå-
àíîãðàôè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Ïðîôèëè òåìïåðàòóðû è ñîëåíîñòè (èëè ýëåêòðîïðîâîäíîñòü)
èçìåðÿþòñÿ êîíòàêòíûìè ìåòîäàìè, íî ñàìè äàííûå ïåðåäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ÈÑÇ. Òàêèì îá-
ðàçîì îíè äàþò óíèêàëüíóþ îïåðàòèâíóþ èíôîðìàöèþ î ñîñòîÿíèè îêåàíà.

Ñïóùåííûé íà âîäó áóé äðåéôóåò íà ïîâåðõíîñòè â òå÷åíèå íåêîòîðîãî ïðîìåæóòêà âðå-
ìåíè, äîñòàòî÷íîãî äëÿ ïåðåäà÷è äàííûõ íà ïðîõîäÿùèå ñïóòíèêè (îáû÷íî 6-12 ÷àñîâ). Ïîñëå
îïóñêàíèÿ íà çàäàííûé ãîðèçîíò áóé äðåéôóåò â òå÷åíèå 10 äíåé, ïîñëå ÷åãî ïîäíèìàåòñÿ íà
ïîâåðõíîñòü ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ 1 ì/ñ, ïðîâîäÿ èçìåðåíèÿ äàâëåíèÿ, òåìïåðàòóðû è ýëåê-
òðîïðîâîäíîñòè, íà îñíîâàíèè êîòîðîé â äàëüíåéøåì ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñîëåíîñòü ìîðñêîé âîäû
(äëÿ ãîðèçîíòà 2000 ì ýòîò ïðîöåññ îáû÷íî çàíèìàåò îêîëî 6 ÷àñîâ), è ñ ïîâåðõíîñòè ïåðåäà¼ò
èíôîðìàöèþ íà ÈÑÇ. Öèêë ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå èñòîùàòñÿ áàòàðåè èëè áóé íå
áóäåò âûëîâëåí ðûáàêàìè. Ïîéìàòü áóé ñïåöèàëüíî äîâîëüíî ñëîæíî � òðåáóåòñÿ ñî÷åòàíèå
ìíîãèõ óñëîâèé: ñïóòíèêîâûé òåëåôîí, ïåëåíãàöèîííûé êîíòóð è õîðîøàÿ ïîãîäà.

Öåëüþ ïðîåêòà ARGO ñîçäàíèå è ïîääåðæàíèå ãëîáàëüíîé ñåòè èç 3000 áóåâ, ÷òî äîëæíî
ñîîòâåòñòâîâàòü áîëåå 100000 èçìåðåíèé ðàçëè÷íûìè çîíäàìè. Çàäà÷àìè ïðîåêòà ÿâëÿþòñÿ:
ðàçìåùåíèå â Ìèðîâîì îêåàíå çàäàííîãî êîëè÷åñòâà áóåâ; ñîçäàíèå íàöèîíàëüíûõ öåíòðîâ
ARGO; îáåñïå÷åíèå ñâîáîäíîãî äîñòóïà ê äàííûì; ïåðåäà÷à â Ãëîáàëüíóþ ñåòü äàííûõ â òå-
÷åíèå 24 ÷àñîâ (òðåáóåìûõ íà ïåðâè÷íûé êîíòðîëü êà÷åñòâà) ñ ìîìåíòà ïîñòóïëåíèÿ.

Î âîñòðåáîâàííîñòè èíôîðìàöèè ñ ïðîôèëèðóþùèõ áóåâ ARGO ãîâîðèò òîò ôàêò, ÷òî
÷èñëî êîðàáåëüíûõ èçìåðåíèé ðàçëè÷íûìè çîíäàìè ñîêðàùàåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ èçìåðåíèÿìè
äàííîãî òèïà áóåâ.

Ïîäãîòîâêà äàííûõ î ïðîôèëÿõ òåìïåðàòóðû è ñîë¼íîñòè ñ áó¼â ARGO äëÿ ïðèìåíåíèÿ
èõ â çàäà÷å àññèìèëÿöèè äàííûõ ñàìà ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé çàäà÷åé. Îíà ðåà-
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ëèçóåòñÿ â äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå ïðîâîäèòñÿ èíòåðïîëÿöèÿ äàííûõ íà ðàñ÷åòíûå óðîâíè
ìîäåëè, íà âòîðîì ýòàïå � èíòåðïîëÿöèÿ íà ðàñ÷åòíóþ ñåòêó ìîäåëè ïî "ãîðèçîíòàëüíûì ïåðå-
ìåííûì". Â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû áûëî ðàññìîòðåòü ðÿä àëãîðèòìîâ
ðåøåíèÿ ýòèõ äâóõ ýòàïîâ è ðåàëèçàöèè èõ â ñîîòâåòñòâóþùåì êîìïëåêñå ïðîãðàìì.

2 Àëãîðèòìû èíòåðïîëÿöèè è ýêñòðàïîëÿöèè

Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíî íåñêîëüêî ìåòîäîâ èíòåðïîëÿöèè (êàê îäíîìåðíîé, òàê è
äâóìåðíîé) äàííûõ íàáëþäåíèé.

2.1 Ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ

Ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ � èíòåðïîëÿöèÿ àëãåáðàè÷åñêèì äâó÷ëåíîì P(z) = az + b ôóíê-
öèè îäíîé ïåðåìåííîé f(z), çàäàííîé â äâóõ òî÷êàõ z0 è z1 îòðåçêà [a, b] [5]. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî
îçíà÷àåò çàìåíó ãðàôèêà ôóíêöèè f ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè (z0,f(z0)) è (z1,f(z1)).
Óðàâíåíèå òàêîé ïðÿìîé èìååò âèä:

P (z)− f(z0)
f(z1)− f(z0)

=
z − z0
z1 − z0

,

îòñþäà äëÿ z ∈ [z0 − z1]

f(z) ≈ P (z) = f(z0) +
f(z1)− f(z0)

z1 − z0
(z − z0)

Ýòî è åñòü ôîðìóëà ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè, ïðè ýòîì

f(z) = P (z) +R(z),

ãäå R(z) � ïîãðåøíîñòü ôîðìóëû:

R(z) =
f”(ψ)

2
(z − z0)(z − z1), ψ ∈ [z0, z1].

Àëãîðèòì ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ ïðîñòûõ ìåòîäîâ èíòåðïîëÿöèè
äàííûõ. Ýòîò àëãîðèòì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ èíòåðïîëÿöèè äàííûõ íàáëþäåíèé, ïî-
ëó÷åííûõ ñ áó¼â ARGO ïî âåðòèêàëüíîé ïåðåìåííîé (�ïî ãëóáèíå�).

2.2 Îïòèìàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ýêñòðàïîëÿöèÿ (èíòåðïîëÿöèÿ) äàííûõ

Ìåòîä îïòèìàëüíîé ëèíåéíîé ýêñòðàïîëÿöèè [6]-[8] ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé îñíîâîé ñòà-
òèñòè÷åñêîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ, ñóòü êîòîðîãî ñîñòîèò â ïðîãíîçå áóäóùåãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-
ðà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû íà îñíîâå åãî çíà÷åíèé â ïðîøëîì è èçâåñòíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâÿçåé
ìåæäó ýòèìè çíà÷åíèÿìè.

Ïóñòü íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå [a, t] èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà, ïðåäøåñòâóþùåì ìîìåíòó âðå-
ìåíè t , èìååòñÿ ðåàëèçàöèÿ f(t) ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà F (t), ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè
êîòîðîãî èçâåñòíû. Òðåáóåòñÿ äàòü ïðîãíîç çíà÷åíèÿ ýòîé ðåàëèçàöèè f(t + T ) â íåêîòîðûé
ïîñëåäóþùèé ìîìåíò t+ T, T > 0. Âåëè÷èíà T íàçûâàåòñÿ óïðåæäåíèåì.

Ïîñêîëüêó ìû èìååì äåëî ñî ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè, òî íàñ èíòåðåñóåò íàõîæäåíèå òàêîãî
ñïîñîáà ðåøåíèÿ çàäà÷è, êîòîðûé äàâàë áû íàèëó÷øèé â íåêîòîðîì ñìûñëå ðåçóëüòàò ïî âñåìó
ìíîæåñòâó ðåàëèçàöèé, ò.å. íàõîæäåíèå òàêîãî îïåðàòîðà, êîòîðûé â ïðèìåíåíèè ê ìíîæåñòâó
ðåàëèçàöèé f(t) äàâàë áû íàèëó÷øåå â íåêîòîðîì ñìûñëå çíà÷åíèå f(t+ T ).

Îáîçíà÷èâ èñêîìûé îïåðàòîð ÷åðåç L , ìîæåì çàïèñàòü

F (t+ T ) = L[F (t)]. (1)
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç δ ðàçíîñòü ìåæäó èñòèííûì çíà÷åíèåì F(t+T) è çíà÷åíèåì, ïîëó÷åííûì ïî
ôîðìóëå (1). Íàèáîëåå óäîáíûì ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ êðèòåðèåì êà÷åñòâà ýêñòðà-
ïîëÿöèè ÿâëÿåòñÿ îáðàùåíèå â ìèíèìóì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ êâàäðàòà ðàçíîñòè

M [δ2] = M{[F (t+ T )− L[F (t)]]2}. (2)

Îïåðàòîð L, ïðè êîòîðîì âûðàæåíèå (2) îáðàùàåòñÿ â ìèíèìóì, íàçûâàþò îïòèìàëüíûì
îïåðàòîðîì, à ôîðìóëó (1) � ôîðìóëîé îïòèìàëüíîé ýêñòðàïîëÿöèè.

Â ïîñëåäíèå ãîäû ìåòîä îïòèìàëüíîé ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè ïðèìåíÿëñÿ äëÿ ïðîãíîçà
ðàçëè÷íûõ ãèäðîìåòåîðîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Ïðè ýòîì, ïî-âèäèìîìó, íå ñëåäóåò ïðîòèâî-
ïîñòàâëÿòü åãî äðóãèì ìåòîäàì ïðîãíîçèðîâàíèÿ, â ÷àñòíîñòè äèíàìè÷åñêèì ìåòîäàì, îñíî-
âàííûì íà èñïîëüçîâàíèè óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè, à ñòàðàòüñÿ ñî÷åòàòü ðàçëè÷íûå ìåòîäû
ïðîãíîçà äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëåå íàä¼æíûõ ðåçóëüòàòîâ. Îäíèì èç ïóòåé òàêîãî ñî÷åòàíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ïîëó÷åíèå òàê íàçûâàåìîãî �âçâåøåííîãî� ïðîãíîçà. Äîïóñòèì, ÷òî ïîëó÷åíû ïðîãíîçû
îäíîãî è òîãî æå ýëåìåíòà äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè. Ïåðâûé ìåòîä äà¼ò ïðîãíîçèðóå-
ìîå çíà÷åíèå z1, âòîðîé - z2. Òîãäà â êà÷åñòâå ïðîãíîçèðóåìîãî çíà÷åíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü
âåëè÷èíó z = pz1 + qz2, ãäå âåñà p è q = (1 − p) âûáèðàþòñÿ èç òåõ èëè èíûõ ðàçóìíûõ ñî-
îáðàæåíèé. Â ÷àñòíîñòè, åñëè èçâåñòíû äèñïåðñèè îøèáîê êàæäîãî ìåòîäà ïðîãíîçà, òî âåñà
ìîæíî âûáèðàòü êàê âåëè÷èíû, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíûå ýòèì äèñïåðñèÿì.

2.3 Ìåòîä ïðîñòåéøåé èíòåðïîëÿöèè äàííûõ èçìåðåíèé

Ñëåäóþùèé àëãîðèòì ðåàëèçóåò ïðîñòåéøóþ èíòåðïîëÿöèþ, ïåðåâîäèò äàííûå èçìåðåíèé
èç õàîòè÷íîãî ìíîãîîáðàçèÿ òî÷åê, â êîòîðûõ îíè èçâåñòíû, íà ðåãóëÿðíóþ ñåòêó ïóò¼ì óñðåä-
íåíèÿ äàííûõ â óçëàõ, èñïîëüçóÿ âñå òî÷êè, ê êîòîðûì äàííûé óçåë ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøèì [9].

Â äàííîì àëãîðèòìå äëÿ êàæäîãî (i,j)-ãî óçëà ðåãóëÿðíîé ñåòêè ðàññìàòðèâàåòñÿ äîïîëíè-
òåëüíàÿ ïîäîáëàñòü Ωij .

i,ji-1,j

i,j+1

i,j-1

i+1,j

Ðèñ. 1: Îáëàñòü âëèÿíèÿ óçëà (i,j) ðàñ÷åòíîé ñåòêè

Èíòåðïîëÿöèîííîå çíà÷åíèå â ýòîì óçëå ñ÷èòàåòñÿ ñ ïîìîùüþ äàííûõ èçìåðåíèé âñåõ òî-
÷åê, âõîäÿùèõ â äàííóþ ïîäîáëàñòü ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

Zij =
1
m

m∑
k=1

Ẑk,

ãäå Ẑk - çíà÷åíèå äàííûõ èçìåðåíèé â òî÷êå (x̂k, ŷk) ∈ Ωij ,m ≡ m(i, j) - ÷èñëî òî÷åê, ïîïàâøèõ
â ïîäîáëàñòü Ωij , â êîòîðûõ èìåþòñÿ äàííûå íàáëþäåíèé, Zij - çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû â óçëå
ðåãóëÿðíîé ñåòêè ñ êîîðäèíàòàìè (xi, yj).
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Óñëîâèå ïîïàäàíèÿ òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (x̂k, ŷk) â ïîäîáëàñòü Ωij :

|xi − x̂k| <
1
2
hx, |yj − ŷk| <

hy

2
,

ãäå hx, hy - øàãè ñåòêè ïî x è ïî y ñîîòâåòñòâåííî.
Îïèñàííûé ìåòîä òàêæå îòíîñèòñÿ ê êëàññó ïðîñòåéøèõ àëãîðèòìîâ èíòåðïîëÿöèè äàííûõ

íàáëþäåíèé. Â îòëè÷èå îò íåãî, ìåòîä îáðàòíûõ âçâåøåííûõ ðàññòîÿíèé îòíîñèòñÿ ê ãðóïïå
àëãîðèòìîâ, ïåðåäàþùèõ çíà÷åíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ âåëè÷èí áîëåå òî÷íî.

2.4 Ìåòîä îáðàòíûõ âçâåøåííûõ ðàññòîÿíèé

Ìåòîä îáðàòíûõ âçâåøåííûõ ðàññòîÿíèé [9] îñíîâàí íà âû÷èñëåíèè âåñîâûõ êîýôôèöèåí-

òîâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ âçâåøèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ äàííûõ èçìåðåíèé (Ẑk) â òî÷êàõ íàáëþäåíèé
ïðè ïîñòðîåíèè èíòåðïîëÿöèîííîé ôóíêöèè. Âåñ, ïðèñâîåííûé îòäåëüíîé òî÷êå äàííûõ ïðè
âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ â óçëå ñåòêè, ïðîïîðöèîíàëåí çàäàííîé ñòåïåíè îáðàòíîãî ðàññòîÿíèÿ
îò òî÷êè íàáëþäåíèÿ äî óçëà ñåòêè. Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåðïîëÿöèîííîé ôóíêöèè â êàêîì-
òî óçëå ñåòêè ñóììà âñåõ íàçíà÷åííûõ âåñîâ ðàâíà åäèíèöå, à âåñîâîé êîýôôèöèåíò êàæäîé
òî÷êè, ãäå ïðîâîäèëèñü èçìåðåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ äîëåé ýòîãî îáùåãî åäèíè÷íîãî âåñà. Åñëè òî÷êà
íàáëþäåíèÿ ñîâïàäàåò ñ óçëîì ñåòè, òî âåñîâîé êîýôôèöèåíò ýòîé òî÷êè ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì
åäèíèöå, à âñåì äðóãèì íàáëþäåííûì òî÷êàì ïðèñâàèâàþòñÿ íóëåâûå âåñà. Äðóãèìè ñëîâàìè,
â ýòîì ñëó÷àå óçëó ñåòêè ïðèñâàèâàåòñÿ çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî íàáëþäåíèÿ, è, ñëåäîâà-
òåëüíî, äàííûé ìåòîä ðàáîòàåò êàê òî÷íûé èíòåðïîëÿòîð.

Ôîðìóëà èíòåðïîëÿöèè, èñïîëüçóåìàÿ â äàííîì àëãîðèòìå, èìååò âèä:

Zij =

m∑
k=1

Ẑk
rβijk

m∑
k=1

1

rβijk

,

ãäå Zij � èíòåðïîëÿöèîííîå çíà÷åíèå äëÿ (i,j)-ãî óçëà ñåòêè; Ẑk � çíà÷åíèå äàííûõ èçìåðåíèé

â k-îé òî÷êå íàáëþäåíèé; rijk � ðàññòîÿíèå ìåæäó (i,j)-ûì óçëîì è k-îé òî÷êîé íàáëþäåíèé;
m ≡ m(i, j) - ÷èñëî òî÷åê, ó÷èòûâàþùèõñÿ ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ â (i,j)-îì óçëå , β �
ñòåïåíü îáðàòíîãî ðàññòîÿíèÿ.

Ïðåäñòàâëåííûé â ýòîì ðàçäåëå ìåòîä ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñîñòàâëÿþùèõ Êîìïëåêñà ïðî-
ãðàìì, ðàçðàáîòàííîãî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îáðàáîòêè è óñâîåíèÿ ñïóòíèêîâûõ äàííûõ è äàí-
íûõ, ïîñòóïàþùèõ ñ áó¼â ARGO.

3 Îáðàáîòêà äàííûõ, ïîñòóïàþùèõ ñ áó¼â ARGO

Íà îñíîâå îïèñàííûõ âûøå àëãîðèòìîâ, ôîðìóëèðóþòñÿ ìåòîäû è ïðîöåäóðû îáðàáîòêè
è èíòåðïîëÿöèè äàííûõ íàáëþäåíèé, ïîñòóïàþùèõ ñ áó¼â ARGO, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò òåî-
ðåòè÷åñêóþ îñíîâó ðàçðàáîòàííîãî àâòîðàìè ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ. Çàäà÷à îñóùåñòâëå-
íèÿ ïðîöåññà îáðàáîòêè è èíòåðïîëÿöèè äàííûõ äåëèòñÿ íà äâå áîëüøèå ïîäçàäà÷è. Ïåðâàÿ
- èíòåðïîëÿöèÿ äàííûõ íàáëþäåíèé ïî âåðòèêàëüíîé ïåðåìåííîé z (èëè σ-ñèñòåìû êîîðäè-
íàò), äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåðòèêàëüíûõ ïðîôèëåé òåìïåðàòóðû è ñîë¼íîñòè. Ñèãìà êîîðäèíàòàìè
σ = z

H íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé ïîâåðõíîñòü ìîðÿ ïðèíÿòà êàê 0-âàÿ ãëóáè-
íà, à äíî H, ò.å. ìàêñèìàëüíàÿ ãëóáèíà (â êàæäîé òî÷êå) � ðàâíà 1. Âòîðàÿ - èíòåðïîëÿöèÿ
ïî "ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ïî øèðîòå è äîëãîòå, - äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëåé òåìïåðàòóðû è
ñîë¼íîñòè íà çàäàííûõ óðîâíÿõ (ãëóáèíàõ).

3.1 Èíòåðïîëÿöèè äàííûõ íàáëþäåíèé ñ öåëüþ ïîñòðîåíèÿ âåðòèêàëüíûõ
ïðîôèëåé òåìïåðàòóðû â îêåàíå

Äàííûå êàæäîé áóéêîâîé ñòàíöèè ARGO ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàáîð äàííûõ ïî âåðòè-
êàëüíîé ïåðåìåííîé. Çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè äàííûõ íàáëþäåíèé ñ áó¼â ARGO çàêëþ÷àåòñÿ
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â èíòåðïîëÿöèè äàííûõ, ðàçáðîñàííûõ õàîòè÷åñêè ïî âñåé ãëóáèíå èçìåðåíèé, íà çàäàííûå
óðîâíè, ÷òî äåëàåò ýòè çàäà÷è äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè äëÿ ðåøåíèÿ.

Ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ âàðèàíòà èíòåðïîëÿöèè äàííûõ íàáëþäåíèé, ïîëó÷àåìûõ ñ
áó¼â ARGO â çàâèñèìîñòè îò ìîäåëè òåðìîãèäðîäèíàìèêè: èíòåðïîëÿöèÿ äàííûõ íà ñòàí-
äàðòíûå ãîðèçîíòû èëè èíòåðïîëÿöèÿ ïî óðîâíÿì â σ-ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â ñâÿçè ñ ýòèì,
ñóùåñòâóþò äâà ïîäõîäà ê çàäà÷å îáðàáîòêè è èíòåðïîëÿöèè ýòèõ äàííûõ íàáëþäåíèé äëÿ
ïîñòðîåíèÿ âåðòèêàëüíûõ ïðîôèëåé:

(À) Ïîëó÷åííûå äàííûå íàáëþäåíèé ñ áó¼â ARGO èíòåðïîëèðîâàòü íà 33 ñòàíäàðòíûõ
ãîðèçîíòà [10], à ïîñëå, ïðè ïåðåäà÷å â �ïðÿìóþ ìîäåëü�, èíòåðïîëèðîâàòü íà óðîâíè â σ-
ñèñòåìå êîîðäèíàò.

(Á) Ïîëó÷åííûå ñ áó¼â ARGO äàííûå íàáëþäåíèé ñðàçó èíòåðïîëèðîâàòü íà óðîâíè â
σ-ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Ïðîèíòåðïîëèðîâàííûå íà ñòàíäàðòíûå óðîâíè, äàííûå íàáëþäåíèé ïåðåäàþòñÿ â ìîäåëü
äëÿ äàëüíåéøåé îáðàáîòêè, ãäå ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ íà σ-óðîâíè, ïîýòîìó èíòåðïîëÿöèÿ äàííûõ
íàáëþäåíèé ñðàçó íà óðîâíè â σ-êîîðäèíàòàõ óìåñòíà è óäîáíà.

Îïèñàííàÿ âûøå ïðîöåäóðà èíòåðïîëÿöèè äàííûõ ïî âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòå ðåàëèçó-
åòñÿ â ðàçðàáîòàííîì Êîìïëåêñå ïðîãðàìì.

3.2 Èíòåðïîëÿöèÿ äàííûõ íàáëþäåíèé, ïîñòóïàþùèõ ñ áó¼â ARGO, ïî
"ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè"(ïî øèðîòå è äîëãîòå)

Äàííûå íàáëþäåíèé, ïîñòàâëÿåìûå ñ áó¼â ARGO, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëåçíóþ èíôîðìà-
öèþ â ïëàíå ïîëó÷åíèÿ îïåðàòèâíûõ ñâåäåíèé î ñîñòîÿíèè âîä Ìèðîâîãî îêåàíà. Ñðàâíèòåëüíî
ìàëîå êîëè÷åñòâî äàííûõ ñ áóéêîâûõ ñòàíöèé è èõ õàîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ïî ïðîñòðàíñòâó
íåäîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñìîäåëèðîâàòü ïîëíóþ è òî÷íóþ êàðòèíó ïîâåäåíèÿ âîä â îêåàíå. Òåì íå
ìåíåå, õî÷åòñÿ èìåòü ïðåäñòàâëåíèå îá èçìåðÿåìûõ âåëè÷èíàõ íå òîëüêî â òî÷êàõ èçìåðåíèé
áóÿìè, íî è ïî âñåé àêâàòîðèè îêåàíà. Â ñâÿçè ñ ýòèì, âîçíèêàåò çàäà÷à îá èíòåðïîëÿöèè
äàííûõ íàáëþäåíèé ïî "ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè"(ïî øèðîòå è äîëãîòå).

Ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùóþ ðåàëèçàöèþ àëãîðèòìà èíòåðïîëÿöèè äàííûõ, ñîñòîÿùóþ
èç äâóõ ýòàïîâ.

Íà ïåðâîì ýòàïå ïðîèçâîäèòñÿ èíòåðïîëÿöèÿ äàííûõ íàáëþäåíèé ñ áó¼â ARGO â óçëû
ñåòêè ìåòîäîì îáðàòíûõ âçâåøåííûõ ðàññòîÿíèé, îïèñàííîì â ðàçäåëå 2 äàííîé ðàáîòû.

Âòîðîé ýòàï - ýêñòðàïîëÿöèÿ äàííûõ ïî âñåé îáëàñòè îêåàíà,- çàêëþ÷àåòñÿ â îñóùåñòâëÿ-
åìîì â íåñêîëüêî èòåðàöèé ïóò¼ì ïåðåñ÷¼òà äàííûõ ñ óçëîâ ñåòêè, ãäå åñòü çíà÷åíèÿ, íà óçëû
ýòîé æå ñåòêè, ãäå çíà÷åíèÿ íå èçâåñòíû, ñ ðàäèóñîì âëèÿíèÿ, îõâàòûâàþùèì âñå áëèæàéøèå
ê äàííîìó óçëó óçëû ñåòêè. Ïîñëå ïåðâîãî ýòàïà èíòåðïîëÿöèè ïîëó÷àåì ñåòêó, â íåêîòîðûõ
óçëàõ êîòîðîé åñòü çíà÷åíèÿ, è äàëüøå ðàáîòàåì ñ íåé. Èñïîëüçóÿ ýòó ñåòêó, ïðîâåðÿåì âñå
óçëû, è åñëè çíà÷åíèå â óçëå íåèçâåñòíî, òî âû÷èñëÿåì åãî ïî çíà÷åíèÿì â óçëàõ, âõîäÿùèõ â

îêðóæíîñòü ñ ðàäèóñîì rn = n
√
h2

x + h2
y, ãäå hx è hy � øàãè ñåòêè ïî øèðîòå è äîëãîòå ñîîòâåò-

ñòâåííî, åñëè çíà÷åíèÿ êàê ìèíèìóì â äâóõ èç íèõ íàì èçâåñòíû, n � ÷èñëî èòåðàöèé. Ïîñëå
ýòîãî ðàáîòàåì óæå ñ âíîâü ïîëó÷åííîé ñåòêîé òàêèì æå îáðàçîì. Ïðîöåññ äëèòñÿ ñòîëüêî
èòåðàöèé, ñêîëüêî íóæíî äëÿ çàïîëíåíèÿ âñåé ñåòî÷íîé îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé àêâàòîðèè
Ìèðîâîãî îêåàíà.

4 Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ

Â Èíñòèòóòå âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè (ÈÂÌ) ÐÀÍ ðàçðàáîòàíà ïåðâàÿ âåðñèÿ
�Èíôîðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû âàðèàöèîííîé àññèìèëÿöèè äëÿ àíàëèçà ñëîæíûõ
ìîäåëåé� (ÈÂÑ-1) [11]-[14]. Ðàçðàáîòàííàÿ Èíôîðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò
èç íåñêîëüêèõ ïîäñèñòåì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñàìîñòîÿòåëüíàÿ
èíôîðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíàÿ ñèñòåìà (äëÿ ðåøåíèÿ �ïðÿìîé ìîäåëè�, äëÿ èíèöèàëèçàöèè
ãèäðîôèçè÷åñêèõ ïîëåé â îêåàíå, äëÿ âàðèàöèîííîé àññèìèëÿöèè ïîâåðõíîñòíîé òåìïåðàòó-
ðû, äëÿ ðàñ÷åòà ðàñïðîñòðàíåíèÿ çàãðÿçíåíèé â îêðóæàþùåé ñðåäå è äð.).

Êàê îäíà èç òàêèõ ïîäñèñòåì ÈÂÑ-1, â ÈÂÌ ÐÀÍ ñîâìåñòíî ñ êàôåäðîé Âû÷èñëèòåëüíûõ
òåõíîëîãèé è ìîäåëèðîâàíèÿ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà ðàçðàáîòàíà ïåðâàÿ
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âåðñèÿ Êîìïëåêñà ïðîãðàìì ïåðåñ÷¼òà è èíòåðïîëÿöèè äàííûõ íàáëþäåíèé. Îí ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé îñíîâàííûé íà îïèñàííûõ âûøå àëãîðèòìàõ êîìïëåêñ ïðîãðàìì äëÿ îáðàáîòêè äàí-
íûõ, ïîëó÷àåìûõ èç áàçû äàííûõ �Ìèðîâîé îêåàí - ÈÂÌ ÐÀÍ� [2]-[3], èõ èíòåðïîëÿöèè è
çàïèñè â ôàéëû â çàäàííîì ôîðìàòå äëÿ äàëüíåéøåãî óñâîåíèÿ �ïðÿìîé ìîäåëüþ� â öåëÿõ
ïðîãíîçèðîâàíèÿ.

Ñïîñîá îáðàáîòêè è ïåðåñ÷¼òà îïðåäåëÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò âèäà ïîëó÷àåìûõ äàííûõ.
Òàê, íàïðèìåð, â Êîìïëåêñå ïðîãðàìì ðåàëèçîâàíû ðàçíûå ìåòîäû îáðàáîòêè è èíòåðïîëÿöèè
äàííûõ, ïîëó÷àåìûõ ñî ñïóòíèêîâ è áóéêîâûõ ñòàíöèé. Îáðàáîòàííûå è ïðîèíòåðïîëèðîâàí-
íûå, äàííûå ïåðåäàþòñÿ äëÿ óñâîåíèÿ â �ïðÿìóþ ìîäåëü�.

Ïðîãðàììíî Êîìïëåêñ ðåàëèçîâàí íà ÿçûêå Fortran [15] è ìîæåò ðàáîòàòü â îïåðàöèîí-
íûõ ñèñòåìàõ Linux, Unix èëè Windows. Î ôîðìàòàõ âõîäíîé è âûõîäíîé èíôîðìàöèè ìîæíî
ïîñìîòðåòü â ðàáîòå [16].

Ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû íåñêîëüêèõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, îñóùåñòâëåííûõ
ñ ïîìîùüþ óïîìÿíóòîãî âûøå Êîìïëåêñà ïðîãðàìì.

Ïðèìåð 1. Èíòåðïîëÿöèÿ äàííûõ íàáëþäåíèé ñ áó¼â ARGO ïî âåðòèêàëè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîëó÷àåìûõ ïðîôèëåé òåìïåðàòóðû, ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî èçîáðàæåíèé
âûõîäíûõ äàííûõ ïðîãðàììû äëÿ èíòåðïîëÿöèè äàííûõ íàáëþäåíèé ïî âåðòèêàëè, è ïîêàæåì
íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Íèæå íà ðèñ.2 ïðèâåäåíî èçîáðàæåíèå äàííûõ òåìïåðàòóðû, ïåðåñ÷èòàííûõ íà ñòàíäàðò-
íûå óðîâíè ïî âñåé èçìåðÿåìîé ãëóáèíå çà 4 ÿíâàðÿ 2004 ãîäà â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè 66.6◦

â.ä. è 9.4◦ ñ.ø.
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Ðèñ. 2: Ïðîôèëü òåìïåðàòóðû çà 4 ÿíâàðÿ 2004 ãîäà â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè 66.6◦ â.ä. è 9.4◦

ñ.ø.

Ïðè èíòåðïîëÿöèè äàííûõ íàáëþäåíèé ñíà÷àëà íà ñòàíäàðòíûå ãîðèçîíòû, à ïîñëå íà σ-
óðîâíè, âîçíèêàåò íåêîòîðàÿ îøèáêà ïî ñðàâíåíèþ ñ èíòåðïîëÿöèåé äàííûõ íàáëþäåíèé ñðàçó
íà σ-óðîâíè. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàáîòû ýòèõ äâóõ ïðîãðàìì ïî èíòåðïîëÿöèè äàííûõ íàáëþäåíèé,
ïðèâåä¼ì ïðèìåð åù¼ îäíîãî ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà.

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíî èçîáðàæåíèå äàííûõ íàáëþäåíèé òåìïåðàòóðû, èçìåðåííûõ îäíèì
èç áó¼â ARGO 14 ÿíâàðÿ 2004 ãîäà â Èíäèéñêîì îêåàíå â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè 68.6◦ â.ä.
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è 9.0◦ þ.ø. Íà ãðàôèêå òàêæå îòìå÷åíû ýòè äàííûå íàáëþäåíèé, ïðîèíòåðïîëèðîâàííûå íà
ñòàíäàðòíûå ãîðèçîíòû.
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Ðèñ. 3: Äàííûå íàáëþäåíèé òåìïåðàòóðû è èõ èíòåðïîëÿöèÿ íà ñòàíäàðòíûå ãîðèçîíòû

Êàê âèäíî èç ðèñ. 3, âîçíèêàåò íåêîòîðàÿ ïîãðåøíîñòü ïðè èíòåðïîëÿöèè äàííûõ íàáëþ-
äåíèé íà ñòàíäàðòíûå ãîðèçîíòû. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò ðàçíèöà ìåæäó äàííûìè íàáëþäå-
íèé, ïðîèíòåðïîëèðîâàííûìè íà óðîâíè â σ-êîîðäèíàòàõ è äàííûìè, ïðîèíòåðïîëèðîâàííûìè
ñíà÷àëà íà ñòàíäàðòíûå ãîðèçîíòû, à ïîñëå íà óðîâíè â ñèñòåìå σ-êîîðäèíàò.

Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåíû âûõîäíûå äàííûå ðàáîòû ïðîãðàììû äëÿ èíòåðïîëÿöèè äàííûõ íà
óðîâíè â σ-êîîðäèíàòàõ.

Ðàçíûìè ìàðêåðàìè íà ðèñ. 4 îáîçíà÷åíû äàííûå íàáëþäåíèé, ïðîèíòåðïîëèðîâàííûå íà
óðîâíè â σ-êîîðäèíàòàõ, è äàííûå íàáëþäåíèé, ïðîèíòåðïîëèðîâàííûå ñíà÷àëà íà ñòàíäàðò-
íûå ãîðèçîíòû, à ïîñëå íà óðîâíè â σ-êîîðäèíàòàõ. Âèäíî, ÷òî êðèâûå ïðàêòè÷åñêè ñîâïà-
äàþò. Îäíàêî îòëè÷èÿ åñòü, è äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðèâåä¼ì ðàçíèöó ìåæäó äâóìÿ ãðàôèêàìè
âûõîäíûõ äàííûõ, èçîáðàæåííûìè âûøå (ðèñ. 5).

Êàê âèäíî èç ðèñ. 5, îøèáêà ìîæåò ñîñòàâëÿòü íà íåêîòîðûõ óðîâíÿõ äî 0.25◦Ñ, ÷òî
ñîèçìåðèìî ñ òî÷íîñòüþ èçìåðåíèé.

Ïðèìåð2. Èíòåðïîëÿöèÿ äàííûõ íàáëþäåíèé ñ áó¼â ARGO ïî ãîðèçîíòàëè.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàáîòû ìåòîäà, ïðèìåíÿþùåãîñÿ äëÿ îáðàáîòêè è èíòåðïîëÿöèè ïî øè-
ðîòå è äîëãîòå äàííûõ íàáëþäåíèé, ïîñòàâëÿåìûõ ñ áó¼â ARGO, áûëè ïðîâåäåíû íåñêîëüêî
ýêñïåðèìåíòîâ. Íåêîòîðûå èç íèõ ïðåäñòàâëåíû â äàííîì ðàçäåëå.

Äëÿ íà÷àëà ïðèâåä¼ì ðåçóëüòàòû ðàáîòû àëãîðèòìà íà äàííûõ èçìåðåíèé òåìïåðàòóðû
âîäû, ïåðåäàâàåìûõ ñ áó¼â ARGO, çà ÿíâàðü 2008 ãîäà, íà ãëóáèíå 10 ìåòðîâ íà àêâàòîðèè
Èíäèéñêîãî îêåàíà (ðèñ. 6). Â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî ïðèìåðà ïðèâåä¼ì ðàñïðåäåëåíèå òåìïå-
ðàòóðû âîäû, ïîñòðîåííîå ìåòîäîì èíòåðïîëÿöèè äàííûõ íàáëþäåíèé ïî �ãîðèçîíòàëüíûì
ïåðåìåííûì� çà òîò æå ïåðèîä âðåìåíè, íî íà ãëóáèíå 75 ìåòðîâ (ðèñ. 7). Ïðè ñðàâíåíèè
ðèñ. 6 è ðèñ. 7 âèäíî, ÷òî íà ãëóáèíå 75 ìåòðîâ òåìïåðàòóðà âîäû îêåàíà èìååò áîëåå íèçêèé
äèàïàçîí çíà÷åíèé.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðèâåä¼ì åù¼ îäíî ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû âîäû íà àêâàòîðèè Èí-
äèéñêîãî îêåàíà, íî óæå íà ãëóáèíå 200 ìåòðîâ îò ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 8). Õîðîøî âèäíî, ÷òî
òåìïåðàòóðû âîäû ñóùåñòâåííî íèæå íà ãëóáèíàõ òàêîãî ïîðÿäêà, ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîâåðõíîñò-
íûìè òåìïåðàòóðàìè.
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Ðèñ. 4: Âûõîäíûå äàííûå ïðîãðàììû äëÿ èíòåðïîëÿöèè äàííûõ íà óðîâíè â σ-êîîðäèíàòàõ
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Ðèñ. 5: Ðàçíèöà ìåæäó äàííûìè, èíòåðïîëèðîâàííûìè íåïîñðåäñòâåííî íà óðîâíè â σ-
êîîðäèíàòàõ è ÷åðåç ïðîìåæóòî÷íûé ýòàï èíòåðïîëÿöèè íà ñòàíäàðòíûå ãîðèçîíòû
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Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòàííûé Êîìïëåêñ ïðîãðàìì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ îáðàáîò-
êè, èíòåðïîëÿöèè è ýêñòðàïîëÿöèè äàííûõ, ïåðåäàþùèõñÿ ñ áóéêîâûõ ñòàíöèé (ãëóáèííûõ). Â
íàñòîÿùåå âðåìÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ðàáîòà ïî ìîäåðíèçàöèè è ðàçâèòèþ ðàçðàáîòêè Êîìïëåêñà
ïðîãðàìì â öåëÿõ ïîëó÷åíèÿ ïîëíîé êàðòèíû ïîâåäåíèÿ âîä â îêåàíå.

Â çàêëþ÷åíèå, àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Â.È. Àãîøêîâó çà êîíñóëüòàöèè è öåííûå
çàìå÷àíèÿ â ïðîöåññå ðàáîòû.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 07-01-00714)
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Ðèñ. 6: Ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóð íà ãëóáèíå 10 ìåòðîâ ïî äàííûì ñ áó¼â ARGO çà ÿíâàðü
2008 ãîäà íà àêâàòîðèè Èíäèéñêîãî îêåàíà
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Ðèñ. 7: Ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóð íà ãëóáèíå 75 ìåòðîâ ïî äàííûì ñ áó¼â ARGO çà ÿíâàðü
2008 ãîäà íà àêâàòîðèè Èíäèéñêîãî îêåàíà
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Ðèñ. 8: Ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóð íà ãëóáèíå 200 ìåòðîâ ïî äàííûì ñ áó¼â ARGO çà ÿíâàðü
2008 ãîäà íà àêâàòîðèè Èíäèéñêîãî îêåàíà
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ÍÎÑÒÜÞ // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6
(2009ã.), ñòð. 17�22. Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ àñèìïòîòèêè ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ îáîáùåí-
íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà. Èññëåäóåìîå óðàâíåíèå ñîäåð-
æèò íåëèíåéíîñòü, èìåþùóþ âèä ñòåïåííîãî ðÿäà. Ïîêàçàíî, ÷òî ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè
îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíûìè ÷ëåíàìè óðàâíåíèÿ, à íåëèíåéíîñòü âëèÿåò íà ïîðÿäîê îñòàòî÷íîãî
÷ëåíà.

Áèáëèîãðàôèÿ 3 ðàá.

À.Â.Áåëèêîâ. ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜÎÁÎÁÙÅÍÍÛÕÐÅØÅÍÈÉÑÌÅØÀÍÍÛÕ ÇÀ-
ÄÀ× ÄËß ÂÎËÍÎÂÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß Ñ ÍÅËÎÊÀËÜÍÛÌÈ ÃÐÀÍÈ×ÍÛÌÈ ÓÑËÎÂÈ-
ßÌÈ // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6
(2009ã.), ñòð. 23�35. Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà òåîðåìàì åäèíñòâåííîñòè îáîáùåííûõ ðåøåíèé ñìåøàí-
íûõ çàäà÷ äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ íåëîêàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ÷åòûðåõ òèïîâ ñ
çàäàííûìè ëèáî íà÷àëüíûìè, ëèáî ôèíàëüíûìè óñëîâèÿìè.

Áèáëèîãðàôèÿ 14 ðàá.

È.Å.Áðîíøòåéí, À.Â.Ñòîëÿðîâ. ÁÈÁËÈÎÒÅ×ÍÀß ÏÎÄÄÅÐÆÊÀ ÎÁÚÅÊÒÍÎ-
ÎÐÈÅÍÒÈÐÎÂÀÍÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ ßÇÛÊÀ ÐÅÔÀË // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ
Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.), ñòð. 36�46. Â ñòàòüå îïèñûâàåòñÿ ïîä-
ñèñòåìà áèáëèîòåêè InteLib, ìîäåëèðóþùàÿ Ðåôàë-âû÷èñëèòåëü è ñòðóêòóðû äàííûõ ÿçûêà
Ðåôàë è äàþùàÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè ÿçûêà Ðåôàë â ðàìêàõ
ïðîåêòîâ íà Ñè++

Áèáëèîãðàôèÿ 11 ðàá.

C.E.Áóáíîâ. ÔÓÍÊÖÈß ØÅÍÍÎÍÀ ÄËÈÍÛ ÏÐÎÂÅÐßÞÙÈÕ ÒÅÑÒÎÂ ÔÓÍÊ-
ÖÈÉ, ÁÅÑÏÎÂÒÎÐÍÛÕ Â ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÎÌ ÁÀÇÈÑÅ // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎ-
ÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.), ñòð. 47�57. Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà
àëãîðèòìó ïîñòðîåíèÿ ïðîâåðÿþùèõ òåñòîâ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ áåñïîâòîðíûõ ôóíêöèé â ýëå-
ìåíòàðíîì áàçèñå.

Áèáëèîãðàôèÿ 7 ðàá.

À.Á.Äàéíÿê. Î ×ÈÑËÅÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÛÕ ÍÅÇÀÂÈÑÈÌÛÕÌÍÎÆÅÑÒÂ Â ÄÅÐÅ-
ÂÜßÕ ÔÈÊÑÈÐÎÂÀÍÍÎÃÎ ÄÈÀÌÅÒÐÀ // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ
ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.), ñòð. 58�68. Óñòàíàâëèâàåòñÿ äîñòèæèìàÿ âåðõíÿÿ
îöåíêà ÷èñëà ìàêñèìàëüíûõ íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â äåðåâüÿõ ôèêñèðîâàííîãî äèàìåòðà.
Ïðèâîäèòñÿ ïîëíîå îïèñàíèå ñòðóêòóðû ýêñòðåìàëüíûõ äåðåâüåâ.

Áèáëèîãðàôèÿ 6 ðàá.

Å. Î. Äåðåâåíåö, Ê. Í. Äîëãîâà. ÑÒÐÓÊÒÓÐÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ Â ÇÀÄÀ×Å ÄÅÊÎÌÏÈ-
ËßÖÈÈ // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6
(2009ã.), ñòð. 69�80. Äåêîìïèëÿöèÿ - îäíà èç ñëîæíåéøèõ çàäà÷ îáðàòíîé èíæåíåðèè. Îäíîé
èç ïîäçàäà÷ äåêîìïèëÿöèè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ óïðàâëÿþùèõ. Ìåòîäû ðåøåíèÿ
çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ óïðàâëÿþùèõ êîíñòðóêöèé ðàññìàòðèâàþòñÿ â ïðåäñòàâëÿåìîé ðàáîòå.
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Òàêæå â ñòàòüå ïîäðîáíî îïèñàí ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ óïðàâëÿþùèõ êîíñòðóêöèé, ðåàëèçî-
âàííûé â äåêîìïèëÿòîðå TyDec, êîòîðûé ðàçðàáàòûâàåòñÿ Ïîìèìî ýòîãî â ñòàòüå äàåòñÿ îáçîð
ìåòîäà, ïîçâîëÿþùåãî âîññòàíàâëèâàòü ðàáîòó ñ èñêëþ÷èòåëüíûìè ñèòóàöèÿìè íà ïðèìåðå
ÿçûêà Ñè++.

Áèáëèîãðàôèÿ 13 ðàá.

Ì. Î. Ãàïîíîâà, À. Þ. Êîð÷àãèí, È. Ã. Øåâöîâà. ÎÁ ÀÁÑÎËÞÒÍÛÕ ÊÎÍ-
ÑÒÀÍÒÀÕ Â ÐÀÂÍÎÌÅÐÍÎÉ ÎÖÅÍÊÅ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ ÍÎÐÌÀËÜÍÎÉ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀ-
ÖÈÈ ÄËß ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÉ, ÍÅ ÈÌÅÞÙÈÕ ÒÐÅÒÜÅÃÎ ÌÎÌÅÍÒÀ // ÑÁÎÐÍÈÊ
ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.), ñòð. 81�89. Óòî÷-
íåíû âåðõíèå îöåíêè êîíñòàíòû â íåðàâåíñòâå Áåððè�Ýññååíà äëÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ îäèíàêî-
âî ðàñïðåäåë¼ííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûìè àáñîëþòíûìè ìîìåíòàìè ïîðÿäêà 2 + δ,
0 < δ < 1.

Áèáëèîãðàôèÿ 30 ðàá.

Â.Á.Ëàðèîíîâ. Î ÏÎËÎÆÅÍÈÈ ÑÀÌÎÄÂÎÉÑÒÂÅÍÍÛÕ k-ÇÍÀ×ÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
Â ÐÅØ�ÒÊÅ ÇÀÌÊÍÓÒÛÕ ÊËÀÑÑÎÂ // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ
ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.), ñòð. 90�104. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíî èç
ñåìåéñòâ çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè êëàññîâ ôóíêöèé â ìíîãîçíà÷íûõ
ëîãèêàõ � ñåìåéñòâî ñàìîäâîéñòâåííûõ êëàññîâ. Èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î ñòðîåíèè íàäñòðóêòóðû
óêàçàííûõ êëàññîâ.

Áèáëèîãðàôèÿ 7 ðàá.

Ä.Â.Ëåâøèí. ÐÅËßÖÈÎÍÍÛÅ ÄÀÍÍÛÅ Â ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÑÐÅÄÑÒÂÀÕ
ÑÅÌÀÍÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ WEB // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà
ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.), ñòð. 105�110. Ðàññìîòðåíû ïîäõîäû ê èñïîëüçîâàíèþ ÐÑÓÁÄ
â ñðåäñòâàõ Ñåìàíòè÷åñêîãî Web. Ïðåäëîæåí ìåòîä ïðåäñòàâëåíèÿ äàííûõ èç ðåëÿöèîííûõ
òàáëèö â RDF, êîòîðûé ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â èíòåãðèðîâàííûõ ñðåäñòâàõ.

Áèáëèîãðàôèÿ 21 ðàá.

À.Ñ.Ìàðêîâ. Î ÑÊÎÐÎÑÒÈ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÛÕ ÐÀÇËÎÆÅÍÈÉ
ÄËß ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÛÕ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ.
// ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.),
ñòð. 111�127. Â ñòàòüå ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ðàâíîñõîäèìîñòè ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿ-
äîì Ôóðüå ñïåêòðàëüíûõ ðàçëîæåíèé øèðîêîãî êëàññà ôóíêöèé, èìåþùèõ îñîáóþ àñèìïòîòè-
êó íîðìèðîâàííûõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, íà âñåì èíòåðâàëå. Ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè
ðàâíîñõîäèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ îò êîìïàêòà äî ãðàíèöû èíòåðâàëà. Ïîëó÷åííûå îöåíêè ñêîðî-
ñòè ðàâíîñõîäèìîñòè ìîãóò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü îò ñòåïåíè ñóììèðóåìîñòè s êîýôôèöèåíòà
ïðè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé.

Áèáëèîãðàôèÿ 10 ðàá.

À.Ë.Íàçàðîâ. ÐÀÇÄÅËÅÍÈÅ ÑÌÅÑÅÉ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÛÕ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÉ ÑÅ-
ÒÎ×ÍÛÌ ÌÅÒÎÄÎÌ ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÏÐÀÂÄÎÏÎÄÎÁÈß ÏÐÈ ÏÎÌÎÙÈ ÀËÃÎ-
ÐÈÒÌÀ ÓÑËÎÂÍÎÃÎ ÃÐÀÄÈÅÍÒÀ // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôà-
êóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.), ñòð. 128�135. Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ïðèìåíåíèþ ìåòîäà
óñëîâíîãî ãðàäèåíòà äëÿ ïîèñêà îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ â çàäà÷å ðàçäåëåíèÿ
ñìåñåé âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ ïîìîùüþ ñåòî÷íîãî ìåòîäà. Ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ðå-
çóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçäåëåíèÿ ñìåñåé íîðìàëüíûõ çàêîíîâ
ïðè èñïîëüçîâàíèè ÑÐÑ-ìåòîäà íà ïðèìåðå èíäåêñà CAC40.

Áèáëèîãðàôèÿ 5 ðàá.

À.À.Íîñêîâ.ÌÅÒÎÄ ÂÛÄÅËÅÍÈß Â ÒÅÊÑÒÅ ÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈÉ ÏÎ ÈÕ ËÅÊÑÈÊÎ-
ÑÈÍÒÀÊÑÈ×ÅÑÊÈÌ ØÀÁËÎÍÀÌ // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôà-
êóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.), ñòð. 136�145. Â ñòàòüå îïèñûâàåòñÿ ìåòîä, ïîçâî-
ëÿþùèé îñóùåñòâëÿòü àâòîìàòè÷åñêîå âûäåëåíèå êîíñòðóêöèé â òåêñòàõ íà ðóññêîì ÿçûêå ïî
èõ îïèñàíèþ â âèäå ëåêñèêî-ñèíòàêñè÷åñêèõ øàáëîíîâ íà ÿçûêå LSPL
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Áèáëèîãðàôèÿ 3 ðàá.

A. I. Puchkova. OPTIMAL CONTROL IN THE SIMPLEST INVESTMENT ALLOCATION
MODEL WITH INFINITE TIME HORIZON // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ
ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.), ñòð. 146�157. The article is devoted to investigation
of Dmitruk economic model at the in�nite time horizon. The optimal solution is found for two
special cases.

Áèáëèîãðàôèÿ 7 ðàá.

Î.Â.Øåñòàêîâ. Î ÏÐÎÁËÅÌÅ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈß ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀ ÏÐÅËÎÌ-
ËÅÍÈß Â ÇÀÄÀ×ÀÕ ÄÈÔÐÀÊÖÈÎÍÍÎÉ ÒÎÌÎÃÐÀÔÈÈ // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎ-
ÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.), ñòð. 158�162. Îñíîâíîé çàäà÷åé
äèôðàêöèîííîé òîìîãðàôèè ÿâëÿåòñÿ âîññòàíîâëåíèå êîýôôèöèåíòà ïðåëîìëåíèÿ èçó÷àåìîãî
îáúåêòà. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è â ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíò
ïðåëîìëåíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ íîðìèðîâàííûì è íåîòðèöàòåëüíûì. Ïðåäëàãàåòñÿ îöåíêà ñêîðî-
ñòè ñõîäèìîñòè ýòîãî ìåòîäà, ïîçâîëÿþùàÿ îöåíèòü ñòåïåíü íåîïðåäåëåííîñòè ðåêîíñòðóêöèè
â ñëó÷àå ñïåöèàëüíîãî âûáîðà íàïðàâëåíèé ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí.

Áèáëèîãðàôèÿ 3 ðàá.

Å.À.Ñûòèí. IrGene 1.0 � ÈÍÒÅÐÔÅÉÑ È ÏÐÎÃÐÀÌÌÀ ÄËß ÀÍÀËÈÇÀ
ÏÎÏÓËßÖÈÎÍÍÎ-ÃÅÍÅÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÄÀÍÍÛÕ Â ÈÌÌÓÍÎËÎÃÈÈ // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀ-
ÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.), ñòð. 163�167. Îïèñà-
íû âîçìîæíîñòè è èíòåðôåéñ ïðîãðàììû-îáîëî÷êè IrGene 1.0, ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ àíàëèçà
ðàçëè÷èé ãåíåòè÷åñêèõ ïîëèìîðôèçìîâ ïîïóëÿöèé íà îñíîâå òàáëèö ñîïðÿæ¼ííîñòè. Ïðîãðàì-
ìà îòëè÷àåòñÿ ïðîñòûì èíòåðôåéñîì è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óäîáíûé èíñòðóìåíò èññëåäîâàíèé
ïî ïðîáëåìå �HLA è áîëåçíè�.

Áèáëèîãðàôèÿ 13 ðàá.

Þ.Â.Âëàñåíêî, À.Â.Ñòîëÿðîâ. ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÓÅÌÛÉ ÀÃÅÍÒ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉ-
ÑÒÂÈß ÏÎ ÏÐÎÒÎÊÎËÓ ÏÅÐÅÄÀ×È ÃÈÏÅÐÒÅÊÑÒÀ // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎ-
ÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.), ñòð. 168�176. Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà
âîïðîñàì ðåàëèçàöèè ïðîãðàììû, ñïîñîáíîé âûñòóïàòü â ðîëè êëèåíòà, ñåðâåðà è ïðîêñè-
ñåðâåðà âî âçàèìîäåéñòâèÿõ ïî ïðîòîêîëó HTTP è óïðàâëÿåìîé âñòðîåííûì èíòåðïðåòàòîðîì
ÿçûêà Ëèñï.

Áèáëèîãðàôèÿ 8 ðàá.

Í.Á. Çàõàðîâà, Ñ.À.Ëåáåäåâ. ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈÈ È ÝÊÑÒÐÀÏÎËß-
ÖÈÈ ÎÏÅÐÀÒÈÂÍÛÕ ÃÅÎÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÕ ÄÀÍÍÛÕÍÀÁËÞÄÅÍÈÉ // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀ-
ÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×ÅÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ, âûïóñê �6 (2009ã.), ñòð. 177�188. Â äàí-
íîé ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ îáçîð íåñêîëüêèõ àëãîðèòìîâ èíòåðïîëÿöèè è ýêñòðàïîëÿöèè äàííûõ,
îïèñàí êëàññ îïåðàòèâíûõ ãåîôèçè÷åñêèõ äàííûõ íàáëþäåíèé è ïðèâåäåíû ïðèìåðû íåêîòî-
ðûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, îñóùåñòâëåííûõ ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåííûõ àëãîðèòìîâ ïðè-
ìåíèòåëüíî ê îïèñàííûì â ðàáîòå îïåðàòèâíûì äàííûì íàáëþäåíèé
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