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Êàôåäðà ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè

1 Ââåäåíèå

Â ðàáîòàõ [5], [6] À. À. Ñàïîæåíêî ïîëó÷èë àñèìïòîòèêó ÷èñëà àíòèöåïåé â ðàíæèðîâàí-
íûõ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ. Ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è èãðàåò
îöåíêà ÷èñëà çàìêíóòûõ 2�ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ â äâóäîëüíûõ ãðàôàõ ([4]).

Â ðàáîòå [1] Ò. Â. Àíäðååâà èññëåäîâàëà âîïðîñ î ÷èñëå àíòèöåïåé â n�ìåðíîé òðåõçíà÷íîé
ðåøåòêå En3 . Áûëà ïîëó÷åíà íèæíÿÿ îöåíêà, ïðåäïîëîæèòåëüíî ÿâëÿþùàÿñÿ àñèìïòîòè÷å-
ñêè òî÷íîé. Äëÿ âåðõíåé îöåíêè äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü îöåíêó ÷èñëà çàìêíóòûõ 2�ñâÿçíûõ
ìíîæåñòâ ñ çàäàííîé ìîùíîñòüþ ãðàíèöû â ñëîÿõ En3 . Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ëåê-
ñèêîãðàôè÷åñêèå îòðåçêè â ñëîÿõ n�ìåðíîé k�çíà÷íîé ðåøåòêè Enk äëÿ k ≥ 2.

Ïóñòü íà ìíîæåñòâå Ek = {0, 1, . . . , k − 1} çàäàíî îòíîøåíèå ïîðÿäêà �<�, ïðè êîòîðîì
0 < 1 < . . . < k − 1.

Ìíîæåñòâî Enk = {ã = (a1, . . . , an) : ar ∈ Ek, r = 1, . . . , n} ñ îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïî-
ðÿäêà �≤� íàçûâàåòñÿ n�ìåðíîé k�çíà÷íîé ðåøåòêîé. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè â äàëüíåéøåì
èíäåêñ k áóäåì îïóñêàòü.

Ìíîæåñòâî Eni =
{
ã ∈ En :

∑n
r=1 ar = i

}
íàçûâàåòñÿ i�ûì ñëîåì En.

Îòíîøåíèå �≺� íà ìíîæåñòâå En, ïðè êîòîðîì ã = (a1, . . . , an) ≺ b̃ = (b1, . . . , bn), åñëè ëèáî
a1 < b1, ëèáî a1 = b1, . . . , at−1 = bt−1 è at < bt äëÿ íåêîòîðîãî t ≥ 2, íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì

ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà. Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå ã � b̃, åñëè ëèáî ã = b̃, ëèáî
ã ≺ b̃.

Ìíîæåñòâî A, ñîñòîÿùåå èç èäóùèõ ïîäðÿä â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå |A| âåðøèí
ñëîÿ Eni , íàçûâàåòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì îòðåçêîì â Eni , ñîêðàùåííî ËÎ. ËÎ A íàçûâàåòñÿ
ëåâûì (ïðàâûì) â Eni , åñëè îí ñîñòîèò èç ïåðâûõ (ñîîòâåòñòâåííî, ïîñëåäíèõ) âåðøèí ñëîÿ E

n
i .

Ñîêðàùåííî áóäåì íàçûâàòü åãî ËËÎ (ÏËÎ).
Ìíîæåñòâî ∂A = {ũ ∈ Eni−1 : ∃ã ∈ A, ũ ≤ ã} íàçûâàåòñÿ ãðàíèöåé ìíîæåñòâà A ⊆ Eni .

Ïîëîæèì ∂ã = ∂{ã}.
Îáîçíà÷èì ËËÎ äëèíû m â ñëîå Eni ÷åðåç Li(m). Èç ðàáîòû Êëåìåíòà è Ëèíäñòðîìà [8]

ñëåäóåò

Òåîðåìà 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî A ⊆ Eni (1 ≤ i ≤ 2n) ñïðàâåäëèâî
(1) |∂A| ≥

∣∣∂Li(|A|)∣∣;
(2) åñëè A = Li

(
|A|
)
, òî ∂A = Li−1

(
|∂A|

)
.

Çàìûêàíèåì A ⊆ Eni íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî [A] = {ã ∈ Eni : ∂ã ⊆ ∂A}. Ìíîæåñòâî A
íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè A = [A].

Ïóñòü A ⊆ Eni . Âåðøèíó ã ∈ A òàêóþ, ÷òî äëÿ ëþáîãî b̃ ∈ A âûïîëíåíî b̃ � ã, íàçîâåì
ïðàâîé âåðøèíîé ìíîæåñòâà A è îáîçíà÷èì r(A). Âåðøèíó ã ∈ A òàêóþ, ÷òî äëÿ ëþáîãî

b̃ ∈ A âûïîëíåíî ã � b̃, íàçîâåì ëåâîé âåðøèíîé ìíîæåñòâà A è îáîçíà÷èì l(A).
Ïóñòü σ̃ = (σ1, . . . , σp) ∈ Ep. Ãðàíüþ En íàçîâåì ìíîæåñòâî Enσ̃ = {ã ∈ En : ar = σr, r =

1, . . . , p}. Èç îïðåäåëåíèÿ ãðàíè ñëåäóåò, ÷òî

En = En(0) ∪ . . . ∪ E
n
(k−1).
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2 Î ñâîéñòâàõ ïðàâûõ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèõ îòðåçêîâ

Ïîëîæèì RSi = {ã = (a1, . . . , an) ∈ Eni : a1 ≥ 1}.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáûõ âåðøèí ã, b̃ ∈ RSi (1 ≤ i ≤ 2n − 1) òàêèõ, ÷òî ã ≺ b̃, âûïîëíåíî

l(∂ã) ≺ l(∂b̃).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ã = (a1 . . . , an) è b̃ = (b1, . . . , bn), ïðè ýòîì a1 ≥ 1, b1 ≥ 1. Òîãäà

l(∂ã) = (a1 − 1, a2, . . . , an), l(∂b̃) = (b1 − 1, b2, . . . , bn).

Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.

Òåîðåìà 2. ÏËÎ A ⊆ Eni (1 ≤ i ≤ 2n− 1) çàìêíóò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ⊂ RSi.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî RSi ÿâëÿåòñÿ ÏËÎ, ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ëåêñèêîãðàôè-
÷åñêîãî ïîðÿäêà.
Íåîáõîäèìîñòü. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

RSi = (En(1) ∪ . . . ∪ E
n
(k−1)) ∩ E

n
i .

Ïðè σ ≥ 1 èìååì
∂(En(σ) ∩ E

n
i ) = (En(σ−1) ∪ E

n
(σ)) ∩ E

n
i−1.

Òàêèì îáðàçîì,

∂RSi =
k−1⋃
σ=1

∂(En(σ) ∩ E
n
i ) =

(
k−1⋃
σ=0

En(σ)

)
∩ Eni−1 = Eni−1 = ∂Eni .

Çíà÷èò, [RSi] = Eni . Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè RSi ⊆ A ⊂ Eni , òî [A] = Eni , ò.å. ìíîæåñòâî A íå
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.

Äîñòàòî÷íîñòü. Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ÏËÎ A è B òàêèõ, ÷òî B ⊂ A ⊂ RSi âûïîëíåíî
l(∂A) ≺ l(∂B), ò.å. ∂A 6= ∂B. Çíà÷èò, êàæäûé òàêîé ÏËÎ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3. Êîëè÷åñòâî çàìêíóòûõ ÏËÎ â ñëîå Eni (1 ≤ i ≤ 2n− 1) ðàâíî |Eni | − |E
n−1
i | − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 2 êîëè÷åñòâî çàìêíóòûõ ÏËÎ â ñëîå Eni ðàâíî |RSi|−1. Èç
îïðåäåëåíèÿ RSi ñëåäóåò, ÷òî

|RSi| = |Eni \ En(0)| = |E
n
i | − |Eni ∩ En(0)| = |E

n
i | − |En−1

i |.

Ïîëîæèì RSSi = {ã = (a1, . . . , an) ∈ Eni : a1 = k − 1, a2 ≥ 1}.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ ÏËÎ â ñëîå Eni (1 ≤ i ≤ 2n− 1). Ìíîæåñòâî ∂A
ÿâëÿåòñÿ ÏËÎ â ñëîå Eni−1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà RSSi ⊆ A.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà ñëåäóåò, ÷òî RSSi ÿâëÿåòñÿ
ÏËÎ.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü A ⊂ RRSi. Ïîëîæèì b̃ = l(RSSi) w̃ = l(∂A). Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò,

÷òî b̃ = (k − 1, 1, b3, . . . , bn), w̃ = (k − 2, w2, . . . , wn). Åñëè ∂A ÿâëÿåòñÿ ÏËÎ, òî äëÿ êàæäîé
âåðøèíû ṽ ∈ Eni−1 òàêîé, ÷òî w̃ ≺ ṽ, íàéäåòñÿ âåðøèíà ã ∈ A, äëÿ êîòîðîé ṽ ∈ ∂ã.

Ïîêàæåì ÷òî ýòî íå òàê. Ðàññìîòðèì âåðøèíó ũ = (k − 1, 0, b3, . . . , bn) ∈ Eni−1. Î÷åâèäíî,

÷òî w̃ ≺ ũ. Ïîëîæèì ∇ũ = {c̃ ∈ Eni : ũ ∈ ∂c̃}. Åñëè c̃ ∈ ∇ũ, òî ëèáî c̃ = b̃, ëèáî c̃ =
(k − 1, 0, c3, . . . , cn). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ c̃ /∈ A. Çíà÷èò, Ã íå ÿâëÿåòñÿ ÏËÎ.

Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè RSi ⊆ A, òî èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî ∂A = Eni−1, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ÏËÎ.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî A ⊂ RSi.

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×�ÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ âûïóñê �7 (2010 ã.)
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1. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ A = RSSi. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò,
÷òî

RSSi =

(
k−1⋃
σ=1

En(k−1,σ)

)
∩ Eni .

Ïðè σ ≥ 1 èìååì
∂En(k−1,σ) = (En(k−2,σ) ∪ E

n
(k−1,σ−1) ∪ E

n
(k−1,σ)) ∩ E

n
i−1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∂RSSi =

(
k−1⋃
σ=1

En(k−2,σ) ∪
k−1⋃
σ=0

En(k−1,σ)

)
∩ Eni−1 =

(
En(k−1) ∪ E

n
(k−2) \ E

n
(k−2,0)

)
∩ Eni−1.

Èç îïðåäåëåíèÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà ñëåäóåò, ÷òî ∂RSSi ÿâëÿåòñÿ ÏËÎ.

2. Ïóñòü òåïåðü RSSi ⊂ A, l(A) = ã = (a1, . . . , an) è D � ÏËÎ â ñëîå Eni−1 òàêîé, ÷òî
l(D) = l(∂ã). Ïîñêîëüêó A ⊂ RSi, â ñèëó òåîðåìû 2 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî D = ∂A.

Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî ∂RSSi ⊂ ∂A ∩ D. Çíà÷èò, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîé
âåðøèíû ũ = (u1, . . . , un) ∈ D \ ∂RSSi íàéäåòñÿ âåðøèíà b̃ ∈ A òàêàÿ, ÷òî ũ ∈ ∂b̃.

Ïîñêîëüêó ã ∈ RSi, âûïîëíåíî a1 ≥ 1, ïîñêîëüêó ũ /∈ ∂RSSi, âûïîëíåíî u1 ≤ k − 2. Èç
îïðåäåëåíèÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà ñëåäóåò, ÷òî åñëè

l(∂ã) = (a1 − 1, a2, . . . , an) ≺ (u1, u2, . . . , un) = ũ,

òî
ã = (a1, a2, . . . , an) ≺ (u1 + 1, u2, . . . , un).

Ïîëîæèì b̃ = (u1 + 1, u2, . . . , un). Î÷åâèäíî, ÷òî ũ ∈ ∂b̃.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç òåîðåìû 4 ïðè k = 3 ñëåäóåò òåîðåìà 1 èç ðàáîòû [2].

3 Î ñâîéñòâàõ ëåâûõ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèõ îòðåçêîâ

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáûõ âåðøèí ã, b̃ ∈ Eni (1 ≤ i ≤ 2n − 1) òàêèõ, ÷òî ã ≺ b̃, âûïîëíåíî

r(∂ã) � r(∂b̃).
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âåðøèíà ã ∈ Eni èìååò âèä ã = (a1, . . . , am, 0, . . . , 0), ãäå am > 0
(1 ≤ m ≤ n), òî r(∂ã) = (a1, . . . , am−1, am − 1, 0, . . . , 0).

Èç îïðåäåëåíèÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ã ≺ b̃, òî b̃ èìååò âèä
b̃ = (a1, . . . , at−1, bt, . . . , bl, 0, . . . , 0), ãäå bl > 0, bt > at (1 ≤ t ≤ l ≤ n).
1. l > t. Â ýòîì ñëó÷àå

r(∂ã) = (a1, . . . , at−1, at, . . . , am−1, am − 1, 0, . . . , 0),
r(∂b̃) = (a1, . . . , at−1, bt, . . . , bl−1, bl − 1, 0, . . . , 0).

Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî at < bt.

2. l = t. Â ýòîì ñëó÷àå

r(∂ã) = (a1, . . . , at−1, at, . . . , am−1, am − 1, 0, . . . , 0),
r(∂b̃) = (a1, . . . , at−1, bt − 1, 0, . . . , 0).

Åñëè at < bt − 1, òî èç óñëîâèÿ è îïðåäåëåíèÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà ñëåäóåò, ÷òî
r(∂ã) ≺ r(∂b̃).

Åñëè at = bt − 1, òî ã = (a1, . . . , at−1, bt − 1, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), ïîñêîëüêó ã è b̃ ëåæàò â

îäíîì ñëîå. Ñëåäîâàòåëüíî, r(∂ã) = r(∂b̃) = (a1, . . . , at−1, bt − 1, 0, . . . , 0).
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Íåðàâåíñòâî at > bt − 1 íå èìååò ìåñòà, ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå äëÿ öåëûõ at, bt äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ íåðàâåíñòâî bt − 1 < at < bt.

Òàêèì îáðàçîì, ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü âåðøèíû ã, b̃ ∈ Eni (1 ≤ i ≤ 2n − 1) òàêîâû, ÷òî ã ≺ b̃. Ðàâåíñòâî

r(∂ã) = r(∂b̃) èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåðøèíû ã, b̃ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

ã = (a1, . . . , at, σ, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−t−2

), b̃ = (a1, . . . , at, σ + 1, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−t−1

),

ãäå σ ∈ {0, 1, . . . , k − 2}, 0 ≤ t ≤ n− 2.

Òåîðåìà 5. ËËÎ A â ñëîå Eni (1 ≤ i ≤ 2n − 1) çàìêíóò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íå
íàéäåòñÿ òàêîãî t (0 ≤ t ≤ n− 2), ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî σ ∈ {0, 1, . . . , k − 2} âûïîëíåíî

r(A) = (a1, . . . , at, σ, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−t−2

). (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì r(A) = ã.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ËËÎ A çàìêíóò. Ïðåäïîëîæèì, íàéäåòñÿ íîìåð t (0 ≤ t ≤ n−2) òàêîé,
÷òî äëÿ íåêîòîðîãî σ ∈ {0, 1, . . . , k − 2} èìååò ìåñòî ã = (a1, . . . , at, σ, 1, 0, . . . , 0).

Â ñèëó òåîðåìû 1 ìíîæåñòâî ∂A ÿâëÿåòñÿ ËËÎ. Ðàññìîòðèì b̃ = (a1, . . . , at, σ+ 1, 0, . . . , 0).
Èç ñëåäñòâèÿ 1 âûòåêàåò, ÷òî ∂b̃ ⊆ ∂A. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî ã ≺ b̃, ñëåäîâàòåëüíî, b̃ /∈ A.
Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ìíîæåñòâî A çàìêíóòî.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü äëÿ r(A) íå íàéäåòñÿ íîìåðà t òàêîãî, ÷òî âûïîëíåíî (1). Ïðåäïîëî-

æèì, A 6= [A], ò.å. íàéäåòñÿ âåðøèíà b̃ ∈ Eni \A òàêàÿ, ÷òî ∂b̃ ⊆ ∂A.
Ïîñêîëüêó ã ≺ b̃, èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî r(∂ã) � r(∂b̃). Â ñèëó óñëîâèÿ è ñëåäñòâèÿ 1

ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, ∂b̃ \ ∂A 6= ∅, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 6. Êîëè÷åñòâî çàìêíóòûõ ËËÎ â ñëîå Eni (1 ≤ i ≤ 2n− 1) ðàâíî |Eni | − |E
n−1
i |.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîëè÷åñòâî ËËÎ â ñëîå Eni ðàâíî |Eni |.
Ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ËËÎ, íå ÿâëÿþùèõñÿ çàìêíóòûìè. Ïî òåîðåìå 5 òàêèìè ÿâëÿþòñÿ

òå è òîëüêî òå ËËÎ A, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî (1) ïðè íåêîòîðûõ 0 ≤ t ≤ n − 2 è σ ∈
{0, 1, . . . , k − 2}.

Êàæäîé âåðøèíå

ã = (a1, . . . , at, σ, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−t−2

) ∈ Eni

îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëÿåòñÿ âåðøèíà

b̃ = (a1, . . . , at, σ + 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−t−2

) ∈ En−1
i .

Íàîáîðîò, êàæäàÿ âåðøèíà b̃ ∈ En−1
i èìååò âèä b̃ = (b1, . . . , bt, bt+1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−t−2

), ãäå bt+1 > 0,

0 ≤ t ≤ n− 2. Åé îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëÿåòñÿ âåðøèíà ã = (b1, . . . , bt, bt+1 − 1, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−t−2

) ∈ Eni .

Êîëè÷åñòâî âåðøèí b̃ ðàâíî ìîùíîñòè ñëîÿ En−1
i . Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî ËËÎ, íå

ÿâëÿþùèõñÿ çàìêíóòûìè, â ñëîå Eni ðàâíî |En−1
i |.

Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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4 Î ñâîéñòâàõ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèõ îòðåçêîâ

Èç òåîðåì 2 è 5 âûòåêàåò

Òåîðåìà 7. ËÎ A â ñëîå Eni (1 ≤ i ≤ 2n−1) çàìêíóò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ⊂ RSi è
íå íàéäåòñÿ òàêîãî t (0 ≤ t ≤ n− 2), ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî σ ∈ {0, 1, . . . , k− 2} âûïîëíåíî (3).

Èç òåîðåì 3, 6, è 7 âûòåêàåò

Òåîðåìà 8. Êîëè÷åñòâî çàìêíóòûõ ËÎ â ñëîå Eni (1 ≤ i ≤ 2n− 1) ðàâíî

|Eni | − 2|En−1
i |+ |En−2

i | − 1.

Ïóñòü GA = (A,EG) � ãðàô, â êîòîðîì {ã, b̃} ∈ EG òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∂ã∩∂b̃ 6= ∅.
Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ 2�ñâÿçíûì, åñëè ãðàô GA ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì.

Ðàññòîÿíèåì ìåæäó âåðøèíàìè ã = (a1, . . . , an) è b̃ = (b1, . . . , bn) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

ρ(ã, b̃) =
∑n

r=1 |ar − br|.
Çàìåòèì, ÷òî ∂ã ∩ ∂b̃ 6= ∅ äëÿ ã, b̃ ∈ Eni òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ρ(ã, b̃) = 2.
Äëÿ ã, τ̃ ∈ En òàêèõ, ÷òî τ̃ ≤ ã ïîëîæèì

ã− τ̃ = (a1 − τ1, a2 − τ2, . . . , an − τn).

Ïóñòü A ⊂ Eni è τ∗r (A) = min
(a1,...,an)∈A

ar, r = 1, . . . , n. Ïîëîæèì τ̃∗(A) =
(
τ∗1 (A), . . . , τ∗n(A)

)
.

Äëÿ τ̃ ≤ τ̃∗(A) ïóñòü Âτ̃ = {ã− τ̃ : ã ∈ A}. Ñêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî Âτ̃ ïîëó÷åíî èç ìíîæåñòâà
A âû÷èòàíèåì íàáîðà τ̃ .

Çàìå÷àíèå 1. Ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ 2�ñâÿçíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî Â,
ïîëó÷åííîå èç íåãî âû÷èòàíèåì íåêîòîðîãî íàáîðà τ̃ , ÿâëÿåòñÿ 2�ñâÿçíûì. Ýòî ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî ρ(ã, b̃) = ρ(ã− τ̃ , b̃− τ̃).

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì, òî ìíîæåñòâî Â ìîæåò íå ÿâëÿòüñÿ
çàìêíóòûì. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî A = {(1, 1, 1, 2), (1, 1, 2, 1), (1, 2, 1, 1)} ÿâëÿåòñÿ 2�ñâÿçíûì è
çàìêíóòûì â E4

3;5. Ìíîæåñòâî C = {(0, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 0)}, ïîëó÷åííîå èç A âû÷èòà-

íèåì íàáîðà (1, 1, 1, 1), ÿâëÿåòñÿ ËËÎ â E4
3;1, 2�ñâÿçíî, íî íå çàìêíóòî.

Ïóñòü (π1, π2, . . . , πn) � íåêîòîðàÿ ïîäñòàíîâêà íà ìíîæåñòâå {1, 2, . . . , n}, è ïóñòü A ⊂ Eni .
Ñêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî

Ã = {(aπ1 , aπ2 , . . . , aπn) : (a1, a2, . . . , an) ∈ A}

èçîìîðôíî ìíîæåñòâó A â ñìûñëå ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàò.

Çàìå÷àíèå 3. Ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ 2�ñâÿçíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî Ã,
èçîìîðôíîå åìó â ñìûñëå ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàò, ÿâëÿåòñÿ 2�ñâÿçíûì.

Çàìå÷àíèå 4. Ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî Ã
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî B = {(1, 1, 1, 2), (1, 2, 0, 2), (2, 0, 1, 2), (2, 1, 0, 2), (2, 1, 1, 1),
(2, 1, 2, 0)} ⊆ E4

3;5. Îíî ÿâëÿåòñÿ 2�ñâÿçíûì, çàìêíóòûì, íî íå èçîìîðôíî â ñìûñëå ïåðå-

ñòàíîâêè êîîðäèíàò íè îäíîìó èç ËÎ. Êðîìå òîãî, íèêàêîé ËÎ â ñëîÿõ E4
3 íå ìîæåò áûòü

ïîëó÷åí èç B âû÷èòàíèåì íåêîòîðîãî íàáîðà τ̃ .

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé,
ïðîåêò 10-01-00768.
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Êàôåäðà Îáùåé ìàòåìàòèêè

1 Ââåäåíèå

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ:

∂

∂t
(∆u− u) + a (∆u− u) + F (u) = 0, (1)

ãäå F (u) � íåëèíåéíîñòè ñïåöèàëüíîãî âèäà.
Óðàâíåíèÿ òàêîãî âèäà èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ äàâëåíèÿ æèäêîñòè â ïîðèñòîé ñðåäå

èëè ïîòåíöèàëà â ïîëóïðîâîäíèêå.
Çäåñü èññëåäîâàíû çàäà÷à Êîøè è íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ (1). Äëÿ çàäà÷è

Êîøè íàéäåíû óñëîâèÿ ãëîáàëüíîãî ïî âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, èñ-
ñëåäîâàíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ. Äëÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé
çàäà÷è íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé ïî âðåìåíè îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè, íàé-
äåíû â âèäå ÿâíûõ ôîðìóë äâóñòîðîííèå îöåíêè âðåìåíè îïðîêèäûâàíèÿ ðåøåíèÿ (ò. å. îá-
ðàùåíèÿ â áåñêîíå÷íîñòü íîðìû ðåøåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå H1

0 ), à òàêæå óêàçàíû äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ãëîáàëüíîãî ïî âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèÿ è îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé.

Â èññëåäîâàíèÿõ îáåèõ çàäà÷ ðå÷ü èäåò î ñòðåìëåíèè ê áåñêîíå÷íîñòè êàêîé-òî ôèçè÷å-
ñêîé âåëè÷èíû (âðåìåíè èëè ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè), ÷òî ñóùåñòâåííî çàòðóäíÿåò ÷èñëåííûé
àíàëèç. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî âûâîäèòü àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ îãðàíè÷åííûõ ãëî-
áàëüíî ïî âðåìåíè ðåøåíèé è îöåíêè âðåìåíè ðàçðóøåíèÿ äëÿ îïðîêèäûâàþùèõñÿ.

2 Çàäà÷à Êîøè

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè:{
∂
∂t (∆u− u) + a (∆u− u) + µ (x) |u|σ u = 0

u (x, 0) = u0 (x) . (2)

Çäåñü u� äåéñòâèòåëüíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x ∈ RN
(N � ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî) è âðåìåíè t > 0. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî µ (·) ∈ Lq

(
RN
)
, ãäå

ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ q çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

1. Åñëè N 6 3, òî 2 6 q 6∞.

2. Åñëè N > 4, òî N/2 < q 6∞.

Ïóñòü, êðîìå òîãî, a > 0 è σ > 1.
Â äàííîì ðàçäåëå ïîëó÷àþò ðàçâèòèå èäåè, ðàíåå èñïîëüçîâàâøèåñÿ àâòîðîì â [1] è â [2]

äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ñ íåëèíåéíîñòüþ â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà ïî u.
Áóäåò äàíî îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ, çàòåì áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî åñëè íà÷àëüíûå

äàííûå äîñòàòî÷íî ìàëû â ñìûñëå íåêîòîðîé íîðìû, òî îáîáùåííîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è
åäèíñòâåííî, ïðè÷åì íåëèíåéíîñòü íå âëèÿåò íà êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ, îïðåäåëÿÿ
òîëüêî ïîðÿäîê ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà.
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Çàìåíà u = ve−at ñâîäèò çàäà÷ó ê ñëåäóþùåé:{
∂
∂t (∆v − v) + e−σatµ (x) |v|σ v = 0

v (x, 0) = u0 (x) . (3)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ èçëîæåíèÿ ðàññóæäåíèé:

Lq = Lq
(
RN
)
, 1 6 q 6∞, H2 = H2

(
RN
)
,

B [ϕ] = F−1

[
1

1 + |p|2
F [ϕ]

]
,

B (x) =
1

(2π)N

∫
RN

ei(p,x)

1 + |p|2
dp,

U = L∞
⋂
H2,

X = C [0; ∞; U) ,
‖ϕ‖ = sup

t>0
(‖ϕ‖L∞ + ‖ϕ‖H2)

(â ÷àñòíîñòè, åñëè ϕ íå çàâèñèò îò t,
òî ‖ϕ‖ = ‖ϕ‖L∞ + ‖ϕ‖H2),
Xρ = {ϕ ∈ X | ‖ϕ‖ < ρ}

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ââîäèòñÿ ïî ïðàâèëó

f̂ (p) = F [f (x)] =
1

(2π)N/2

∫
RN

e−i(p,x)f (x) dx.

×åðåç C áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, âîçìîæíî, ðàçëè÷íûå.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî u0 (x) ∈ U .
Çàìå÷àíèå. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî B [ϕ] =

∫
RN B (x− y)ϕ (y) dy

Ôîðìàëüíî ïðèìåíèì ê óðàâíåíèþ â çàäà÷å (3) îïåðàòîð B [·] è ïðîèíòåãðèðóåì îò 0 äî t
ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ïîëó÷èì ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå:

v (x, t) = u0 (x) +

t∫
0

e−σaτ B [µ |v|σ v] dτ (4)

Îïðåäåëåíèå 1. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (3) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4)
èç ïðîñòðàíñòâà X.

Îïðåäåëåíèå 2. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2) íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò u ïðîñòðàíñòâà
X, îïðåäåëÿåìûé ïî ïðàâèëó u = ve−at, ãäå v � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (3). (Çàìåòèì,
÷òî åñëè v ∈ X, òî è u ∈ X.)

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.
Ëåììà 1. Ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòîÿííûå c1,2 > 0, ÷òî

1. |B (x)| 6 c1 |x|(1−N)/2 e−|x|, |x| > 1,
2. |B (x)| 6 c2

∫ 1
|x| y

1−Ndy, |x| < 1.

Ëåììà 2. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ c3 > 0, ÷òî∥∥B [ϕ]
∥∥
H2 6 c3 ‖ϕ‖L2

Ëåììû 1 è 2 äîêàçàíû â [3].
Ëåììà 3. 1). Åñëè N = 1, òî B (·) ∈ Lp, ãäå p ∈ [1; ∞].

2). Åñëè N = 2, òî B (·) ∈ Lp, ãäå p ∈ [1; ∞).
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3). Åñëè N > 3, òî B (·) ∈ Lp, ãäå p ∈ [1; N/(N − 2)).

Îöåíèâàÿ ‖B (·)‖Lp ñ ïîìîùüþ ëåììû 1 è ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì, íàéäåì óñëî-

âèÿ íà N è p, ïðè êîòîðûõ ‖B (·)‖Lp <∞. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4.
∫
RN |B (x− y)µ (y)| dy îãðàíè÷åí ïîñòîÿííîé, íå çàâèñÿùåé îò x.

Äåéñòâèòåëüíî, èç íåðàâåíñòâà Þíãà ñëåäóåò, ÷òî∫
RN
|B (x− y)µ (y)| dy 6

∥∥∥∥∫
RN
|B (x− y)µ (y)| dy

∥∥∥∥
L∞

6 ‖B‖Lp ‖µ‖Lq ,

ãäå 1/p + 1/q − 1 = 0. Ïî óñëîâèþ, µ ∈ Lq, ïðè÷åì åñëè N 6 3, òî 2 6 q 6 ∞, åñëè N > 4,
òî N/2 < q 6 ∞. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâåííî 1 6 p 6 2 è 1 6 p < N/(N − 2). Èç
ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ‖B‖Lp <∞. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5. Ïóñòü ϕ ∈ X, òîãäà sup
t

∥∥∥∫ t0 µ |ϕ|σ ϕ e−σaτdτ
∥∥∥
L2

6 (σa)−1 ‖µ‖Lq ‖ϕ‖
σ+1.

Äåéñòâèòåëüíî,

sup
t

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

µ (x) |ϕ (x, τ)|σ ϕ (x, τ) e−σaτdτ

∥∥∥∥∥∥
L2

=

= sup
t

√√√√√∫
RN

 t∫
0

µ (x) |ϕ (x, τ)|σ ϕ (x, τ) e−σaτdτ

2

dx 6

6 sup
t

√√√√√∫
RN

∞∫
0

|µ| |ϕ|2−4/q |ϕ|σ+1−2+4/q e−σaτdτ

∞∫
0

|µ| |ϕ|σ+1 e−σaτdτdx 6

6 sup
t

√√√√√∫
RN

µ2 sup
t
‖ϕ‖2σ+4/q

L∞

∞∫
0

|ϕ|2−4/q e−σaτdτ

∞∫
0

e−σaτdτdx =

= sup
t
‖ϕ‖σ+2/q

L∞
sup
t

√√√√√∫
RN

µ2

∞∫
0

|ϕ|2−4/q e−σaτdτ
1
σa
dx =

= sup
t
‖ϕ‖σ+2/q

L∞

1√
σa

sup
t

√√√√√ ∞∫
0

e−σaτ
∫
RN

µ2 |ϕ|2−4/q dxdτ

Ïîëîæèì δ =
∫
RN µ

2 |ϕ|2−4/q dx. Åñëè q = 2, òî δ = ‖µ‖2L2
. Ïóñòü q > 2. Ïðèìåíèì íåðàâåí-

ñòâî Ãåëüäåðà:

δ 6
∥∥µ2

∥∥
Lq/2

∥∥∥|ϕ|2−4/q
∥∥∥
Lq/(q−2)

=

∫
RN

|µ|q dx

2/q∫
RN

ϕ2dx

(q−2)/q

= ‖µ‖2Lq ‖ϕ‖
2(q−2)/q
L2

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ‖ϕ‖L2
6 ‖ϕ‖H2 , ïðèõîäèì ê òðåáóåìîé îöåíêå. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ, ÷òî åñëè ‖u0‖ íàõîäèòñÿ â ýòîé
îêðåñòíîñòè, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå v ∈ X çàäà÷è (3-4) (à çíà-
÷èò, è ðåøåíèå u çàäà÷è (2) èç òîãî æå êëàññà).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè íà÷àëüíûå äàííûå äîñòàòî÷íî ìàëû â ñìûñëå íîðìû ïðîñòðàíñòâà
X, òî èññëåäóåìàÿ çàäà÷à îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.
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Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ρ = ‖u0‖ c4; îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòð c4 > 0 óòî÷íèì
ïîçæå. Îáîçíà÷èì

Mv = u0 (x) +

t∫
0

e−σaτ B [µ |v|σ v] dτ

Äîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð M ïåðåâîäèò øàð Xρ â ñåáÿ è ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì îòîáðàæå-
íèåì. Òîãäà ïî ïðèíöèïó ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé ìîæíî áóäåò óòâåðæäàòü, ÷òî ∀u0 ∈ Xρ

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Mv = v èç ïðîñòðàíñòâà X.
Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî åñëè v ∈ Xρ, òî è Mv ∈ Xρ.
Çàìåòèì, ÷òî

sup
t
‖Mv‖L∞ 6 ‖u0‖L∞ + sup

t

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

e−σaτ B [µ |v|σ v] dτ

∥∥∥∥∥∥
L∞

Îöåíèì âûðàæåíèå B [. . .] ñ ïîìîùüþ ëåììû 4:

∥∥B [µ |v|σ v]
∥∥
L∞

=

∥∥∥∥∥∥
∫
RN

B (x− y)µ (y) |v (y)|σ v (y) dy

∥∥∥∥∥∥
L∞

6

6
∥∥vσ+1

∥∥
L∞

∥∥∥∥∥∥
∫
RN

B (x− y)µ (y) dy

∥∥∥∥∥∥
L∞

6 Cρσ+1

Ñëåäîâàòåëüíî,

sup
t

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

e−σaτ B [µ |v|σ v] dτ

∥∥∥∥∥∥
L∞

6 sup
t

t∫
0

e−σaτ
∥∥B [µ |v|σ v]

∥∥
L∞

dτ 6 Cρσ+1

Ñëåäîâàòåëüíî,
sup
t
‖Mv‖L∞ 6 ‖u0‖L∞ + Cρσ+1

Äîêàæåì òåïåðü àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå â ïðîñòðàíñòâå H2. Ïðåäñòàâèì B [·] â âèäå
ñâåðòêè, ïîìåíÿåì ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âîñïîëüçóåìñÿ ëåììàìè 2 è 5:

sup
t

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

e−σaτ B [µ |v|σ v] dτ

∥∥∥∥∥∥
H2

6 c3 sup
t

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

e−σaτµ |v|σ vdτ

∥∥∥∥∥∥
L2

6 c3

‖µ‖Lq
σa

‖v‖σ+1
X

Çíà÷èò,
sup
t
‖Mv‖H2 6 ‖u0‖H2 + Cρσ+1

Òàêèì îáðàçîì,

‖Mv‖ 6 sup
t
‖Mv‖L∞ + sup

t
‖Mv‖H2 6 ‖u0‖L∞ + ‖u0‖H2 + Cρσ+1 =

= ‖u0‖+ Cρσ+1 = ρ/c4 + Cρσ+1

Èç ýòîé îöåíêè âèäíî, ÷òî ìîæíî ïîäîáðàòü òàêîå c4 > 0, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ρ
áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå ‖Mv‖ 6 ρ/c4 + Cρσ+1 < ρ. Çíà÷èò, îïåðàòîð M ïåðåâîäèò
øàð Xρ â ñåáÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè ‖Mw −Mv‖ 6 1/2 · ‖w − v‖ ∀w, v ∈ Xρ, îçíà÷àþùåé, ÷òî îïåðà-
òîð M ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì, àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ, ÷òî
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ýòîò îïåðàòîð ïåðåâîäèò øàð Xρ â ñåáÿ. Çäåñü ñëåäóåò ïðèíÿòü âî âíèìàíèå íåðàâåíñòâî
||w|σ w − |v|σ v| 6 (σ + 1)ρσ |w − v|.

Èòàê, îïåðàòîðM ïåðåâîäèò øàð Xρ â ñåáÿ è ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì. Çíà÷èò,
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Mw = w èç ïðîñòðàíñòâà X. Òåîðåìà äîêàçà-
íà.

Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ, ÷òî åñëè ‖u0‖ íàõîäèòñÿ â ýòîé
îêðåñòíîñòè, òî ïðè t→∞ èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòèêà:

u (x, t) = A (x) e−at +O
(
e−(σ+1)at

)
,

ãäå

A (x) = u0 (x) +

∞∫
0

eaτ B [µ |u|σ u] dτ

Òàêèì îáðàçîì, åñëè íà÷àëüíûå äàííûå äîñòàòî÷íî ìàëû â ñìûñëå íîðìû ïðîñòðàíñòâà X,
òî ãëàâíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ àñèìïòîòèêè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ëèíåéíûìè ÷ëåíàìè óðàâíå-
íèÿ, òîãäà êàê íåëèíåéíîñòü âëèÿåò òîëüêî íà ïîðÿäîê ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè íåëèíåéíîñòü òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ, òî ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ÿâ-
ëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì: u (x, t) = A (x) e−at = u0 (x) e−at.

Äîêàæåì íàçâàííóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó.
Èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ (4), ïðåäñòàâèì v â ñëåäóþùåì âèäå:

v (x, t) = u0 (x) +

∞∫
0

e−σaτ B [µ |v|σ v] dτ −
∞∫
t

e−σaτ B [µ |v|σ v] dτ

Îáîçíà÷èì ñóììó ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ ÷åðåç A(x). Ôóíêöèÿ A(·) íå çàâèñèò îò âðåìåíè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç R òðåòüå ñëàãàåìîå. Äîêàæåì, ÷òî R = O

(
e−σat

)
. Çàìåòèì, ÷òî

R =

∞∫
t

e−σaτ
∫
RN

B (x− y)µ (y) |v (y, τ)|σ v (y, τ) dydτ

Ñëåäîâàòåëüíî,

|R| 6
∞∫
t

e−σaτdτ

∫
RN

|B (x− y)µ (y)| ‖v‖σ+1
L∞

dy 6
e−σat

σa
· Iρσ+1,

ãäå I = sup
x

∫
RN |B (x− y)µ (y)| dy (òàêîå ÷èñëî ñóùåñòâóåò â ñèëó ëåììû 4). Ñëåäîâàòåëüíî,

v (x, t) = A (x) +O
(
e−σat

)
,

îòêóäà

u (x, t) = v (x, t) e−at = A (x) e−at +O
(
e−(σ+1)at

)
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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3 Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:
∂
∂t (∆u− u) + a (∆u− u) + F (u) = 0

u (x, 0) = u0 (x)
u (x, t)|∂Ω = 0

(5)

Çäåñü F (u) = µ |u|σ u+ (λ,∇)u2, u � äåéñòâèòåëüíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò ïðîñòðàí-

ñòâåííîé ïåðåìåííîé x ∈ Ω, ãäå Ω � îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî R3 ñ ãðàíèöåé ∂Ω ∈ C(2,δ), δ ∈
(0; 1], u0 (x) ∈ H1

0 (Ω), a > 0, µ ∈ R, λ ∈ R3, σ ∈ (0; 4].
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùèå íåòðèâèàëüíûì íà÷àëüíûì

äàííûì.
Â äàííîì ðàçäåëå ïîëó÷àþò ðàçâèòèå èäåè, èñïîëüçîâàâøèåñÿ â [5] äëÿ èññëåäîâàíèÿ

íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Îñêîëêîâà-Áåíäæàìåíà-Áîíà-Ìàõîíè-Áþðãåðñà:

∂

∂t
(∆u− u) + ∆u+ u

∂u

∂x1
+ u3 = 0

Îïðåäåëåíèå 3. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (5) áóäåì íàçûâàòü òàêîå u ∈
C1
[
0, T ; H1

0 (Ω)
)
, ÷òî〈

∂

∂t
(∆u− u) + a (∆u− u) + F (u) , w

〉
= 0 ∀w ∈ H1

0 (Ω) (6)

(ñìûñë ïàðàìåòðà T > 0 óòî÷íèì ïîçæå).
Îïðåäåëåíèå 4. Ãîâîðÿò, ÷òî îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (5) ðàçðóøàåòñÿ çà êîíå÷íîå

âðåìÿ, åñëè ýòà çàäà÷à èìååò ðåøåíèå u ∈ C1
[
0, T ; H1

0 (Ω)
)
ïðè íåêîòîðîì êîíå÷íîì T > 0,

íî íå èìååò ðåøåíèÿ èç êëàññà u ∈ C1
[
0, ∞; H1

0 (Ω)
)
. Â ÷àñòíîñòè, ãîâîðÿò, ÷òî ðåøåíèå

ðàçðóøàåòñÿ ïóòåì îïðîêèäûâàíèÿ, åñëè lim
t→T−

‖u‖H1
0 (Ω) =∞.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ èçëîæåíèÿ ðàññóæäåíèé:

Lp = Lp (Ω) , 1 6 p 6∞,
H1

0 = H1
0 (Ω) ,

v = ueat,
‖ · ‖ = ‖ · ‖L2 ,
Φ = ‖v‖2 + ‖∇v‖2,
v′ =

∂v

∂t
,

W = ‖v′‖2 + ‖∇v′‖2,
Ψ = ‖u‖2 + ‖∇u‖2,
Λ = ‖λ‖l1

Åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, íèæíèé èíäåêñ "0" îçíà÷àåò, ÷òî âûðàæåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ
ïðè t = 0. Cp � îïòèìàëüíàÿ êîíñòàíòà âëîæåíèÿ H1

0 â Lp, ò. å.

Cp = inf{C| ‖w‖Lp 6 C‖w‖H1
0
∀w}

Çàìå÷àíèå. Î÷åâèäíî, v0 = u0 è Φ0 = Ψ0.
Â îáîáùåííîì ñìûñëå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ:

v = u0 +

t∫
0

H−1 (F (u)) dτ, (7)
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ãäå Hu = u−∆u.
Òåîðåìà 3. ∀u0 ∈ H1

0 ∃T > 0 (âîçìîæíî, T =∞), äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íîå îáîáùåííîå ðåøåíèå. Ïðè ýòîì åñëè T < ∞, òî lim

t→T−
‖u‖H1

0 (Ω) = ∞, ò. å. èìååò ìåñòî

îïðîêèäûâàíèå ðåøåíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè îñíîâàíî íà ïðèíöèïå ñæèìàþùèõ

îòîáðàæåíèé è àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñîîòâåòñòâóþùåãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ
Îñêîëêîâà-Áåíäæàìåíà-Áîíà-Ìàõîíè-Áþðãåðñà [5].

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíîê âðåìåíè ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ â âèäå ÿâíûõ ôîðìóë îãðàíè÷èìñÿ
ðàññìîòðåíèåì ñëåäóþùèõ äâóõ ïîäêëàññîâ íåëèíåéíîñòåé, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå:

F (u) = F1 (u) ≡ µu3 + (λ,∇)u2

è
F (u) = F2 (u) ≡ µ |u|σ u

Òåîðåìà 4. Ïóñòü F (u) = F1 (u), ïðè÷åì Λ > 0.
Åñëè êîýôôèöèåíòû è íà÷àëüíûå äàííûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

µρ2 − 2Λρ− a > 0, ãäå ρ =
‖u0‖2L4√

‖u0‖2 + ‖∇u0‖2
, (8)

òî ðåøåíèå ðàçðóøàåòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ T ∈ [T1; T2], ãäå

T1 = − 1
2a

ln
(

1− a

µC4
4 (‖u0‖2 + ‖∇u0‖2)

)
,

T2 =
1
β

ln
2αµ

(
‖u0‖2 + ‖∇u0‖2

)
2αµ (‖u0‖2 + ‖∇u0‖2)− β

,

ãäå α = 1− Λ/(µρ), β = 2(a+ Λρ).
Åñëè µ 6 0 èëè ‖u0‖2 +‖∇u0‖2 6 aµ−1C−4

4 , òî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò ãëîáàëüíî ïî âðåìåíè
è îãðàíè÷åíî ∀λ.

Çàìå÷àíèå. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî èç óñëîâèÿ (8) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî µ > 0. Êðîìå òîãî,
èç äîêàçàòåëüñòâà áóäåò âèäíî, ÷òî èç (8) ñëåäóåò, ÷òî ‖u0‖2 + ‖∇u0‖2 > aµ−1C−4

4 . Çíà÷èò, íà-
çâàííûå îöåíêè âðåìåíè ðàçðóøåíèÿ íå ïðîòèâîðå÷àò âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû, óòâåðæäàþùåé,
÷òî ðåøåíèå ãëîáàëüíî îãðàíè÷åíî, åñëè µ 6 0 èëè ‖u0‖2 + ‖∇u0‖2 6 aµ−1C−4

4 .
Ïîëàãàÿ â (6) w = v è w = v′, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ýíåðãåòè÷åñêèå ðàâåíñòâà:

I.
1
2
dΦ
dt

= µe−2at‖v‖4L4
,

II. W =
µ

4
e−2at d

dt
‖v‖4L4

− e−at
∫
Ω

v2 (λ,∇) v′dx

Èç I ýíåðãåòè÷åñêîãî ðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî ïðè µ 6 0 ðåøåíèå ñóùåñòâóåò ãëîáàëüíî ïî
âðåìåíè è îãðàíè÷åíî â ñìûñëå íîðìû H1

0 äëÿ âñåõ íà÷àëüíûõ äàííûõ è äëÿ âñåõ çíà÷åíèé
λ ∈ R3. Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî µ > 0.

Íàéäåì îöåíêó ñâåðõó äëÿ âðåìåíè ðàçðóøåíèÿ.
Âûðàçèì µ‖u‖4L4

èç I ðàâåíñòâà è ïîäñòàâèì âî II:

W =
e−2at

8
d

dt

(
e2atdΦ

dt

)
− e−at

∫
Ω

v2 (λ,∇) v′dx (9)

Îöåíèì èíòåãðàë ñ ó÷åòîì I ýíåðãåòè÷åñêîãî ðàâåíñòâà:∣∣∣∣∣∣e−at
∫
Ω

v2 (λ,∇) v′dx

∣∣∣∣∣∣ 6
6 Λe−at

(
ε(t)
2
‖∇v′‖2 +

1
2ε(t)

‖v‖4L4

)
6 Λe−at

(
ε(t)
2
W +

e2at

4µε(t)
Φ′
)
,

(10)
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ãäå ε(t) � íåêîòîðàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñ ïîëîæèòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè. Ïîëîæèì ε(t) =
ε0e

at, ε0 > 0 è ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â (9)-(10). Ñëåäîâàòåëüíî,(
1− Λε0

2

)
W 6

Φ′′

8
+
(
a

4
+

Λ
4µε0

)
Φ′ (11)

Èç [5] èçâåñòíî, ÷òî
1
4

Φ′2 6 ΦW (12)

Èç (11) è (12) ñëåäóåò, ÷òî

ΦΦ′′ − 2
(

1− Λε0

2

)
Φ′2 + 2

(
a+

Λ
µε0

)
ΦΦ′ > 0

Ïóñòü êîýôôèöèåíò ïðè Φ′2 áîëüøå åäèíèöû, ò. å. ε0 < 1/Λ. Ïîëîæèì Φ = z−1/α, ãäå α =
1− Λε0 > 0. Ïîñëå óïðîùåíèé ïîëó÷èì:

z′′ + βz′ 6 0,

ãäå β = 2 (a+ Λ/ (µε0)) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, z′ + βz 6 z′0 + βz0, ò. å.

d

dt

(
zeβt

)
6
(
z′0 + βz0

)
eβt

Èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì:

z 6
z′0 + βz0

β
− z′0
β
e−βt,

îòêóäà

Φ >

(
z′0 + βz0

β
− z′0
β
e−βt

)−1/α

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ïîëîæèòåëüíî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè t = 0 è îáðàùàåòñÿ
â 0 ïðè

t = T2 =
1
β

ln
z′0

z′0 + βz0

Óñëîâèå T2 > 0 ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó z′0 + βz0 < 0. Âåðíåìñÿ ê ïåðâîíà÷àëüíûì îáîçíà÷å-
íèÿì, ó÷èòûâàÿ, ÷òî Φ′0 = 2µ‖u0‖4L4

:

β < 2αµ‖u0‖4L4
Φ−1

0 ,

ò. å.

a+
Λ
µε0

< µ (1− Λε0) ρ2

Ýòî íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

1
µρε0

+ µρε0 <
µρ2 − a

Λρ

Ñîîòíîøåíèå çàâåäîìî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè âçÿòü µρε0 = 1 è ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïðàâàÿ
÷àñòü áûëà ñòðîãî áîëüøå äâóõ. Ýòî òðåáîâàíèå ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ (8). Çíà÷èò, ε0 = (µρ)−1.
Âîçâðàùàÿñü ê îáîçíà÷åíèÿì, êîòîðûå áûëè ââåäåíû â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû, ïîëó÷èì:

T2 =
1
β

ln
2αµ

(
‖u0‖2 + ‖∇u0‖2

)
2αµ (‖u0‖2 + ‖∇u0‖2)− β
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Íàéäåì îöåíêó ñíèçó äëÿ âðåìåíè ðàçðóøåíèÿ.
Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî:∫

Ω

(
∂

∂t
(∆u− u) + a (∆u− u) + µu3 + (λ,∇)u2

)
wdx = 0 ∀w ∈ H1

0

Ïîëîæèì â íåì w = u è ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷èì III ýíåðãåòè÷åñêîå ðàâåí-
ñòâî:

1
2
dΨ
dt

+ aΨ = µ‖u‖4L4

Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé âëîæåíèÿ H1
0 â L4:

1
2
dΨ
dt

+ aΨ 6 µC4
4Ψ2,

îòêóäà
Ψ′ +AΨ 6 BΨ2,

ãäå A = 2a è B = 2µC4
4 . Ïîäåëèì ýòî íåðàâåíñòâî íà Ψ2 è ïîëîæèì 1

Ψ = y. Òîãäà −y′+Ay 6 B,
ò. å.

d

dt

(
e−Aty

)
> −Be−At

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé îò 0 äî t ïîëó÷èì:

y > y0e
At − B

A

(
eAt − 1

)
=
(
y0 −

B

A

)
eAt +

B

A

Çàìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëîæèòåëüíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè t = 0. Ïðàâàÿ ãðàíèöà ýòîé
îêðåñòíîñòè T1 è áóäåò íèæíåé îöåíêîé âðåìåíè ðàçðóøåíèÿ T . Òàêèì îáðàçîì,

0 < Ψ 6
1(

y0 − B
A

)
eAt + B

A

=
Ψ0

B
AΨ0 +

(
1− B

AΨ0

)
eAt

(13)

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ (8), òî âûðàæåíèå â ñêîáêàõ â ïîñëåäíåé äðîáè îòðèöàòåëüíî. Äåéñòâèòåëü-
íî, ìíîãî÷ëåí P (ρ) = µρ2 − 2Λρ − a èìååò êîðíè ðàçíûõ çíàêîâ, ïîýòîìó óñëîâèå P (ρ) > 0
ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

Λ
µ

+

√
Λ2

µ2
+
a

µ
< ρ ≡

‖u0‖2L4√
Ψ0

Çàìåòèì, ÷òî Λ/µ +
√

Λ2/µ2 + a/µ >
√
a/µ è ‖u0‖2L4

/
√

Ψ0 6 C2
4

√
Ψ0. Çíà÷èò, (8) ⇒

√
a/µ <

C2
4

√
Ψ0 ⇔ a/µ < C4

4Ψ0. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ, îöåíèâàþùàÿ Ψ â (13), âîçðàñòàåò è îáðà-
ùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü ïðè t = T1, ãäå

T1 = − 1
A

ln
(

1− A

BΨ0

)
Èòàê,

T1 = − 1
2a

ln
(

1− a

µC4
4 (‖u0‖2 + ‖∇u0‖2)

)
Åñëè æå Ψ0 6 aµ−1C−4

4 , òî èç (13) ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà Ψ îãðàíè÷åíà ãëîáàëüíî ïî âðåìåíè,
ò. å. ðåøåíèå íå ðàçðóøàåòñÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ëåììà 6. Åñëè 0 < ω < 1, òî 0 < (1− ω)2 /2 < 1− ω + ω lnω < 1.
Óòâåðæäåíèå ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì èññëåäîâàíèåì óêàçàííûõ ôóíêöèé.
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Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

γ = Cσ+2
σ+2 , ω = 1−Ψ−σ/2−1

0 ‖u0‖σ+2
Lσ+2

/γ

Ëåììà 7. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

Ψ0 > (µγ/a)−2/σ (14)

Ψ−σ/20 6 (1− ω + ω lnω) · µγ/a (15)

µ‖u0‖2σ+4
Lσ+2

> 2aγΨσ/2+2
0 (16)

Èç (16) ñëåäóåò (15), à èç (15) ñëåäóåò (14).
Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû ω ïåðåïèøåì (16) â ñëåäóþùåì âèäå

Ψ−σ/20 6
µγ

a
· (1− ω)2

2

Îöåíèâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ñ ïîìîùüþ ëåììû 6, ïðèäåì ê óòâåðæäåíèþ, ÷òî (16)⇒(15).
Îöåíèâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü (15) ñ ïîìîùüþ ëåììû 6, ïîëó÷èì âòîðóþ ÷àñòü ëåììû. Ëåììà

äîêàçàíà.
Òåîðåìà 5. Ïóñòü F (u) = F2 (u). Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (16). Òîãäà ðåøåíèå ðàç-

ðóøàåòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ T ∈ [T1; T2] ⊆ [T1; T3], ãäå

T1 =
1
σa

ln
µγ

µγ − aΨ−σ/20

,

T2 � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ A+Bt+ Ce−σat = 0, ãäå

A = Ψ−σ/20 − γµ

a
, B = µσ

(
γ −
‖u0‖σ+2

Lσ+2

Ψσ/2+1
0

)
, C =

γµ

a
,

T3 =
Ψ−σ/2−1

0 ‖u0‖σ+2
Lσ+2

−
√

Ψ−σ−2
0 ‖u0‖2σ+4

Lσ+2
− 2aµ−1γΨ−σ/20

γaσ

Åñëè µ 6 0 èëè Ψ0 6 (µγ/a)−2/σ, òî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò ãëîáàëüíî ïî âðåìåíè è îãðàíè÷åíî.
Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äàåò ãðóáóþ âåðõíþþ îöåíêó âðåìåíè ðàçðóøåíèÿ ðåøåíèÿ â âèäå

ôîðìóëû è áîëåå òî÷íóþ îöåíêó â íåÿâíîì âèäå.
Çàìå÷àíèå. Èç äîêàçàòåëüñòâà áóäåò âèäíî, ÷òî â ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû ìîæíî îñëàáèòü

òðåáîâàíèÿ, ïîòðåáîâàâ (15) âìåñòî (16). Òîãäà áóäåò ãàðàíòèðîâàíî âûïîëíåíèå îöåíêè T ∈
[T1; T2], íî íå T ∈ [T1; T3].

Çàìå÷àíèå. Èç óñëîâèÿ (16) (èëè (15)) ñëåäóåò, ÷òî µ > 0. Êðîìå òîãî, èç (16) (èëè (15))
ñëåäóåò (14) â ñèëó ëåììû 7. Çíà÷èò, íàçâàííûå îöåíêè âðåìåíè ðàçðóøåíèÿ íå ïðîòèâîðå÷àò
âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû, óòâåðæäàþùåé, ÷òî ðåøåíèå ãëîáàëüíî îãðàíè÷åíî ïðè µ 6 0 èëè

Ψ0 6 (µγ/a)−2/σ.
Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4, ïîëîæèì â (6) w = v è w = v′. Ïîëó÷èì ñëåäóþùèå

ýíåðãåòè÷åñêèå ðàâåíñòâà:

I.
1
2
dΦ
dt

= µe−σat‖v‖σ+2
Lσ+2

,

II. W = µe−σat
∫
Ω

|v|σ vv′dx

Èç I ýíåðãåòè÷åñêîãî ðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî ïðè µ 6 0 ðåøåíèå ñóùåñòâóåò ãëîáàëüíî ïî
âðåìåíè è îãðàíè÷åíî â ñìûñëå íîðìû H1

0 äëÿ âñåõ íà÷àëüíûõ äàííûõ. Â äàëüíåéøåì áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî µ > 0.
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Íàéäåì îöåíêó ñâåðõó äëÿ âðåìåíè ðàçðóøåíèÿ.
Èç I ýíåðãåòè÷åñêîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

Φ′′ = −σae−σat · 2µ
∫
Ω

|v|σ+2 dx+ 2µe−σat
∫
Ω

(σ + 2) |v|σ vv′dx

Ïðåîáðàçóåì ýòî ñîîòíîøåíèå ñ ïîìîùüþ II ýíåðãåòè÷åñêîãî ðàâåíñòâà:

Φ′′ = 2 (σ + 2)W − 2µσae−σat‖v‖σ+2
Lσ+2

Ïðîäîëæèì ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ó÷åòîì (12) è òåîðåìû âëîæåíèÿ:

ΦΦ′′ −
(

1 +
σ

2

)
Φ′2 + 2µσaγe−σatΦσ/2+2 > 0

Ïîëîæèì Φ = z−2/σ. Ïîñëå óïðîùåíèé ïîëó÷èì:

z′′ 6 γµσ2ae−σat (17)

Äâàæäû ïðîèíòåãðèðóåì ýòî íåðàâåíñòâî îò 0 äî t:

z 6 f (t) ≡ A+Bt+ Ce−σat,

ãäå

A = Φ−σ/20 − γµ

a
, B = µσ

(
γ −
‖v0‖σ+2

Lσ+2

Φσ/2+1
0

)
, C =

γµ

a

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî f (·) äîñòèãàåò ìèíèìóìà ïðè t = (σa)−1 ln (Cσa/B), ïðè-

÷åì ýòî çíà÷åíèå t ïîëîæèòåëüíî. Ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå f (t) = Φ−σ/20 − γµ/a +
B (σa)−1 (1 + ln (Cσa/B)).

Èòàê, ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ z (t) îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó ôóíêöèåé f (t), êîòîðàÿ ïîëîæè-
òåëüíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ. Çíà÷èò, ðåøåíèå çàâåäîìî áóäåò ðàçðóøàòüñÿ, åñëè f (t)
ïîëîæèòåëüíà â îãðàíè÷åííîé îêðåñòíîñòè íóëÿ, íî íå íà âñåé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóïðÿìîé, ò.
å. åñëè åå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå íåïîëîæèòåëüíî.

Â ñèëó ëåììû 6 0 < 1−ω+ω lnω < 1. Ïîýòîìó óñëîâèå íåïîëîæèòåëüíîñòè ìèíèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ f (·) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

Φ−σ/20 6 C (1− ω + ω lnω)

Â ñèëó ëåììû 7 ýòî óñëîâèå ñëåäóåò èç ïðåäïîëàãàåìîãî óñëîâèÿ (16).
Òàêèì îáðàçîì, T2 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ f (t) = 0.
Êðîìå òîãî, ìîæíî ïîëó÷èòü â âèäå ÿâíîé ôîðìóëû áîëåå ãðóáóþ âåðõíþþ îöåíêó äëÿ

T . Äåéñòâèòåëüíî, èç (17) ñëåäóåò, ÷òî z′′ 6 2D ≡ γµσ2a. Äâàæäû èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷èì:
z (t) 6 z0 + z′0t+Dt2. Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëîæèòåëüíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ è îáðàùàåòñÿ
â 0 ïðè

t = T3 =
Φ−σ/2−1

0 ‖v0‖σ+2
Lσ+2

−
√

Φ−σ−2
0 ‖v0‖2σ+4

Lσ+2
− 2aµ−1γΦ−σ/20

γaσ

Òàêîå ÷èñëî ñóùåñòâóåò â ñèëó (16).
Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî f (t) 6 z0 + z′0t + Dt2 ∀t > 0, ñëåäîâàòåëüíî, T2 6 T3 (åñëè ýòè

÷èñëà ñóùåñòâóþò).
Íàéäåì îöåíêó ñíèçó äëÿ âðåìåíè ðàçðóøåíèÿ.
Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî:∫

Ω

(
∂

∂t
(∆u− u) + a (∆u− u) + µ |u|σ u

)
wdx = 0 ∀w ∈ H1

0
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Ïîëîæèì â íåì w = u è ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷èì III ýíåðãåòè÷åñêîå ðàâåí-
ñòâî:

1
2
dΨ
dt

+ aΨ = µ‖u‖σ+2
Lσ+2

Ðàññóæäàÿ ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû 4, íàéäåì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

Ψ 6
[µγ
a
−
(µγ
a
−Ψ−σ/20

)
eσat

]−2/σ

Âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïîëîæèòåëüíî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ è îáðàùàåòñÿ
â 0 ïðè

t = T1 =
1
σa

ln
µγ

µγ − aΨ−σ/20

,

åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (14), êîòîðîå ñëåäóåò èç (16) â ñèëó ëåììû 7. Åñëè æå Ψ0 6
(µγ/a)−2/σ, òî âåëè÷èíà Ψ îãðàíè÷åíà ãëîáàëüíî ïî âðåìåíè, ò. å. ðåøåíèå íå ðàçðóøàåòñÿ.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Êàôåäðà ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè

Â òåîðèè ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè îäíèìè èç âàæíåéøèõ ÿâëÿþòñÿ âîïðîñû êëàññè-
ôèêàöèîííîãî õàðàêòåðà. ×àùå âñåãî êëàññèôèêàöèè ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå êàêèõ-ëèáî îïåðàòî-
ðîâ çàìûêàíèÿ. Ñàìàÿ èçâåñòíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ýòîãî òèïà � ýòî êëàññèôèêàöèÿ íà îñíîâå
îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè. Äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé îíà ïðèâîäèò ê ñ÷åòíîé ðåøåòêå çàìêíóòûõ
êëàññîâ [15], [16], íî óæå äëÿ ôóíêöèé òðåõçíà÷íîé ëîãèêè ïîäîáíàÿ êëàññèôèêàöèÿ îêàçûâà-
åòñÿ êîíòèíóàëüíîé [14]. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò âîïðîñ î ïîñòðîåíèè êîíå÷íîé (èëè
õîòÿ áû ñ÷åòíîé) êëàññèôèêàöèè äëÿ ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè íà îñíîâå áîëåå ñèëüíîãî,
÷åì îïåðàòîð ñóïåðïîçèöèè, îïåðàòîðà çàìûêàíèÿ. Ñóùåñòâóþùèå êëàññèôèêàöèè èñïîëüçó-
þò ðàçíîîáðàçíûå ñðåäñòâà ðàñøèðåíèÿ òðàäèöèîííîãî îïåðàòîðà ñóïåðïîçèöèè: ïðèìåíåíèå
÷èñòî ôóíêöèîíàëüíûõ ïðèåìîâ, îáðàùåíèå ê ëîãèêî-ôóíêöèîíàëüíûì ÿçûêàì ðàçëè÷íûõ
òèïîâ, èñïîëüçîâàíèå èäåé èç ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ò. ä. [4], [2], [12].

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ââîäèòñÿ íîâûé îïåðàòîð çàìûêàíèÿ, îñíîâûâàþùèéñÿ íà ñèñòåìàõ
ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé, � îïåðàòîð SFE-çàìûêàíèÿ (system of functional equations), êî-
òîðûé ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò èçâåñòíûõ ñèëüíûõ îïåðàòîðîâ çàìûêàíèÿ êàê ïî ñïîñîáó
çàäàíèÿ, òàê è ïî ïîðîæäàåìûì êëàññèôèêàöèÿì ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íûõ ëîãèê. Ïî-âèäèìîìó,
îïåðàòîð SFE-çàìûêàíèÿ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ñèëüíûì èç èçâåñòíûõ îïåðàòîðîâ çàìûêàíèÿ. Â
÷àñòíîñòè, â êëàññå P2 áóëåâûõ ôóíêöèé îáðàçóåòñÿ ëèøü äâà SFE-çàìêíóòûõ êëàññà: ñàì
êëàññ P2 è êëàññ S ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé. Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ìíîæåñòâà ôóíêöèé
ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå SFE-ïîëíûå ñèñòåìû ôóíêöèé è äîêàçûâàåòñÿ
SFE-çàìêíóòîñòü êëàññîâ ôóíêöèé îïðåäåëåííîãî òèïà, à íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé òðåõçíà÷íîé
ëîãèêè ñòðîèòñÿ ïîëíàÿ ðåøåòêà SFE-çàìêíóòûõ êëàññîâ ñ óêàçàíèåì ïîðîæäàþùèõ ôóíêöèé
äëÿ êàæäîãî êëàññà.

Ïóñòü k ≥ 2, Ek = {0, 1, . . . , k − 1}, Pk � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé íà Ek (ìíîæåñòâî
ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè). Äëÿ ëþáîãî n ≥ 1 è ëþáîãî ìíîæåñòâà Q ⊆ Pk îáîçíà÷èì ÷åðåç
Q(n) ìíîæåñòâî âñåõ n-ìåñòíûõ ôóíêöèé èç Q. Äëÿ ëþáûõ n ≥ 1 è i, 1 ≤ i ≤ n, îïðåäå-
ëèì íà Ek ñåëåêòîðíóþ ôóíêöèþ eni (x1, . . . , xi, . . . , xn) = xi. Íà ìíîæåñòâå Pk ïðåäïîëàãàåì
çàäàííîé îïåðàöèþ ñóïåðïîçèöèè [13]. Êëàññû ôóíêöèé èç Pk, çàìêíóòûå îòíîñèòåëüíî îïåðà-
öèè ñóïåðïîçèöèè, äàëåå íàçûâàåì çàìêíóòûìè êëàññàìè. Ïîíÿòèÿ ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû
è áàçèñà çàìêíóòîãî êëàññà [13], åñëè ñïåöèàëüíî íå îãîâàðèâàåòñÿ îïåðàòîð çàìûêàíèÿ, îò-
íîñÿòñÿ ê îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè. Çàìêíóòûå êëàññû, ñîäåðæàùèå âñå ñåëåêòîðíûå ôóíêöèè,
íàçûâàåì êëîíàìè [3].

Â îïðåäåëåíèè ÿçûêà ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé k-çíà÷íîé ëîãèêè ïðèäåðæèâàåìñÿ òåð-
ìèíîëîãèè ðàáîò [8], [10], [11]. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ èç Pk èìååò èíäèâèäóàëüíîå

îáîçíà÷åíèå. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ n-ìåñòíûõ ôóíêöèé èç Pk èñïîëüçóåì ñèìâîëû f
(n)
i , êîòîðûå

íàçûâàåì ôóíêöèîíàëüíûìè êîíñòàíòàìè. Îáùåïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ 0, 1, . . . , k − 1, x ñî-
õðàíÿåì çà êîíñòàíòàìè è îòðèöàíèåì Ïîñòà (x = x + 1 (mod k)). Èíîãäà äëÿ îáîçíà÷åíèÿ
ôóíêöèîíàëüíûõ êîíñòàíò ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîëû g, h (ñ èíäåêñàìè èëè áåç íèõ).

Íàðÿäó ñ ôóíêöèîíàëüíûìè êîíñòàíòàìè ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå.
Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ n-ìåñòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ èñïîëüçóåì ñèìâîëû ϕ

(n)
i . Îáëà-

ñòüþ çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé ϕ(n)
i ñëóæèò ìíîæåñòâî P (n)

k . Â ñëó÷àå, êîãäà ýòî
íå ïðèâîäèò ê íåäîðàçóìåíèþ, âåðõíèå èíäåêñû ó ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ áóäåì îïóñ-
êàòü.

Ïîìèìî ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ èñïîëüçóåì îáû÷íûå èíäèâèäíûå ïåðåìåííûå
x1, x2, . . . ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé Ek. Èíîãäà äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ ñòðóêòóðû ôîðìóëû â
êà÷åñòâå èíäèâèäíûõ ïåðåìåííûõ áóäåì èñïîëüçîâàòü ïåðåìåííûå y, z.
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Ïóñòü Q ⊆ Pk. Îïðåäåëèì ïîíÿòèå òåðìà íàä Q. Âñÿêàÿ èíäèâèäíàÿ ïåðåìåííàÿ åñòü
òåðì íàä Q. Åñëè t1, . . . , tn � òåðìû íàä Q, f (n)

i � ôóíêöèîíàëüíàÿ êîíñòàíòà, ÿâëÿþùàÿñÿ

îáîçíà÷åíèåì ôóíêöèè èç Q, ϕ(n)
j � ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî âûðàæåíèÿ

f
(n)
i (t1, . . . , tn), ϕ

(n)
j (t1, . . . , tn)

ñóòü òåðìû íàä Q.
Ðàâåíñòâîì íàä Q íàçûâàåì ëþáîå âûðàæåíèå âèäà t1 = t2, ãäå t1, t2 � òåðìû íàä Q.

Ðàâåíñòâà t1 = t2 è t2 = t1 â äàëüíåéøåì íå ðàçëè÷àåì. Ðàâåíñòâà íàä Q íàçûâàåì òàêæå
ôóíêöèîíàëüíûìè óðàâíåíèÿìè íàä Q.

Ïóñòü T � ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå íàä Q è ϕ
(n1)
i1

, . . . , ϕ
(nm)
im

� âñå ôóíêöèîíàëüíûå
ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå T . Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ T íàçûâàåì ñèñòåìó ôóíêöèé k-
çíà÷íîé ëîãèêè {f (n1)

j1
, . . . , f

(nm)
jm
}, êîòîðàÿ ïîñëå çàìåíû êàæäîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé

ϕ
(ns)
is

ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèîíàëüíîé êîíñòàíòîé f (ns)
js

ïðåâðàùàåò óðàâíåíèå T â òîæäåñòâî
îòíîñèòåëüíî âñåõ çíà÷åíèé âõîäÿùèõ â ýòî óðàâíåíèå èíäèâèäíûõ ïåðåìåííûõ. Îòìåòèì, ÷òî
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ íàä Q ìîãóò áûòü ôóíêöèè, íå âõîäÿùèå â ìíîæåñòâî Q.

Ïóñòü Ξ � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé íàä Q. Ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé Ξ íàçûâàåì
ñèñòåìó ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì êàæäîãî óðàâíåíèÿ, âõîäÿ-
ùåãî â Ξ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëÿòü íåêîòîðûå ôóíêöèè k-çíà÷íîé ëîãèêè ñ ïîìîùüþ ðåøåíèé
ñèñòåì óðàâíåíèé, âûäåëèì îäíó èç ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ξ, êî-
òîðóþ íàçîâ¼ì ãëàâíîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé ýòîé ñèñòåìû. Ïóñòü ϕ(n)

i � ãëàâíàÿ ôóíê-

öèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ξ è F ⊆ P (n)
k . Ãîâîðèì, ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé F

îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé Ξ, åñëè F ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ òåõ n-ìåñòíûõ ôóíê-
öèé, êîòîðûå âõîäÿò â ðåøåíèÿ ñèñòåìû Ξ â êà÷åñòâå êîìïîíåíòû ïî ïåðåìåííîé ϕ(n)

i .
Ïóñòü Q ⊆ Pk. Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà Q îòíîñèòåëüíî ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâ-

íåíèé (êîðîòêî SFE-çàìûêàíèåì) íàçîâåì ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç Pk, êîòîðûå îïðåäå-
ëÿþòñÿ êàê îäíîýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà ñèñòåìàìè ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íàä Q. SFE-
çàìûêàíèå ìíîæåñòâà Q îáîçíà÷èì ÷åðåç SFE[Q]. Ìíîæåñòâî Q íàçîâåì SFE-çàìêíóòûì, åñëè
Q = SFE[Q]. Ïîíÿòèÿ SFE-ïîëíîòû, SFE-ïðåäïîëíîòû è SFE-ïîðîæäàþùåé ñèñòåìû ââîäÿò-
ñÿ ïî àíàëîãèè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîíÿòèÿìè äëÿ îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè [13].

Èç ââåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî SFE-çàìûêàíèå óäîâëåòâîðÿåò òðåì àêñèîìàì çà-
ìûêàíèÿ [3]:

1) Q ⊆ SFE[Q],

2) åñëè Q ⊆ R, òî SFE[Q] ⊆ SFE[R] (ìîíîòîííîñòü),

3) SFE[SFE[Q]] = SFE[Q] (èäåìïîòåíòíîñòü),

òî åñòü äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì.
Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà Q (â òîì ÷èñëå è äëÿ Q = ∅) ìíîæåñòâó SFE[Q] ïðèíàäëåæàò âñå

ñåëåêòîðíûå ôóíêöèè, òàêæå SFE-çàìûêàíèå ìíîæåñòâà Q çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
ñóïåðïîçèöèè (ýòè ñâîéñòâà äëÿ ñëó÷àÿ áóëåâûõ ôóíêöèé ôàêòè÷åñêè äîêàçàíû â ðàáîòå [9]
è áåç òðóäà ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè). Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå SFE-
çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ êëîíîì.

Äîêàæåì SFE-ïîëíîòó íåêîòîðûõ ñèñòåì ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè. Äëÿ áîëüøåé íàãëÿä-
íîñòè áóäåì îïóñêàòü ôèãóðíûå ñêîáêè, â êîòîðûõ ïåðå÷èñëåíû ôóíêöèè, âíóòðè êâàäðàòíûõ
ñêîáîê SFE-çàìûêàíèÿ.

Ïóñòü äëÿ i ∈ Ek
ji(x) =

{
1, åñëè x = i,
0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Òåîðåìà 1. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×�ÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ âûïóñê �7 (2010 ã.)



SFE-ÇÀÌÊÍÓÒÛÅ ÊËÀÑÑÛ ÒÐÅÕÇÍÀ×ÍÎÉ ËÎÃÈÊÈ 25

1. SFE[0, 1, . . . , k − 1] = Pk (k ≥ 2).

2. Äëÿ ëþáîãî s ∈ Ek SFE[0, 1, . . . , s− 1, s+ 1, . . . , k − 1] = Pk (k ≥ 3).

3. SFE[j0, j1, . . . , jk−1] = Pk (k ≥ 3).

4. Äëÿ ëþáîãî s ∈ Ek SFE[j0, j1, . . . , js−1, js+1, . . . , jk−1] = Pk (k ≥ 3).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç Pk. Çàäàþùàÿ åå ñèñòåìà
ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ñ åäèíñòâåííîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé ϕ áóäåò ñîñòîÿòü èç
kn óðàâíåíèé âèäà

ϕ(a1, . . . , an) = f(a1, . . . , an),

ãäå a1, . . . , an ∈ Ek, f(a1, . . . , an) � êîíñòàíòà èç Ek, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çíà÷åíèþ ðàññìàòðèâà-
åìîé ôóíêöèè íà íàáîðå (a1, . . . , an).

2. Ñíà÷àëà ïîëó÷èì îòðèöàíèå Ïîñòà ϕ(x) = x êàê åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñëåäóþùåé ñè-
ñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íàä ìíîæåñòâîì {0, 1, . . . , s− 1, s+ 1, . . . , k − 1}:

ϕk(x) = x,
ϕ(0) = 1,
ϕ(1) = 2,
· · · · · · · · ·
ϕ(s− 2) = s− 1,
ϕ(s+ 1) = s+ 2,
· · · · · · · · ·
ϕ(k − 1) = 0.

Çäåñü, êàê è âåçäå äàëåå, ïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèåì

ϕk(x) = ϕ(ϕ(. . . ϕ︸ ︷︷ ︸
k

(x) . . .)).

Ïîñëåäíèå k − 2 óðàâíåíèÿ çàäàþò ôóíêöèþ ϕ(x) íà âñåõ íàáîðàõ, êðîìå äâóõ: x = s − 1
è x = s. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî ϕ(x) äîëæíà ïðèíèìàòü âñå k çíà÷å-
íèé, ïîýòîìó äëÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè íà ïðîïóùåííûõ íàáîðàõ âîçìîæíû ëèøü äâà âàðèàíòà:
ϕ(s−1) = s, ϕ(s) = s+1 è ϕ(s−1) = s+1, ϕ(s) = s. Îäíàêî ïîñëåäíèé ñëó÷àé ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ïåðåñòàíîâêó, ñîäåðæàùóþ îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó è öèêë äëèíû k− 1, êîòîðûé
ïîñëå âîçâåäåíèÿ ýòîé ïåðåñòàíîâêè â ñòåïåíü k íå äàñò òîæäåñòâåííóþ ïåðåñòàíîâêó, êàê òîãî
òðåáóåò ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííûì âîçìîæíûì ðåøåíèåì ÿâ-
ëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ϕ(x) = x. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëó÷èì íåäîñòàþùóþ êîíñòàíòó
s êàê s− 1 è âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâûì ïóíêòîì ýòîé òåîðåìû.

3. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî x ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî j2(j0(x)) = 0 è j0(0) = 1, ïðè ïîñòðîåíèè
ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íàä ìíîæåñòâîì ôóíêöèé {j0, j1, . . . , jk−1} äëÿ íàãëÿä-
íîñòè áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ êîíñòàíòàìè 0 è 1, ïðåäïîëàãàÿ èõ çàäàííûìè ñîîòâåòñòâóþùèìè
ñóïåðïîçèöèÿìè ôóíêöèé j0(x) è j2(x).

Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû, ïîëó÷èì îòðèöàíèå Ïîñòà
ϕ(x) = x êàê åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íàä ìíîæåñòâîì
{j0, j1, . . . , jk−1}: 

ϕ(0) = 1,
j2(ϕ(1)) = 1,
j3(ϕ2(1)) = 1,
· · · · · · · · ·
jk−1(ϕk−2(1)) = 1,
j0(ϕk−1(1)) = 1.

Òàê êàê ôóíêöèè ji(x) ïðèíèìàþò çíà÷åíèå 1 òîëüêî ïðè x = i, i ∈ {0, 1, . . . , k−1}, i-òàÿ ñòðîêà
ýòîé ñèñòåìû åäèíñòâåííûì îáðàçîì çàäàåò ôóíêöèîíàëüíóþ ïåðåìåííóþ ϕ(i−1) = i (mod k).

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×�ÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ âûïóñê �7 (2010 ã.)
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Èìåÿ îòðèöàíèå Ïîñòà è êîíñòàíòû 0 è 1, ïîëó÷àåì ïîëíûé íàáîð êîíñòàíò è âîçìîæíîñòü
âîñïîëüçîâàòüñÿ ïåðâûì óòâåðæäåíèåì òåîðåìû.

4. Ñíîâà ïîëó÷èì îòðèöàíèå Ïîñòà ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íàä
ìíîæåñòâîì {j0, j1, . . . , js−1, js+1, . . . , jk−1}:

ϕk(x) = x,
j0(ϕ(x)) = jk−1(x),
j1(ϕ(x)) = j0(x),
j2(ϕ(x)) = j1(x),
· · · · · · · · ·
js−1(ϕ(x)) = js−2(x),
js+2(ϕ(x)) = js+1(x),
· · · · · · · · ·
jk−1(ϕ(x)) = jk−2(x).

Óðàâíåíèÿ ñî âòîðîãî è äî ïîñëåäíåãî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò x íà âñåõ íàáîðàõ, êðîìå
x = s − 1 è x = s. Ïðîâåäÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì â äîêàçàòåëüñòâå âòî-
ðîãî ïóíêòà äàííîé òåîðåìû, ïîëó÷èì, ÷òî ϕ(x) = x åñòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòå-
ìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî js+1(x) = js(x), èìååì
SFE[j0, j1, . . . , js−1, js+1, . . . , jk−1] = SFE[j0, j1, . . . , js−1, js, js+1, . . . , jk−1] = Pk, ñîãëàñíî òðå-
òüåìó óòâåðæäåíèþ ýòîé òåîðåìû.

Òåîðåìà 1 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Â ÷åòâåðòîì ïóíêòå òåîðåìû 1 âìåñòî ôóíêöèé j0(x), . . . , jk−1(x) ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü ôóíêöèè

fijr(x) =
{
j, åñëè x = i,
r â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,

ãäå j, r � ðàçëè÷íû, j, r ∈ Ek. Äîêàçàòåëüñòâî ïðè ýòîì ñîâåðøåííî íå èçìåíèòñÿ.
Ïóñòü ρ(x1, . . . , xm) � ïðåäèêàò íà ìíîæåñòâå Ek, òî åñòü îòîáðàæåíèå ρ : Emk → {T, F},

ãäå T , F � èñòèííîñòíûå çíà÷åíèÿ èñòèíà è ëîæü. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ∈ Pk
ñîõðàíÿåò ïðåäèêàò ρ, åñëè äëÿ ëþáûõ n íàáîðîâ (a11, a21, . . . , am1), . . ., (a1n, a2n, . . . , amn),
óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðåäèêàòó ρ, íàáîð (f(a11, a12, . . . , a1n), . . . , f(am1, am2, . . . , amn)) òàêæå óäî-
âëåòâîðÿåò ïðåäèêàòó ρ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pol(ρ) ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç Pk, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò ρ. Èç-
âåñòíî [1], ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðåäèêàòà ρ ìíîæåñòâî Pol(ρ) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî
ñóïåðïîçèöèè êëàññîì, ñîäåðæàùèì âñå ñåëåêòîðíûå ôóíêöèè (òî åñòü êëîíîì).

Íàïîìíèì [17], ÷òî êàæäûé ïðåäïîëíûé â Pk êëàññ îïðåäåëÿåòñÿ (â ñìûñëå ôóíêòîðà
Pol) ïðåäèêàòîì îäíîãî èç øåñòè ñåìåéñòâ P, O, L, E, C, B. Ïðè ýòîì ñåìåéñòâî P ñîñòîèò èç
ïðåäèêàòîâ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãðàôèêàìè ïåðåñòàíîâîê íà Ek, ðàçëàãàþùèõñÿ â ïðîèçâåäåíèå
öèêëîâ îäíîé è òîé æå ïðîñòîé äëèíû, à âñå îäíîìåñòíûå ïðåäèêàòû ñåìåéñòâà C èìåþò âèä
x ∈ D, ãäå ∅ 6= D ⊂ Ek.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü Q � ïðåäïîëíûé â Pk êëàññ, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäèêàòîì îäíîãî
èç ñåìåéñòâ O, L, E, C, B. Òîãäà SFE[Q] = Pk.
Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ñëåäóåò èç [17], ïðåäïîëíûé êëàññ Q, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäèêàòîì
îäíîãî èç ñåìåéñòâ O, L, E, B èëè íåîäíîìåñòíûì ïðåäèêàòîì ñåìåéñòâà C, ñîäåðæèò âñå
êîíñòàíòû 0, 1, . . . , k − 1, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ SFE-ïîëíûì ïî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 1.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà êëàññ Q îïðåäåëÿåòñÿ
îäíîìåñòíûì ïðåäèêàòîì ñåìåéñòâà C. Ïðè ýòîì âîçìîæíû äâà âàðèàíòà: öåíòð ïðåäèêàòà D
ñîäåðæèò íå ìåíüøå äâóõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Ek è D ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç îäíîãî ýëåìåíòà
d ∈ Ek.

Ïóñòü |D| ≥ 2, ïîýòîìó ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå d1, d2 ∈ D. Òîãäà ôóíêöèè fid1d2(x), i ∈ Ek,
ïðèíàäëåæàò êëàññó Q è ïî çàìå÷àíèþ ê òåîðåìå 1 SFE[f0d1d2 , . . . , fk−1,d1d2 ] = Pk.

Ïóñòü |D| = 1, òî åñòü D = {d}. Òîãäà êëàññó Q ïðèíàäëåæàò ôóíêöèè

f0jd(x), f1jd(x), . . . , fd−1,jd(x), fd+1,jd(x), . . . , fk−1,jd(x),

ãäå j 6= d, j ∈ Ek (ïîñêîëüêó fijd(d) = d äëÿ ëþáîãî i), êîòîðûå îáðàçóþò SFE-ïîëíóþ ñèñòåìó,
êàê ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ ê òåîðåìå 1.
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Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ∈ Pk è π � ïåðåñòàíîâêà íà ìíîæåñòâå Ek. Ïîëîæèì

fπ(x1, . . . , xn) = π−1
(
f(π(x1), . . . , π(xn))

)
,

ãäå π−1 � ïåðåñòàíîâêà, îáðàòíàÿ ê π. Ôóíêöèÿ fπ íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîé ê ôóíêöèè f
îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè π. Åñëè fπ = f , òî ãîâîðÿò, ÷òî f ñàìîäâîéñòâåííà îòíîñèòåëüíî
ïåðåñòàíîâêè π. Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç Pk, ñàìîäâîéñòâåííûõ îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâ-
êè π, îáîçíà÷èì ÷åðåç Sπ. Åñëè G � íåïóñòîå ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê íà Ek, òî ïóñòü SG åñòü
ïåðåñå÷åíèå âñåõ ìíîæåñòâ Sπ, ãäå π ∈ G.

Èçâåñòíî [3], ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê G ìíîæåñòâî SG îáðàçóåò êëîí.
Áîëåå òîãî, êëîí SG ñîâïàäàåò ñ êëîíîì SG′ , ãäå G′ � ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê, ïîðîæäàåìàÿ
ìíîæåñòâîì G.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå åñòü íåêîòîðîå îáîáùåíèå Óòâåðæäåíèÿ 2 èç ðàáîòû [11].
Óòâåðæäåíèå 1. (Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè äëÿ SFE-çàìûêàíèÿ.) Ïóñòü ñèñòåìà Ξ ôóíê-
öèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íàä ìíîæåñòâîì {g1, . . . , gs} ôóíêöèé èç Pk îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ f
è π � ïåðåñòàíîâêà íà ìíîæåñòâå Ek. Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé Ξπ, ïîëó÷åííàÿ èç ñèñòå-
ìû Ξ çàìåíîé êàæäîé ôóíêöèîíàëüíîé êîíñòàíòû gi, i ∈ {1, 2, . . . , s}, ñîîòâåòñòâóþùåé
ôóíêöèîíàëüíîé êîíñòàíòîé gπi , îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ fπ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ,ϕ1, . . . , ϕr � âñå ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå ñèñòåìû Ξ è ϕ � åå
ãëàâíàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ. Ïóñòü òàêæå (f, f1, . . . , fr) � ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíå-
íèé Ξ. Ñîãëàñíî îñíîâíûì îïðåäåëåíèÿì ïðè çàìåíå â ñèñòåìå Ξ ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ
ϕ,ϕ1, . . . , ϕr ñîîòâåòñòâóþùèìè ôóíêöèîíàëüíûìè êîíñòàíòàìè f, f1, . . . , fr êàæäîå óðàâíåíèå
ñèñòåìû Ξ ïðåâðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî (îòíîñèòåëüíî âñåõ âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå èíäèâèäíûõ
ïåðåìåííûõ).

Çàìåíèì òåïåðü â ïîëó÷åííîé ñèñòåìå âñå ôóíêöèîíàëüíûå êîíñòàíòû
f, f1, . . . , fr, g1, . . . , gs ôóíêöèîíàëüíûìè êîíñòàíòàìè fπ, fπ1 , . . . , f

π
r , g

π
1 , . . . , g

π
s (îòäåëüíî

ñòîÿùèå òåðìû âèäà xi â óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû Ξ ïðè ýòîì îñòàâëÿåì áåç èçìåíåíèé). Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî ïîñëå òàêîé çàìåíû ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ âíîâü îêàæóòñÿ òîæäåñòâàìè. Ýòî
ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç èçâåñòíîãî ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè äëÿ ñóïåðïîçèöèè [13]: åñëè

h(y1, . . . , yn) = h0(h1(y1, . . . , yn), . . . , hm(y1, . . . , yn)),

òî
hπ(y1, . . . , yn) = hπ0 (hπ1 (y1, . . . , yn), . . . , hπm(y1, . . . , yn)).

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ôóíêöèé (fπ, fπ1 , . . . , f
π
r ) áóäåò ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé Ξπ.

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ fπ ñèñòåìû Ξπ ñëåäóåò èç åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ f ñèñòåìû Ξ
è âîçìîæíîñòè îáðàòíîãî ïåðåõîäà îò ñèñòåìû Ξπ ê ñèñòåìå Ξ ñ ïîìîùüþ ïåðåñòàíîâêè π−1.

Óòâåðæäåíèå 1 äîêàçàíî.
Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîé ãðóïïû G ïåðåñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå Ek êëàññ SG ÿâëÿåòñÿ SFE-
çàìêíóòûì.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ òðåõçíà÷íîé ëîãèêè P3 è íàõîæäåíèþ â íåé âñåõ SFE-çàìêíóòûõ
êëàññîâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H3 êëàññ âñåõ òåõ ôóíêöèé òðåõçíà÷íîé ëîãèêè, êîòîðûå ñàìîäâîéñòâåí-
íû îòíîñèòåëüíî ëþáûõ ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà E3 (òàêèå ôóíêöèè íàçûâàþò òàêæå îäíî-
ðîäíûìè). Â òåðìèíàõ ãðóïï ïåðåñòàíîâîê èìååì H3 = SS3 , ãäå S3 � ïîëíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ
ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê íà E3. Âàæíóþ ðîëü â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ áóäóò èãðàòü ôóíêöèè
òåðíàðíûé äèñêðèìèíàòîð p(x, y, z) è r3(x, y), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøå-
íèÿìè [7]:

p(x, y, z) =
{
z, åñëè x = y,
x â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

r3(x, y) =
{
z, åñëè {x, y, z} = Ek,
x â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
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Êàê áûëî äîêàçàíî â ðàáîòå [7], ýòè äâå ôóíêöèè ñîñòàâëÿþò áàçèñ êëàññà H3: [p, r3] = H3.
Ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé òðåõçíà÷íîé ëîãèêè áåç ôóíêöèîíàëüíûõ êîíñòàíò.
Òåîðåìà 3. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî SFE[∅] = H3.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé áåç ôóíêöèî-
íàëüíûõ êîíñòàíò: 

ϕ3
1(x) = x,

ψ1(x, x, y) = y,
ψ1(x, y, x) = x,
ψ1(x, y, y) = x,
ψ1(x, ϕ1(x), y) = x,

ãäå ψ1(x, y, z) � ãëàâíàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ. Ïåðâîìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû óäîâëåòâî-
ðÿþò òðè ôóíêöèè: ϕ1(x) = x, ϕ1(x) = x = x+ 1 è ϕ1(x) = x = x+ 2 (ñëîæåíèå çäåñü è âåçäå
äàëåå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ìîäóëþ 3). Âòîðîå, òðåòüå è ÷åòâåðòîå óðàâíåíèÿ çàäàþò ôóíêöèþ,
ñîâïàäàþùóþ ñ ôóíêöèåé p(x, y, z) âåçäå, êðîìå øåñòè íàáîðîâ, ñîñòîÿùèõ èç âñåõ ðàçëè÷íûõ
öèôð èç E3. Íàêîíåö, ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñèñòåìû, êîòîðîå äîëæíî áûòü ñïðàâåäëèâî ïðè
ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ x, y, âî-ïåðâûõ, èñêëþ÷àåò ϕ1(x) = x èç ìíîæåñòâà ðåøå-
íèé ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, à âî-âòîðûõ, âåðíî äîîïðåäåëÿåò ψ1(x, y, z) = p(x, y, z) íà îñòàâøèõñÿ
øåñòè íàáîðàõ, ïîñêîëüêó ñ ó÷åòîì ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé x è ϕ1(x) � ðàçëè÷íû, à y �
ïðîèçâîëüíî. Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì äàííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ òåðíàðíûé
äèñêðèìèíàòîð p(x, y, z).

Òåïåðü ïîñòðîèì ñèñòåìó ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé áåç ôóíêöèîíàëüíûõ êîíñòàíò ñ
ãëàâíîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé ψ2(x, y), åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì êîòîðîé áóäåò ôóíê-
öèÿ r3(x, y), ïðè÷åì äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ è òåðíàðíûì äèñêðèìè-
íàòîðîì, ïðåäïîëàãàÿ åãî çàäàííûì óæå îïèñàííîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

ϕ3
2(x) = x,

ψ2(x, x) = x,
ψ2(x, ϕ2(x)) = ϕ2

2(x),
p(x, ϕ2(x), y) = x.

Çäåñü ñíîâà ïåðâîå è ïîñëåäíåå óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò çàïèñàòü ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèî-
íàëüíîé ïåðåìåííîé ϕ2(x) êàê {x+1, x+2}, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî â òðåòüåì óðàâíåíèè x, ϕ2(x) è
ϕ2

2(x) ðàçëè÷íû è îáðàçóþò â îáúåäèíåíèè E3. Âòîðîå óðàâíåíèå çàâåðøàåò çàäàíèå ôóíêöèè
r3(x, y).

Èòàê, ñ ïîìîùüþ ñèñòåì ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé áåç ôóíêöèîíàëüíûõ êîíñòàíò áûë
ïîëó÷åí áàçèñ ïî ñóïåðïîçèöèè {p, r3} êëàññà âñåõ îäíîðîäíûõ ôóíêöèé H3, îòêóäà ñëåäóåò
âêëþ÷åíèå H3 ⊆ SFE[∅]. Îäíàêî ñîãëàñíî Ñëåäñòâèþ èç Óòâåðæäåíèÿ 1 êëàññ SS3 = H3 ÿâëÿ-
åòñÿ SFE-çàìêíóòûì, à çíà÷èò, îí äîëæåí ñîâïàäàòü ñ ìèíèìàëüíûì SFE-çàìêíóòûì êëàññîì
SFE[∅].

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.
Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé SFE-çàìêíóòûé êëàññ òðåõçíà÷íîé ëîãèêè ñîäåðæèò êëàññH3 ôóíê-

öèé, ñàìîäâîéñòâåííûõ îòíîñèòåëüíî ëþáûõ ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà E3, à çíà÷èò, è òåðíàð-
íûé äèñêðèìèíàòîð p(x, y, z). Ïîýòîìó â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ðå-
çóëüòàòàìè ðàáîò [6], ãäå ïðèâåäåíî ïðåäèêàòíîå îïèñàíèå âñåõ êëàññîâ k-çíà÷íîé ëîãèêè, ñî-
äåðæàùèõ òåðíàðíûé äèñêðèìèíàòîð (òàê íàçûâàåìûå äèñêðèìèíàòîðíûå êëàññû), è [5], ãäå
â ÿâíîì âèäå ïîñòðîåíû âñå 144 äèñêðèìèíàòîðíûõ êëàññà òðåõçíà÷íîé ëîãèêè. Â îáùåì æå
ñëó÷àå ÷èñëî ýòèõ êëàññîâ äîñòàòî÷íî âåëèêî è âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé, èìåþùåé âèä äâîéíîé
ýêñïîíåíòû îò k.

Èòàê, íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ïðåäèêàòû:

ea(x) ≡ (x = a), eab(x) ≡ (x ∈ {a, b}),
σ(x, y) ≡ (x+ 1 = y), σab(x, y) ≡ (x ∈ {a, b}) & σ(x, y),
σ0(x, y) ≡ (2x = y), σ0

ab(x, y) ≡ (x ∈ {a, b}) & σ0(x, y),
σ1(x, y) ≡ (2x+ 2 = y), σ1

ab(x, y) ≡ (x ∈ {a, b}) & σ1(x, y),
σ2(x, y) ≡ (2x+ 1 = y), σ2

ab(x, y) ≡ (x ∈ {a, b}) & σ2(x, y),
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ãäå a ∈ {0, 1, 2}, ab ∈ {01, 02, 12}, à ñëîæåíèå è óìíîæåíèå âûïîëíÿþòñÿ ïî ìîäóëþ 3. Äèñêðè-
ìèíàòîðíûå êëàññû â [5] îïèñûâàþòñÿ êàê êëàññû ñîõðàíåíèÿ ïðåäèêàòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ôóíêòîðà Pol. Äîêàæåì, ÷òî íåêîòîðûå èç ýòèõ êëàññîâ ÿâëÿþòñÿ SFE-ïðåäïîëíûìè.
Òåîðåìà 4. Ñëåäóþùèå êëàññû ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ SFE-ïðåäïîëíûìè â P3:

Sx+1 = Pol(σ), S2x = Pol(σ0), S2x+2 = Pol(σ1), S2x+1 = Pol(σ2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êëàññ Sx+1 îáðàçóþò ôóíêöèè, ñàìîäâîéñòâåííûå îòíîñèòåëüíî ãðàôèêà
ïåðåñòàíîâêè π = (012), êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäèí öèêë ïðîñòîé äëèíû 3. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî êëàññ Sx+1 âõîäèò â ñåìåéñòâî P ïðåäïîëíûõ â P3 êëàññîâ. Îäíàêî ýòîò êëàññ ÿâëÿåòñÿ
SFE-çàìêíóòûì ïî Ñëåäñòâèþ èç Óòâåðæäåíèÿ 1 (êàê è êëàññû S2x, S2x+2 è S2x+1) è ïîýòîìó
SFE-ïðåäïîëíûì.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âñå ôóíêöèè êëàññà S2x+2i = Pol(σi), i ∈ E3, ñîõðàíÿþò ïðåäèêàò
ei, è â ðåøåòêå äèñêðèìèíàòîðíûõ êëàññîâ íåïîñðåäñòâåííî íàä S2x+2i íàõîäèòñÿ êëàññ ôóíê-
öèé Ci = Pol(ei). Êëàññû C0, C1 è C2 SFE-ïîëíû ñîãëàñíî Çàìå÷àíèþ ê Òåîðåìå 1, ïîñêîëüêó
ñîäåðæàò ïàðû ôóíêöèé {j1(x) = f110(x), j2(x) = f210(x)}, {f001(x), f201(x)} è {f002(x), f102(x)}
ñîîòâåòñòâåííî, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî êëàññû S2x, S2x+2 è S2x+1 ÿâëÿþòñÿ SFE-ïðåäïîëíûìè.

Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.
Òåîðåìà 5. Ñëåäóþùèå êëàññû ôóíêöèé SFE-ïîëíû â P3:

S01
x+1 = Pol(σ01), S02

x+1 = Pol(σ02), S12
x+1 = Pol(σ12),

S01
2x = Pol(σ0

01), S01
2x+2 = Pol(σ1

01), S02
2x+1 = Pol(σ2

02),
S12

2x = Pol(σ0
12), S02

2x+2 = Pol(σ1
02), S01

2x+1 = Pol(σ2
01).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïî î÷åðåäè âñå äåâÿòü êëàññîâ.
1. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèè max(x, y) è min(x, y) ïðèíàäëåæàò êëàññó S01

x+1, ïîýòîìó
åìó ïðèíàäëåæàò è ìàêñèìóì è ìèíèìóì òðåõ ïåðåìåííûõ: max3(x, y, z) = max(x,max(y, z))
è min3(x, y, z) = min(x,min(y, z)). Ñèñòåìà ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ôóíêöèîíàëüíûìè
êîíñòàíòàìè p(x, y, z) ∈ SFE[∅], max3(x, y, z), min3(x, y, z) è òðåìÿ ôóíêöèîíàëüíûìè ïåðåìåí-
íûìè ϕ(x), ψ1(x), ψ2(x) 

ϕ3(x) = x,
p(x, ϕ(x), y) = x,
ψ1(x) = max3(x, ϕ(x), ϕ2(x)),
ψ2(x) = min3(x, ϕ(x), ϕ2(x))

äàåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ψ1(x) ≡ 2 èëè ψ2(x) ≡ 0 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêóþ èç ôóíêöè-
îíàëüíûõ ïåðåìåííûõ íàçíà÷èòü ãëàâíîé. Ïðè ýòîì ñíîâà, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 3,
èñïîëüçóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî x, ϕ(x), ϕ2(x) ðàçëè÷íû è îáðàçóþò â îáúåäèíåíèè E3. Èìåÿ äâå
êîíñòàíòû èç òðåõ, ïî âòîðîìó óòâåðæäåíèþ Òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì SFE-ïîëíîòó êëàññà S01

x+1.
2. Ôóíêöèè, çàäàííûå ñòîëáöàìè çíà÷åíèé, êîòîðûå äëÿ îáëåã÷åíèÿ âîñïðèÿòèÿ áóäåì

çàïèñûâàòü â ñòðî÷êó, f2(x, y) = (010 111 012) è f ′2(x, y) = (010 112 022) ñîäåðæàòñÿ â êëàññå
S02
x+1, ïðè ýòîì f ′2(x, x) = (120) = x, à f ′2(x, x) = (012) = x. Ïîýòîìó åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì

ñèñòåìû óðàâíåíèé íàä SFE[S02
x+1]  ϕ3(x) = x,

p(x, ϕ(x), y) = x,
f ′2(x, ϕ(x)) = ϕ(x)

áóäåò îòðèöàíèå Ïîñòà ϕ(x) = x. Îäíàêî f2(x, x) = (110) è f2(f2(x, x), x) = (111), òî åñòü
ïîëó÷åíà êîíñòàíòà 1. Îäíà êîíñòàíòà è x äàþò ïîëíûé íàáîð êîíñòàíò, è ïîýòîìó, ñîãëàñíî
ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ Òåîðåìû 1, êëàññ S02

x+1 ÿâëÿåòñÿ SFE-ïîëíûì.
3. Ôóíêöèè f3(x, y) = (002 011 212) è f ′3(x, y) = (012 111 212) íàõîäÿòñÿ â êëàññå S12

x+1 è, êàê
íåòðóäíî çàìåòèòü, f3(x, x) = (012) = x, à f3(x, x) = (201) = x. Ïîýòîìó ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé ñ ôóíêöèîíàëüíûìè êîíñòàíòàìè p(x, y, z), f3(x, y){

ϕ3(x) = x,
p(x, ϕ(x), y) = x,
f3(x, ϕ(x)) = x
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èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ϕ(x) = x. Ïðè ýòîì f ′3(x, x) = (112) è f ′3(f ′3(x, x), x) = (111), òî
åñòü f ′3(f ′3(x, x), x) ≡ 1. Èñïîëüçóÿ îòðèöàíèÿ Ïîñòà è åäèíèöó, ìîæíî ïîëó÷èòü âñå êîíñòàíòû,
÷òî è îçíà÷àåò, ñîãëàñíî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ Òåîðåìû 1, SFE-ïîëíîòó êëàññà S12

x+1.
4. Êëàññ S01

2x, êàê è êëàññ S01
x+1 èç ïåðâîãî ïóíêòà äîêàçàòåëüñòâà, ñîäåðæèò ôóíêöèè

max(x, y) è min(x, y), è ïîýòîìó òàêæå ÿâëÿåòñÿ SFE-ïîëíûì.
5. Ôóíêöèÿ f5(x, y) = (002 012 222) ∈ S01

2x+2, ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:
f5(x, x) = (022), f5(f5(x, x), x) = (222) è f5(x, x) = (202), f5(f5(x, x), x) = (202). Çíà÷èò, ñèñòåìà
ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íàä SFE-çàìûêàíèåì êëàññà S01

2x+2 ϕ3(x) = x,
p(x, ϕ(x), y) = x,
f5(f5(x, ϕ(x)), ϕ2(x)) = f5(x, ϕ(x))

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ϕ(x) = x. Êîíñòàíòà 1 ñîõðàíÿåò ïðåäèêàò σ1
01, ÷òî âìåñòå ñ

äâîéíûì îòðèöàíèåì Ïîñòà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âñå êîíñòàíòû. SFE-ïîëíîòà êëàññà S01
2x+2

äîêàçàíà.
6. Êëàññ S02

2x+1 ÿâëÿåòñÿ SFE-ïîëíûì, òàê êàê ñîäåðæèò ôóíêöèè max(x, y) è min(x, y).
7, 8, 9. Êëàññû S12

2x, S02
2x+2, S01

2x+1 SFE-ïîëíû, ïîñêîëüêó ñîäåðæàò ïàðû ôóíêöèé
{f221(x), f121(x)}, {f220(x), f020(x)} è {j0(x), j1(x)} ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå îáðàçóþò SFE-
ïîëíûå ñèñòåìû â P3 ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ ê Òåîðåìå 1 è åå æå ÷åòâåðòîìó óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà 5 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Äîêàæåì òåîðåìó î áàçèñàõ ÷åòûðåõ ïðåäïîëíûõ êëàññîâ Sx+1, S2x, S2x+2 è S2x+1.

Òåîðåìà 6. Sx+1 = SFE[x+ 1], S2x = SFE[2x], S2x+2 = SFE[2x+ 2] è S2x+1 = SFE[2x+ 1].
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ f îò n ïåðåìåííûõ, ïðèíàäëåæàùàÿ
êëàññó Sx+1, ìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ çàäàíà ñèñòåìîé èç 3n óðàâíåíèé âèäà

ϕ(x+ i1, . . . , x+ in) = x+ i0,

ãäå ij ∈ E3, j ∈ {0, 1, . . . , n}, è ëþáàÿ èç ôóíêöèé x + ij ïîðîæäàåòñÿ åäèíñòâåííîé ôóíê-
öèåé x + 1. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäîå èç òàêèõ óðàâíåíèé îïðåäåëÿåò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f íà
òðåõ íàáîðàõ âèäà (a1, . . . , an), (a1 + 1, . . . , an + 1) è (a1 + 2, . . . , an + 2), ïðè÷åì ïîñêîëüêó f
ñîõðàíÿåò ïåðåñòàíîâêó π(x) = x + 1, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(a1, . . . , an) = b1,
f(a1 + 1, . . . , an+1) = b2 è f(a1 +2, . . . , an+2) = b3 áóäóò èìåòü âèä b2 = b1 +1, b3 = b1 +2. Ïðè
ýòîì èç ïîñòðîåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, î÷åâèäíî, ìîæíî îñòàâèòü ëèøü òðåòü, áåðÿ òîëüêî
îäíî èç òðåõ óðàâíåíèé âèäà

ϕ(x+ i1, . . . , x+ in) = x+ i0,

ϕ(x+ (i1 + 1), . . . , x+ (in + 1)) = x+ (i0 + 1),
ϕ(x+ (i1 + 2), . . . , x+ (in + 2)) = x+ (i0 + 2).

Êàæäûé èç êëàññîâ S2x+2i, i ∈ E3, ñîäåðæèò êîíñòàíòó i. Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå

ϕ(x) = 2ϕ(x) + 2i

ñ ôóíêöèîíàëüíîé êîíñòàíòîé 2x+ 2i ∈ {2x, 2x+ 2, 2x+ 1}äëÿ êàæäîãî i èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå ϕ(x) = i.

Ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ g(x1, . . . , xn) èç êëàññà S2x+2i îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé ôóíêöèîíàëü-
íûõ óðàâíåíèé, ñîñòîÿùåé èç 3n óðàâíåíèé âèäà

ψ(g1(x), . . . , gn(x)) = g0(x),

ãäå g0, g1, . . . , gn ∈ {i, x, 2x+ 2i}. Ëþáîå òàêîå óðàâíåíèå çàäàåò ôóíêöèþ g íà òðîéêå íàáîðîâ,
îäèí èç êîòîðûõ (i, . . . , i), íà êîòîðîì g äîëæíà ïðèíèìàòü çíà÷åíèå i, ïîñêîëüêó ôóíêöèè
êëàññà S2x+2i ñîõðàíÿþò i. Ïîýòîìó â ïîñòðîåííîé ñèñòåìå òàêæå åñòü ”ëèøíèå“ óðàâíåíèÿ,
êîòîðûå ìîæíî âû÷åðêíóòü, � ýòî, âî-ïåðâûõ, g(i, . . . , i) = i, à âî-âòîðûõ, ëþáîå èç ïàðû
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óðàâíåíèé, ïîëó÷àþùèõñÿ îäíî èç äðóãîãî çàìåíîé âñåõ âõîæäåíèé x íà 2x+2i è îäíîâðåìåííî
2x+ 2i íà x.

Òåîðåìà 6 äîêàçàíà.
Òåîðåìà 7. Ïóñòü

R = Pol(e0, e1, e2, e01, e02, e12, σ01, σ02, σ12, σ
0
01, σ

0
02, σ

0
12, σ

1
01, σ

1
02, σ

1
12, σ

2
01, σ

2
02, σ

2
12).

Òîãäà SFE[R] = P3.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì â êëàññå R ôóíêöèþ h(x, y1, y2, z1, z2, z3) ñëåäóþùèì îáðàçîì:{

h(x, y1, y2, x, x+ 1, x+ 2) = y1,
h(x, y1, y2, z1, z2, z3) = y2 äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé z1, z2, z3.

Î÷åâèäíî, ÷òî h ñîõðàíÿåò ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà E3, à çíà÷èò, óäîâëåòâîðÿåò
ïðåäèêàòàì e0, e1, e2, e01, e02, e12. Êðîìå òîãî, h ñîõðàíÿåò è ïðåäèêàòû σab, σ

0
ab, σ

1
ab, σ

2
ab, ãäå

ab ∈ {01, 02, 12}. Â ñàìîì äåëå, ëþáîìó òàêîìó ïðåäèêàòó óäîâëåòâîðÿþò ðîâíî äâà íàáîðà.
Ïîýòîìó ïðè âûáîðå øåñòè ñòîëáöîâ èç ìàòðèöû ýòîãî ïðåäèêàòà áóäåò ïîëó÷åíà ìàòðèöà,
êàæäàÿ ñòðîêà êîòîðîé ñîäåðæèò íå áîëåå äâóõ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ
ôóíêöèè h çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè íà êàæäîé èç ñòðîê ìàòðèöû áóäåò ñîâïàäàòü ñî çíà÷åíè-
åì ïåðåìåííîé y2. Òî åñòü áóäåò âûáðàí òðåòèé ñòîëáåö ìàòðèöû, îòêóäà ñëåäóåò ñîõðàíåíèå
óêàçàííîãî ïðåäèêàòà ôóíêöèåé h.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðè ôèêñèðîâàííûõ x, z1, z2, z3 è âñåõ y1, y2 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

h(x, y1, y2, z1, z2, z3) = y1,

òî îáÿçàòåëüíî z1 = x, z2 = x+1, z3 = x+2. Ñ ó÷åòîì ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà íåòðóäíî ïîñòðîèòü
ñèñòåìó ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íàä h, îïðåäåëÿþùóþ îòðèöàíèå Ïîñòà x+ 1:{

ϕ3(x) = x,
h(x, y1, y2, x, ϕ(x), ϕ2(x)) = y1.

Çíà÷èò, SFE-çàìûêàíèå êëàññà R ñîäåðæèò ôóíêöèþ x+1, îäíàêî ïî Òåîðåìå 6 SFE[x+1] =
Sx+1, è ïîýòîìó Sx+1 ⊆ SFE[R]. Êëàññ Sx+1 ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëíûì ïî Òåîðåìå 4, à êëàññó R
ïðèíàäëåæàò òàêæå ôóíêöèè, íå ñîõðàíÿþùèå ïðåäèêàò σ, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ g(x, y, z):

g(x, y, z) =
{

0, åñëè x, y, z ðàçëè÷íû,
x â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Îòêóäà ïîëó÷àåì, ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäïîëíîãî êëàññà, SFE[R] = P3.
Òåîðåìà 7 äîêàçàíà.
Ïîñêîëüêó R åñòü ìèíèìàëüíûé äèñêðèìèíàòîðíûé êëàññ ôóíêöèé, íå ñîõðàíÿþùèõ âñå

÷åòûðå ïðåäèêàòà σ, σ0, σ1, σ2, à êëàññû Sx+1, S2x, S2x+2, S2x+1 ÿâëÿþòñÿ ïðåäïîëíûìè â
íåì [5], ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âàæíîå óòâåðæäåíèå.
Ñëåäñòâèå. Â P3 ñóùåñòâóåò ðîâíî ÷åòûðå SFE-ïðåäïîëíûõ êëàññà Sx+1, S2x, S2x+2, S2x+1.
Òåîðåìà 8. Êëàññ H3 SFE-ïðåäïîëîí â êëàññàõ Sx+1, S2x, S2x+2, S2x+1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî [5] íàèìåíüøèé äèñêðèìèíàòîðíûé êëàññ ôóíê-
öèé åñòü êëàññ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå ïðåäèêàòû �
Pol(e0, e1, e2, e01, e02, e12, σ, σ

0, σ1, σ2, σab, σ
0
ab, σ

1
ab, σ

2
ab), ãäå ab ∈ {01, 02, 12}. Ïî îïðåäåëåíèþ,

ýòî êëàññ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ëþáîå ïîäìíîæåñòâî E3 è ñàìîäâîéñòâåííûõ îòíîñèòåëüíî
ëþáîé ïåðåñòàíîâêè íà E3. Ñîãëàñíî îáîçíà÷åíèÿì ñòàòüè [7], ýòî êëàññ S∗3 , ïîðîæäàåìûé
òåðíàðíûì äèñêðèìèíàòîðîì p(x, y, z), S∗3 ⊂ H3. Çíà÷èò, ïî Òåîðåìå 3, SFE[S∗3 ] = H3.

Êëàññ S∗3 ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëíûì â ñëåäóþùèõ äèñêðèìèíàòîðíûõ êëàññàõ [5]:

T = Pol(e0, e1, e2, σ, σ0, σ1, σ2),
Tσ = Pol(e0, e1, e2, e01, e02, e12, σ, σab, σ

0
ab, σ

1
ab, σ

2
ab),

Tσ0 = Pol(e0, e1, e2, e01, e02, e12, σ
0, σab, σ

0
ab, σ

1
ab, σ

2
ab),

Tσ1 = Pol(e0, e1, e2, e01, e02, e12, σ
1, σab, σ

0
ab, σ

1
ab, σ

2
ab),

Tσ2 = Pol(e0, e1, e2, e01, e02, e12, σ
2, σab, σ

0
ab, σ

1
ab, σ

2
ab).
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Ïîñòðîèì èõ SFE-çàìûêàíèÿ.
Êëàññ T ñîñòîèò èç ôóíêöèé òðåõçíà÷íîé ëîãèêè, ñàìîäâîéñòâåííûõ îòíîñèòåëüíî ëþáûõ

ïåðåñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå E3, òî åñòü ýòî êëàññ âñåõ îäíîðîäíûõ ôóíêöèé H3 è SFE[T ] =
SFE[H3] = H3.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g(x, y, z) èç êëàññà Tσ, òàêóþ ÷òî g(x, y, z) = x âåçäå, êðîìå íàáîðîâ,
ñîñòîÿùèõ èç òðåõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé: g(0, 1, 2) = 1, g(0, 2, 1) = 0, g(1, 0, 2) = 1, g(1, 2, 0) = 2,
g(2, 0, 1) = 0, g(2, 1, 0) = 2. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî g ïðèíàäëåæèò êëàññó Tσ, íî íå ïðèíàäëå-
æèò êëàññó H3. Åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ϕ3(x) = x,

p(x, ϕ(x), y) = x,
g(x, ϕ(x), ϕ2(x)) = ϕ(x)

íàä ôóíêöèîíàëüíûìè êîíñòàíòàìè èç Tσ áóäåò îòðèöàíèå Ïîñòà ϕ(x) = x+1. Çíà÷èò, SFE[x+
1] = Sx+1 ⊆ SFE[Tσ], à ïîñêîëüêó â Tσ âñå ôóíêöèè ñîõðàíÿþò ïðåäèêàò σ, òî SFE[Tσ] ⊆ Sx+1,
è ïîýòîìó SFE[Tσ] = Sx+1.

Êëàññ T ïðåäïîëîí â êëàññå T ′ = Pol(e0, e1, e2, σ), ïðè÷åì Tσ ⊂ T ′ ⊂ Sx+1 [5], ïîýòîìó
SFE-çàìûêàíèå T ′ åñòü Sx+1.

Ââåäåì òðè ôóíêöèè gσ0(x, y, z), gσ1(x, y, z), gσ2(x, y, z), ðàâíûå ñâîåé òðåòüåé ïåðåìåííîé
z íà âñåõ íàáîðàõ, êðîìå ñëåäóþùèõ:

gσ0(0, 1, 2) = 2, gσ0(0, 2, 1) = 1, gσ0(1, 0, 2) = gσ0(1, 2, 0) = gσ0(2, 0, 1) = gσ0(2, 1, 0) = 0,
gσ1(1, 0, 2) = 2, gσ1(1, 2, 0) = 0, gσ1(0, 1, 2) = gσ1(0, 2, 1) = gσ1(2, 0, 1) = gσ1(2, 1, 0) = 1,
gσ2(0, 1, 2) = gσ0(0, 2, 1) = gσ0(1, 0, 2) = gσ0(1, 2, 0) = 2, gσ0(2, 0, 1) = 1, gσ0(2, 1, 0) = 0.

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî gσi ∈ Tσi , i ∈ E3, è îäíîâðåìåííî gσi /∈ H3. Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ
i ñèñòåìà ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íàä Tσi ñ ãëàâíîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé ϕ(x)

ϕ2(x) = x,
ψ(y) = ψ(z),
r3(x, ϕ(x)) = ψ(y),
gσi(z, x, ϕ(x)) = ϕ(x)

áóäåò èìåòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ϕ(x) = 2x ïðè i = 0, ϕ(x) = 2x + 2 ïðè i = 1 è
ϕ(x) = 2x + 1 ïðè i = 2. Â ñàìîì äåëå, ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû �
ýòî {x, 2x, 2x + 1, 2x + 2}; âòîðîå óðàâíåíèå ââîäèò âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ ψ(x), ÿâëÿþ-
ùóþñÿ êîíñòàíòîé, à òðåòüå � èñêëþ÷àåò òîæäåñòâåííóþ ôóíêöèþ èç ìíîæåñòâà çíà÷åíèé
ãëàâíîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé ϕ(x). Äàëåå â çàâèñèìîñòè îò èñïîëüçóåìîé ôóíêöè-
îíàëüíîé êîíñòàíòû gσi ìíîæåñòâî {2x, 2x + 1, 2x + 2} ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû
ñîêðàùàåòñÿ äî åäèíñòâåííîé ôóíêöèè. Òàêèì îáðàçîì, SFE[2x + 2i] = S2x+2i ⊆ SFE[Tσi ] è,
àíàëîãè÷íî ñêàçàííîìó âûøå, S2x+2i = SFE[Tσi ].

Òåîðåìà 8 äîêàçàíà.
Ïîñòðîåíèå ðåøåòêè SFE-çàìêíóòûõ êëàññîâ â P3 çàâåðøåíî.

Ñëåäñòâèå. Â P3 ñóùåñòâóåò ðîâíî øåñòü SFE-çàìêíóòûõ êëàññîâ:

P3, Sx+1, S2x, S2x+2, S2x+1, H3.

Ïðè÷åì Sx+1, S2x, S2x+2, S2x+1 ÿâëÿþòñÿ SFE-ïðåäïîëíûìè, à êëàññ H3 SFE-ïðåäïîëîí âî
âñåõ ýòèõ ÷åòûðåõ êëàññàõ.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 09-01-00701).
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Êàôåäðà àâòîìàòèçàöèè ñèñòåì âû÷èñëèòåëüíûõ êîìïëåêñîâ,

Ëàáîðàòîðèÿ êîìïüþòåðíîé ãðàôèêè è ìóëüòèìåäèà

1 Ââåäåíèå

Çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ ãîëîâû ÷åëîâåêà ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ: èäåí-
òèôèêàöèè, îòñëåæèâàíèè, âèäåîêîäèðîâàíèè íà áàçå òðåõìåðíûõ ìîäåëåé, ìîäåëèðîâàíèè
âèðòóàëüíîãî ïðèñóòñòâèÿ è äðóãèõ.

Â çàâèñèìîñòè îò îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ ìîäåëèðîâàíèå ìîæåò ïðîèçâîäèòüñÿ ñ ïîìîùüþ
òðåõìåðíîãî ëàçåðíîãî ñêàíåðà [1, 2], ïî ñòåðåîïàðå [3, 4], ïî îäíîé ôîòîãðàôèè [5, 6], ëèáî
ïî íàáîðó èçîáðàæåíèé: ôîòîãðàôèÿì èëè êàäðàì âèäåîïîñëåäîâàòåëüíîñòè [7, 8]. Ïðè ïîñòà-
íîâêå çàäà÷è ðåêîíñòðóêöèè âñåé ìîäåëè ãîëîâû (íî íå òîëüêî ìîäåëè ëèöà) ñ ìèíèìàëüíûìè
òðåáîâàíèÿìè ê âõîäíûì äàííûì îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèé ïîäõîä.

Òàêæå ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü ïî òèïó âûõîäíûõ äàííûõ. Â
íåêîòîðûõ ðàáîòàõ èìè ÿâëÿåòñÿ îáëàêî òî÷åê [9]. Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ ðåêîíñòðóèðîâàííàÿ
ôîðìà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîëèãîíàëüíîé ìîäåëè [3, 5, 6, 8].

Îòäåëüíîé çàäà÷åé, ñòàâøåé àêòóàëüíîé ñ ðàçâèòèåì ìíîãîïîëüçîâàòåëüñêèõ òðåõìåðíûé
ñðåä ÿâëÿåòñÿ ðåêîíñòðóêöèÿ ãèáêèõ ìîäåëåé [11], îïèñûâàþùèõ ôîðìó ãîëîâû êîìïàêòíûì
íàáîðîì ïàðàìåòðîâ. Øèðîêî èñïîëüçóåìûìè ãèáêèìè ìîäåëÿìè ÿâëÿþòñÿ ìîäåëè àêòèâ-
íîé ôîðìû [12], ìîäåëè àêòèâíîé âíåøíîñòè [13], ìîðôèðóåìûå ìîäåëè [14], îäíàêî âñå îíè
ïîëó÷åíû èç ðåàëüíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ (áàç äàííûõ ôîòîãðàôèé ëèö, áàç äàííûõ òðåõ-
ìåðíûõ îòñêàíèðîâàííûõ ìîäåëåé ëèö). Â äàííîé æå ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäõîä íà îñíî-
âå ñèíòåòè÷åñêèõ ãèáêèõ ìîäåëåé ãîëîâû. Ïîëîæèòåëüíîé ñòîðîíîé òàêèõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ
÷åòêîå ñîîòâåòñòâèå ìîðôîëîãè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì ãîëîâû ÷åëîâåêà, òàêèì êàê ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó ãëàçàìè, ïóõëîñòü ãóá èëè ãëóáèíà ÿìî÷êè ïîäáîðîäêà (ñì., íàïðèìåð, ìîäåëü
LAD [15], ðèñ. 1). Êàê ñëåäñòâèå, â çàâèñèìîñòè îò ïðèëîæåíèÿ ïðåèìóùåñòâàìè ìîãóò ÿâ-
ëÿòüñÿ ïðîñòîòà åå ðåäàêòèðîâàíèÿ íåïîäãîòîâëåííûì ïîëüçîâàòåëåì, âîçìîæíîñòü ðàáîòû
ñ íåé íà óðîâíå âîçðàñòíûõ, ãåíäåðíûõ èëè ýòíîòåððèòîðèàëüíûõ ìîðôîëîãè÷åñêèõ õàðàê-
òåðèñòèê. Äðóãèì ïðåèìóùåñòâîì òàêèõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ èõ êîìïàêòíîå ïðåäñòàâëåíèå: â
êëèåíò-ñåðâåðíîé àðõèòåêòóðå äîñòàòî÷íî ïåðåäàòü îäèí ðàç ãèáêóþ ìîäåëü, à âïîñëåäñòâèè
ïåðåäàâàòü òîëüêî íàáîð åå ïàðàìåòðîâ, ÷òî óñêîðÿåò îòïðàâêó êëèåíòó íåñêîëüêèõ ìîäåëåé
è èõ àíèìàöèþ. Îòäåëüíîé æå ñëîæíîñòüþ ðàáîòû ñ òàêèìè ìîäåëÿìè ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæ-
íîñòü äëÿ íåêîòîðûõ âõîäíûõ ôîòîãðàôèé ðåêîíñòðóèðîâàòü ðÿä ÷åðò ëèöà ñ äîñòàòî÷íîé
òî÷íîñòüþ èç-çà îòñóòñòâèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðîâ â ìîäåëè.

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Âåçäå, ãäå íå îãîâîðåíî îáðàòíîå, áóäåì ïîíèìàòü ïîä ïîëèãîíàëüíîé ìîäåëüþ u âåêòîð
(u1, u2, ..., uN ), ui ∈ R3, i = 1..N , ñîñòîÿùèé èç ðàäèóñ-âåêòîðîâ âåðøèí. Ìíîæåñòâî ãðàíåé
ïîëèãîíàëüíîé ìîäåëè ôèêñèðîâàíî, è ïîòîìó íå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ îïèñà-
íèÿ.
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Íà îòäåëüíûõ æå ýòàïàõ, êàñàþùèõñÿ ïîëó÷åíèÿ è ðàáîòû ñ òåêñòóðîé, áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü òåêñòóðèðîâàííóþ ïîëèãîíàëüíóþ ìîäåëü ũ = (ũ1, ũ2, ..., ũN ), ũi ∈ R5, ũi =
(ũi,x, ũi,y, ũi,z, ũi,u, ũi,v), ũi,x, ũi,y, ũi,z, i = 1..N � ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû âåðøèíû,
ũi,u, ũi,v � òåêñòóðíûå êîîðäèíàòû âåðøèíû.

Ïîä ïàðàìåòðèçîâàííîé ïîëèãîíàëüíîé ìîäåëüþ a áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ñèíòåòè÷åñêóþ
ãèáêóþ ìîäåëü a = b + Sp, ãäå b = (b1, b2, ..., bN ) � áàçîâàÿ ïîëèãîíàëüíàÿ ìîäåëü, çàäàþùàÿ
êîîðäèíàòû âåðøèí ïî óìîë÷àíèþ, S = [sij ] (j = 1..K; sij ∈ R3i = 1..N) � ìàòðèöà ñìåùåíèé,
p = (p1, p2, ..., pK) (pj ∈ R,−1 ≤ pj ≤ 1, j = 1..K) � âåêòîð ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, N � ÷èñëî
âåðøèí ïîëèãîíàëüíîé ìîäåëè, K � ÷èñëî ïàðàìåòðîâ.

Ðèñ. 1: Âèçóàëèçàöèÿ íàáîðîâ âåêòîðîâ ñìåùåíèé, îòâå÷àþùèõ çà øèðèíó íîñà (ñëåâà) è ðàç-
ìåð óøåé (ñïðàâà).

Ðåøàåìàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçðàáîòêå ñèñòåìû, îïðåäåëÿþùåé çíà÷åíèÿ âñåõ ïàðà-
ìåòðîâ p è òåêñòóðó ïî íàáîðó èç 1�4 ôîòîãðàôèé (àíôàñ, â ïðîôèëü ñëåâà, â ïðîôèëü ñïðàâà
è ñçàäè).

3 Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä

Ñõåìà ðàáîòû ñèñòåìû ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2.
Áàçîâàÿ ïîëèãîíàëüíàÿ ìîäåëü ïðåäâàðèòåëüíî ðàçìå÷åíà. Óíèâåðñàëüíàÿ ðàçìåòêà T =

(t1, t2, ..., tM ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð âåêòîðîâ ti = (ti1, t
i
2, ..., t

i
Li

) (tij ∈ N, tij ≤ N ; i = 1..M ;
j = 1..Li; M � ÷èñëî âåêòîðîâ, Li � ÷èñëî ýëåìåíòîâ âåêòîðîâ, N � ÷èñëî âåðøèí ïîëèãî-
íàëüíîé ìîäåëè), ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ èíäåêñû tii âåðøèí áàçîâîé ïîëèãîíàëüíîé
ìîäåëè. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð qi = (qi1, q

i
2, ..., q

i
Li

), ãäå qij = btij
çàäàåò ëîìàíóþ, óçëàìè êîòî-

ðîé ÿâëÿþòñÿ âåðøèíû áàçîâîé ïîëèãîíàëüíîé ìîäåëè. Äàëåå (q1, q2, ..., qM ) áóäåì îáîçíà÷àòü
êàê Q. Êàæäàÿ ëîìàíàÿ îïèñûâàåò îäíó õàðàêòåðíóþ ÷åðòó ëèöà ÷åëîâåêà, òàêóþ êàê êîíòóð
áðîâè, íîñà, èëè âñåé ãîëîâû.

Ðàçìåòêà (ëîìàíûå) çàäàíû äëÿ êàæäîé ïðîåêöèè � àíôàñ, â ïðîôèëü ñëåâà, â ïðîôèëü
ñïðàâà è ñçàäè: Tf (Qf ), Tl (Ql), Tr (Qr) è Tb (Qb), ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 3). Îäíàêî, â ñèëó
òîãî, ÷òî ðàáîòà ñ ðàçìåòêîé è ëîìàíûìè íà áîëüøèíñòâå ýòàïîâ ïðîèñõîäèò îäèíàêîâî äëÿ
êàæäîé ïðîåêöèè, äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè, ãäå ýòî âîçìîæíî, áóäåì ïèñàòü T è Q, íå óòî÷íÿÿ
èíäåêñ ïðîåêöèè.

3.1 Âûäåëåíèå ÷åðò ëèöà

Íà êàæäîé ôîòîãðàôèè ñ ïîìîùüþ àêòèâíûõ ìîäåëåé ôîðìû íàõîäÿòñÿ õàðàêòåðíûå òî÷-
êè ëèöà, òàêèå êàê óãîëêè ãëàç è êîí÷èê íîñà. Íà êàæäóþ ôîòîãðàôèþ ïðîåöèðóåòñÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèé íàáîð ëîìàíûõ: Ω = PQ, ãäå P : R3 → R2 � îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåöè-
ðîâàíèÿ íà êîîðäèíàòíóþ ïëîñêîñòü. Óçëû ñïðîåöèðîâàííûõ ëîìàíûõ, ñîîòâåòñòâóþùèå íàé-
äåííûì õàðàêòåðíûì òî÷êàì, ïåðåìåùàþòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû. Ïî íèì âû÷èñ-
ëÿåòñÿ ìàòðèöà àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ïåðåìåùàþòñÿ âñå îñòàëüíûå
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Ðèñ. 2: Ñõåìà ðàáîòû ñèñòåìû ðåêîíñòðóêöèè ãîëîâû ÷åëîâåêà ïî íàáîðó èçîáðàæåíèé.

Ðèñ. 3: Ðàçìåòêà äëÿ ôîòîãðàôèé àíôàñ (ñâåòëî-ñåðàÿ) è â ïðîôèëü ñïðàâà (òåìíî-ñåðàÿ).
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óçëû êàæäîé ëîìàíîé. Ïîñëå ýòîãî äîïîëíèòåëüíî ñêîððåêòèðîâàòü ïîëîæåíèå óçëîâ ñïðî-
åöèðîâàííûõ ëîìàíûõ Ω ìîæíî âðó÷íóþ.

Â äàëüíåéøåì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî íà âõîä ñèñòåìå ïîäàþòñÿ
2 ôîòîãðàôèè: àíôàñ è â ïðîôèëü ñïðàâà. Ðàáîòà ñèñòåìû ñ òðåìÿ èëè ÷åòûðüìÿ ôîòîãðà-
ôèÿìè ïðîèçâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî ðàáîòå ñ äâóìÿ. Â ñëó÷àå æå ïîäà÷è ñèñòåìå íà âõîä òîëüêî
ôîòîãðàôèè àíôàñ, â êà÷åñòâå Ω èñïîëüçóþòñÿ êîíòóðû, îïèñûâàþùèå ñðåäíåñòàòèñòè÷åñêóþ
ìîäåëü ãîëîâû [16, 17].

3.2 Ïîäãîíêà ôîòîãðàôèé

Íà äàííîì ýòàïå ôîòîãðàôèè, êàê òåêñòóðèðîâàííûå ïðÿìîóãîëüíèêè, ðàñïîëàãàþòñÿ â
R3, êîððåêòèðóþòñÿ èõ ïîëîæåíèå, ïîâîðîò è ìàñøòàá.

Ïîëàãàåì, ÷òî ïëîñêîñòü Oxy ðàñïîëîæåíà ãîðèçîíòàëüíî, îñü Y íàïðàâëåíà íà íàáëþäà-
òåëÿ, îñü X � âïðàâî, îñü Z � ââåðõ.

Ñíà÷àëà îïðåäåëÿåòñÿ ïîëîæåíèå ôîòîãðàôèè àíôàñ. Îíà ðàñïîëàãàåòñÿ â ïëîñêîñòè Oxz
è ïîâîðà÷èâàåòñÿ âäîëü îñè Y òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îñü ñèììåòðèè ëîìàíûõ Ωf íà íåé ñîâ-
ïàäàëà ñ îñüþ Z.

Çàòåì ôîòîãðàôèÿ â ïðîôèëü ðàñïîëàãàåòñÿ â ïëîñêîñòè Oyz è åå ïîëîæåíèå, ïîâîðîò, è
ìàñøòàá îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè ìèíèìèçàöèè ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ âåðøèí,
âõîäÿùèõ îäíîâðåìåííî êàê â íàáîð ëîìàíûõ äëÿ ôîòîãðàôèè àíôàñ Qf , òàê è â íàáîð ëîìà-
íûõ äëÿ ôîòîãðàôèè àíôàñ Qr.

3.3 Ïîñòðîåíèå ïàðàìåòðèçîâàííîé ìîäåëè

Íà äàííîì ýòàïå ïîëîæåíèå óçëîâ ëîìàíûõ Ω ñ÷èòàåòñÿ ôèêñèðîâàííûì.
Öåëü ýòàïà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîäãîíêå ïðîåêöèé ëîìàíûõ, çàäàâàåìûõ ïàðàìåòðèçîâàííîé ìî-

äåëüþ, ê ëîìàíûì, ïîëó÷åííûì íà ïðåäûäóùåì ýòàïå. Ôîðìàëüíî îíà ìîæåò áûòü ñôîðìóëè-
ðîâàíà êàê íàõîæäåíèå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ p, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèîíàë F =

∑M
i=1

∑Li
j=1(ωij−

ω′ij)
2 ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå [18]. Çäåñü ω′ij � óçëû ëîìàíûõ ω′ = PQ, à òàê êàê

ëîìàíûå Q ïðîõîäÿò ïî âåðøèíàì ïàðàìåòðèçîâàííîé ìîäåëè a(p), ω′ij = ω′ij(p) (ñì. ðèñ. 4).

Ðèñ. 4: Ëîìàíûå Ω, îïèñûâàþùèå êîíòóðû õàðàêòåðíûõ ÷åðò ëèöà (áåëûå), è Ω′, ïîäáèðàåìûå
íà äàííîì ýòàïå (÷åðíûå).

Îäíàêî, â òàêîì ðåøåíèè åñòü ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà. Ìàòðèöà ñìåùåíèé S ìîæåò áûòü
çàäàíà òàê, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ïàðàìåòðèçîâàííûõ ïîëèãîíàëüíûõ ìîäåëåé
{a(p); p ∈ RK} (K � ÷èñëî ïàðàìåòðîâ) ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå âñåõ âîçìîæíûõ áàçîâûõ
ïîëèãîíàëüíûõ ìîäåëåé {b = (b1, b2, ..., bN )|bi ∈ R3}, íî íå ðàâíî åìó. Ò. å., íà âõîä ìîãóò áûòü
ïîäàíû òàêèå ôîòîãðàôèè è, â ñâîþ î÷åðåäü, ïî íèì áóäóò ïîäîáðàí òàêîé íàáîð ëîìàíûõ Ω,
÷òî íå íàéäåòñÿ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå ïðåîáðàçóþò áàçîâóþ ìîäåëü ê òðåáóåìîìó âèäó.

Òàê êàê ïñèõîôèçè÷åñêèé ïðîöåññ ðàñïîçíàâàíèÿ ëèö ÷åëîâåêîì ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ
ýòàïîâ, îáðàáîòêà ôîðì îòäåëüíûõ ÷åðò ëèöà è îáðàáîòêà êîìïîçèöèè âñåõ ÷åðò ïðîèñõî-
äÿò íà ðàçíûõ ýòàïàõ è âíîñÿò ðàçíûé âêëàä â óçíàâàåìîñòü ëèö [10, 19, 20], öåëåñîîáðàçíî
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ðàçáèòü íàáîð ëîìàíûõ Q íà ãðóïïû Qm (m = 1, 2, ...,H) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â ãðóïïàõ
Q1, Q2, ..., QH−1 ñîäåðæàëñÿ êîíòóð òîëüêî îäíîé ÷åðòû ëèöà (äëÿ ïîäáîðà åå ôîðìû), à â
ãðóïïå QH � êîíòóðû âñåãî ëèöà è ìèíèìàëüíûé íàáîð õàðàêòåðíûõ òî÷åê âñåõ îñòàëüíûõ
÷åðò ëèöà. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íåçàâèñèìîìó ïîèñêó çíà÷åíèé èç íàáîðîâ pm,
ìèíèìèçèðóþùèõ ôóíêöèîíàëû Gm =

∑lm+1−1
i=lm

∑Li
j=1(ωki

j − ω′
ki
j )2.

Ìèíèìèçàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäîì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà.

3.4 Ïîäãîíêà ïîëèãîíàëüíîé ìîäåëè

Èòàê, ïîëó÷åí íàáîð ïàðàìåòðîâ p, ìèíèìèçèðóþùèé îòêëîíåíèå êîíòóðîâ õàðàêòåðíûõ
÷åðò ëèöà íà ìîäåëè a îò êîíòóðîâ íà âõîäíûõ ôîòîãðàôèÿõ. Îäíàêî, â çàâèñèìîñòè îò çàäàí-
íîé ìàòðèöû ñìåùåíèé S çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëîâ íåâÿçêè Gm ìîãóò áûòü äîñòàòî÷íî áîëü-
øèìè è ïîëó÷àåìàÿ ïîëèãîíàëüíàÿ ìîäåëü a ìîæåò áûòü íåäîñòàòî÷íî òî÷íîé äëÿ ãåíåðàöèè
ïî íåé òåêñòóðû.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ñîçäàåòñÿ òåêñòóðèðîâàííàÿ ïîëèãîíàëüíàÿ ìîäåëü c̃ � êîïèÿ
áàçîâîé òåêñòóðèðîâàííîé ìîäåëè b̃. Çàòåì ëîìàíûå íà ôîòîãðàôèÿõ Ω ïðîåöèðóþòñÿ îïåðà-
òîðîì P−1 èç R2 â R3 (ïîëó÷àåìûå ëîìàíûå áóäåì îáîçíà÷àòü Q̂): q̂ij,x = ωij,x, q̂

i
j,y = ωij,y, à

çíà÷åíèå z-êîìïîíåíòû âîññòàíàâëèâàåòñÿ èç èñõîäíîé ìîäåëè: q̂ij,z = qij,z.
Ïîäãîíêà ïîëèãîíàëüíîé ìîäåëè c̃ ïðîèñõîäèò èòåðàòèâíî. Íà êàæäîé èòåðàöèè i âåðøè-

íû, ïðèíàäëåæàùèå îäíîé ÷åðòå ëèöà (çàäàííîé óíèâåðñàëüíîé ðàçìåòêîé T ), ïåðåìåùàþòñÿ
â ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû Q̂: c̃tij = q̂ij . Êðîìå òîãî, íà êàæäîé èòåðàöèè ïåðåìåùàþò-

ñÿ âåðøèíû, ëåæàùèå â îêðåñòíîñòè c̃tij . Îêðåñòíîñòü òàêæå íàõîäèòñÿ èòåðàòèâíî. Êàæäîé

âåðøèíå ìîäåëè c̃ ïðèñâàèâàåòñÿ âåñ νk (k = 1..N , N � ÷èñëî âåðøèí ïîëèãîíàëüíîé ìîäå-
ëè). Èçíà÷àëüíî âåñà âñåõ âåðøèí ðàâíû 0. Íà ïåðâîé èòåðàöèè âåñà âåðøèí, ïðèíàäëåæàùèõ
òåêóùåé ÷åðòå ëèöà, c̃tij ïðèíèìàþòñÿ ðàâíûìè 1. Íà î÷åðåäíîé èòåðàöèè j ïåðåáèðàþòñÿ

âñå âåðøèíû ìîäåëè c̃, ñîåäèíåííûå ðåáðàìè ñ âåðøèíàìè, ó÷àñòâîâàâøèìè â ïðåäûäóùåé
èòåðàöèè, çà èñêëþ÷åíèåì âåðøèí c̃tmj |m 6=i, íå ïðèíàäëåæàùèõ ÷åðòå ëèöà èòåðàöèè i. Âåñà

ïåðåáèðàåìûõ âåðøèí âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: νkc̃j = max( 1
σ
√

2π
exp

(
− λj

2σ2

)
, νkc̃j ), ãäå

σ � êîýôôèöèåíò ìàñøòàáà, λ � íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò.

3.5 Ãåíåðàöèÿ òåêñòóðû

Äëÿ ãåíåðàöèè òåêñòóðû ñîçäàåòñÿ òåêñòóðèðîâàííàÿ ïîëèãîíàëüíàÿ ìîäåëü d̃.
Â ñëó÷àå ôîòîãðàôèè àíôàñ, çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ d̃ çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: d̃x = 0,

d̃y = c̃u, d̃z = c̃v, d̃u = Pc̃y, d̃v = Pc̃z, ãäå P � îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåöèðîâàíèÿ.
Ïîëó÷åííàÿ ïëîñêàÿ ïîëèãîíàëüíàÿ ìîäåëü âèçóàëèçèðóåòñÿ â òåêñòóðó (â äàííîì ñëó÷àå,
ôðîíòàëüíóþ).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ãåíåðèðóåòñÿ òåêñòóðà ïî ôîòîãðàôèè â ïðîôèëü. Äëÿ èñïîëüçî-
âàíèÿ íà ýòàïå ñìåøèâàíèÿ òåêñòóð ãåíåðèðóåòñÿ êàðòà íîðìàëåé. Çíà÷åíèÿ â êàæäîé òî÷êå
ìàñêè ñìåøèâàíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ êàê êîñèíóñ óãëà ìåæäó îñüþ Y è íîðìàëüþ â äàííîé òî÷êå
(ñì. ðèñ. 5).

3.6 Äîïîëíèòåëüíàÿ îáðàáîòêà

Åñëè ñèñòåìà, â êîòîðîé áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïîëó÷åííàÿ ìîäåëü ãîëîâû, ïðåäïîëàãàåò
àíèìàöèþ (â ÷àñòíîñòè, ìîðãàíèå ãëàç è îòêðûâàíèå ðòà), òî èñõîäíàÿ áàçîâàÿ ìîäåëü ãîëîâû
íå âêëþ÷àåò ñåáÿ ìîäåëè ãëàç, çóáîâ, ÿçûêà è ïîëîñòè ðòà. Ïîìèìî íèõ íà äàííîì ýòàïå ìîãóò
ìîäåëèðîâàòüñÿ äîïîëíèòåëüíûå ýëåìåíòû ìîäåëè, òàêèå êàê î÷êè, ãîëîâíûå óáîðû, ïðè÷åñêà,
îäåæäà è ò. ï. (ñì. ðèñ. 7).

Ìîäåëü êàæäîãî ãëàçà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé îáúåäèíåíèå äâóõ ñôåð (ãëàçíîå ÿáëîêî è
çðà÷îê) ïåðåíîñèòñÿ è ìàñøòàáèðóåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëîæåíèåì ëîìàíîé Q̂, îïèñûâàþùåé
êîíòóð äàííîãî ãëàçà. Óñðåäíåííûé öâåò ðàäóæêè ãëàçà îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîòîãðàôèè àíôàñ.
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Ðèñ. 5: (a) � òåêñòóðà, ïîëó÷åííàÿ ïî ôîòîãðàôèè àíôàñ, ñ ìàñêîé, (b) � òåêñòóðà, ïîëó÷åííàÿ
ïî ôîòîãðàôèè â ïðîôèëü, (c) � ñìåøàííàÿ òåêñòóðà.

Çàòåì ñîîòâåòñòâåííî èçìåíÿåòñÿ öâåò ðàäóæêè íà ïðåäâàðèòåëüíî ïîäãîòîâëåííîé ðàçâåðòêå
ôîòîãðàôèè ãëàçà.

Ðèñ. 6: Ôðàãìåíòû òåêñòóðû, ïîëó÷åííîé ñ ôîòîãðàôèé è ïðåäâàðèòåëüíî ïîäãîòîâëåííîé
òåêñòóðû ðîòîâîé ïîëîñòè.

Ìîäåëè ïîëîñòè ðòà, à òàêæå ÿçûêà è çóáîâ, ïîäãîíÿþòñÿ àíàëîãè÷íî ìîäåëÿì ãëàç. Òåê-
ñòóðà, ïîëó÷åííàÿ ñ ôîòîãðàôèé, ñìåøèâàåòñÿ ñ ïðåäâàðèòåëüíî ïîëó÷åííîé ðàçâåðòêîé ôî-
òîãðàôèé ðîòîâîé ïîëîñòè, âêëþ÷àþùåé çóáû è ÿçûê (ñì. ðèñ. 6).

Â ñëó÷àå îãðàíè÷åíèÿ íà ðàçìåð òåêñòóðû îíà ìîæåò îáðàáàòûâàòüñÿ áèëàòåðàëüíûì
ôèëüòðîì, äëÿ ñãëàæèâàíèÿ êðóïíîé çåðíèñòîñòè íà ó÷àñòêàõ êîæè, ñ ñîõðàíåíèåì ïðè ýòîì
ìåëêèõ äåòàëåé íà ó÷àñòêàõ ñ âûñîêîé ëîêàëüíîé êîíòðàñòíîñòüþ.

4 Çàêëþ÷åíèå è ïðåäñòîÿùàÿ ðàáîòà

Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåí ðàçðàáîòàííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïàðàìåòðèçîâàííîé ìîäåëè ãîëîâû
÷åëîâåêà ïî íàáîðó èçîáðàæåíèé. Äàííûé ïîäõîä ïðèìåíèì ê ëþáûì ïàðàìåòðèçîâàííûì
ìîäåëÿì, îáëàäàþùèì îïèñàííûìè ñâîéñòâàìè. Â ðàìêàõ äàëüíåéøåé ðàáîòû ïî äàííîìó
ïðîåêòó ïðåäïîëàãàåòñÿ êàê óëó÷øåíèå ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ, òàê è äîáàâëåíèå íîâûõ
ýòàïîâ, òàêèõ êàê ôèëüòðàöèÿ òåêñòóðû è ìîäåëèðîâàíèå ïðè÷åñêè â ñîîòâåòñòâèè ñ âõîäíûìè
ôîòîãðàôèÿìè.
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Êàôåäðà Ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè

1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî Ek = {0, 1, . . . , k − 1}.
Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé k-çíà÷íîé ëîãèêè (k > 2),

åñëè îíà îïðåäåëåíà íà Enk è âñå åå çíà÷åíèÿ ïðèíàäëåæàò Ek.
Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé k-

çíà÷íîé ëîãèêè îáîçíà÷èì Pk. Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A èç Pk ÷åðåç [A] áóäåì îáîçíà÷àòü
çàìûêàíèå îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè (äëÿ ôóíêöèé äàëåå âåçäå áóäåò èäòè ðå÷ü
èìåííî îá ýòîì òèïå çàìûêàíèÿ).

Ïóñòü íà Ek çàäàíî íåêîòîðîå îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà r. Âîçüìåì äâà ïðîèçâîëüíûõ
íàáîðà ã = (a1, . . . , an) è b̃ = (b1, . . . , bn) èç Enk . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ã íå ïðåâîñõîäèò b̃ îòíî-
ñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà r è çàïèñûâàòü ã 6r b̃, åñëè äëÿ ëþáîãî 1 6 i 6 n ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî ai 6r bi.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî
ïîðÿäêà r, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ íàáîðîâ ã, b̃ ∈ Enk òàêèõ, ÷òî ã 6r b̃, âûïîëíåíî f(ã) 6r f(b̃).
Ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç Pk, ìîíîòîííûõ îòíîñèòåëüíî r, íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì êëàññîì
Mr.

Äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì çàäàâàòü ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê r ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæå-
ñòâîì (×ÓÌ) H èç ýëåìåíòîâ Ek, à ñîîòâåòñòâóþùèé ìîíîòîííûé êëàññ îáîçíà÷àòü MH .

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü p(x1, . . . , xm) � íåêîòîðûé ïðåäèêàò, îïðåäåëåííûé íà Emk ,
f(y1, . . . , yn) � ôóíêöèÿ èç Pk. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(y1, . . . , yn) ñîõðàíÿåò ïðåäèêàò
p(x1, . . . , xm), åñëè äëÿ ëþáûõ n íàáîðîâ ãi = (ai1, . . . , aim) (i = 1, . . . , n), óäîâëåòâîðÿþùèõ
ïðåäèêàòó p, íàáîð f(a11, . . . , an1), . . . , f(a1m, . . . , anm) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ïðåäèêàòó p. Ïî
îïðåäåëåíèþ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òîæäåñòâåííî ëîæíûé ïðåäèêàò ñîõðàíÿåò ëþáàÿ ôóíêöèÿ.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Pol(p) ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò p.
Êëàññ MH ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì êëàññîì ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ïðåäèêàò R(x, y) =

TRUE ⇐⇒ x 6r y ([3]). Âåçäå äàëåå, êîãäà ìû áóäåì ïèñàòü, ÷òî ìîíîòîííûé êëàññ çàäà-
åòñÿ ïðåäèêàòîì R, ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü èìåííî îïèñàííûé ïðåäèêàò R(x, y).

Îäíèì èç ñåìåéñòâ ïðåäïîëíûõ êëàññîâ â Pk ïðè k > 3 ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî M ([4]) �
ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà âñåõ êëàññîâ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé. Èçâåñòíî ([5]), ÷òî ìîíîòîííûé
êëàññ ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëíûì (ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâóM) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷àñòè÷-
íûé ïîðÿäîê, ñîõðàíÿåìûé èì, îáëàäàåò â òî÷íîñòè îäíèì ìèíèìàëüíûì è îäíèì ìàêñèìàëü-
íûì ýëåìåíòîì.

Ðàíåå àâòîðîì èçó÷àëñÿ âîïðîñ î ñòðîåíèè íàäñòðóêòóðû ìîíîòîííûõ êëàññîâ, íå âõîäÿ-
ùèõ â ñåìåéñòâîM ([1], [2]). Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò ìîíîòîííûå êëàññû ñ áåñêîíå÷íîé
íàäñòðóêòóðîé, ìèíèìàëüíîé ëîãèêîé ñ ïîäîáíûì êëàññîì ÿâëÿåòñÿ P4.

Â äàííîé ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû íîâûå ìåòîäû ðàáîòû ñ ôîðìóëàìè ïðåäèêàòîâ, íà îñíî-
âå êîòîðûõ äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå îáùèå ðåçóëüòàòû î íàäñòðóêòóðå êëàññîâ ìîíîòîííûõ
ôóíêöèé. Òàêæå îïèñûâàåòñÿ êðèòåðèé äëÿ íàëè÷èÿ áåñêîíå÷íîé íàäñòðóêòóðû äëÿ íåêîòî-
ðîãî ñåìåéñòâà êëàññîâ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé.

Äàëåå ìû ïðèâåäåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû î ñîîòâåòñòâèè Ãàëóà ìåæäó çàìêíóòûìè êëàñ-
ñàìè ïðåäèêàòîâ è ôóíêöèé.

Ïóñòü T � íåêîòîðàÿ ñèñòåìà ïðåäèêàòîâ.
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Îïðåäåëåíèå 4.

1. Åñëè p � îáîçíà÷åíèå m-ìåñòíîãî ïðåäèêàòà èç T , x1, . . . , xm � íåêîòîðûå ðàçëè÷-
íûå ñèìâîëû ïåðåìåííûõ, òî p(x1, . . . , xm) � ôîðìóëà íàä T , ðåàëèçóþùàÿ ïðåäèêàò
p(x1, . . . , xm). Â ýòîé ôîðìóëå âñå ïåðåìåííûå x1, . . . , xm � ñâîáîäíûå, ñâÿçàííûå ïåðå-
ìåííûå îòñóòñòâóþò.

2. Ïóñòü A(y1, . . . , yl) � ôîðìóëà íàä T ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè y1, . . . , yl, ðåàëèçóþ-
ùàÿ ïðåäèêàò p(y1, . . . , yl). Òîãäà (∃yi)A(y1, . . . , yi, . . . , yl) � ôîðìóëà íàä T ñî ñâîáîäíû-
ìè ïåðåìåííûìè y1, . . . , yi−1, yi+1, . . . , yl è ñâÿçàííûìè ïåðåìåííûìè òàêèìè æå, êàê ó
A(y1, . . . , yl), ñ äîáàâëåíèåì yi, ðåàëèçóþùàÿ ïðåäèêàò ∃yip(y1, . . . , yi, . . . , yl).

3. Ïóñòü îïÿòü A(y1, . . . , yl) � ôîðìóëà íàä T ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè y1, . . . , yl, ðåà-
ëèçóþùàÿ ïðåäèêàò p(y1, . . . , yl), xi1 , . . . , xil � íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå ñèìâîëû ïåðå-
ìåííûõ, îòëè÷àþùèåñÿ îò ñèìâîëîâ ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ ôîðìóëû A(y1, . . . , yl). Òîãäà
A(xi1 , . . . , xil) � ôîðìóëà íàä T ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííûìè xi1 , . . . , xil (òóò èìåþòñÿ â
âèäó âñå ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå èç ñïèñêà xi1 , . . . , xil) è ñâÿçàííûìè ïåðåìåííûìè òàêè-
ìè æå, êàê ó A(y1, . . . , yl), ðåàëèçóþùàÿ ïðåäèêàò p(xi1 , . . . , xil).

4. Ïóñòü A(x1, . . . , xl) è B(y1, . . . , ym) � ôîðìóëû íàä T ñ ìíîæåñòâàìè ñâîáîäíûõ ïå-
ðåìåííûõ ñîîòâåòñòâåííî x1, . . . , xl è y1, . . . , ym, ðåàëèçóþùèå ïðåäèêàòû p1(x1, . . . , xl)
è p2(y1, . . . , ym), ïðè÷åì ìíîæåñòâà ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ ýòèõ ôîðìóë íå ïåðåñåêà-
þòñÿ. Òîãäà A(x1, . . . , xl)&B(y1, . . . , ym) � ôîðìóëà íàä T ñî ñâîáîäíûìè ïåðåìåííû-
ìè x1, . . . , xl, y1, . . . , ym (îïÿòü ìû ïîäðàçóìåâàåì âñå ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå èç ñïèñ-
êà x1, . . . , xl, y1, . . . , ym), ðåàëèçóþùàÿ ïðåäèêàò p1(x1, . . . , xl)&p2(y1, . . . , ym). Ìíîæåñòâî
ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ ýòîé ôîðìóëû � îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ
ôîðìóë A(x1, . . . , xl) è B(y1, . . . , ym).

Ôîðìóëàìè íàä ñèñòåìîé T ÿâëÿþòñÿ òîëüêî îáúåêòû, êîòîðûå ìîæíî ïîñòðîèòü çà êîíå÷-
íîå ÷èñëî øàãîâ ïî ïóíêòàì 1-4. Äðóãèõ ôîðìóë íàä ñèñòåìîé ïðåäèêàòîâ T íå ñóùåñòâóåò.

Çàìûêàíèåì [T ] ñèñòåìû T íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ïðåäèêàòîâ, ðåàëèçóåìûõ âñåâîçìîæíû-
ìè ôîðìóëàìè íàä T .

Äàëåå äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ áóäåì íàçûâàòü îïåðàöèè íàä ïðåäèêàòàìè ñëåäóþùèì
îáðàçîì: äîáàâëåíèå êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ (ïóíêò 2 îïðåäåëåíèÿ) � ïðîåêöèåé ïî ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ïåðåìåííîé, ïîäñòàíîâêó âìåñòî yj1 , . . . , yjh îäíîãî è òîãî æå ñèìâîëà ïåðåìåííîé
(ïóíêò 3 îïðåäåëåíèÿ) � îòîæäåñòâëåíèåì ïåðåìåííûõ yj1 , . . . , yjh , îïåðàöèþ, îïèñàííóþ â
ïóíêòå 4 � ïðîèçâåäåíèåì ïðåäèêàòîâ p1 è p2 (ìû ÿâíî áóäåì óêàçûâàòü îáùèå ñâîáîäíûå
ïåðåìåííûå ïðåäèêàòîâ p1 è p2 òàì, ãäå ýòî íåîáõîäèìî).

Îïðåäåëåíèå 5. Ïðåäèêàòû R1 è R2 íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè Pol(R1) =
Pol(R2). Ïîä R1 = R2 áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ðàâåíñòâî ïðåäèêàòîâ êàê ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå {1, 2, . . . ,m} çàäàíî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ε,
òî åñòü áèíàðíîå ðåôëåêñèâíîå, ñèììåòðè÷íîå è òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå. Äèàãîíàëüþ, ñîîò-
âåòñòâóþùåé îòíîøåíèþ ε, íàçûâàåòñÿ òàêîé ïðåäèêàò dε, ÷òî

dε(x1, . . . , xm) = &
ε(i,j)

(xi = xj),

ãäå êîíúþíêèÿ áåðåòñÿ ïî âñåì ÷èñëàì i, j èç {1, 2, . . . ,m}, ýêâèâàëåíòíûì â ñìûñëå îòíîøåíèÿ
ε.

Ìíîæåñòâî âñåõ äèàãîíàëåé áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç D. Äâóõìåñòíóþ äèàãîíàëü, ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ ïîëíîìó îòíîøåíèþ ε, îáîçíà÷èì ÷åðåç d(x1, x2), òî åñòü d(x1, x2) = (x1 = x2).

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå åäèíè÷íîãî îòíîøåíèÿ ε, ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó äèàãîíàëü ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé âñþäó èñòèííûé ïðåäèêàò.

Ëåììà 1([6]). Åñëè R1 ∈ [R2], òî Pol(R2) ⊆ Pol(R1).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Inv(f) ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäèêàòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîõðàíÿåòñÿ

ôóíêöèåé f . Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâà ôóíêöèé A è ìíîæåñòâà ïðåäèêàòîâ T ïîëîæèì
Inv(A) = ∩f∈AInv(f), Pol(T ) = ∩p∈TPol(p).
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Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè òåîðèè Ãàëóà äëÿ çàìêíóòûõ êëàññîâ ÿâëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ
([7]):

A = Pol(Inv(A)), T = Inv(Pol(T )), (1)

ãäå A � çàìêíóòûé êëàññ ôóíêöèé, ñîäåðæàùèé âñå ñåëåêòîðíûå ôóíêöèè (ò.å. ôóíêöèè âèäà
f(x1, . . . , xn) = xi), à T � çàìêíóòûé êëàññ ïðåäèêàòîâ, ñîäåðæàùèé âñå äèàãîíàëè.

Ëåììà 2([7]). D = [d(x1, x2)].
Ëåììà 3. Ïóñòü p(x) ∈ [R] � îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò. Òîãäà p ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî

èñòèííûì ïðåäèêàòîì.
Ïóñòü ïðåäèêàò p ∈ [R], ãäå R � ïðåäèêàò, çàäàþùèé ìîíîòîííûé êëàññ. Çàïèøåì p â âèäå

ôîðìóëû F . Çàìåòèì, ÷òî â ôîðìóëå F ìîæíî âûíåñòè âïåðåä âñå êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ,
íå èçìåíèâ ïðåäèêàò p.

Ñîïîñòàâèì F îðèåíòèðîâàííûé ãðàô GF ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: ìåæäó ìíîæåñòâîì
âåðøèí GF è ìíîæåñòâîì ïåðåìåííûõ F (ó÷èòûâàåì è ñâîáîäíûå è ñâÿçàííûå) ñóùåñòâóåò
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Âåðøèíó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåðåìåííîé x, ïîìåòèì ñèì-
âîëîì "x" , åñëè ïåðåìåííàÿ x ñâîáîäíàÿ è "∃x" , åñëè ñâÿçàííàÿ. Äàííóþ âåðøèíó äëÿ
êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü vx. Â ãðàôå GF åñòü îðèåíòèðîâàííîå ðåáðî (vx, vy)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ôîðìóëå F ñîäåðæèòñÿ çàïèñü R(y, x).

Ëåììà 4([1]). Äëÿ ëþáîãî p ∈ [R] ñóùåñòâóåò ýêâèâàëåíòíûé ïðåäèêàò p′, çàäàâàåìûé
ôîðìóëîé F ′, òàêîé, ÷òî â ãðàôå GF ′ îòñóòñòâóþò îðèåíòèðîâàííûå öèêëû. Åñëè ïðè ýòîì
ñóùåñòâóåò ôîðìóëà F , ðåàëèçóþùàÿ p òàêàÿ, ÷òî â ãðàôå GF íåò îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà,
â êîòîðîì õîòÿ áû äâå âåðøèíû îòâå÷àþò ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì, òî p′ = p.

Ñîãëàñíî ëåììå 4, ôîðìóëå F ′ ñ ãðàôîì GF ′ áåç îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ ìîæíî ñëå-
äóþùèì îáðàçîì ñîïîñòàâèòü ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî LF ′ . Ìåæäó ìíîæåñòâîì
ýëåìåíòîâ ×ÓÌ LF ′ è ìíîæåñòâîì âñåõ ïåðåìåííûõ â ôîðìóëå F ′ ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíî-
çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå (îïÿòü îáîçíà÷èì ýòî òàê: ýëåìåíò vx ∈ LF ′ ñîîòâåòñòâóåò ïåðåìåííîé
x ∈ F ′). Äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ ïîëàãàåì vx 6 vx, è, åñëè ôîðìóëà F ′ ñîäåðæèò çàïèñü R(x, y),
òî vx 6 vy. Çàìûêàíèåì ïî òðàíçèòèâíîñòè ïîëó÷àåì èñêîìîå ×ÓÌ LF ′ (ïîñêîëüêó â ãðàôå
GF ′ îòñóòñòâóþò îðèåíòèðîâàííûå öèêëû).

Îïðåäåëåíèå 7. ×åðåç F 1 îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ôîðìóë F íàä {R}, çàäàþùèõ ïðåäèêàòû
p ∈ [R], äëÿ êîòîðûõ â ãðàôå GF îòñóòñòâóþò îðèåíòèðîâàííûå öèêëû, à òàêæå êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè, â êîòîðûõ îòñóòñòâóþò âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì.

Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ëåììû 4 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.
Ëåììà 5. Ïóñòü ïðåäèêàò p ∈ [R]. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäèêàò p′ ∈ [R], çàäàâàåìûé ôîð-

ìóëîé F ∈ F 1, òàêîé ÷òî p è p′ ýêâèâàëåíòíû.
Îïðåäåëåíèå 8. Ôîðìóëó F , ðåàëèçóþùóþ íåêîòîðûé ïðåäèêàò p ∈ [R], íàçîâåì íåñâÿç-

íîé, åñëè ãðàô GF íåñâÿçåí.
Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ïðåäèêàòà p ∈ [R] ãðàô GF åãî ôîðìóëû F èìååò t êîìïîíåíò ñâÿç-

íîñòè GF1 , . . . , GFt . Êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè GFi ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ ïîäôîðìóëà
Fi ôîðìóëû F , çàäàþùàÿ ñâîé ïðåäèêàò pi, i = 1, . . . , t. Ïî îïðåäåëåíèþ ãðàôà GF ïîëó÷àåì,
÷òî p = p1&p2& . . .&pt, ïðè÷åì â óêàçàííîé êîíúþíêöèè ðàçíûå ïðåäèêàòû-ñîìíîæèòåëè pi è
pj íå èìåþò îáùèõ ïåðåìåííûõ, pi ∈ [R], ãäå i = 1, . . . , t.

Ëåììà 6([3]). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðåäèêàòà R èç ïðåäñòàâëåíèÿ R = R1&R2& . . . Rt, ãäå
ïðåäèêàòû R1, . . . , Rt íå èìåþò îáùèõ ïåðåìåííûõ è íå ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííî ëîæíûìè,
ñëåäóåò PolR = PolR1 ∩ PolR2 ∩ . . . ∩ PolRt.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäèêàò p çàäàåò ïåðåñå÷åíèå êëàññîâ, çàäàâàåìûõ ïðåäèêàòàìè pi, i =
1, . . . , t.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñîîòíîøåíèé Ãàëóà è ñâîéñòâ ôîðìóë, çàäàþùèõ
ïðåäèêàòû p ∈ [R].

Ëåììà 7. Ïóñòü p1, p2 ∈ [R], ãäå R � ïðåäèêàò, çàäàþùèé ìîíîòîííûé êëàññ.

1. Ïóñòü ïðåäèêàò p2 çàäàåòñÿ ôîðìóëîé F ∈ F 1. Åñëè Pol p1 ⊆ Pol p2, òî âûïîëíåíî p2 ∈
[p1].

2. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ïðåäèêàòà p3 âûïîëíåíî PolR ⊆ Pol p3, òî p3 ∈ [R].

Ëåììà 8([1]). Ïóñòü ïðåäèêàò p ∈ [R].
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1. Åñëè íàéäåòñÿ ôîðìóëà F ∈ F 1, çàäàþùàÿ ïðåäèêàò p, òàêàÿ, ÷òî â ×ÓÌ LF ñóùåñòâóåò
ïàðà ñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ vx1 , vx2 , òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Pol p = PolR.

2. Åñëè âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå Pol p = PolR, òî äëÿ ëþáîé ôîðìóëû F ∈ F 1, çàäàþùåé
ïðåäèêàò p, â ×ÓÌ LF íàéäåòñÿ ïàðà ñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîáîäíûì
ïåðåìåííûì ïðåäèêàòà p.

2 Íåâûðîæäåííûå ïðåäèêàòû

Ñîãëàñíî ëåììå 8, èçó÷åíèå íàäñòðóêòóðû êëàññà ìîíîòîííûõ ôóíêöèé MH ñâîäèòñÿ ê
èçó÷åíèþ âñåâîçìîæíûõ ôîðìóë, ðåàëèçóþùèõ ïðåäèêàòû íàä ìíîæåñòâîì {R}. Ê ñîæàëå-
íèþ òàêèõ ïðåäèêàòîâ è ôîðìóë î÷åíü ìíîãî. Â ýòîì ðàçäåëå äîêàçûâàþòñÿ ðåçóëüòàòû, ïîç-
âîëÿþùèå îãðàíè÷èòü êîëè÷åñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ ôîðìóë. Â êîíöå ðàçäåëà äîêàçûâàåòñÿ
îñíîâíàÿ ëåììà, óñòàíàâëèâàþùàÿ îãðàíè÷åíèÿ íà âûðàçèìîñòü ôîðìóëàìè äðóã èç äðóãà
ðàçëè÷íûõ ïðåäèêàòîâ, çàäàþùèõ çàìêíóòûå êëàññû, ñîäåðæàùèå êëàññ MH .

Îïðåäåëåíèå 9. Àïïðîêñèìàöèåé ïðåäèêàòà p(x1, . . . , xn), ãäå n > 2, íàçîâåì ñëåäóþùèé
n-ìåñòíûé ïðåäèêàò

Ψ(p)(x1, . . . , xn) = ∃y1, . . . , ynp(y1, x2, x3, . . . , xn−1, xn)&

&p(x1, y2, x3, . . . , xn−1, xn)& . . .&p(x1, x2, x3, . . . , yn−1, xn)&

&p(x1, x2, x3, . . . , xn−1, yn).

Àïïðîêñèìàöèåé îäíîìåñòíîãî ïðåäèêàòà p(x) íàçîâåì îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò Ψ(p)(x) =
∃yp(y) (x � íåñóùåñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ ïðåäèêàòà Ψ(p)(x)).

Îïðåäåëåíèå 10. Ïðåäèêàò p(x1, . . . , xn), ãäå n > 2, íàçîâåì íåâûðîæäåííûì, åñëè ñóùå-
ñòâóåò íàáîð ã ∈ Enk òàêîé, ÷òî p(ã) = FALSE, íî äëÿ ëþáîãî íîìåðà i ∈ {1, . . . , n} ñóùåñòâóåò
ýëåìåíò bi ∈ Ek òàêîé, ÷òî p(a1, . . . , ai−1, bi, ai+1, . . . , an) = TRUE. Â ñëó÷àå îäíîìåñòíîãî ïðå-
äèêàòà, p(x) � íåâûðîæäåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí îòëè÷åí îò òîæäåñòâåííî èñòèííîãî
èëè ëîæíîãî ïðåäèêàòà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðåäèêàò íàçîâåì âûðîæäåííûì.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ïðîñòûå ñâîéñòâà ââåäåííûõ ïîíÿòèé.
Åñëè Ψ(p)(ã) = FALSE, òî p(ã) = FALSE.
Åñëè ïðåäèêàò p èìååò õîòÿ áû îäíó íåñóùåñòâåííóþ ïåðåìåííóþ, òî îí âûðîæäåí.
Ëåììà 9. Ïðåäèêàò ðàâåí ñâîåé àïïðîêñèìàöèè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí âûðîæäåí.
Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü p � îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò. Ïî îïðåäåëåíèþ p âûðîæäåí òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî èñòèííûì èëè ëîæíûì ïðåäèêàòîì. Ðàâåíñòâî
p(x) = Ψ(p)(x) òàêæå èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà p � òîæäåñòâåííî èñòèíåí
èëè ëîæåí.

Ïóñòü òåïåðü p èìååò ìåñòíîñòü n > 1. Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî ïðåäèêàò âûðîæäåí.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà ã òàêîãî, ÷òî p(ã) = FALSE, íàéäåòñÿ íîìåð i òàêîé, ÷òî
∃yip(a1, . . . , ai−1, yi, ai+1, . . . , an) = FALSE, îòêóäà Ψ(p)(ã) = FALSE. Ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãî
âûøå ïîëó÷àåì, ÷òî Ψ(p)(x̃) = p(x̃).

Åñëè æå ïðåäèêàò p íåâûðîæäåí, òî äëÿ íàáîðà ã èç îïðåäåëåíèÿ 10 ñïðàâåäëèâî, ÷òî äëÿ
ëþáîãî i ∈ {1, . . . , n} ∃yip(a1, . . . , ai−1, yi, ai+1, . . . , an) = TRUE, îòêóäà Ψ(p)(ã) = TRUE, íî
p(ã) = FALSE, òî åñòü ïðåäèêàò p íå ðàâåí ñâîåé àïïðîêñèìàöèè.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 10. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ïðåäèêàòà p ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå p(x̃) =

p1(x̃)& . . .&pl(x̃), ãäå ïðåäèêàòû-ñîìíîæèòåëè p1, . . . , pl âûðîæäåíû, òî ïðåäèêàò p(x̃) òàêæå
âûðîæäåí.

Äîêàçàòåëüñòâî Âîçüìåì ëþáîé íàáîð ã òàêîé, ÷òî p(ã) = FALSE. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
íàéäåòñÿ ïðåäèêàò pi, ãäå i = 1, . . . , s òàêîé, ÷òî pi(ã) = FALSE. Ïîñêîëüêó pi âûðîæ-
äåí, òî ëèáî pi � îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò, íî òîãäà îí òîæäåñòâåííî ëîæíûé, è ïðåäèêàò p
� âûðîæäåí, ëèáî ìåñòíîñòü pi áîëüøå åäèíèöû, è íàéäåòñÿ íîìåð j òàêîé, ÷òî ïðåäèêàò
∃yjpi(x1, . . . , xj−1, yj , xj+1, . . . , xn) ëîæåí íà íàáîðå (a1, . . . , aj−1, aj+1, . . . , an). Îòñþäà ïîëó÷à-
åì, ÷òî íà óêàçàííîì íàáîðå ëîæåí è ïðåäèêàò ∃yjp(x1, . . . , xj−1, yj , xj+1, . . . , xn). Â ñàìîì
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äåëå, ∃yip(ũ) = (∃yi)(p1(ũ)& . . .&pi(ũ)& . . .&pl(ũ)), ãäå ũ = (x1, . . . , xj−1, yi, xj+1, . . . , xn), íî
ïðåäèêàò pi(a1, . . . , aj−1, b, aj+1, . . . , an) = FALSE ïðè ëþáîì b.

Ïîëó÷àåì, ÷òî Ψ(p)(ã) = FALSE. Ïîñêîëüêó ã � ïðîèçâîëüíûé íàáîð, òî Ψ(p) = p, è ïî
ëåììå 9 p � âûðîæäåííûé ïðåäèêàò.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 11. Åñëè ïðåäèêàò p(x̃n), ãäå n > 1, íå ÿâëÿþùèéñÿ òîæäåñòâåííî ëîæíûì, âû-

ðîæäåí, òî

Pol(p(x1, . . . , xn)) =
n⋂
i=1

Pol(∃yip(x1, . . . , xi−1, yi, xi+1, . . . , xn)).

Äîêàçàòåëüñòâî Ñäåëàåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: pi = ∃yip(x1, . . . , xi−1, yi, xi+1, . . . , xn).
Èç óêàçàííîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî pi ∈ [p]. Íî òîãäà ìíîæåñòâó [p] ïðèíàäëåæèò è ñëåäó-
þùèé ïðåäèêàò: p′(x1, . . . , xn(n−1)) = p1(x1, . . . , xn−1)& . . .&pn(xn(n−1)−n+2, . . . , xn(n−1)). Åñëè
áû êàêîé-òî èç ïðåäèêàòîâ pi ÿâëÿëñÿ òîæäåñòâåííî ëîæíûì, òî p òàêæå áû áûë òîæäåñòâåí-
íî ëîæåí, ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó óñëîâèÿ ëåììû. Ïî ëåììå 6 ïîëó÷àåì, ÷òî Pol p′ =

⋂n
i=1 Pol pi.

Èòàê, ïî ëåììå 1 èìååì, ÷òî Pol p ⊆ Pol p′ =
⋂n
i=1 Pol pi.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïðåäèêàò p âûðîæäåí, òî p = Ψ(p), ñëåäîâàòåëüíî p ∈ [p1, . . . , pn].
Ïîñêîëüêó pi ∈ [p′] (ïðåäèêàò pi ïîëó÷àåòñÿ èç p′ ïðîåêöèåé ïî âñåì ïåðåìåííûì, êðîìå
xi(n−1)−n+2, . . . , xi(n−1)), ïîëó÷àåì, ÷òî p ∈ [p′], îòêóäà ïî ëåììå 1 èìååì Pol p′ ⊆ Pol p.

Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, èìååì Pol p = Pol p′ =
⋂n
i=1 Pol pi.

Ëåììà äîêàçàíà.
Îïðåäåëåíèå 11. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T1 ìíîæåñòâî ïðåäèêàòîâ p(x̃n) ∈ [R], n > 1, îáëàäà-

þùèõ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Pol p 6= PolR.

2. Ïðåäèêàò p íåâûðîæäåí.

3. Äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , n} âûïîëíåíî Pol p(x1, . . . , xn) 6=
Pol (∃yp(x1, . . . , xi−1, y, xi+1, . . . , xn)).

Ðàññìîòðèì âàæíîå ñâîéñòâî ñåìåéñòâà T1.
Ëåììà 12. Ëþáîé êëàññ A = Pol p, ãäå p ∈ [R], Pol p 6= PolR, A 6= Pk, ïðåäñòàâèì êîíå÷íûì

ïåðåñå÷åíèåì: A =
⋂
i Pol pi, ãäå âñå pi � ïðåäèêàòû èç ñåìåéñòâà T1.

Äîêàçàòåëüñòâî Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé êëàññ A = Pol p, A 6= Pk. Åñëè ïðåäèêàò p ∈ T1,
òî èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå òðèâèàëüíî: A = Pol p.

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäèêàò p íå ìîæåò áûòü òîæäåñòâåííî èñòèííûì èëè ëîæíûì â ñèëó A 6=
Pk, à òàêæå íå ìîæåò áûòü îäíîìåñòíûì â ñèëó ëåììû 3.

Ïóñòü p /∈ T1. Òîãäà ëèáî ñóùåñòâóåò ïðîåêöèÿ pi ïðåäèêàòà p(x1, . . . , xn) ïî ïåðåìåííîé
xi, òàêàÿ ÷òî Pol pi = Pol p, ëèáî p âûðîæäåí (Pol p 6= PolR âûïîëíåíî ïî óñëîâèþ ëåììû).
Â ïåðâîì ñëó÷àå âìåñòî p ðàññìîòðèì ïðåäèêàò pi è ïîâòîðèì ðàññóæäåíèÿ ñíà÷àëà. Âî âòî-
ðîì ñëó÷àå ïðèìåíèâ ê ïðåäèêàòó p ëåììó 11, ïîëó÷èì A =

⋂n
i=1 Pol pi, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî

i ∈ {1, . . . , n} âûïîëíåíî A 6= Pol pi (ñëåäóåò èç ðàññìîòðåíèÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ). Ðàññìîòðèì
òåïåðü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âñå ïðåäèêàòû pi. Åñëè pi ∈ T1, îñòàâèì ìíîæåñòâî Pol pi â ïå-
ðåñå÷åíèè, åñëè pi � òîæäåñòâåííî èñòèííûé èëè ëîæíûé ïðåäèêàò, òî âû÷åðêíåì ìíîæåñòâî
Pol pi (îíî ðàâíî Pk) èç ïåðåñå÷åíèÿ (ïðè ýòîì, â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå è pi ∈ [R], ó íàñ
íå îñòàíåòñÿ îäíîìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ), èíà÷å ïðîäåëàåì îïèñàííóþ ïðîöåäóðó ðàçëîæåíèÿ
ñ êëàññîì Pol pi (îïÿòü, ïîñêîëüêó A 6= PolR, òî Pol pi 6= PolR, pi îòëè÷åí îò òîæäåñòâåííî
èñòèííîãî èëè ëîæíîãî ïðåäèêàòà). Ïîñêîëüêó íà êàæäîì øàãå ìåñòíîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ
ïðåäèêàòîâ óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó, ïðîöåññ çàâåðøèòñÿ. Â êîíöå ìû ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå:

A =
r⋂
i=1

Pol pi,

ãäå âñå pi ∈ T1.
Ëåììà äîêàçàíà.
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Îïðåäåëåíèå 12. Çàìêíóòûé êëàññ A íàçûâàåòñÿ ïðåäèêàòíî-îïèñóåìûì, åñëè ñóùåñòâó-
åò ïðåäèêàò p, òàêîé ÷òî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå A = Pol p.

×åðåç A(T1) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ êëàññîâ Pol p, ãäå p ∈ T1.
Ëåììà 13. ×èñëî çàìêíóòûõ êëàññîâ íàä MR áåñêîíå÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ìíîæåñòâî A(T1) ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî Åñëè ìíîæåñòâî A(T1) áåñêîíå÷íî, òî äîñòàòî÷íî ó÷åñòü, ÷òî ïî ïîñòðîå-

íèþ ëþáîé p ∈ T1 ðåàëèçóåòñÿ ôîðìóëîé íàä R, îòêóäà ïî ëåììå 1 ïîëó÷àåì, ÷òî Pol p ⊇MR.
Ïóñòü òåïåðü íàä MR ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ.
Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé, êîãäà ñóùåñòâóåò êëàññ A, ñîäåðæàùèé MR òàêîé, ÷òî A íå

ÿâëÿåòñÿ ïðåäèêàòíî-îïèñóåìûì. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî InvA. Îáîçíà÷èì ÷åðåçH ìíîæåñòâî
ðàçëè÷íûõ êëàññîâ B = Pol p, ãäå p ∈ InvA.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé êëàññ B èç ìíîæåñòâà H. Ïî îïðåäåëåíèþ H íàéäåòñÿ ïðåäèêàò
p ∈ InvA òàêîé, ÷òî B = Pol p. Ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà InvA ëþáàÿ ôóíêöèÿ f ∈ A
ñîõðàíÿåò ïðåäèêàò p, ñëåäîâàòåëüíî f ∈ B. Ïîëó÷àåì, ÷òî A ⊆ B.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òîH � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ïóñòüH ñîñòîèò
èç çàìêíóòûõ êëàññîâ B1, . . . , BN . Ïî îïðåäåëåíèþ H äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà Bi ñïðàâåäëèâî
ïðåäñòàâëåíèå Bi = Pol pi, ãäå pi ∈ InvA, i ∈ {1, . . . , N}.

Ïîêàæåì, ÷òî A =
N⋂
i=1

Bi.

Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî B ∈ H ñïðàâåäëèâî A ⊆ B, îòêóäà A ⊆
N⋂
i=1

Bi. Ïóñòü

òåïåðü f ∈
N⋂
i=1

Bi. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f /∈ A. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â InvA íàéäåòñÿ ïðåäèêàò p′

òàêîé, ÷òî f íå ñîõðàíÿåò p′. Ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâà H â íåì äîëæåí ñîäåðæàòñÿ êëàññ,
ðàâíûé Pol p′. Ñëåäîâàòåëüíî, óêàçàííûé êëàññ åñòü âî ìíîæåñòâå {B1, . . . , BN}, íî ôóíêöèÿ
f ïðèíàäëåæèò âñåì êëàññàì äàííîãî ìíîæåñòâà, à çíà÷èò ñîõðàíÿåò ïðåäèêàò p′. Ïîëó÷åííîå

ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî f ∈ A. Èòàê,
N⋂
i=1

Bi ⊆ A.

Çàìåòèì, ÷òî â êëàññ
N⋂
i=1

Bi âõîäÿò âñå ôóíêöèè, ñîõðàíÿþùèå ïðåäèêàòû p1, . . . , pN è

òîëüêî îíè. Ïîëó÷àåì, ÷òî
N⋂
i=1

Bi = Pol
N

&
i=1

pi, îòêóäà

A = Pol

(
N

&
i=1

pi

)
.

Íî ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî êëàññ A íå ïðåäñòàâèì â âèäå A = Pol p. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî H ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ.

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷-
íûõ êëàññîâ, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå Pol p, ñîäåðæàùèõ êëàññ A, à, ñëåäîâàòåëüíî, è êëàññ MR.

Åñëè æå âñå êëàññû A, ñîäåðæàùèå MR, ÿâëÿþòñÿ ïðåäèêàòíî-îïèñóåìûìè, òî ìû îïÿòü
ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êëàññîâ, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå Pol p,
ñîäåðæàùèõ êëàññ MR.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî A(T1) ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ: A1, . . . , AN , Ai =
Pol pi, pi ∈ T1. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êëàññ A òàêîé, ÷òî MR ⊂ A ⊂ Pk, A = Pol p. Ïî
âòîðîìó ïóíêòó ëåììû 7 ïîëó÷àåì, ÷òî p ∈ [R]. Èç ëåììû 12 ñëåäóåò, ÷òî çàìêíóòûé êëàññ A
ïðåäñòàâèì ïåðåñå÷åíèåì êëàññîâ Pol pi. Ïîñêîëüêó êëàññîâ, ïðåäñòàâèìûõ óêàçàííûì ïåðå-
ñå÷åíèåì êîíå÷íîå ÷èñëî, à âñåãî êëàññîâ âèäà Pol p, ñîäåðæàùèõ MR, áåñêîíå÷íî, ïðèõîäèì
ê ïðîòèâîðå÷èþ, òî åñòü ìíîæåñòâî A(T1) áåñêîíå÷íî.

Ëåììà äîêàçàíà.
Äîêàæåì åùå íåñêîëüêî ñâîéñòâ íåâûðîæäåííûõ ïðåäèêàòîâ, êîòîðûå íàì ïîíàäîáÿòñÿ â

äàëüíåéøåì.
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Ëåììà 14. Ëþáîé íåâûðîæäåííûé ïðåäèêàò p ∈ [R] òàêîé, ÷òî Pol p 6= Pk, ìîæíî çàäàòü
ôîðìóëîé F èç ñåìåéñòâà F 1.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü p ∈ [R] � íåâûðîæäåííûé ïðåäèêàò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôîðìóëà
F1 /∈ F 1 çàäàåò p. Ñîãëàñíî ëåììå 5, ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ýêâèâàëåíòíûé ïðåäèêàò p′, çà-
äàâàåìûé ôîðìóëîé F2 ∈ F 1. Ïðè ïîñòðîåíèè p′ ìû ñíà÷àëà èñïîëüçóåì ëåììó 4. Ïðè ýòîì
ïðåäèêàò ìåíÿåòñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò ïàðà âåðøèí, îòâå÷àþùèõ ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì è âõî-
äÿùèõ â îäèí îðèåíòèðîâàííûé öèêë ãðàôà GF1 . Ïîñëå ýòîãî ïðèìåíÿåòñÿ ëåììà 5, â êîòîðîé
èç ãðàôà ôîðìóëû óäàëÿþòñÿ êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, â êîòîðûõ íåò íè îäíîé âåðøèíû, ñîîò-
âåòñòâóþùåé ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé. Ïðè ýòîé ïðîöåäóðå ïðåäèêàò íå ìåíÿåòñÿ.

Èòàê, ïðåäèêàò ìîæåò èçìåíèòñÿ òîëüêî ïðè îòîæäåñòâëåíèè âåðøèí îðèåíòèðîâàííî-
ãî öèêëà, â êîòîðûé âõîäÿò äâå âåðøèíû vx1 , vx2 ãðàôà GF1 , ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîáîäíûì
ïåðåìåííûì x1, x2 ôîðìóëû F1. Îòìåòèì, ÷òî â ëþáîì íàáîðå ã = (a1, . . . , an) òàêîì, ÷òî
p(ã) = TRUE áóäåò âûïîëíåíî a1 = a2 (ìû ñ÷èòàåì, ÷òî xi = ai).

Åñëè p � äâóõìåñòíûé ïðåäèêàò, òî ñ ó÷åòîì ðàññóæäåíèé âûøå ïîëó÷àåì, ÷òî p � äèà-
ãîíàëü, îòêóäà Pol p = Pk, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû.

Ïóñòü ìåñòíîñòü ïðåäèêàòà p áîëüøå 2, ã íàáîð òàêîé, ÷òî p(ã) = FALSE,
(∃xip)(a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , an) = TRUE äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , n} (ïî îïðåäåëåíèþ íåâû-
ðîæäåííîãî ïðåäèêàòà). Åñëè a1 = a2, òî ñ ó÷åòîì p(ã) = FALSE ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî
b 6= a2 ñïðàâåäëèâî p(b, a2, . . . , an) = FALSE, îòêóäà (∃x1p)(a2, . . . , an) = FALSE. Ïðèõîäèì
ê ïðîòèâîðå÷èþ. Åñëè æå a1 6= a2, òî (∃x3p)(a1, a2, a4, . . . , an) = FALSE (òóò ìû ó÷èòûâà-
åì, ÷òî ìåñòíîñòü ïðåäèêàòà p áîëüøå 2). Ïîëó÷àåì, ÷òî íåâûðîæäåííûé ïðåäèêàò ìåñòíîñòè
áîëüøå 2 íå ìîæåò èìåòü ïåðåìåííûõ, ñâÿçàííûõ îòíîøåíèåì äèàãîíàëè. Îòñþäà ïîëó÷àåì,
÷òî ïðè ïðèìåíåíèè ëåìì 4 è 5 ïðåäèêàò p íå èçìåíèòñÿ.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 15. Åñëè äëÿ íåâûðîæäåííîãî ïðåäèêàòà p ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå
Äîêàçàòåëüñòâî

p(x1, . . . , xn) = p1(x1
1, . . . , x

1
i1)& . . .&pl(xs1, . . . , x

s
is), (2)

Xj � ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ èç ñïèñêà xj1, . . . , x
j
ij
,X = {x1, . . . , xn}. Òîãäà íàéäåòñÿ

íîìåð j ∈ {1, . . . , s} òàêîé, ÷òî Xj = X è ïðåäèêàò pj ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì.
Äîêàçàòåëüñòâî Ââåäåì ïðåäèêàòû h1, . . . , hs òàêèå, ÷òî hj(x1, . . . , xn) = pj(x

j
1, . . . , x

j
ij

)
(òî åñòü ìû äîïîëíÿåì pj íåñóùåñòâåííûìè ïåðåìåííûìè, åñëè íåîáõîäèìî). Ðàâåíñòâî (2)
ïðèíèìàåò âèä p(x1, . . . , xn) = h1(x1, . . . , xn)& . . .&hs(x1, . . . , xn).

Ïî óñëîâèþ ëåììû ïðåäèêàò p íåâûðîæäåí. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè âñå ïðåäèêàòû hi(x̃) âû-
ðîæäåíû, ïî ëåììå 10 ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Çíà÷èò íàéäåòñÿ íåâûðîæäåííûé ïðå-
äèêàò hm(x̃) = pm(xm1 , . . . , x

m
im

). Åñëè áû Xm 6= X, òî ïðåäèêàò hm îêàçàëñÿ âûðîæäåííûì (ïî
îïèñàííûì âûøå ñâîéñòâàì íåâûðîæäåííûõ ïðåäèêàòîâ).

Ëåììà äîêàçàíà.
Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêèå ×ÓÌ H, çàäàþùèå ìîíîòîííûå êëàññû, êîòîðûå îá-

ëàäàþò åäèíñòâåííûì ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì m. Ñëó÷àé, êîãäà óêàçàííûå ×ÓÌ èìåþò
åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò, ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ([5]).

Ëåììà 16. Ïóñòü p ∈ [R] çàäàåòñÿ ôîðìóëîé F . Òîãäà ìîæíî òàê ïðåîáðàçîâàòü ôîðìóëó
F , ÷òîáû â ×ÓÌ LF ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì âåðøèíû è òîëüêî îíè ÿâëÿëèñü
ìèíèìóìàìè, è ïðè ýòîì ïðåäèêàò p íå èçìåíèòñÿ. Åñëè F ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó F 1, òî
óêàçàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî ïðîâåñòè òàê, ÷òîáû ïðåîáðàçîâàííàÿ ôîðìóëà îñòàëàñü â
ñåìåéñòâå F 1.

Äîêàçàòåëüñòâî Ðàññìîòðèì ×ÓÌ LF . Ïóñòü ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå y1, . . . , ys ôîðìóëû F
ñîîòâåòñòâóþò âñåì ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà LF , ìåíüøå êîòîðûõ íå ñóùåñòâóåò ýëåìåíòîâ LF ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì ôîðìóëû F . Óäàëèì èç ôîðìóëû F âñå âõîæäåíèÿ
R(·, ·), â êîòîðûõ âñòðå÷àåòñÿ ïåðåìåííàÿ èç ìíîæåñòâà {y1, . . . , ys}, à òàêæå âñå êâàíòîðû
ñóùåñòâîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì {y1, . . . , ys}. Ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó îáîçíà÷èì F ′, à ñîîòâåò-
ñòâóþùèé åé ïðåäèêàò � r. Ïîêàæåì, ÷òî r = p.

Åñëè p(ã) = TRUE, î÷åâèäíî, ÷òî r(ã) = TRUE. Îáðàòíî, ïóñòü r(ã) = TRUE. Ïðèäàäèì
óäàëåííûì ñâÿçàííûì ïåðåìåííûì â F çíà÷åíèå ìèíèìóìà m, îñòàëüíûì � òå æå çíà÷åíèÿ,
÷òî è â F ′. Ïðè ýòîì ïîëó÷èì, ÷òî p(ã) = TRUE.

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×�ÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ âûïóñê �7 (2010 ã.)



Î ÍÀÄÑÒÐÓÊÒÓÐÅ ÊËÀÑÑÎÂ ÌÎÍÎÒÎÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ 49

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî F ∈ F 1 è ïîêàæåì, ÷òî F ′ ∈ F 1.
Ïðè ïðîâåäåííîé ïðîöåäóðå óäàëåíèÿ ìèíèìàëüíûõ âåðøèí, â ãðàôå GF ′ ôîðìóëû F ′ íå

ìîãóò ïîÿâèòüñÿ îðèåíòèðîâàííûå öèêëû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â óêàçàííîì ãðàôå âîçíèêíåò
êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè, â êîòîðîé íåò íè îäíîé âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùåé ñâîáîäíîé ïåðå-
ìåííîé. Íî ïî îïðåäåëåíèþ ×ÓÌ LF ′ ôîðìóëû F ′ äâà ýëåìåíòà vy1 , vy2 ∈ LF ′ ñðàâíèìû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ãðàôå GF ′ íàéäåòñÿ îðèåíòèðîâàííûé ïóòü ìåæäó âåðøèíàìè vy1 , vy2
(íàïðàâëåíèå óêàçàííîãî ïóòè äëÿ íàñ ñåé÷àñ íå âàæíî). Ìû äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èëè îäè-
íàêîâî äâà ýëåìåíòà ìíîæåñòâà LF ′ è äâå âåðøèíû ãðàôà GF ′ , ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûì
y1, y2 ôîðìóëû F ′. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî â ×ÓÌ LF ′ áóäåò ñîäåðæàòüñÿ ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò
vy, ñîîòâåòñòâóþùèé íåêîòîðîé ïåðåìåííîé y, êîòîðîé â ãðàôå GF ′ îòâå÷àåò âåðøèíà vy èç
ðàññìàòðèâàåìîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Îäíàêî ïî ðàññóæäåíèÿì âûøå òàêèõ ýëåìåíòîâ â
×ÓÌ LF ′ áûòü íå ìîæåò.

Ëåììà äîêàçàíà.
Äîêàæåì ñëåäóþùóþ îñíîâíóþ ëåììó äàííîãî ðàçäåëà.
Ëåììà 17. Ïóñòü p1(x1, . . . , xn1), . . . , pl(x1, . . . , xnl

) ∈ [R] � íåâûðîæäåííûå ïðåäè-
êàòû ìåñòíîñòè ñîîòâåòñòâåííî n1, . . . , nl, çàäàâàåìûå ôîðìóëàìè F1, . . . , Fl ∈ F 1, n =
max(n1, . . . , nl), Pol pi 6= PolR. Òîãäà ëþáîé íåâûðîæäåííûé ïðåäèêàò p′ èç ìíîæåñòâà
[p1, . . . , pl] èìååò ìåñòíîñòü r 6 n.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü íåâûðîæäåííûé ïðåäèêàò p′ ðåàëèçóåòñÿ íåêîòîðîé ôîðìóëîé íàä
[p1, . . . , pl]:

p′(x1, . . . , xr) = ∃y1, . . . , ysR1(u1
1, . . . , u

1
s1)& . . .&Rt(ut1, . . . , u

t
st

), (3)

âñå ïðåäèêàòû Ri ∈ {p1, . . . , pl}, âñå ïåðåìåííûå uij ∈ {x1, . . . , xr, y1, . . . , ys}.
Ðàññìîòðèì ôîðìóëû Fi ∈ F 1 èç óñëîâèÿ ëåììû, çàäàþùèå ïðåäèêàòû pi ∈ [R] ñ ×ÓÌ

LFi . Ïðèìåíèì ê ôîðìóëàì Fi ëåììó 16. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â êàæäîì ×ÓÌ LFi âñå
ìèíèìóìû ñîîòâåòñòâóþò ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì ôîðìóëû Fi, è âñå ôîðìóëû Fi ∈ F 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ′ ñëåäóþùóþ ôîðìóëó, ðåàëèçóþùóþ ïðåäèêàò p′:

F ′(x1, . . . , xr) = ∃y1, . . . , ysFR1(u1
1, . . . , u

1
s1)& . . .&FRt(u

t
1, . . . , u

t
st

),

ïîëó÷åííóþ çàìåíîé â âûðàæåíèè (3) ïðåäèêàòîâ Rj íà ôîðìóëû FRj ñëåäóþùèì îáðàçîì:
åñëè ïðåäèêàò Rj ÿâëÿåòñÿ pi, òî â âûðàæåíèè (3) ìû çàìåíÿåì ïðåäèêàò Rj íà ôîðìóëó Fi,
ðåàëèçóþùóþ pi, ïåðåîáîçíà÷àÿ åå ÷åðåç FRj .

Ïîñòðîèì íîâóþ ôîðìóëó F ′′, ðåàëèçóþùóþ ïðåäèêàò p′, èç ôîðìóë F1, . . . , Fl.
Ñíà÷àëà ìû äåëàåì êîíúþíêöèþ t ïîäõîäÿùèõ ýêçåìïëÿðîâ ôîðìóë F1 . . . , Fl (ýòè ôîð-

ìóëû áóäóò òàêèìè æå, êàê è â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè äëÿ F ′):

F̃1(x1, . . . , xs1+...+st) = FR1(x1, . . . , xs1)& . . .&FRt(xst−st−1+1, . . . , xst),

ãäå âñå ïåðåìåííûå xij ðàçëè÷íû. Ïðè ýòîì ïîëó÷àåì ôîðìóëó F̃1 ñ ãðàôîì GF̃1
, ñîñòîÿùèì èç

t íå ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé êîìïîíåíò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîìåòîê ñîâïàäàåò
ñ íåêîòîðûì ãðàôîì èç ìíîæåñòâà {GF1 , . . . , GFl

}. Âñå ìèíèìàëüíûå ýëåìåíòû ×ÓÌ LF̃1
è

òîëüêî îíè ñîîòâåòñòâóþò ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì.
Äàëåå ïðîâîäèì íåêîòîðîå îòîæäåñòâëåíèå ïåðåìåííûõ â ôîðìóëå F̃1 (ñîîòâåòñòâóþùåå

âûðàæåíèþ (3)). Ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó îáîçíà÷èì F̃2. Ïðè ýòîì ìû ïîëó÷èì ãðàô GF̃2
îòîæ-

äåñòâëåíèåì íåêîòîðûõ âåðøèí, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì ãðàôà GF̃1
.

Íàêîíåö, áåðåì ïðîåêöèþ ôîðìóëû F̃2 ïî ïåðåìåííûì y1, . . . , ys, ÷òîáû ïîëó÷èòü ôîð-
ìóëó F̃3, ðåàëèçóþùóþ ïðåäèêàò p′. Ïîñêîëüêó ó ôîðìóëû F̃2 óêàçàííûå ïåðåìåííûå áûëè
ñâîáîäíûìè, òî â ×ÓÌ LF̃3

ýëåìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûì y1, . . . , ys, ÿâëÿþòñÿ ìè-
íèìàëüíûìè.

Ïóñòü ïåðåìåííàÿ y1 ïîëó÷åíà íà âòîðîì ýòàïå íåêîòîðûì îòîæäåñòâëåíèåì ïåðåìåííûõ
xi1 , . . . , xis . Âûïîëíèì ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó: âìåñòî óêàçàííîãî îòîæäåñòâëåíèÿ è ïîñëåäó-
þùåé ïðîåêöèè ïî ïåðåìåííîé y1 ìû íåçàâèñèìî âîçüìåì ïðîåêöèè ïî êàæäîé ïåðåìåííîé
xi1 , . . . , xis . Ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó, ðåàëèçóþùóþ íåêîòîðûé ïðåäèêàò p′′, îáîçíà÷èì ÷åðåç F ′′.
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Åñëè îïèñûâàòü ïðîâåäåííóþ îïåðàöèþ íà ñîäåðæàòåëüíîì óðîâíå, òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî
ìû ðàçîðâàëè ñâÿçè, óñòàíîâëåííûå íà âòîðîì ýòàïå ïîñòðîåíèÿ ôîðìóëû F ′′ ìåæäó êîìïî-
íåíòàìè ñâÿçíîñòè ãðàôà GF̃1

, ïîëó÷åííûå îòîæäåñòâëåíèåì âåðøèí, ïî êîòîðûì íà òðåòüåì
ýòàïå áåðåòñÿ ïðîåêöèÿ. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èëè ãðàô GF ′′ , ãäå óêàçàííûå êîìïîíåíòû ñâÿç-
íîñòè ñîåäèíåíû òîëüêî ïî âåðøèíàì, ñîîòâåòñòâóþùèì ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì ôîðìóëû F ′′.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

F ′′(x1, . . . , xr) = ∃y1
1, . . . , y

t
sFR1(u1

1, . . . , u
1
s1)& . . .&FRt(u

t
1, . . . , u

t
st

), (4)

ãäå ïåðåìåííûå uij ∈ {x1, . . . , xr, y
i
1, . . . , y

i
s}, òî åñòü êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ yij (i ∈ {1, . . . , t}, j ∈

{1, . . . , s}) âõîäèò òîëüêî â îäèí ñîìíîæèòåëü FRi(u
i
1, . . . , u

i
si

) êîíúþíêöèè â ïðàâîé ÷àñòè (4).
Â óêàçàííîé ôîðìóëå ìû ðàçîðâàëè âñå ñâÿçè (òî åñòü îáùèå ïåðåìåííûå) ìåæäó ðàçíûìè
ñîìíîæèòåëÿìè êîíúþíêöèè, îñóùåñòâëÿåìûå ïî ñâÿçàííûì ïåðåìåííûì. Òî åñòü â äàííîé
ôîðìóëå ñîìíîæèòåëè ìîãóò èìåòü òîëüêî îáùèå ïåðåìåííûå, ÿâëÿþùèåñÿ ñâîáîäíûìè.

Ïîêàæåì, ÷òî p′ = p′′. Ýòî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ëåììû 16. Ìû ìîæåì óäàëèòü
èç ôîðìóë F ′ è F ′′ âñå ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ìèíèìóìàì ñîîòâåòñòâåííî
â LF ′ è LF ′′ . Ïðè ýòîì ìû ïîëó÷èì ðàâíûå ôîðìóëû, çàäàþùèå ðàâíûå ïðåäèêàòû (GF ′
è GF ′′ îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ëèøü ðàñêëåéêîé ìèíèìàëüíûõ âåðøèí, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñâÿçàííûì ïåðåìåííûì).

Ïîñêîëüêó F1, . . . , Fl ∈ F 1, òî F ′′ ∈ F 1. Ïåðåïèøåì (4) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p′′(x1, . . . , xr) = p̂1(w1
1, . . . , w

1
i1)& . . .&p̂t(wt1, . . . , w

t
it), (5)

ãäå âñå wij ∈ {x1, . . . , xn}, p̂j � ïðåäèêàò, çàäàâàåìûé ôîðìóëîé ∃yj1, . . . , y
j
sFRj (uj1, . . . , u

j
sj ) â

âûðàæåíèè (4), ìåñòíîñòü êîòîðîãî ij 6 sj , òî åñòü äëÿ íåêîòîðîãî h ∈ {1, . . . , l} ìåñòíîñòü
p̂j íå ïðåâîñõîäèò ìåñòíîñòè íåêîòîðîãî ph èëè ij 6 nh 6 n. Åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî êàæäàÿ
ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ yij âõîäèò òîëüêî â îäèí ñîìíîæèòåëü F â êîíúþíêöèè â ïðàâîé ÷àñòè
(4), ïîýòîìó è âîçìîæåí ïåðåõîä ê ïðîèçâåäåíèþ ïðåäèêàòîâ.

Ïî óñëîâèþ p′ � íåâûðîæäåííûé ïðåäèêàò. Çíà÷èò, p′′ òàêæå íåâûðîæäåí. Ïðèìåíèì ëåì-
ìó 15 äëÿ ïðåäèêàòà p′′ è âûðàæåíèÿ (5). Ïîëó÷àåì, ÷òî íàéäåòñÿ íåâûðîæäåííûé ïðåäèêàò
p̂j(w

j
1, . . . , w

j
ij

), òàêîé, ÷òî {x1, . . . , xr} = {wj1, . . . w
j
ij
}, îòêóäà r = ij 6 n.

Ëåììà äîêàçàíà.

3 Êëàññû ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ×Ï ñ îäíèì ìè-
íèìàëüíûì ýëåìåíòîì.

Ïðîäîëæèì ðàññìîòðåíèå ×ÓÌ H, çàäàþùèõ ìîíîòîííûé êëàññ, èìåþùèõ åäèíñòâåííûé
ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò. Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå ðàíåå ñâîéñòâà íåâûðîæ-
äåííûõ ïðåäèêàòîâ ê èçó÷åíèþ íàäñòðóêòóðû êëàññà MH .

Íàì â äàëüíåéøåì ïîíàäîáèòñÿ ñåìåéñòâî ïðåäïîëíûõ êëàññîâ C.
Îïðåäåëåíèå 13. Êëàññ ôóíêöèé B ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó C, åñëè B � ìíîæåñòâî

ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ öåíòðàëüíûé ïðåäèêàò p, ò.å. ïðåäèêàò, îáëàäàþùèé ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

1. Àáñîëþòíàÿ ñèììåòðè÷íîñòü. Äëÿ ëþáîé ïîäñòàíîâêè σ íà ìíîæåñòâå {1, . . . , n} è ëþáîãî
íàáîðà ã ∈ Enk ñïðàâåäëèâî p(a1, . . . , an) = TRUE ⇐⇒ p(aσ(1), . . . , aσ(n)) = TRUE.

2. Àáñîëþòíàÿ ðåôëåêñèâíîñòü. Ïðåäèêàò p èñòèíåí íà ëþáîì íàáîðå ã, òàêîì ÷òî íàéäóòñÿ
ðàçëè÷íûå íîìåðà 1 6 i, j 6 m (m � ìåñòíîñòü p), óäîâëåòâîðÿþùèå ai = aj (â ã
ïðèñóòñòâóþò õîòÿ áû äâå ðàâíûå êîìïîíåíòû).

3. Ñóùåñòâóåò öåíòð ïðåäèêàòà p, òî åñòü ñóùåñòâóåò ýëåìåíò h ∈ Ek òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî
íàáîðà ã ∈ Enk , ó êîòîðîãî åñòü êîìïîíåíòà, ðàâíàÿ h, ñïðàâåäëèâî p(ã) = TRUE.
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Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó, îïèñûâàþùóþ
íåêîòîðûå âàæíûå ñâîéñòâà íàäðåøåòîê êëàññîâ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ×ÓÌ
H, îáëàäàþùåå åäèíñòâåííûì ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü MH = PolR � ìîíîòîííûé êëàññ, ñîõðàíÿþùèé ×ÓÌ H ñ åäèíñòâåí-
íûì ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Äëÿ ëþáîãî p ∈ [R], Pol p 6= PolR ÷èñëî çàìêíóòûõ êëàññîâ, ñîäåðæàùèõ Pol p, êîíå÷íî.

2. Çàìêíóòûé êëàññ MH ïðåäïîëîí â åäèíñòâåííîì êëàññå A =
⋂

p∈T (R)

Pol p, ãäå T (R) �

ìíîæåñòâî ïðåäèêàòîâ p ∈ [R] òàêèõ, ÷òî Pol p 6= PolR. Ïðè÷åì êëàññ A ïðåäèêàòíî-
îïèñóåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàäðåøåòêà MH êîíå÷íà.

3. Çàìêíóòûé êëàññ MH ñîäåðæèòñÿ â åäèíñòâåííîì ïðåäïîëíîì êëàññå C ñåìåéñòâà C,
ïðåäñòàâèìîì â âèäå Pol (∃yR(x1, y)&R(x2, y)).

Äîêàçàòåëüñòâî Äîêàæåì âíà÷àëå ïåðâûé ïóíêò. Ïóñòü p ∈ [R], Pol p 6= PolR. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî Pol p 6= Pk (â èíîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî). Ïî ëåììå 12 êëàññ Pol p ïðåä-
ñòàâèì êîíå÷íûì ïåðåñå÷åíèåì êëàññîâ

⋂
i Pol pi, ãäå âñå ïðåäèêàòû pi ∈ T1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

P ñèñòåìó ïðåäèêàòîâ, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ ïðåäèêàòîâ pi, ó÷àñòâóþùèõ â ðàçëîæåíèè Pol p.
Ïîëüçóÿñü ëåììîé 14, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ïðåäèêàòû pi çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè èç ìíîæåñòâà
F 1. Îòìåòèì, ÷òî p âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé íàä ñèñòåìîé P . Îáîçíà÷èì ÷åðåç m ìàêñèìàëüíóþ
ìåñòíîñòü ïðåäèêàòîâ èç P .

Ðàññìîòðèì íåâûðîæäåííûé ïðåäèêàò p′ ∈ [p]. Óêàçàííûé ïðåäèêàò ðåàëèçóåòñÿ ôîðìóëîé
íàä ñèñòåìîé P . Ïî ëåììå 17 ìåñòíîñòü ïðåäèêàòà p′ íå ïðåâîñõîäèò m. Ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî
íåâûðîæäåííûõ ïðåäèêàòîâ p′ èç ìíîæåñòâà [p] êîíå÷íî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàìêíóòûé êëàññ
A, ñîäåðæàùèé Pol p, ïðåäñòàâèì â âèäå Pol p′′, ãäå p′′ � íåâûðîæäåííûé ïðåäèêàò. Ïî ëåììå
14 åãî ìîæíî çàäàòü ôîðìóëîé F ′′ ∈ F 1, à ïî ïåðâîìó ïóíêòó ëåììû 7 ìû ïîëó÷èì, ÷òî
p′′ ∈ [p]. À òàêèõ ïðåäèêàòîâ, êàê ìû óæå óñòàíîâèëè, êîíå÷íîå ÷èñëî.

Èòàê, çàìêíóòûõ êëàññîâ âèäà Pol p′, ãäå p′ � íåâûðîæäåííûé ïðåäèêàò, ñîäåðæàùèõ Pol p,
êîíå÷íîå ÷èñëî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíûé ïðåäèêàòíî-îïèñóåìûé êëàññ âèäà Pol p′, ñîäåðæàùèé
Pol p, ãäå ïðåäèêàò p′ âûðîæäåí, Pol p′ 6= Pk. Ïî ëåììå 7 p′ ∈ [R]. Ïî ëåììå 12 êëàññ Pol p′
ïðåäñòàâèì êîíå÷íûì ïåðåñå÷åíèåì êëàññîâ

⋂
i Pol p′i, ãäå âñå ïðåäèêàòû p′i ∈ T1, òî åñòü íåâû-

ðîæäåíû. Ïîñêîëüêó Pol p ⊆ Pol p′, òî Pol p ⊆ Pol p′i. Íî âûøå ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïðåäèêàòíî-
îïèñóåìûõ êëàññîâ, ñîäåðæàùèõ Pol p è çàäàâàåìûõ íåâûðîæäåííûì ïðåäèêàòîì êîíå÷íîå
÷èñëî. Ñëåäîâàòåëüíî, èõ ïåðåñå÷åíèé òàêæå áóäåò êîíå÷íîå ÷èñëî.

Èòàê, ÷èñëî ïðåäèêàòíî-îïèñóåìûõ êëàññîâ, ñîäåðæàùèõ Pol p, êîíå÷íî.
Åñëè â ðåøåòêå íàä Pol p ñóùåñòâóåò çàìêíóòûé êëàññ A, íå ÿâëÿþùèéñÿ ïðåäèêàòíî-

îïèñóåìûì, òî ìû ïîëó÷èì áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êëàññîâ âèäà Pol p′, ãäå p′ ∈ InvA
(ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 13), ñîäåðæàùèõ Pol p. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò äîêàçàííîìó âûøå.

Äîêàæåì òåïåðü âòîðîé ïóíêò.
Ðàññìîòðèì êëàññ A èç óñëîâèÿ òåîðåìû: A =

⋂
p∈T (R)

Pol p, ãäå T (R) = {p ∈ [R], Pol p 6=

PolR}. Çàìåòèì, ÷òî MH ⊆ A. Â ñàìîì äåëå, èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ f ∈MH

ñîõðàíÿåò âñå ïðåäèêàòû p ∈ [R], îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî f ∈
⋂

p∈[R]

Pol p ⊆
⋂

p∈T (R)

Pol p = A.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êëàññ B òàêîé, ÷òî MH ⊆ B, MH 6= B. Èç [7] ïîëó÷àåì, ÷òî
InvB ⊆ InvMH . Èç î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà d(x1, x2) = R(x1, x2)&R(x2, x1) ñëåäóåò D ⊆ [R]. Ñ
ó÷åòîì 1 èìååì InvMH = Inv PolR = Inv Pol [R] = [R]. Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû,
ïîëó÷àåì

InvB ⊆ [R].
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âî ìíîæåñòâå InvB åñòü ïðåäèêàò p òàêîé, ÷òî Pol p = PolR. Ïî óæå äîêà-
çàííîìó p ∈ [R], îòêóäà ïî ïåðâîìó ïóíêòó ëåììû 7 (ïîëàãàÿ p2 = R, p1 = p) ïîëó÷àåì, ÷òî
R ∈ [p], îòêóäà [R] ⊆ [p] ⊆ InvB, Ïîëó÷àåì, ÷òî âñå ôóíêöèè êëàññà B ñîõðàíÿþò ìíîæåñòâî
ïðåäèêàòîâ [R]. Îòêóäà èìååì, ÷òî B ⊆MH . Èç äàííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ïîëó÷àåì, ÷òî âî ìíî-
æåñòâå InvB íåò ïðåäèêàòà p òàêîãî, ÷òî Pol p = MH . Îòêóäà InvB ⊆ T (R) = InvA. Èç [7]
ïîëó÷àåì, ÷òî A ⊆ B.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàäñòðóêòóðà êëàññà ìîíîòîííûõ ôóíêöèé MH áåñêîíå÷íà. Ïî ëåììå
13 ìíîæåñòâî A(T1) áóäåò ñîäåðæàòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ. Ïî äîêàçàííîìó âûøå êàæ-
äûé èç êëàññîâ ìíîæåñòâà A(T1) ñîäåðæèò êëàññ A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êëàññ A ïðåäèêàòíî-
îïèñóåì. Ïóñòü A = Pol p. Ïî âòîðîìó ïóíêòó ëåììû 7 p ∈ [R]. Èç óæå äîêàçàííîãî ïåð-
âîãî ïóíêòà äàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ çàìêíóòûõ êëàññîâ, ñîäåðæàùèõ
Pol p = A, êîíå÷íî. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî êëàññA íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäèêàòíî-
îïèñóåìûì.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè êëàññ A íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäèêàòíî-îïèñóåìûì, òî ðàññìîòðèì ìíî-
æåñòâî ðàçëè÷íûõ êëàññîâ Pol p, ãäå p ∈ InvA. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 13 ìîæíî
äîêàçàòü, ÷òî óêàçàííûå êëàññû îáðàçóþò áåñêîíå÷íþ íàäñòðóêòóðó êëàññà A, à çíà÷èò, èMH .

Èòàê,A ÿâëÿåòñÿ ïðåäèêàòíî-îïèñóåìûì êëàññîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íàäñòðóêòóðà
êëàññà MH êîíå÷íà.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî MH 6= A.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òîMH = A. ÏîñêîëüêóMH = PolR, òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå êëàññ A

ÿâëÿåòñÿ ïðåäèêàòíî-îïèñóåìûì, îòêóäà ïî óæå äîêàçàííîìó ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî çàìêíóòûõ
êëàññîâ, ñòðîãî ñîäåðæàùèõ MH êîíå÷íî. Ïóñòü A1, . . . , AN � âñå óêàçàííûå êëàññû. Âñå
îíè ïðåäèêàòíî-îïèñóåìû (èíà÷å áû ìû îïÿòü ïðèøëè ê áåñêîíå÷íîé íàäñòðóêòóðå). Ïóñòü
Ai = Pol pi, Pol pi 6= PolR, i ∈ {1, . . . , N}. Òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ êëàññà A ïîëó÷àåì, ÷òî

A =
N⋂
i=1

Pol pi = Pol (p1& . . .&pN ),

ãäå ïðåäèêàòû â êîíúþíêöèè ñïðàâà íå èìåþò îáùèõ ïåðåìåííûõ. Îáîçíà÷èâ p′ = p1& . . .&pN ,
ïîëó÷àåì A = Pol p′. Ïî ëåììå 7 ïîëó÷àåì, ÷òî R ∈ [p′] (â ïåðâîì ïóíêòå ëåììû 7 ïîëàãàåì
p2 = R, p1 = p′). Îäíàêî, ïî ëåììå 8, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , N}, äëÿ ëþáîé
ôîðìóëû Fi ∈ F1, çàäàþùåé ïðåäèêàò pi, â ×ÓÌ LF íå áóäåò ïàðû ñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì Fi.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ ôîðìóëà F ′, çàäàþùàÿ ïðåäèêàò p′ òàêàÿ, ÷òî â ×ÓÌ LF ′ íàé-
äåòñÿ ïàðà ñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ vx1 6 vx2 , ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì x1, x2

ôîðìóëû F ′. Ïóñòü ýòè ïåðåìåííûå îòíîñÿòñÿ ê ðàçíûì ïðåäèêàòàì pi, pj èç êîíúþíêöèè,
çàäàþùåé p′. Ðàññìîòðèì äâà ýëåìåíòà a, b ∈ Ek òàêèõ, ÷òî íå âûïîëíåíî a 6 b. Ïî ëåììå
3 âûïîëíåíî pj(b, . . . , b) = TRUE, pl(a, . . . , a) = TRUE äëÿ âñåõ l ∈ {1, . . . , N} \ {j}. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó ïðåäèêàòû â êîíúþíêöèè, çàäàþùåé p′, íå èìåþò îáùèõ ïåðåìåííûõ,
ìû ïîäîáðàëè íàáîð, íà êîòîðîì ïðåäèêàò p′ áóäåò èñòèíåí. Îäíàêî ïðè ýòîì ïî ïîñòðîåíèþ
óêàçàííîãî íàáîðà x1 = a, x2 = b. Ïîëó÷àåì, ÷òî ïðåäèêàò, çàäàâàåìûé ôîðìóëîé F ′ ëîæåí íà
ðàññìàòðèâàåìîì íàáîðå. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïåðåìåííûå x1, x2 îòíî-
ñÿòñÿ ê îäíîìó ñîìíîæèòåëþ êîíúþíêöèè pj . Âçÿâ ïðîåêöèè ïî âñåì ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì
ôîðìóëû F ′, ñîîòâåòñòâóþùèì ïðåäèêàòàì p1, . . . , pj−1, pj+1, . . . , pN , ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó,
çàäàþùóþ ïðåäèêàò pj , â ×ÓÌ êîòîðîé åñòü ñðàâíèìûå ýëåìåíòû vx1 , vx2 , ñîîòâåòñòâóþùèå
ïåðåìåííûì ïðåäèêàòà pj . Îïÿòü ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Èòàê, äëÿ ëþáîé ôîðìóëû F ′, çàäàþùåé ïðåäèêàò p′, â ×ÓÌ LF ′ îòñóòñòâóþò ñðàâíèìûå
ýëåìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì F ′. Ïî ëåììå 8 ïîëó÷àåì, ÷òî Pol p′ 6=
PolR, èëè MH 6= A. Ïîëó÷åííîé ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî MH 6= A.

Èòàê, âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f /∈ MH , è ðàññìîòðèì çàìêíóòûé êëàññ F =
[MH

⋃
{f}]. Î÷åâèäíî, ÷òî MH ⊂ F , îòêóäà ïî óæå äîêàçàííîìó A ⊆ F . Ïîëó÷àåì, ÷òî êëàññ

ìîíîòîííûõ ôóíêöèé MH ïðåäïîëîí â A. Ïóñòü MH ïðåäïîëîí åùå â êàêîì-òî êëàññå G 6= A,
íî òîãäà A ⊂ G. Ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ïåðåéäåì ê òðåòüåìó ïóíêòó.
Ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: pmax(x1, x2) = ∃yR(x1, y)&R(x2, y). Îáîçíà÷èì C =

Pol pmax.
Ïîêàæåì, ÷òî C � ïðåäïîëíûé êëàññ èç ñåìåéñòâà C.
Ñèììåòðè÷íîñòü ïðåäèêàòà pmax î÷åâèäíà.
Äëÿ ëþáîãî a ∈ Ek âûïîëíåíî pmax(a, a) = TRUE, òàê êàê â ôîðìóëå âûøå, çàäàþùåé

ïðåäèêàò pmax, ìû âñåãäà ìîæåì ïîëîæèòü y = a. Ïîëó÷àåì, ÷òî pmax � àáñîëþòíî ðåôëåê-
ñèâíûé ïðåäèêàò. Íàïîìíèì, ÷òî ×ÓÌ H îáëàäàåò åäèíñòâåííûì ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì,
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êîòîðûé ìû îáîçíà÷èëè m. Èç òîãî ôàêòà, ÷òî R(m, a) = TRUE äëÿ ëþáîãî a ∈ Ek, ñëåäóåò,
÷òî äëÿ ëþáîãî b ∈ Ek ñïðàâåäëèâî pmax(b,m) = ∃yR(b, y)&R(m, y) = ∃yR(b, y). Ïðèíèìàÿ â
ïîñëåäíåì âûðàæåíèè y = b, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî b ∈ Ek âûïîëíåíî pmax(b,m) = TRUE.
Èç ñèììåòðè÷íîñòè pmax ïîëó÷àåì, ÷òî pmax(m, d) = TRUE äëÿ ëþáîãî d ∈ Ek. Èòàê, öåíòðó
pmax ïðèíàäëåæèò, ïî êðàéíåé ìåðå, ýëåìåíò m ∈ Ek.

Èòàê, çàìêíóòûé êëàññ C ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëíûì èç ñåìåéñòâà C.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî êëàññà B òàêîãî, ÷òîMH ⊆ B ⊂ Pk âûïîëíåíî

B ⊆ C.
Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî êëàññ B ÿâëÿåòñÿ ïðåäèêàòíî-îïèñóåìûì. Ïóñòü B = Pol p. Ïî

ëåììå 7 p ∈ [R]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ôîðìóëó, ðåàëèçóþùóþ p íàä {R}. Ñîãëàñíî ëåììå 5, ìû
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî F ∈ F 1. Ïðèìåíèì òåïåðü ê ôîðìóëå F ëåììó 16. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî â ×ÓÌ LF ôîðìóëû F âñå ìèíèìàëüíûå ýëåìåíòû è òîëüêî îíè ñîîòâåòñòâóþò ñâîáîäíûì
ïåðåìåííûì F . Ïóñòü GF � ãðàô ôîðìóëû F .

Ïîêàæåì, ÷òî â GF íàéäåòñÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ñ ïî êðàéíåé ìåðå äâóìÿ âåðøèíà-
ìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì F . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü G1, . . . , Gn
� âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà GF . Â êàæäîì ãðàôå Gi òîëüêî îäíà âåðøèíà vxi , îòâå-
÷àþùàÿ ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé xi ôîðìóëû F (i ∈ {1, . . . , n}). Êàæäûé ãðàô Gi î÷åâèäíûì
îáðàçîì çàäàåò ñâîé îäíîìåñòíûé ïðåäèêàò pi(xi). Ïî ãðàôó Gi ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ôîðìóëó
Fi, êîòîðàÿ ðåàëèçóåò pi íàä {R}. Ïîëó÷àåì, ÷òî pi ∈ [R] äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , n}. Ïî ëåììå
3 âñå ïðåäèêàòû p1, . . . , pn ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííî èñòèííûìè. Ïî ïîñòðîåíèþ ðàññìàòðèâàå-
ìûõ ïðåäèêàòîâ áóäåò ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà p = p1& . . .&pn. Ïîëó÷àåì, ÷òî p � òîæäåñòâåííî
èñòèííûé ïðåäèêàò, îòêóäà B = Pk. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî â ïðåäèêàòå
G íàéäåòñÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè Gi, â êîòîðîé åñòü ïî êðàéíåé ìåðå äâå âåðøèíû, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì ôîðìóëû F .

Ïóñòü vx1 � íåêîòîðûé ýëåìåíò ×ÓÌ LGi ãðàôà Gi, ñîîòâåòñòâóþùèé ñâîáîäíîé ïåðåìåí-
íîé x1 ôîðìóëû F . Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ìàêñèìóìû vy1 , . . . , vys ×ÓÌ LGi òàêèå, ÷òî
vx1 6 vyi äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , s}. Ïóñòü ýëåìåíòû vx1 , vx2 , . . . , vxr ∈ LGi � âñå ìèíèìàëüíûå
ýëåìåíòû, êàæäûé èç êîòîðûõ ìåíüøå íåêîòîðîãî vyj â LGi . Åñëè r = 1, òî åñòü êðîìå vx1 íå
íàéäåòñÿ íè îäíîãî ìèíèìóìà, ìåíüøåãî íåêîðîãî vyj , j ∈ {1, . . . , s}, òî, ïðèíèìàÿ âî âíèìà-
íèå òîò ôàêò, ÷òî âñå ìèíèìàëüíûå ýëåìåíòû LGi ñîîòâåòñòâóþò ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì F ,
ïîëó÷èì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè Gi òîëüêî îäíà âåðøèíà, ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé F . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî íàéäåòñÿ ýëåìåíò
vyj ∈ LGi òàêîé, ÷òî vyj > vx1 , vx2 , ãäå x1, x2 � íåêîòîðûå ðàçëè÷íûå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå
F .

Âîçüìåì â ïðåäèêàòå p ïðîåêöèè ïî âñåì ïåðåìåííûì, êðîìå óêàçàííûõ, è îáîçíà÷èì ïî-
ëó÷åííûé ïðåäèêàò p′(x1, x2). Ïîêàæåì, ÷òî p′ = pmax.

Ïóñòü ýëåìåíòû a, b ∈ Ek òàêèå, ÷òî p′(a, b) = TRUE. Ïóñòü ïðè ýòîì ïåðåìåííàÿ yj
ôîðìóëû F ïðèíÿëà çíà÷åíèå c. Ïðèñâîèâ åäèíñòâåííîé ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé y â ôîðìóëå,
çàäàþùåé ïðåäèêàò pmax, çíà÷åíèå c, ïîëó÷èì pmax(a, b) = TRUE.

Ïóñòü òåïåðü pmax(a, b) = TRUE, ïóñòü ïðè ýòîì åäèíñòâåííàÿ ñâÿçàííàÿ ïåðåìåííàÿ y â
ôîðìóëå, çàäàþùåé pmax, ïðèíÿëà çíà÷åíèå c ∈ Ek.

Ïóñòü F ′ � ôîðìóëà, ïîëó÷åííàÿ èç F âûáðàñûâàíèåì âñåõ êâàíòîðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò vz ×ÓÌ LF ′ , ãäå z � ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåìåííàÿ ôîðìóëû
F ′. Îñóùåñòâèì ñëåäóþùåå ïðèñâîåíèå: åñëè z = x1, ïîëîæèì z = a, åñëè z = x2, ïîëîæèì
z = b, â èíîì ñëó÷àå ïîëîæèì z = c. Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû vx1 , vx2 ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè
â LF , à çíà÷èò â LF ′ , è a 6 c, b 6 c, òî óêàçàííîå ïðèñâîåíèå íåïðîòèâîðå÷èâî. Îáîçíà÷èì
÷åðåç p′′ ïðåäèêàò, ðåàëèçóåìûé ôîðìóëîé F ′. Îòìåòèì, ÷òî ïðåäèêàò p′, ïîëó÷àåòñÿ èç p′′

ïðîåêöèÿìè ïî âñåì ïåðåìåííûì, êðîìå x1, x2. Ìû ïîñòðîèëè íàáîð, íà êîòîðîì ïðåäèêàò p′′

èñòèíåí, ïðè ýòîì x1 = a, x2 = b. Ïîëó÷àåì, ÷òî p′(a, b) = TRUE.
Èòàê, p′ = pmax. Ïîëó÷àåì, ÷òî pmax ∈ [p]. Ïî ëåììå 1 ïîëó÷àåì, ÷òî B ⊆ C.
Åñëè áû ñóùåñòâîâàë ïðåäïîëíûé êëàññ D îòëè÷íûé îò C, òàêîé ÷òî MH ⊂ D, òî ïî

äîêàçàííîìó ìû áû ïîëó÷èëè D ⊆ C. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò åäèíñòâåííîñòü
ïðåäïîëíîãî êëàññà C.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîé íàäñòðóêòóðû êëàññà MH (íà-

ïîìíèì, H èìååò åäèíñòâåííûé ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò), âñå ïðåäèêàòíî-îïèñóåìûå êëàññû
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íàõîäÿòñÿ ââåðõó íàäðåøåòêè MH , à íå ÿâëÿþùèåñÿ ïðåäèêàòíî-îïèñóåìûìè � ïîä íèìè.
Ïðè÷åì íàäðåøåòêà MH , åñëè íå ðàññìàòðèâàòü ñàì êëàññ MH è âñå Pk, âñåãäà èìååò åäèí-
ñòâåííûå ìèíèìàëüíûé è ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíòû � ñîîòâåòñòâåííî êëàññû A è C.

4 Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íàëè÷èÿ áåñêîíå÷íîé
íàäñòðóêòóðû ó êëàññà MH

Òåïåðü äîêàæåì òåîðåìó, îïèñûâàþùóþ íåêîòîðîå ñåìåéñòâî êëàññîâ ìîíîòîííûõ ôóíê-
öèé, íàäñòðóêòóðà êîòîðûõ çàâåäîìî êîíå÷íà.

×åðåç Li,j áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî ×ÓÌ, èìåþùèõ i ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ è j
ìèíèìàëüíûõ.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ×ÓÌ H èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Ek, ïðèíàäëåæàùåå ìíîæåñòâó
Ls,1. Ïóñòü h1, . . . , hs � âñå ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà H.

ÏóñòüWi � íåêîòîðîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâàW = {1, . . . , s}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
HWi ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ d ∈ H òàêèõ, ÷òî d 6 hj
äëÿ ëþáîãî j ∈ Wi è d 66 hj , åñëè j /∈ Wi. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ b1, b2 ∈ HWi âûïîëíåíî
b1 6 b2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b1 6 b2 â H.

Îïðåäåëåíèå 14. Ìíîæåñòâî H ∈ Ls,1 íàçîâåì ïðîñòûì, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

1. Äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà Wi ìíîæåñòâà W ìíîæåñòâî HWi íåïóñòî.

2. Êàæäîå ìíîæåñòâî HWi èìååò åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò MWi .

3. Åñëè Wi ⊆Wj , òî MWi > MWj äëÿ ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ Wi,Wj ìíîæåñòâà W .

Îïðåäåëåíèå 15. Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ {a1, . . . , ar}, íå èìåþùèõ îáùåãî ìàêñèìóìà â
H, áóäåì íàçûâàòü òóïèêîâûì, åñëè ïðè âû÷åðêèâàíèè èç íåãî ëþáîãî ýëåìåíòà îñòàâøèåñÿ
îáëàäàþò îáùèì ìàêñèìóìîì â H.

Òåîðåìà 2.

1. Ëþáîé êëàññ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ïðîñòîå ×ÓÌ, èìååò êîíå÷íóþ íàä-
ñòðóêòóðó.

2. Ìåñòíîñòü ïðîèçâîëüíîãî íåâûðîæäåííîãî ïðåäèêàòà p ∈ [RH ], ãäå H � ïðîñòîå ìíî-
æåñòâî, íå ïðåâîñõîäèò ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè òóïèêîâîãî ïîäìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ èç
H, íå èìåþùèõ îáùåãî ìàêñèìóìà.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü H ∈ Ls,1 � ïðîñòîå ×ÓÌ. Ðàññìîòðèì ìîíîòîííûé êëàññ MH =
PolRH . Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ïðåäèêàò p ∈ [RH ] òàêîé, ÷òî Pol p 6= MH è Pol p 6= Pk. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïðåäèêàò p íå ìîæåò áûòü òîæäåñòâåííî èñòèííûì. Èç ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî
ìåñòíîñòü p áîëüøå åäèíèöû. Ñóùåñòâóåò íàáîð ã òàêîé, ÷òî p(ã) = FALSE.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ôîðìóëó F , ðåàëèçóþùóþ ïðåäèêàò p íàä {RH}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
LF ×ÓÌ ôîðìóëû F . Ñîãëàñíî ëåììå 16 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ìèíèìàëüíûå ýëåìåíòû
LF è òîëüêî îíè ñîîòâåòñòâóþò ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì ôîðìóëû F . Îáîçíà÷èì óêàçàííûå
ýëåìåíòû ÷åðåç vx1 , . . . , vxn .

Äàëåå ïðèñâîèì âñåì ïåðåìåííûì ôîðìóëû F çíà÷åíèÿ òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáûõ äâóõ ïåðå-
ìåííûõ z1, z2, ïðèíÿâøèõ çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî b1, b2, è òàêèõ, ÷òî vz1 6 vz2 â LF , âûïîë-
íÿëîñü b1 6 b2 â H.

Âñåì ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì xi ïðèñâîèì çíà÷åíèÿ ai, êîòîðûå îíè ïðèíèìàþò â p(ã).
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò vy ∈ LF , ñîîòâåòñòâóþùèé ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé
y. Ïóñòü xi1 , . . . , xir � âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå ôîðìóëû F òàêèå, ÷òî vxij

< vy (òî åñòü, èíû-
ìè ñëîâàìè, ïåðåìåííîé y òðåáóåòñÿ ïðèñâîèòü çíà÷åíèå, ïðåâîñõîäÿùåå çíà÷åíèÿ ñâîáîäíûõ
ïåðåìåííûõ xi1 , . . . , xir). Êàæäûé êîìïîíåíò aij íàáîðà ã ïðèíàäëåæèò êàêîìó-òî îäíîìó ìíî-
æåñòâó HWij

(ýòî ìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ñ êàêèìè ìàêñèìàëüíûìè ýëåìåíòàìè ×ÓÌ
H ñðàâíèì ýëåìåíò aij ).
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Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà Wi1 , . . . ,Wir . Åñëè èõ ïåðåñå÷åíèå W ′y =
r⋂
j=1

Wij íåïóñòî, òî ïðè-

ñâîèì ïåðåìåííîé y çíà÷åíèå MW ′y (ïî îïðåäåëåíèþ ïðîñòîãî ìíîæåñòâà óêàííûé ìàêñèìàëü-
íûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà HW ′y íàéäåòñÿ äëÿ ëþáîãî W ′y). Îòìåòèì, ÷òî W

′
y � ìíîæåñòâî íî-

ìåðîâ ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ×ÓÌ H, êîòîðûå áîëüøå êàæäîãî èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
{ai1 , . . . , air}.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ y ïåðåñå÷åíèå W ′y îêàçàëîñü íåïóñòûì. Â
ýòîì ñëó÷àå ïðèñâîèì çíà÷åíèÿ MW ′y âñåì ñâÿçàííûì ïåðåìåííûì ôîðìóëû F .

Ðàññìîòðèì äâå ïðîèçâîëüíûå ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå y1, y2 òàêèå, ÷òî vy1 6 vy2 â ×ÓÌ LF .
Ïóñòü óêàçàííûå äâå ïåðåìåííûå ïðèíÿëè çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî b1 è b2. Ïóñòü xi1 , . . . , xir
� âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå, ýëåìåíòû LF ñîîòâåòñòâóþùèå êîòîðûì ìåíüøå ýëåìåíòà vy2 .
Åñëè ìû ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íîå ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ äëÿ vy1 , òî îíî áóäåò âëî-
æåíî â ìíîæåñòâî {xi1 , . . . , xir}. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî W ′y2 ⊆ W

′
y1 . Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîñòîãî

ìíîæåñòâà ïîëó÷èì, ÷òî MW ′y2
> MW ′y1

, òî åñòü äëÿ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ âûïîëíåíî d1 6 d2.
Âîçüìåì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ ñâîáîäíóþ ïåðåìåííóþ xi è ñâÿçàííóþ ïåðåìåííóþ y òàêóþ,

÷òî vxi < vy. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå îïèñàííîãî âûøå ïðèñâîåíèÿ ïåðåìåííàÿ y ïðèíÿëà çíà÷å-
íèå d. Ýòî çíà÷åíèå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà
HW ′y , ãäå W

′
y � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà W . Ïóñòü ýëåìåíò ai ∈ H (ýòî çíà÷åíèå ïåðåìåííîé

xi) ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó HWi , ãäåWi � ïîäìíîæåñòâîW . Ïî ïîñòðîåíèþ ìíî-
æåñòâî W ′y áûëî ïîëó÷åíî ïåðåñå÷åíèåì, â êîòîðîå âõîäèò ìíîæåñòâî Wi. Îòñþäà ïîëó÷àåì,
÷òî W ′y ⊆Wi. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî MW ′y > MWi , òî åñòü d > ai.

Èòàê, ìû ïðèñâîèëè âñåì ïåðåìåííûì ôîðìóëû F çíà÷åíèÿ òàê, ÷òî p(ã) = TRUE (ïî-
ñêîëüêó ìû ïðèñâîèëè ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì ïîäõîäÿùèå êîìïîíåíòû íàáîðà ã è ïîêàçàëè,
÷òî ñóùåñòâóþò ïîäõîäÿùèå çíà÷åíèÿ äëÿ ñâÿçàííûõ ïåðåìåííûõ) ïðè óñëîâèè, ÷òî äëÿ êàæ-
äîé ñâÿçàííîé ïåðåìåííîé ôîðìóëû F ïîäìíîæåñòâî W ′y íåïóñòî.

Ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëîæèëè p(ã) = FALSE, ïîëó÷àåì, ÷òî îáÿçàòåëüíî äîëæíà íàé-
òèñü ñâÿçàííàÿ ïåðåìåííàÿ y òàêàÿ, ÷òî W ′y = ∅. Íî ïî îïðåäåëåíèþ W ′y èç ýòîãî ñëåäóåò
ñóùåñòâîâàíèå ýëåìåíòîâ ai1 , . . . , air , êîòîðûå íå èìåþò îáùåãî ìàêñèìóìà â ×ÓÌ H, à ïåðå-
ìåííîé y òðåáóåòñÿ ïðèñâîèòü çíà÷åíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óêàçàííûì ìàêñèìóìîì. Èç ìíî-
æåñòâà ai1 , . . . , air ìîæíî âûáðàòü íåêîòîðîå òóïèêîâîå ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ aj1 , . . . , ajq ,
íå èìåþùèõ ìàêñèìóìà â H. Çàìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó âñå ýëåìåíòû aj1 , . . . , ajq äîëæíû áûòü
ðàçëè÷íû (èíà÷å ýòî áóäåò íå òóïèêîâîå ìíîæåñòâî), òî ìîùíîñòü q ìíîæåñòâà {aj1 , . . . , ajq}
íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà ýëåìåíòîâ ×ÓÌ H, òî åñòü k.

Ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ïðîåêöèè ïðåäèêàòà p ïî âñåì ïåðåìåííûì, êðîìå xj1 , . . . , xjq , ïîëó-
÷èì íîâûé ïðåäèêàò p′, ëîæíûé íà íàáîðå (aj1 , . . . , ajq), ïîñêîëüêó â ôîðìóëå F ′, ïîëó÷åí-
íîé óêàçàííîé ïðîåêöèåé èç F , òàêæå áóäåò òðåáîâàòüñÿ ýëåìåíò, ÿâëÿþùèéñÿ ìàêñèìóìîì
aj1 , . . . , ajq . Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè íàáîðà ã îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âî ìíîæåñòâå [RH ] íå ìîæåò
áûòü íè îäíîãî íåâûðîæäåííîãî ïðåäèêàòà ìåñòíîñòè, ïðåâîñõîäÿùåé ìîùíîñòü ðàññìàòðè-
âàåìîãî òóïèêîâîãî ìíîæåñòâà, òî åñòü k (äëÿ íåâûðîæäåííîãî ïðåäèêàòà p òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
äëÿ åãî ïðîåêöèè ïî ëþáîé ïåðåìåííîé âûïîëíÿëîñü ∃yp(a1, . . . , ai−1, y, ai+1, . . . , an) = TRUE
äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà ã òàêîãî, ÷òî p(ã) = FALSE). Ýòèì ìû äîêàçàëè âòîðîé ïóíêò.

Ïîñêîëüêó ÷èñëî k ôèêñèðîâàíî, òî ÷èñëî íåâûðîæäåííûõ ïðåäèêàòîâ p ∈ [R] êîíå÷íî.
Íî òîãäà è êîíå÷íî ÷èñëî êëàññîâ A(T1) (ñì. îïðåäåëåíèå 11).

Ïî ëåììå 13 ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî êëàññîâ, ñîäåðæàùèõ MH , êîíå÷íî.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Äàëåå îïèøåì íåêîòîðûå ñåìåéñòâà êëàññîâ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ óäàåòñÿ

óñòàíîâèòü íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå íàëè÷èÿ áåñêîíå÷íîé íàäñòðóêòóðû.
Âíà÷àëå ðàññìîòðèì êëàññû ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, íàèáîëåå áëèçêèå ê ïðåäïîëíûì, �

ñîõðàíÿþùèå ×ÓÌ ñ äâóìÿ ìàêñèìàëüíûìè ýëåìåíòàìè è åäèíñòâåííûì ìèíèìàëüíûì. Òàêîå
ñåìåéñòâî êëàññîâ óæå îáëàäàåò äîñòàòî÷íî èíòåðåñíûìè ñâîéñòâàìè.

×åðåç H1 áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åòûðåõýëåìåíòíîå ×ÓÌ, ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ êîòîðîãî
{0, 1, 2, 3}. Â H1 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îòíîøåíèÿ: 0 > 1, 0 > 2, 3 > 1, 3 > 2, ýëåìåíòû
0, 3 íåñðàâíèìû, ýëåìåíòû 1, 2 òàêæå íåñðàâíèìû.

Îïðåäåëåíèå 16. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k îáîçíà÷èì ÷åðåç Q1
k ìíîæåñòâî ×ÓÌ H ∈ L21,
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ñîñòàâëåííûõ èç ýëåìåíòîâ Ek òàêèõ, ÷òî ×ÓÌ H ñîäåðæèò ïîäìíîæåñòâî H1, ïðè÷åì âî
ìíîæåñòâå H ïàðû ýëåìåíòîâ 0, 3 è 1, 2 îñòàþòñÿ íåñðàâíèìûìè, íå ïîÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòà a
òàêîãî, ÷òî a 6 0, 3 è a > 1, 2, è ýëåìåíòû 0, 3 ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûìè â H.

Äàëåå äëÿ ïðîñòîòû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç 0, 3, 1, 2 ýëåìåíòû êàê ìíîæåñòâà H1, òàê è
ìíîæåñòâà H (èìåÿ â âèäó òå ýëåìåíòû, êîòîðûå ïîëó÷èëèñü ïðè âëîæåíèè ìíîæåñòâà H1 èç
îäíîèìåííûõ ýëåìåíòîâ óêàçàííîãî ìíîæåñòâà). Èç êîíòåêñòà áóäåò ïîíÿòíî, î êàêèõ èìåííî
ýëåìåíòàõ èäåò ðå÷ü.

Ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: pmax(x1, x2) = ∃yR(x1, y)&R(x2, y).
Òåîðåìà 3. Äëÿ òîãî, ÷òîáû â Pk êëàññ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé MH , ãäå H ∈ L2,1, îáëàäàë

áåñêîíå÷íîé íàäñòðóêòóðîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ×ÓÌH ∈ Q1
k. Â ñëó÷àå êîíå÷íîé

íàäñòðóêòóðû êëàññ MH ñîäåðæèòñÿ òîëüêî â êëàññàõ Pol pmax ∈ C è Pk.
Äîêàçàòåëüñòâî Åñëè H ∈ Q1

k, òî åñòü ïîäìíîæåñòâî H1 ïðèñóòñòâóåò â ìíîæåñòâå H è
âûïîëíåíû óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ 16, òî èç [1] ïîëó÷àåì, ÷òî íàäñòðóêòóðà êëàññà MH áåñêî-
íå÷íà.

Ïóñòü òåïåðü H /∈ Q1
k.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç h1, h2 ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà H. Ïóñòü H{1,2} � ïîäìíîæå-
ñòâî ìíîæåñòâà H, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ b, òàêèõ ÷òî b 6 h1 è b 6 h2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ b1, b2 â H{1,2} âûïîëíåíî b1 6 b2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà b1 6 b2
â H.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî H{1,2} èìååò áîëåå äâóõ ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ïóñòü
c1, c2 � äâà ðàçëè÷íûõ ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòà H{1,2}. Ðàññìîòðèì ÷åòâåðêó h1, h2, c1, c2. Ïî-
ñêîëüêó c1, c2 ∈ H{1,2}, òî c1, c2 6 h1 è c1, c2 6 h2. Ïî îïðåäåëåíèþ ýëåìåíòû c1, c2 íåñðàâíèìû,
ýëåìåíòû h1, h2 òàêæå íåñðàâíèìû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ×ÓÌ H íàéäåòñÿ ýëåìåíò a òàêîé,
÷òî a 6 h1, h2 è a > c1, c2. Íî òîãäà a ∈ H{1,2}, è ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî c1, c2
� ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà H{1,2}. Èòàê, ðàññìàòðèâàåìàÿ ÷åòâåðêà îáðàçóåò ìíî-
æåñòâî H1 (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîìåòîê), è H ∈ Q1

k. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî
ìíîæåñòâî H{1,2} èìååò åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç M{1,2}.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî H{1,2} íåïóñòî, åìó ïî êðàéíåé ìåðå ïðèíàäëåæèò åäèíñòâåííûé
ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ×ÓÌ H. Ëþáîé ýëåìåíò b ∈ H \ H{1,2} ëèáî ìåíüøå h1 � ìíîæåñòâî
òàêèõ ýëåìåíòîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç H{1} , ëèáî ìåíüøå h2 � ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâî ýòèõ
ýëåìåíòîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç H{2} (îïÿòü áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â H{1} è H{2} ñîõðàíèëèñü âñå
îòíîøåíèÿ ìåæäó ýëåìåíòàìè, êîòîðûå áûëè â H).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ìíîæåñòâî H � ïðîñòîå. Ïîñêîëüêó H èìååò äâà ìàêñèìàëüíûõ
ýëåìåíòà, òî ìíîæåñòâî W èìååò âèä {1, 2}. Âñå åãî íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà ñóòü W1 = {1},
W2 = {2}, W3 = {1, 2}. Êàæäîå èç ìíîæåñòâ HWi íåïóñòî (H{1,2} ñîäåðæèò ìèíèìàëüíûé
ýëåìåíò ×ÓÌ H, à H{1}, H{2} ñîäåðæàò ïî êðàéíåé ìåðå ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà
H), èìååò åäèíñòâåííûé ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò (äëÿ H{1,2} ýòî M{1,2}, à äëÿ H{1}, H{2} �
ñîîòâåòñòâåííî M{1} = h1 è M{2} = h2). Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå W1,W2 ⊆W3. Íî, êàê óæå
áûëî ïîêàçàíî, M{1,2} 6 M{1}, M{1,2} 6 M{2}. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî H �
ïðîñòîå. Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî êëàññ MH îáëàäàåò êîíå÷íîé íàäñòðóêòóðîé.

Â òåîðåìå 2 áûëî äîêàçàíî, ÷òî ìåñòíîñòü ëþáîãî íåâûðîæäåííîãî ïðåäèêàòà p ∈ [RH ] íå
ïðåâîñõîäèò ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Rs = {a1, . . . , as} ýëåìåíòîâ ai ∈ H òàêîãî,
÷òî a1, . . . , as íå èìåþò îáùåãî ìàêñèìóìà â H, íî ïðè âû÷åðêèâàíèè ëþáîãî ýëåìåíòà èç Rs
îñòàâøååñÿ ìíîæåñòâî èìååò îáùèé ìàêñèìóì â H.

Çàìåòèì, ÷òî, åñëè ìíîæåñòâî Rs èìååò îáùèé ìàêñèìóì, òî îíî èìååò îáùèé ìàêñèìóì,
ÿâëÿþùèéñÿ ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì ×ÓÌ H.

Èçó÷èì òåïåðü âîïðîñ, êàêèì ìîæåò áûòü ÷èñëî s â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî Rs ñîäåðæèò ýëåìåíòû ìíîæåñòâà H{1,2}. Âûáðîñèì èõ èç

Rs, îáîçíà÷èì ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî ÷åðåç R′s. Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ âñå ýëåìåíòû ìíî-
æåñòâà R′s äîëæíû èìåòü îáùèé ìàêñèìóì â H. Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå ýòèì îáùèì ìàêñè-
ìóìîì â ÷àñòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò h1 èëè h2. Íî, ïîñêîëüêó âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà H{1,2}
ìåíüøå îáîèõ ýëåìåíòîâ h1, h2, òî âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Rs èìåþò òîò æå îáùèé ìàêñè-
ìóì, ÷òî è ýëåìåíòû ìíîæåñòâà R′s. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî Rs
íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà H{1,2}.
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî Rs ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà èç ìíîæåñòâà H{1} (H{2}).
Óäàëèì óêàçàííûå ýëåìåíòû èç ìíîæåñòâà Rs, îñòàâèâ åäèíñòâåííûé ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà
H{1} (H{2}). Ñíîâà îáîçíà÷èì ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî ÷åðåç R′s. Ïî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ
âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà R′s äîëæíû èìåòü îáùèé ìàêñèìóì â H. Êàê ïîêàçàíî âûøå, â ýòîì
ñëó÷àå ìû ìîæåì âçÿòü ìàêñèìóì èç ÷èñëà ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà H, òî åñòü
èç ìíîæåñòâà {h1, h2}. Íî ìíîæåñòâî R′s ñîäåðæèò ýëåìåíò èç H{1} (H{2}), íåñðàâíèìûé ñ h2

(h1), ïîýòîìó âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà R′s èìåþò îáùèé ìàêñèìóì h1 (ñîîòâåòñòâåííî, h2). Íî
òîãäà óêàçàííûé ìàêñèìóì èìåþò è âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Rs. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî Rs ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ b1, b2 òàêèõ, ÷òî b1 ∈ H{1}, b2 ∈ H{2}.

Ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîèçâîëüíûé íåâûðîæäåííûé ïðåäèêàò p ∈ [RH ] èìååò ìåñòíîñòü 2 (ïî
ëåììå 3 îäíîìåñòíûå ïðåäèêàòû p ∈ [RH ] âñåãäà âûðîæäåíû), è â åãî ôîðìóëå F åñòü ïå-
ðåìåííàÿ y, êîòîðàÿ äîëæíà ïðèíÿòü çíà÷åíèå, ÿâëÿþùååñÿ ìàêñèìóìîì çíà÷åíèé, êîòîðûå
ïðèíèìàþò ïåðåìåííûå ïðåäèêàòà. Ïî ëåììå 16 áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ×ÓÌ LF âñå ìèíèìàëü-
íûå ýëåìåíòû è òîëüêî îíè ñîîòâåòñòâóþò ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì F .

Ïîêàæåì, ÷òî p(x1, x2) = pmax(x1, x2) = ∃yRH(x1, y)&RH(x2, y).
Åñëè p(a1, a2) = TRUE, òî ýëåìåíòû a1, a2 èìåþò ìàêñèìóì b â ×ÓÌ H, ñëåäîâàòåëüíî,

pmax(a1, a2) = TRUE. Åñëè æå pmax(a1, a2) = TRUE, òî îïÿòü ïîëó÷àåì, ÷òî ýëåìåíòû a1, a2

èìåþò ìàêñèìóì b â ×ÓÌ H. Ïðèäàäèì âñåì ñâÿçàííûì ïåðåìåííûì ôîðìóëû F çíà÷åíèå
b. Ïîñêîëüêó âñå ýëåìåíòû LF , ñîîòâåòñòâóþùèå ñâÿçàííûì ïåðåìåííûì, áîëüøå ýëåìåíòîâ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîáîäíûì, òî ïîëó÷èì p(a1, a2) = TRUE.

Èòàê, âî ìíîæåñòâå [RH ] åñòü òîëüêî îäèí íåâûðîæäåííûé ïðåäèêàò pmax.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êëàññ A ⊃ MH , A 6= Pk. Ïîñêîëüêó, êàê ìû óæå äîêàçàëè,

íàäñòðóêòóðà MH êîíå÷íà, òî êëàññ A ïðåäèêàòíî-îïèñóåì. Ïóñòü A = Pol p. Ïî ëåììå 12
êëàññ A ïðåäñòàâèì ïåðåñå÷åíèåì êëàññîâ âèäà Pol pi, ãäå pi � ïðåäèêàòû èç ñåìåéñòâà T1, òî
åñòü íåâûðîæäåííûå ïðåäèêàòû. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî A = Pol pmax.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ðàññìîòðèì âîïðîñ î íåîãðàíè÷åííîñòè êîíå÷íîé íàäñòðóêòóðû ìîíîòîííûõ êëàññîâ.
Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà n > 0 ñóùåñòâóåò k-çíà÷íàÿ ëîãèêà Pk ñ ìîíîòîííûì êëàñ-

ñîì MH òàêèì, ÷òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êëàññîâ B, óäîâëåòâîðÿþùèõ MH ⊂ B ⊂ Pk, êîíå÷íî,
íî ïðåâîñõîäèò ÷èñëî n.

Äîêàçàòåëüñòâî Çàôèêñèðóåì ÷èñëî n > 0. Âîçüìåì s = n+ 1. Ïóñòü Hs � ïðîñòîå ×ÓÌ,
ïðèíàäëåæàùåå ñåìåéñòâó Ls,1, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà Wi ìíîæåñòâà
W = {0, 1, . . . , s} ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî HWi ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà MWi .

Ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî Hs ñîäåðæèò s ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ,
(
s
2

)
ýëåìåíòà MWi ,

ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóõýëåìåíòíûì ìíîæåñòâàìWi,
(
s
3

)
ýëåìåíòàMWi , ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåõ-

ýëåìåíòíûì ìíîæåñòâàìWi è òàê äàëåå. Åäèíñòâåííûì ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì Hs ÿâëÿåòñÿ
MW , òî åñòü ýëåìåíò, ìåíüøèé âñåõ ìàêñèìóìîâ h1, . . . , hs. Èòàê, ÷èñëî ýëåìåíòîâ â Hs ðàâíî
s +

(
s
2

)
+
(
s
3

)
+ . . . +

(
s
s−1

)
+
(
s
s

)
= 2s − 1. ×ÓÌ Hs ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé s-ìåðíûé áóëåâ êóá ñ

óäàëåííûì ìàêñèìàëüíûì ýëåìåíòîì.
Ðàññìîòðèì k-çíà÷íóþ ëîãèêó, ãäå k = 2s − 1 = 2n+1 − 1, è êëàññ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé

MHs , ñîõðàíÿþùèõ ×ÓÌ Hs. Ïîñêîëüêó ×ÓÌ Hs � ïðîñòîå, òî ïî òåîðåìå 2 ïîëó÷àåì, ÷òî
íàäñòðóêòóðà MHs êîíå÷íà. Êàê è ðàíüøå, ÷åðåç R áóäåì îáîçíà÷àòü äâóõìåñòíûé ïðåäèêàò,
çàäàþùèé êëàññ MHs .

Ðàññìîòðèì ïðåäèêàò plmax(x1, . . . , xl) äëÿ l > 1. Ïîëîæèì plmax(a1, . . . , al) = TRUE òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýëåìåíòû a1, . . . , al èìåþò îáùèé ìàêñèìóì â H.

Óêàçàííûå ïðåäèêàòû ìîæíî ðåàëèçîâàòü ôîðìóëîé íàä {R} ñëåäóþùèì îáðàçîì:

plmax(x1, . . . , xl) = ∃yR(x1, y)&R(x2, y)& . . .&R(xl, y). (6)

Ïîëó÷àåì, ÷òî plmax(x̃) ∈ [R] äëÿ ëþáîãî l > 1.
Ðàññìîòðèì ïðåäèêàò p′(x1, . . . , xl−1) = ∃yplmax(x1, . . . , xl−1, y), ãäå l > 2. Ïîêàæåì, ÷òî

p′ = pl−1
max.

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà b̃ = (b1, . . . , bl−1) ñïðàâåäëèâî pl−1
max(b1, . . . , bl−1) = TRUE. Ïî

îïðåäåëåíèþ ïðåäèêàòà plmax ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýëåìåíòû b1, . . . , bl−1 èìåþò îáùèé ìàêñèìóì
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d â Hs. Íî ýòîò æå ýëåìåíò d ÿâëÿåòñÿ îáùèì ìàêñèìóìîì ýëåìåíòîâ b1, . . . , bl−1,MW , îòêóäà
ïîëó÷àåì, ÷òî plmax(b1, . . . , bl−1,MW ) = TRUE. Ñëåäîâàòåëüíî p′(b1, . . . , bl−1) = TRUE.

Åñëè æå p′(b1, . . . , bl−1) = TRUE, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò a ∈ Hs òàêîé, ÷òî ñèñòåìà
b1, . . . , bl−1, a èìååò îáùèé ìàêñèìóì d â ×ÓÌ Hs. Íî òîãäà ýëåìåíò d ÿâëÿåòñÿ è îáùèì
ìàêñèìóìîì ñèñòåìû b1, . . . , bl−1. Ñëåäîâàòåëüíî pl−1

max(b1, . . . , bl−1) = TRUE.
Èòàê, p′ = pl−1

max. Ïîñêîëüêó âñå ïåðåìåííûå ïðåäèêàòà plmax ñèììåòðè÷íû (òî åñòü ïðå-
äèêàò plmax íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïðîèçâîëüíîé ïåðåñòàíîâêå ïåðåìåííûõ), òî ëþáàÿ ïðîåêöèÿ
plmax ïî îäíîé ïåðåìåííîé äàåò ïðåäèêàò pl−1

max. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ ïðå-
äèêàòà Ψ(plmax)(x1, . . . , xl) ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêöèåé l ïðåäèêàòîâ pl−1

max(z1, . . . , zl−1), ãäå ïåðå-
ìåííûå z1, . . . , zl−1 ïðîáåãàþò âñåâîçìîæíûå ïîäìíîæåñòâà èç l − 1 ïåðåìåííûõ èç ñïèñêà
{x1, x2, . . . , xl}. Ïîëó÷àåì, ÷òî óñëîâèÿì plmax(ã) = FALSE, Ψ(plmax)(ã) = TRUE óäîâëåòâî-
ðÿþò âñå íàáîðû ã = (a1, . . . , al) òàêèå, ÷òî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ {a1, . . . , al} íå èìååò îáùåãî
ìàêñèìóìà â ×ÓÌ Hs, à ëþáîå åãî ïîäìíîæåñòâî èç l − 1 ýëåìåíòà èìååò îáùèé ìàêñèìóì.

Ïîñêîëüêó ×ÓÌ ôîðìóëû (6), çàäàþùåé ïðåäèêàò plmax, íå ñîäåðæèò ñðàâíèìûõ ýëåìåí-
òîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîáîäíûì ïåðåìåííûì, òî, ñîãëàñíî ëåììå 8, êëàññû Pol plmax îòëè÷íû
îòMHs . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî pl−1

max ∈ [plmax] äëÿ ëþáîãî l > 2. Ïîëó÷àåì,
÷òî äëÿ ëþáîãî l > 2 ïðåäèêàò p2

max ∈ [plmax]. Ïî ëåììå 1 ïîëó÷àåì, ÷òî Pol plmax ⊆ Pol p2
max.

Ïîñêîëüêó ×ÓÌ Hs èìååò åäèíñòâåííûé ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò, òî ïî òåîðåìå 1 ïîëó÷àåì,
÷òî êëàññ MHs ñîäåðæèòñÿ â åäèíñòâåííîì ïðåäïîëíîì êëàññå Pol p2

max. Èòàê, ïîëó÷àåì

Pol plmax ⊆ Pol pl−1
max ⊆ . . . ⊆ Pol p2

max ⊂ Pk.

Ïîëó÷àåì, ÷òî âñå êëàññû Pol plmax îòëè÷íû îò Pk.
Ïîêàæåì äàëåå, ÷òî êëàññû Polprmax ðàçëè÷íû äëÿ 2 6 r 6 s.
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî r òàêîå, ÷òî 2 6 r 6 s. Ðàññìîòðèì r ðàçëè÷íûõ ìàê-

ñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ×ÓÌ Hs. Ïóñòü W ′ � ìíîæåñòâî íîìåðîâ óêàçàííûõ ìàêñèìàëüíûõ
ýëåìåíòîâ. Âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå W ′ ⊆ W . Âîçüìåì âñåâîçìîæíûå (r − 1)-ýëåìåíòíûå
ïîäìíîæåñòâà W ′i ìíîæåñòâà W

′. Âñåãî èõ
(
r
r−1

)
= r øòóê. Ñîîòâåòñòâóþùèå åäèíñòâåííûå

ýëåìåíòû ìíîæåñòâ HW ′i
îáîçíà÷èì ÷åðåç b1, . . . , br.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â Hs ñóùåñòâóåò îáùèé ìàêñèìóì ýëåìåíòîâ b1, . . . , br. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ó ýëåìåíòîâ b1, . . . , br ñóùåñòâóåò îáùèé ìàêñèìóì, ÿâëÿþùèéñÿ ìàêñèìàëüíûì ýëåìåí-
òîì ×ÓÌ Hs. Ïî îïðåäåëåíèþ Hs êàæäûé ýëåìåíò a ∈ HWi ìåíüøå èëè ðàâåí ìàêñèìàëüíûì
ýëåìåíòàì ñ íîìåðàìè èç ìíîæåñòâàWi è íåñðàâíèì ñ îñòàëüíûìè ìàêñèìóìàìè Hs. Ñîãëàñíî
âûáîðó ýëåìåíòîâ b1, . . . , br, ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìíîæåñòâàW ′i (íàïîìíèì, ýòî âñåâîçìîæíûå
(r − 1)-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà r-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà W ′) íå èìåþò ýëåìåíòà, ïðèíàä-
ëåæàùåãî âñåì ìíîæåñòâàì W ′1, . . . ,W

′
r. Ïîëó÷àåì, ÷òî ýëåìåíòû b1, . . . , br íå èìåþò îáùåãî

ìàêñèìóìà â Hs.
Ðàññìîòðèì ëþáîå ïîäìíîæåñòâî {b1, . . . , br} èç (r−1) ýëåìåíòà. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè

áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîäìíîæåñòâî {b1, . . . , br−1}. Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíòó br ñîîòâåòñòâóåò
íåêîòîðîå (r− 1)-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî íîìåðîâ ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ W ′h ⊂W ′. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò j ∈W ′ \W ′h. Ýëåìåíò j äîëæåí âîéòè â (r− 1) ïîäìíîæåñòâî
âèäà W ′i . Ïîñêîëüêó âñåãî óêàçàííûõ ïîäìíîæåñòâ r øòóê, òî j ïðèíàäëåæèò âñåì ïîäìíî-
æåñòâàì W1,W2, . . . ,Wh−1,Wh+1, . . . ,Wr. Óêàçàííûå ïîäìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì
b1, . . . , br−1. Ïîëó÷àåì, ÷òî ýëåìåíòû b1, . . . , br−1 èìåþò îáùèé ìàêñèìóì hj (ìàêñèìàëüíûé
ýëåìåíò ×ÓÌ Hs ñ íîìåðîì j). Èòàê, ëþáîå (r − 1)-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà
{b1, . . . , br} èìååò îáùèé ìàêñèìóì â Hs.

Îáîçíà÷èì íàáîð b̃ = (b1, . . . , br). Â ñèëó äîêàçàííûõ âûøå ñâîéñòâ ïðåäèêàòîâ plmax, ïîëó-
÷àåì prmax(b̃) = FALSE è Ψ(prmax)(b̃) = TRUE. Ïîëó÷àåì, ÷òî ïðåäèêàòû prmax íåâûðîæäåíû
(2 6 r 6 s).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ ÷èñåë r1, r2 òàêèõ, ÷òî 2 6 r1, r2 6 s, âûïîëíåíî
Pol pr1max = Pol pr2max. Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëû âèäà (6), çàäàþùèå ïðåäèêàòû plmax ïðèíàäëåæàò
ìíîæåñòâó F 1. Ïî ïåðâîìó ïóíêòó ëåììû 7 ïîëó÷àåì, ÷òî pr1max ∈ [pr2max] è pr2max ∈ [pr1max]. Íî ïî
ëåììå 17 ìû íå ìîæåì ðåàëèçîâàòü ôîðìóëîé íåâûðîæäåííûé ïðåäèêàò ìåíüøèé ìåñòíîñòè
èç íåâûðîæäåííîãî ïðåäèêàòà áîëüøåé ìåñòíîñòè. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî
êëàññû Pol psmax,Pol ps−1

max, . . . ,Pol p2
max ðàçëè÷íû.
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Èòàê, ìû ïîñòðîèëè s − 1 = n ðàçëè÷íûõ êëàññîâ, îòëè÷íûõ îò Pk è ñòðîãî ñîäåðæàùèõ
êëàññ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé MHs .

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò ñëîæíîñòü áåñêîíå÷íîé íàäñòðóêòóðû êëàññîâ ìîíîòîí-

íûõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ×ÓÌ ñ åäèíñòâåííûì ìèíèìàëüíûì è äâóìÿ ìàêñèìàëüíûìè
ýëåìåíòàìè.

Òåîðåìà 5. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî H ∈ L2,1 íàäñòðóêòóðà êëàññà MH áåñêîíå÷íà, òî ñóùå-
ñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êëàññîâ, ñîäåðæàùèõ MH è íå ÿâëÿþùèõñÿ ïðåäèêàòíî-
îïèñóåìûìè.

Îïðåäåëåíèå 17. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k îáîçíà÷èì ÷åðåç Q2
k ìíîæåñòâî ×ÓÌ H ∈ L22,

ñîñòàâëåííûõ èç ýëåìåíòîâ Ek, òàêèõ, ÷òî ×ÓÌ H ñîäåðæèò ïîäìíîæåñòâî H1, ïðè÷åì âî
ìíîæåñòâå H íå ïîÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòà a òàêîãî, ÷òî a 6 0, 3 è a > 1, 2; ýëåìåíòû 0, 3 ÿâëÿþòñÿ
ìàêñèìàëüíûìè â H èëè ýëåìåíòû 1, 2 � ìèíèìàëüíûìè.

Òåîðåìó 3 ìîæíî îáîáùèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Òåîðåìà 6. Äëÿ òîãî, ÷òîáû â Pk êëàññ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé MH , ãäå H ∈ L22, îáëàäàë

áåñêîíå÷íîé íàäñòðóêòóðîé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ×ÓÌ H ∈ Q2
k.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò 09-01-00701.
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Êàôåäðà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðîãíîçèðîâàíèÿ

1 Ââåäåíèå

Â èíòåëëåêòóàëüíîì àíàëèçå äàííûõ êëàññè÷åñêèì ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå èíôîðìàöèè
îá îáúåêòàõ â âèäå ïðèçíàêîâûõ îïèñàíèé. Îáùåèçâåñòíû ïðîáëåìû, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè
ïëîõîì íàáîðå ïðèçíàêîâ èëè ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì èõ êîëè÷åñòâå. ×òîáû ñïðàâèòüñÿ ñ
óêàçàííûìè ïðîáëåìàìè, ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå ïîäõîäû, â ÷èñëå êîòîðûõ âûäåëÿþò ìåòî-
äû ïîíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè. Îäèí èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ � ýòî ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò
(Principal components analysis, PCA). Êëàññè÷åñêèé ÌÃÊ [1] ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàí êàê
çàäà÷à àïïðîêñèìàöèè ÷èñëîâûõ ïðèçíàêîâûõ îïèñàíèé îáúåêòîâ, ïðè÷¼ì íà ïðèçíàêè íå íà-
êëàäûâàþòñÿ íèêàêèå äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âñ¼ áîëüøå ïðèêëàäíûõ è òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîò îðèåíòèðîâàíî íà îïè-
ñàíèå íàáîðà îáúåêòîâ íå ïðèçíàêàìè, à ïîïàðíûìè ðàññòîÿíèÿìè ìåæäó îáúåêòàìè. Òàêèå
îïèñàíèÿ íàçûâàþò ìåòðè÷åñêèìè. Ïðè ýòîì âîçíèêàþò è òðåáóþò ðåøåíèÿ ïðîáëåìû, àíà-
ëîãè÷íûå ïðîáëåìàì ïðèçíàêîâûõ îïèñàíèé [2]. Â ðàáîòå ïðåäëîæåí è èññëåäîâàí àíàëîã ìå-
òîäà ãëàâíûõ êîìïîíåíò äëÿ ìåòðè÷åñêèõ îïèñàíèé. Íà ïîëó÷àåìîå íîâîå îïèñàíèå ìàëîé
ðàçìåðíîñòè íàêëàäûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå â âèäå óñëîâèÿ, ÷òî êàæäàÿ íîâàÿ
êîìïîíåíòà îïèñàíèÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü àêñèîìàì ïîëóìåòðèêè. Ðàññìàòðèâàåìûé ìåòîä
íàçâàí ìåòðè÷åñêèì ìåòîäîì ãëàâíûõ êîìïîíåíò.

Äîêàçàíà òåîðåìà î ñîõðàíåíèè êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè ïðè äîáàâëåíèè ìåòðè÷åñêèõ
óñëîâèé, ò.å. äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ íå ñíèæàþò êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè. Ïîêàçàíî, ÷òî
¾ïðèâëåêàòåëüíûå¿ ñâîéñòâà êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà ãëàâíûõ êîìïîíåíò ñîõðàíÿþòñÿ: ãëàâíûå
êîìïîíåíòû ìîæíî âû÷èñëÿòü ÷àñòè÷íî, è îíè ãîäÿòñÿ ñðàçó äëÿ âñåõ ðàçìåðíîñòåé, ãëàâíûå
êîìïîíåíòû îðòîãîíàëüíû è ìîæíî óäîáíî ïåðåõîäèòü îò ñòàðûõ îïèñàíèé ê íîâûì.

Ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòû íà ìîäåëüíûõ è ðåàëüíûõ ìåòðè÷åñêèõ äàííûõ äëÿ àíàëèçà íåîá-
õîäèìîñòè ñâîáîäíîãî ÷ëåíà â ïðåäëîæåííîì ìåòîäå ãëàâíûõ êîìïîíåíò.

2 Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíîå îïðåäåëåíèå ïîëóìåòðèêè.

Îïðåäåëåíèå 2.1 Äëÿ äàííîãî ìíîæåñòâà M ôóíêöèÿ d : M ×M → R íàçûâàåòñÿ ïîëó-
ìåòðèêîé íà M , åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê èç M îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

• d(x, x) = 0

• d(x, y) = d(x, y)

• d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z)

Òî åñòü, â îòëè÷èå îò ìåòðèêè, ðàçëè÷íûå òî÷êè â M ìîãóò íàõîäèòüñÿ íà íóëåâîì ðàññòî-
ÿíèè. Òîò ôàêò, ÷òî ôóíêöèÿ d : M ×M → R ÿâëÿåòñÿ ïîëóìåòðèêîé áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
d ∈MET .

Ïðè ðàáîòå ñ êëàññè÷åñêèìè ïðèçíàêîâûìè îïèñàíèÿìè îïèñàíèåì îáúåêòà ÿâëÿåòñÿ âåê-
òîð çíà÷åíèé ðàçíûõ ïðèçíàêîâ, ïðè ðàáîòå ñ ìåòðè÷åñêèìè îïèñàíèÿìè ïàðà îáúåêòîâ îïè-
ñûâàåòñÿ âåêòîðîì ðàçëè÷íûõ ðàññòîÿíèé [2, 6, 7].
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Îïðåäåëåíèå 2.2 Ìåòðè÷åñêàÿ êîíôèãóðàöèÿ � íàáîð ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé â îäíîé ìåò-
ðèêå íà âûáîðêå.

Îïðåäåëåíèå 2.3 Ìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå � íàáîð îáúåêòîâ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò íàáîð
ìåòðè÷åñêèõ êîíôèãóðàöèé.

Îïðåäåëåíèå 2.4 1̂ � ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà èçîëèðîâàííûõ òî÷åê (ðàññòîÿíèå ìåæäó
ëþáûìè îáúåêòàìè ðàâíî 1).

3 Êëàññè÷åñêèé ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò

Ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò (àíãë. Principal components analysis, PCA) � îäèí èç ñàìûõ
èçâåñòíûõ ñïîñîáîâ ñîêðàòèòü ðàçìåðíîñòü äàííûõ, ïîòåðÿâ íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî èíôîð-
ìàöèè [1, 3, 5]. Îí áûë ïðåäëîæåí Êàðëîì Ïèðñîíîì (àíãë. Karl Pearson) â 1901 ã. è ïðèìå-
íÿåòñÿ âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ, òàêèõ êàê ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ, êîìïüþòåðíîå çðåíèå, ñæàòèå
äàííûõ è ò. ï. Âû÷èñëåíèå ãëàâíûõ êîìïîíåíò ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ñîáñòâåííûõ âåêòî-
ðîâ è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû èñõîäíûõ äàííûõ èëè ê ñèíãóëÿðíîìó
ðàçëîæåíèþ ìàòðèöû äàííûõ. Èíîãäà â ñòàòèñòèêå ñîâìåñòíî óïîìèíàþò ìåòîä ãëàâíûõ êîì-
ïîíåíò (ÌÃÊ) è ïðåîáðàçîâàíèå Êàðõóíåíà-Ëîýâà (àíãë. Karhunen-Loeve) èëè ïðåîáðàçîâàíèå
Õîòåëëèíãà (àíãë. Hotelling transform). Îñíîâíîå îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ÌÃÊ - ìåòîä
îáðàáîòêè ÷èñåë áåç ïðèâëå÷åíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Öåëü ÌÃÊ � àïïðîêñèìèðîâàòü èñõîäíûé íàáîð âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå ìåíüøåé ðàçìåð-
íîñòè. Ò.å. â ëèíåéíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ çàäàííîãî íàáîðà òî÷åê òðåáóåòñÿ íàéòè
òàêîå ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå çàäàííîé ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, ïðîåêöèè èñõîäíûõ òî÷åê íà
êîòîðîå â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ñìûñëå áëèæå âñåãî ê èñõîäíûì òî÷êàì.

Íà ïðàêòèêå ÷àñòî óäà¼òñÿ óïðîñòèòü äàííûå íà ïîðÿäêè: îò 1000 ïåðåìåííûõ ïåðåéòè
âñåãî ê äâóì. Ïðè ýòîì íè÷åãî íå âûáðàñûâàåòñÿ: âñå ïåðåìåííûå ó÷èòûâàþòñÿ. Íåðåäêî èñ-
ñëåäîâàòåëè èíòåðïðåòèðóþò ãëàâíûå êîìïîíåíòû êàê ñêðûòûå ïåðåìåííûå, óïðàâëÿþùèå
óñòðîéñòâîì äàííûõ.

Ôîðìàëüíîå îïèñàíèå Îäíî èç ñòàíäàðòíûõ ïðåäñòàâëåíèé ìîäåëè ÌÃÊ ñëåäóþùåå. Èñ-
õîäíûå äàííûå ïðåäñòàâëåíû â âèäå ìàòðèöû äàííûõ X.

X = (f1 . . . fn) = (x1 . . . xq)
′ =

x11 . . . x1n
...

...
xq1 . . . xqn


ãäå ïðèçíàê fj ∈ Rq è ïðèçíàêîâîå îïèñàíèå îáúåêòà xi ∈ Rn

Ìàòðèöà X ïðèáëèæàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö. Ïî-èíîìó ãîâîðÿ, ïðîâîäèòñÿ ôàêòîðè-
çàöèÿ ìàòðèöû äàííûõ. Ôàêòîðèçàöèÿ çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X ≈ T · P T

ãäå T � ìàòðèöà ñ÷åòîâ èëè íîâûõ îïèñàíèé îáúåêòîâ, P T � ìàòðèöà íàãðóçîê èëè ìàòðèöà
ãëàâíûõ êîìïîíåíò. Óñëîâèìñÿ ñèìâîëîì ≈ îáîçíà÷àòü ïðèáëèæåíèå â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì
ñìûñëå. Îòìåòèì, ÷òî ðàçìåðíîñòü ìàòðèöû T − q × k, à ìàòðèöû P T − k × n, k 6 n.

Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ïðèáëèæåíèå � ýòî ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè, ïðè êîòîðîì êðèòåðèé
áëèçîñòè ìàòðèöû èñõîäíûõ äàííûõ è ïðîèçâåäåíèÿ TP T îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà êâàäðàòîâ
îòêëîíåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ è ýòà ñóììà ìèíèìàëüíà.

Q =
∥∥X − TP ′∥∥2

2
→ min

Òàêæå ìîäåëü ÌÃÊ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âåêòîðíîé çàïèñè. Îòìåòèì, ÷òî ó ÌÃÊ èìååòñÿ
äâå ìîäåëè: ñî ñâîáîäíûì ÷ëåíîì è áåç íåãî. Ïðåäñòàâëåííûå çäåñü ìîäåëè � ñî ñâîáîäíûì
÷ëåíîì.
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X = (f1 . . . fn) ≈
(
~1, g1, . . . , gk

)
× (a0, a1, . . . , ak)

T

ãäå âåêòîð a0 ∈ Rn � ñâîáîäíûé ÷ëåí ìîäåëè ÌÃÊ. a1, . . . , ak ∈ Rn � ãëàâíûå êîìïîíåíòû.
g1, ..., gk ∈ Rq � íîâûå îïèñàíèÿ îáúåêòîâ.

Ñâîéñòâà ìåòîäà ãëàâíûõ êîìïîíåíò Ñâîþ ïîïóëÿðíîñòü ÌÃÊ çàâîåâàë áëàãîäàðÿ ðÿäó
ïîëåçíûõ ñâîéñòâ:

• Ãëàâíûå êîìïîíåíòû îðòîãîíàëüíû

Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü íîâûå îïèñàíèÿ èç ñòàðûõ. Íåò íèêàêîé íåîáõîäèìîñòè âû-
÷èñëÿòü è çàïîìèíàòü âñå êîìïîíåíòû ïðè ïåðåõîäå ê íîâûì îïèñàíèÿì, äîñòàòî÷íî
èñïîëüçîâàòü ëèøü ñòîëüêî, ñêîëüêî óäîâëåòâîðÿåò ðàçìåðíîñòè ïðèáëèæåíèÿ.

• Ãëàâíûå êîìïîíåíòû íå çàâèñÿò îò ðàçìåðíîñòè ïðèáëèæåíèÿ

Ñðàçó íàõîäÿòñÿ âñå ãëàâíûå êîìïîíåíòû, êîòîðûå íå ìåíÿþòñÿ ïðè èçìåíåíèè ðàçìåð-
íîñòè ïðèáëèæåíèÿ.

• Óïîðÿäî÷åííîñòü ïî âêëàäó â îáúÿñíåíèå èñõîäíûõ äàííûõ
Ãëàâíûå êîìïîíåíòû óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ïî èõ âêëàäó â êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè è îïòè-
ìàëüíûì ðåøåíèåì äëÿ ëþáîé ðàçìåðíîñòè áóäåò âûáîð ïåðâûõ êîìïîíåíò.

Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ èññëåäîâàòü àíàëîã ÌÃÊ äëÿ ìåòðè÷åñêèõ îïèñàíèé.

4 Ìåòðè÷åñêèé ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò

4.1 Ìåòðè÷åñêèå îïèñàíèÿ

Ïðè ðàáîòå ñ êëàññè÷åñêèìè ïðèçíàêîâûìè îïèñàíèÿìè îäèí îáúåêò îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì
çíà÷åíèé ðàçíûõ ïðèçíàêîâ. Ïðè ðàáîòå ñ ìåòðè÷åñêèìè îïèñàíèÿìè ïàðà îáúåêòîâ îïèñûâà-
åòñÿ âåêòîðîì ðàçëè÷íûõ ðàññòîÿíèé [7]. ×åðåç n îáîçíà÷èì ÷èñëî ïðèçíàêîâ â ïðèçíàêîâûõ
îïèñàíèÿõ èëè ÷èñëî êîíôèãóðàöèé ñõîäñòâà â ìåòðè÷åñêèõ îïèñàíèÿõ. Ïðèçíàêîâûå îïèñà-
íèÿ âûáîðêè ïðåäñòàâëÿþòñÿ ìàòðèöåé äàííûõ âèäà

X = (f1 . . . fn) = (x1 . . . xq)
′ =

x11 . . . x1n
...

...
xq1 . . . xqn


ãäå ïðèçíàê fj ∈ Rq è ïðèçíàêîâîå îïèñàíèå îáúåêòà xi ∈ Rn. Ìåòðè÷åñêèå îïèñàíèÿ âûáîðêè
ïðåäñòàâëÿþòñÿ ìàòðèöåé äàííûõ âèäà

Y = (ρ̂1 . . . ρ̂n) = (y1 . . . yt)
′ =

y11 . . . y1n
...

...
yt1 . . . ytn


ãäå ρ̂j ∈ Rt è ìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ïàðû îáúåêòîâ yi ∈ Rn.

4.2 Çàäà÷à ìåòðè÷åñêîãî ìåòîäà ãëàâíûõ êîìïîíåíò

×òîáû íèæå áûëî ëåã÷å ïðîâîäèòü àíàëîãèè,íàïîìíèì çàäà÷ó êëàññè÷åñêîãî ÌÃÊ, êî-
òîðóþ ñôîðìóëèðóåì êàê çàäà÷ó àïïðîêñèìàöèè íàáîðà âåêòîðîâ â ëèíåéíîì ìíîãîîáðàçèè
ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Â ëèíåéíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn äëÿ çàäàííîãî íàáîðà òî÷åê
x1, . . . , xq òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå L çàäàííîé ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè k,
ïðîåêöèè èñõîäíûõ òî÷åê íà êîòîðîå â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ñìûñëå áëèæå âñåãî ê èñõîäíûì
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òî÷êàì. Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ çàäàííîé ìàòðèöû ïðèçíàêîâûõ îïèñàíèé X òðåáóåòñÿ íàéòè
òàêèå a0, . . . , ak ∈ Rn, îïðåäåëÿþùèå

Lk = {a0 + g1a1 + · · ·+ gkak|g1, . . . , gk ∈ R} ,

è òàêèå g1, . . . , gk ∈ Rq, êîòîðûå äîñòàâëÿþò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó îøèáêè àïïðîêñèìàöèè

Q =
q∑

i=1

dist2euclid (xi, a0 + g1ia1 + · · ·+ gkiak) =
∥∥X − (1g1 . . . gk)× (a0a1 . . . ak)

′∥∥2

2

Ýòî çàäà÷à áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè. Âåêòîð a0 íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì ÷ëåíîì ìîäåëè ÌÃÊ,
âåêòîðû a1, . . . , ak íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè êîìïîíåíòàìè, âåêòîðû g1, . . . , gk íàçûâàþòñÿ íîâû-
ìè ïðèçíàêàìè è ñîñòàâëÿþò íîâîå ïðèçíàêîâîå îïèñàíèå.

Çàäà÷ó ìåòðè÷åñêîãî ÌÃÊ ñôîðìóëèðóåì êàê çàäà÷ó óñëîâíîé îïòèìèçàöèè.

Çàäà÷à Äëÿ çàäàííîé ìàòðèöû ìåòðè÷åñêèõ îïèñàíèé Y òðåáóåòñÿ íàéòè òàêèå a0, . . . , ak ∈
Rn, îïðåäåëÿþùèå

Lk = {a0 + g1a1 + · · ·+ gkak|g1, . . . , gk ∈ R} ,
è òàêèå r̂1, . . . , r̂k ∈MET , êîòîðûå äîñòàâëÿþò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó îøèáêè àïïðîêñèìàöèè

Q =
∥∥(ρ̂1 . . . ρ̂n)−

(
1̂r̂1 . . . r̂k

)
× (a0a1 . . . ak)

′∥∥2

2

Êîíôèãóðàöèè r̂1, . . . , r̂k íàçûâàþòñÿ íîâûìè ìåòðè÷åñêèìè êîíôèãóðàöèÿìè ñõîäñòâà è ñî-
ñòàâëÿþò íîâîå ìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå. Òàêèì îáðàçîì, åäèíñòâåííûì ñóùåñòâåííûì ðàçëè÷è-
åì çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ìåòðè÷åñêèå òðåáîâàíèÿ íà íîâûå ìåòðè÷åñêèå îïèñàíèÿ.

5 Àíàëèç íåîáõîäèìîñòè ñâîáîäíîãî ÷ëåíà

Êàê èçâåñòíî, äëÿ ìåòîäà ãëàâíûõ êîìïîíåíò ðàñïðîñòðàíåíû äâå îñíîâíûå ìîäåëè: ñî
ñâîáîäíûì ÷ëåíîì è áåç íåãî. Ìîäåëü ÌÃÊ ñî ñâîáîäíûì ÷ëåíîì èìååò âèä:

(ρ̂1, . . . , ρ̂n) ≈
(
1̂, r̂1, . . . , r̂k

)
× (a0, a1, . . . , ak)

T

à áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà �

(ρ̂1, . . . , ρ̂n) ≈ (r̂1, . . . , r̂k)× (a1, . . . , ak)
T

Íàïîìíèì, ÷òî ñâîáîäíûé ÷ëåí ìîäåëè ÌÃÊ ~a0 � ýòî òî÷êà èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ìåò-
ðè÷åñêèõ îïèñàíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íà÷àëó êîîðäèíàò â íîâîì ïðîñòðàíñòâå ìåòðè÷åñêèõ
îïèñàíèé.

Â êëàññè÷åñêîì ÌÃÊ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïðèçíàêîâûõ îïèñàíèé ñâîáîäíûé ÷ëåí îáû÷íî
ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óëó÷øèòü êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè ïðè ìàëûõ ðàçìåðíîñòÿõ. Äåéñòâè-
òåëüíî, â îáùåì ñëó÷àå íåò íèêàêèõ îñíîâàíèé äëÿ òîãî, ÷òîáû âûäåëÿòü îáúåêò ñ íóëåâûì
ïðèçíàêîâûì îïèñàíèåì. Îäíàêî ïðè ðàáîòå ñ ìåòðè÷åñêèìè îïèñàíèÿìè âîçíèêàåò ãèïîòåçà,
÷òî ñâîáîäíûé ÷ëåí íå îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîãî âëèÿíèÿ íà ðåçóëüòàò ôàêòîðèçàöèè. Äåé-
ñòâèòåëüíî, íóëåâîå ìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ìîæíî ñ÷èòàòü òèïè÷íûì, ïîñêîëüêó îíî ñîîòâåò-
ñòâóåò ïàðàì ñîâïàäàþùèõ îáúåêòîâ. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçóìíûì èññëåäîâàòü âîïðîñ
î òîì, íå áóäåò ëè õàðàêòåðíûì äëÿ ìåòðè÷åñêèõ îïèñàíèé âñåãäà èìåòü ïðàêòè÷åñêè íóëå-
âîé ñâîáîäíûé ÷ëåí ïðè èñïîëüçîâàíèè êëàññè÷åñêîãî ÌÃÊ. Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ðàçäåëå
òðåáîâàíèÿ ìåòðè÷íîñòè íà íîâûå îïèñàíèÿ íå íàêëàäûâàþòñÿ. ×òîáû ðàçîáðàòüñÿ ñ íåîáõî-
äèìîñòüþ ñâîáîäíîãî ÷ëåíà â ÌÃÊ, ïðîâåä¼ì íåñêîëüêî ýêñïåðèìåíòîâ.

Ìåòîä Áóäåì ïðèìåíÿòü îáå ìîäåëè ÌÃÊ (ñî ñâîáîäíûì ÷ëåíîì è áåç íåãî) íà ìîäåëüíûõ
è ðåàëüíûõ äàííûõ è äëÿ îáåèõ ìîäåëåé ñðàâíèâàòü êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè Q.
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Ðåàëèçàöèÿ Âñÿ ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü äàííîé ðàáîòû âûïîëíÿëàñü â ñðåäå ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ MATLAB 7.7.0 (R2008b). Áûëè íàïèñàíû ôóíêöèè ãåíåðàöèè èñõîäíûõ ìíîæåñòâ,
ôóíêöèè ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû èñõîäíûõ äàííûõ, à òàêæå ôóíêöèè, âèçóàëèçè-
ðóþùèå ïîëó÷åííîå êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè äàííûõ.

Ðàñ÷¼òû (ýêñïåðèìåíòû) ÌÃÊ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ôóíêöèè

[u s v] = svd(X)

T = u · s, P = v, ãäå X � èñõîäíàÿ ìàòðèöà äàííûõ, T � ìàòðèöà íîâûõ îïèñàíèé, P �
ãëàâíûå êîìïîíåíòû [4]. Ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ êàæäîé ðàçìåðíîñòè k ìàòðèö T è P íàõîäèì
êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ñìûñëå:

Q =
∥∥X − TP ′∥∥2

2

Ïðèâåä¼ííûå íèæå ãðàôèêè ïîêàçûâàþò çàâèñèìîñòü ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé îøèáêè Q îò
ðàçìåðíîñòè íîâûõ îïèñàíèé k.

5.1 Êëàññè÷åñêèå ïðèçíàêîâûå îïèñàíèÿ

×òîáû âûÿñíèòü, êàêîå ðàçëè÷èå â êà÷åñòâå àïïðîêñèìàöèè ìîæíî íàçâàòü ñóùåñòâåííûì,
ïðîâåä¼ì ýêñïåðèìåíò íà îáû÷íûõ ïðèçíàêîâûõ îïèñàíèÿõ. Âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå R6 4950
òî÷åê, ëåæàùèõ íà ãèïåðïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé âäàëè îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïðåäñòàâëåííûé
íèæå ãðàôèê äåìîíñòðèðóåò çàâèñèìîñòü êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè îò ðàçìåðíîñòè ïðèáëèæå-
íèÿ äëÿ îáåèõ ìîäåëåé ÌÃÊ (Ðèñ.1).

Èç ïîñòðîåííîãî ãðàôèêà âèäíî, ÷òî íà ìîäåëü ÌÃÊ áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà íèêàê íå ïîâëè-
ÿëî ðàñïîëîæåíèå äàííûõ, è êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè óõóäøàåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì ðàçìåðíîñòè
ïðèáëèæåíèÿ. Ìîäåëü ÌÃÊ ñî ñâîáîäíûì ÷ëåíîì îïðåäåëèëà, ÷òî äàííûå ëåæàò íà ãèïåðïëîñ-
êîñòè è, ìîæíî ñêàçàòü, èçáàâèëàñü îò ëèøíåé ðàçìåðíîñòè, òåì ñàìûì âûèãðûâàÿ â êà÷åñòâå
àïïðîêñèìàöèè.

5.2 Ýêñïåðèìåíò íà ìîäåëüíûõ ìåòðè÷åñêèõ äàííûõ

Äàííûå Îáúåêòû âûáèðàëèñü èç ïðîñòðàíñòâ R2, R5 è R10. Â êà÷åñòâå ìåòðèê â ýòèõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ áûëè èñïîëüçîâàíû l1 , l2 ,l∞ , l1

1+l1
, l2

1+l2
, l∞

1+l∞
.

• l1 =
∑n

i=1 |xi − yi| � ðàññòîÿíèå Õýììèíãà (ãîðîäñêèõ êâàðòàëîâ)

• l2 =
√∑n

i=1 (xi − yi)
2 � åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå

• l∞ = maxi=1..n |xi − yi| � ðàññòîÿíèå ×åáûø¼âà

Ãåíåðèðîâàëèñü ñëåäóþùèå ìîäåëüíûå íàáîðû: êóá, êóáè÷åñêèé ñëîé, ïàðà îòäàë¼ííûõ
øàðîâ, äâà ñîïðèêàñàþùèõñÿ ìíîæåñòâà.

Êîëè÷åñòâî òî÷åê â êàæäîì ìîäåëüíîì íàáîðå ðàâíî 100, ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ïàð ðàâíî
4950. Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëüíûå äàííûå èìåþò ðàçìåð 4950×6. Ðåçóëüòàò ýêñïåðèìåíòà �
çíà÷åíèÿ Q äëÿ êàæäîãî k îò 1 äî 6.

Ðåçóëüòàòû Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü íà âñåõ òèïàõ äàííûõ, è ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
áûëè î÷åíü ïîõîæè. Ïîýòîìó ïðèâåä¼ì îäèí èç ãðàôèêîâ, òàê êàê îñòàëüíûå àíàëîãè÷íûå.
Äàííûé ãðàôèê (Ðèñ.2) îòîáðàæàåò ðàáîòó ÌÃÊ íà èñõîäíûõ äàííûõ òèïà: êóáè÷åñêèé ñëîé
â R2.
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Ðèñ. 1: Çàâèñèìîñòü êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè îò ðàçìåðíîñòè ïðèáëèæåíèÿ. Ëèíèÿ ñ êâàäðà-
òàìè � ìîäåëü ÌÃÊ áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà, ëèíèÿ ñî çâ¼çäî÷êàìè � ìîäåëü ÌÃÊ ñî ñâîáîäíûì
÷ëåíîì

5.3 Ýêñïåðèìåíò íà ðåàëüíûõ äàííûõ

Ïðîâåä¼ì àíàëîãè÷íûé ýêñïåðèìåíò íà ðåàëüíûõ äàííûõ. Ðåàëüíûå äàííûå ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé áèîìåòðè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ, à èìåííî áåð¼òñÿ ãåîìåòðèÿ ðóêè ÷åëîâåêà. Îáúåêòîì
ÿâëÿåòñÿ îáðàáîòàííàÿ ôîòîãðàôèÿ ëàäîíè. Äëÿ ýêñïåðèìåíòà áûëî âûáðàíî 100 ôîòîãðàôèé.
Ìåæäó ïàðîé ñíèìêîâ ëàäîíåé âûñ÷èòûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îïðåäåë¼ííûõ ôóíêöèé íàáîð èç 11
ðàññòîÿíèé [8]. Ïåðâûå 5 ðàññòîÿíèé õàðàêòåðèçóþò ñðàâíåíèå ïàëüöåâ ïî øèðèíå, ñëåäóþùèå
5 - ïî èçãèáó îñè ïàëüöåâ, è 11 ðàññòîÿíèå - ïëîùàäü ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè ëàäîíåé ïðè
íàëîæåíèè. Òàêèì îáðàçîì, ðåàëüíûå äàííûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìàòðèöó ðàçìåðîì 4950×11.

Ðåçóëüòàòû Íèæå ïðåäñòàâëåí ãðàôèê (Ðèñ.3) òîé æå çàâèñèìîñòè Q îò k.

5.4 Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ (âûâîäû)

Èç ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà âèäíî, ÷òî äëÿ ìåòðè÷åñêèõ îïèñàíèé ìîäåëü ñî ñâîáîäíûì
÷ëåíîì óìåíüøàåò îøèáêó àïïðîêñèìàöèè íåçíà÷èòåëüíî. Ïîýòîìó, åñëè áû íàøåé öåëüþ áûëî
òîëüêî ïîâûøåíèå êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè Q, òî ñâîáîäíûì ÷ëåíîì â îáû÷íîé ìîäåëè ÌÃÊ
ìîæíî áûëî áû ïðåíåáðå÷ü.

Òàêæå ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî îøèáêà àïïðîêñèìàöèè íà ðåàëüíûõ äàííûõ ïàäàåò áûñòðåå,
÷åì íà ìîäåëüíûõ.

Ýêñïåðèìåíòû íà ìîäåëüíûõ íàáîðàõ è ðåàëüíûõ äàííûõ ïîäòâåðäèëè, ÷òî íàëè÷èå ñâî-
áîäíîãî ÷ëåíà â ìîäåëè ÌÃÊ ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ÌÃÊ ê ìåòðè-
÷åñêèì îïèñàíèÿì. Îäíàêî, ïðè ïðèìåíåíèè ìîäåëè ìåòîäà ãëàâíûõ êîìïîíåíò ê ìåòðè÷åñêèì
ñòðóêòóðàì, ñâîáîäíûé ÷ëåí èãðàåò î÷åíü âàæíóþ ðîëü.
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Ðèñ. 2: Çàâèñèìîñòü êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè îò ðàçìåðíîñòè ïðèáëèæåíèÿ. Ëèíèÿ ñ êâàäðà-
òàìè � ìîäåëü ÌÃÊ áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà, ëèíèÿ ñî çâ¼çäî÷êàìè � ìîäåëü ÌÃÊ ñî ñâîáîäíûì
÷ëåíîì

6 Î ñîõðàíåíèè êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè è ñâîéñòâ ÌÃÊ

Â äàííîì ðàçäåëå èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ìåòðè÷åñêîãî ìåòîäà ãëàâíûõ êîìïîíåíò. Íàïîì-
íèì, ÷òî çàäà÷à ìåòðè÷åñêîãî ÌÃÊ îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîé çàäà÷è ÌÃÊ äîïîëíèòåëüíû-
ìè ìåòðè÷åñêèìè òðåáîâàíèÿìè. Âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæíî áûëî áû îæèäàòü, ÷òî âûïîëíåíèå
äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèé âëå÷¼ò óõóäøåíèå êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè è ïîòåðþ ïîëåçíûõ
ñâîéñòâ ÌÃÊ, ïåðå÷èñëåííûõ â ïóíêòå 3.

Âàæíåéøèì ðåçóëüòàòîì èññëåäîâàíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü äîêàçàòåëüñòâî òîãî ôàêòà, ÷òî êà-
÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè è óêàçàííûå ñâîéñòâà ñîõðàíÿþòñÿ.

Òåîðåìà 1 (î ñîõðàíåíèè êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè) Ìåòðè÷åñêèé ÌÃÊ äà¼ò òó æå
ñàìóþ àïïðîêñèìàöèþ èñõîäíûõ ìåòðè÷åñêèõ îïèñàíèé, ÷òî è êëàññè÷åñêèé ÌÃÊ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî óñëîâèå ìåòðè÷íîñòè äîñòèãàåòñÿ
áëàãîäàðÿ ìîäèôèêàöèè ñâîáîäíîãî ÷ëåíà.

Ïðèìåíèì ê èñõîäíûì ìåòðè÷åñêèì îïèñàíèÿì X êëàññè÷åñêèé ÌÃÊ ñî ñâîáîäíûì ÷ëå-
íîì. Ïîëó÷èì íîâûå îïèñàíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå óäîâëåòâîðÿþùèå ìåòðè÷åñêèì òðåáîâàíè-
ÿì, è ãëàâíûå êîìïîíåíòû. Ðàçìåðíîñòü ïðèáëèæåíèÿ ïðèìåì ðàâíîé èñõîäíîé ðàçìåðíîñòè
äàííûõ k = n:

X = (f1 . . . fn) ≈
(
~1, g1, . . . , gk

)
× (a0, a1, . . . , ak)

′

Èëè â ìàòðè÷íîé çàïèñè
X ≈ T · P T
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Ðèñ. 3: Çàâèñèìîñòü êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè îò ðàçìåðíîñòè ïðèáëèæåíèÿ. Ëèíèÿ ñ êâàäðà-
òàìè � ìîäåëü ÌÃÊ áåç ñâîáîäíîãî ÷ëåíà, ëèíèÿ ñî çâ¼çäî÷êàìè � ìîäåëü ÌÃÊ ñî ñâîáîäíûì
÷ëåíîì

( g1 gk

1 g1
1 . . . g1

k
T = . . . . . . . . . . . .

1 gq
1 . . . gq

k

)
, P T = (a0, a1, . . . , ak)

′

Ñòîëáöû gj ïîíèìàåì êàê íîâûå îïèñàíèÿ îáúåêòîâ. Ïîâòîðèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå îíè íå óäî-
âëåòâîðÿþò ìåòðè÷åñêèì òðåáîâàíèÿì. Íàøåé áëèæàéøåé öåëüþ áóäåò òàê ìîäèôèöèðîâàòü
gi, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîëóìåòðèêè.

Ââåä¼ì âåëè÷èíû δs
i,j,l = gi

s + gj
s − gl

s äëÿ âñåõ 1 6 i, j, l 6 m è 1 6 s 6 n è

δs = mini,j,lδ
s
i,j,l.

Åñëè δs > 0 äëÿ âñåõ 1 6 s 6 n, òî âñå íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà âûïîëíÿþòñÿ è íîâûå
ìåòðè÷åñêèå êîíôèãóðàöèè ÿâëÿþòñÿ ïîëóìåòðèêàìè. Ðåçóëüòàò êëàññè÷åñêîãî ÌÃÊ ìîæíî
âåðíóòü êàê ðåçóëüòàò ìåòðè÷åñêîãî ÌÃÊ. Íà ñàìîì äåëå ñëó÷àé δs > 0, äëÿ âñåõ 1 6 s 6 n
íåâîçìîæåí. Íîâûå îïèñàíèÿ â êëàññè÷åñêîì ÌÃÊ îðòîãîíàëüíû. Â [7] äîêàçàíî, ÷òî ïîëó-
ìåòðèêè íå ìîãóò áûòü îðòîãîíàëüíûìè.

Åñëè δs < 0 , òî èç âñåõ ýëåìåíòîâ s-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû íîâûõ îïèñàíèé âû÷èòàåì ýòî çíà-
÷åíèå, òàê íàçûâàåìûé ïîñòîÿííûé àääèòèâíûé äåôåêò è ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò îáîçíà÷èì
r̂i.

r̂s = gs − ~δs Çäåñü ~δs � âåêòîð äëèíû q, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî ðàâíû δs.
Ïîëó÷åííûå íîâûå îïèñàíèÿ îáúåêòîâ r̂s óäîâëåòâîðÿþò âñåì ñâîéñòâàì ïîëóìåòðèêè (åñëè

óæå ïî íèì ñíîâà âû÷èñëèòü δs, òî îíî áóäåò íóëåâûì). Ïîêàæåì, ÷òî ýòè îïèñàíèÿ ìîæíî
èñïîëüçîâàòü â ìîäåëè ìåòðè÷åñêîãî ÌÃÊ.
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Çàïèøåì ïðàâóþ ÷àñòü ìîäåëè ÌÃÊ ñî ñâîáîäíûì ÷ëåíîì è ìîäèôèöèðóåì åãî.

T · P T =
(
~1, g1, . . . , gn

)
× (a0, a1, . . . , an)′ = a0 + g1a1 + · · ·+ gnan =

= a0 +
(
g1 − ~δ1

)
a1 + · · ·+

(
gn − ~δn

)
an +

(
~δ1a1 + · · ·+ ~δnan

)
=

=
(
a0 + ~δ1a1 + · · ·+ ~δnan

)
+ r̂1a1 + · · ·+ r̂nan =

(
1̂, r̂1, . . . , r̂n

)
× (b0, a1, . . . , an)′ ,

ãäå b0 = a0 + ~δ1 · a1 + · · ·+ ~δn · an

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîáèëèñü âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ìåòðè÷íîñòè íîâûõ îïèñàíèé ïóò¼ì
ìîäèôèêàöèè ñâîáîäíîãî ÷ëåíà. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå çàäà÷è ìåòðè÷åñêîãî ÌÃÊ äà¼ò òó æå
ñàìóþ àïïðîêñèìàöèþ ñ òåìè æå ñàìûìè ãëàâíûìè êîìïîíåíòàìè, ÷òî è êëàññè÷åñêèé ÌÃÊ.

�

Îïèðàÿñü íà äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 2 (î ñîõðàíåíèè ñâîéñòâ ãëàâíûõ êîìïîíåíò) Ðåøåíèå, äàâàåìîå ìåòðè÷å-
ñêèì ÌÃÊ, ñîäåðæèò òå æå ñàìûå ãëàâíûå êîìïîíåíòû a1, . . . , ak, ÷òî è ðåøåíèå, äàâàåìîå
êëàññè÷åñêèì ÌÃÊ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê âèäíî èç ïðåäûäóùåãî äîêàçàòåëüñòâà, ãëàâíûå êîìïîíåíòû â ìåòðè-
÷åñêîì ÌÃÊ ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè êîìïîíåíòàìè êëàññè÷åñêîãî ÌÃÊ.(

~1, g1, . . . , gn

)
× (a0, a1, . . . , an)′ =

(
1̂, r̂1, . . . , r̂n

)
× (b0, a1, . . . , an)

Ýòî âåä¼ò ê ñîõðàíåíèþ âàæíûõ ñâîéñòâ ãëàâíûõ êîìïîíåíò. À èìåííî: îíè îðòîãîíàëüíû,
íåçàâèñèìû îò ðàçìåðíîñòè ïðèáëèæåíèÿ è óïîðÿäî÷åíû ïî ñâîåìó âêëàäó â îáúÿñíåíèå èñ-
õîäíûõ äàííûõ.

�

Òî åñòü, âåðíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

• Àïïðîêñèìàöèÿ òà æå ñàìàÿ, ñëåäîâàòåëüíî, êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè ñîõðàíÿåòñÿ

• Ãëàâíûå êîìïîíåíòû òå æå ñàìûå, ñëåäîâàòåëüíî, èõ ïîëåçíûå ñâîéñòâà ñîõðàíÿþòñÿ

Ðåçóëüòàò ðàáîòû êëàññè÷åñêîãî ÌÃÊ îïðåäåë¼í ñ òî÷íîñòüþ äî íàïðàâëåíèÿ íîâûõ îïèñàíèé.
Â ñëó÷àå ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòà äëÿ îäíîé ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè ïðîèçâîë â ôàêòîðèçà-
öèè ñóùåñòâåííî âîçðàñòàåò. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì â áóäóùåì èñïîëüçîâàòü òàêóþ
íåîäíîçíà÷íîñòü äëÿ ñìÿã÷åíèÿ êîððåêöèè íîâûõ îïèñàíèé.

7 Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïðåäëîæåí, ôîðìàëèçîâàí è èññëåäîâàí àíàëîã ìåòîäà ãëàâíûõ êîìïîíåíò äëÿ
ìåòðè÷åñêèõ îïèñàíèé äàííûõ. Ê êëàññè÷åñêîìó ìåòîäó äîáàâëåíî äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷å-
íèå â âèäå óñëîâèÿ, ÷òî ïîëó÷àåìîå íîâîå îïèñàíèå èñõîäíûõ äàííûõ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè
óäîâëåòâîðÿåò âñåì àêñèîìàì ïîëóìåòðèêè. Äîêàçàíî, ÷òî, íåñìîòðÿ íà äîáàâëåíèå ìåòðè÷å-
ñêèõ òðåáîâàíèé â çàäà÷ó ÌÃÊ, êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè íå óõóäøèëîñü, à èç âñåõ âàæíûõ
ïîëåçíûõ ñâîéñòâ ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêîãî ÌÃÊ áûëî óòðà÷åíî ëèøü òî, êîòîðîå íåìèíóåìî
áûëî óòðàòèòü. Âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû âîçðîñëè.

Ãëàâíûé òåîðåòè÷åñêèé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû � ýòî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ñîõðà-
íåíèè êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè ïðè äîáàâëåíèè ìåòðè÷åñêèõ óñëîâèé. Îíè äîñòèãàþòñÿ ïóò¼ì
ìîäèôèêàöèè ñâîáîäíîãî ÷ëåíà â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ÌÃÊ. Ïîêàçàíî, ÷òî:

• Àïïðîêñèìàöèÿ òà æå ñàìàÿ, ñëåäîâàòåëüíî, êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè ñîõðàíÿåòñÿ

• Ãëàâíûå êîìïîíåíòû òå æå ñàìûå, ñëåäîâàòåëüíî, èõ ïîëåçíûå ñâîéñòâà ñîõðàíÿþòñÿ
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Êàê è â êëàññè÷åñêîì ÌÃÊ, ðåøåíèå ìåòðè÷åñêîãî ÌÃÊ íåîäíîçíà÷íî. Ýòî ïîçâîëÿåò
èññëåäîâàòü âîçìîæíîñòü ââåäåíèÿ â çàäà÷ó ìåòðè÷åñêîãî ÌÃÊ äðóãèõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðà-
íè÷åíèé. Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ãëàâíûõ êîìïîíåíò áûëà ðàñøèðåíà è
íà ìåòðè÷åñêèå ñòðóêòóðû äàííûõ.

Áûë ïðîâåä¼í ðÿä ýêñïåðèìåíòîâ, àíàëèçèðóþùèõ íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ñâîáîäíî-
ãî ÷ëåíà â ìîäåëè ìåòîäà ãëàâíûõ êîìïîíåíò ïðè ðàáîòå ñ ìåòðè÷åñêîé èíôîðìàöèåé. Ðåçóëü-
òàòû ïîêàçàëè, ÷òî íà êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè ìåòðè÷åñêèõ äàííûõ ñâîáîäíûé ÷ëåí ïðàêòè-
÷åñêè íå âëèÿåò.
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УДК 510.2

РАВНОСХОДИМОСТЬ В СМЫСЛЕ ЧЕЗАРОВСКИХ
СРЕДНИХ РАЗЛОЖЕНИЙ В РЯДЫ ПО СОБСТВЕННЫМ
ФУНКЦИЯМ ОПЕРАТОРОВ ШТУРМА-ЛИУВИЛЛЯ С

ПОТЕНЦИАЛАМИ - РАСПРЕДЕЛЕНИЯМИ

c© 2010 г. О.А.Швейкина

Кафедра Общей математики

В работе рассматривается оператор Штурма-Лиувилля Ly = −y′′ + q(x)y в простран-
стве L2[0;π] с граничными условиями Дирихле y(0) = y(π) = 0. Предполагается, что потен-
циал q(x) — вещественнозначная функция такая, что q(x) = u′(x), u ∈ L2[0;π] (производная
понимается в смысле распределений). Операторы такого вида были впервые определены в
работе Савчука, Шкаликова [1]. В работах [1, 2, 3, 4] было показано, что оператор L в слу-
чае вещественного потенциала самосопряжен, полуограничен снизу и имеет чисто дискретный
спектр. Также были выведены асимптотические формулы для собственных значений и соб-
ственных функций оператора.

В настоящей статье изучается вопрос о равносходимости разложения по системе собствен-
ных функций оператора L некоторой суммируемой функции f с ее разложением в тригоно-
метрический ряд Фурье (равносходимость рассматривается в смысле суммирования методом
чезаровских средних).

Вопрос о равносходимости в случае классического потенциала в настоящее время хорошо
изучен, (см., например, работы [5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12]). В статье Винокурова и Садовни-
чего [13] было доказано, что равносходимость имеет место в случае, когда f ∈ L1, а потен-
циал q(x) —вещественный, причем q(x) = u′(x), u ∈ BV . В статье Садовничей [14] были
получены достаточные условия на первообразную потенциала u , которые гарантируют рав-
носходимость для произвольной суммируемой функции f . В частности, было показано, что
равносходимость будет иметь место, если u ∈ L∞ и ω1(u, 1

n) = O( 1
n), где ω1 — интегральный

модуль непрерывности функции u. Ниже будет доказано, что в случае, когда суммирование
производится методом чезаровских средних, равносходимость частичных сумм будет иметь
для произвольной функции f ∈ L1, при условии, что первообразная потенциала u ∈ L∞.

В статье будет использована следующие результаты, полученные в работах [2, 4]:
Лемма А. (Савчук, Шкаликов)
Пусть q(x) = u′(x), u ∈ L2[0;π] — вещественнозначная функция. Тогда все собственные

значения оператора L просты, а ортонормированная система {yn(x)}∞n=1 собственных функций
образует базис Рисса в пространстве L2[0;π]. Кроме того,

yn(x) =

√
2
π

(sin(nx) + ϕn(x)),

где ϕn(x) = ϕn,0(x) + ϕn,1(x) + ϕn,2(x). При этом

ϕn,0(x) =

√
2
π

 π∫
0

u(t)
(

1− t

π

)
cos(2nt) dt · sin(nx)+

+ x · cos(nx) ·
π∫

0

(
− 1
π

)
u(t) sin(2nt) dt−

x∫
0

u(t) sin(n(x− 2t)) dt

 ;
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ϕn,1(x) =

√
2
π

sin(nx) ·

− 1
2n

x∫
0

u2(t) sin(2nt) dt

+

√
2
π

cos(nx)

−x
π

π∫
0

u(t) sin(2nt) dt+

+
x

2πn

π∫
0

u2(t) · (cos(2nt)− 1) dt− 2x
π

π∫
0

t∫
0

u(t)u(s) cos(2nt) sin(2ns) ds dt+

+
1
2n

x∫
0

u2(t)(1− cos(2nt)) dt+ 2

x∫
0

t∫
0

u(t)u(s) cos(2nt) sin(2ns) ds dt

 ;

а {‖ϕn,2(x)‖C}
∞
n=1 ∈ l1.

Переходим к теореме, содержащей основной результат данной работы.
Теорема.
Пусть Ly = −y′′ + q(x)y — оператор Штурма-Лиувилля, действующий в простран-

стве L2[0;π], с граничными условиями Дирихле y(0) = y(π) = 0. Пусть q(x) = u′(x),
где u ∈ L∞[0;π] — вещественнозначная функция. Обозначим {yn(x)}∞n=1 — ортонормиро-
ванная система собственных функций оператора L. Пусть

σn(x) =
1

n+ 1

n∑
k=1

k∑
j=1

(f(t), yj(t)) · yj(x);

Sn(x) =
1

n+ 1

√
2
π

n∑
k=1

k∑
j=1

(f(t), sin(jt)) · sin(jx),

где f ∈ L1 — произвольная функция.
Тогда ‖σn(x)− Sn(x)‖C → 0 при n→∞.
Доказательство:
Покажем, что ∀n ∈ N

‖σn(x)− Sn(x)‖C 6 C · ‖f(x)‖L1 ,

где C — постоянная, не зависящая от n.

‖σn(x)− Sn(x)‖C =
1

n+ 1

∥∥∥∥∥∥
√

2
π

n∑
k=1

k∑
j=1

(f(t), ϕj(t)) sin(jx)+

+

√
2
π

n∑
k=1

k∑
j=1

(f(t), sin(jt))ϕj(x)+

+
n∑
k=1

k∑
j=1

(f(t), ϕj(t))ϕj(x)

∥∥∥∥∥∥
C

.

Рассмотрим каждое слагаемое по отдельности.
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1. Применим лемму А к первому слагаемому главного выражения:√
2
π

n∑
k=1

k∑
j=1

(f(t), ϕj(t)) sin(jx) =

√
2
π

n∑
k=1

k∑
j=1

(f(t), ϕj,0(t)) sin(jx)

+

√
2
π

n∑
k=1

k∑
j=1

(f(t), ϕj,1(t)) sin(jx)

+

√
2
π

n∑
k=1

k∑
j=1

(f(t), ϕj,2(t)) sin(jx)

Рассмотрим первое слагаемое правой части последнего выражения:√
2
π

n∑
k=1

k∑
j=1

(f(t), ϕj,0(t)) sin(jx) =

=

√
2
π

 n∑
k=1

k∑
j=1

π∫
0

π∫
0

f(t)u(s)(1− s

π
) cos(2js) · sin(jt) ds dt · sin(jx)+ (1)

+
n∑
k=1

k∑
j=1

π∫
0

π∫
0

(− t
π

)f(t)u(s) sin(2js) · cos(jt) ds dt · sin(jx) + (2)

+
n∑
k=1

k∑
j=1

π∫
0

t∫
0

f(t)u(s) sin(2js) · cos(jt) ds dt · sin(jx)− (3)

−
n∑
k=1

k∑
j=1

π∫
0

t∫
0

f(t)u(s) cos(2js) · sin(jt) ds dt · sin(jx)

 . (4)

1.1 Рассмотрим слагаемое (1). Так как s ∈ [0;π], то |1− s
π | 6 1.

Заметим, что

cos(2js) · sin(jt) · sin(jx) = cos(2js) · 1
2
(cos(j(t− x))− cos(j(t+ x))) =

=
1
4

(cos(j(2s+ t− x)) + cos(j(2s− t+ x))− cos(j(2s+ t+ x))− cos(j(2s− t− x))) .

Отсюда получим, что исходное выражение (1)∣∣∣∣∣∣
n∑
k=1

k∑
j=1

π∫
0

π∫
0

f(t)u(s)(1− s

π
) cos(2js) · sin(jt) ds dt · sin(jx)

∣∣∣∣∣∣ 6
6

∣∣∣∣∣∣14
π∫

0

π∫
0

f(t)u(s)
n∑
k=1

[Dk(2s+ t− x) +Dk(2s− t+ x)−Dk(2s+ t+ x)−Dk(2s− t− x)] ds dt

∣∣∣∣∣∣ ,
где Dn(x) = 1

2 +
∑n

k=1 cos(kx) — ядро Дирихле.
Рассмотрим одно из получившихся четырех слагаемых:∣∣∣∣∣∣

π∫
0

π∫
0

f(t)u(s)
n∑
k=1

Dk(2s+ t− x) ds dt

∣∣∣∣∣∣ .
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Принимая во внимание, что 1
n+1

∑n
k=1Dk(x) = Kn(x), где Kn(x) — ядро Фейера, имеем:∣∣∣∣∣∣

π∫
0

π∫
0

f(t)u(s)
n∑
k=1

Dk(2s+ t− x) ds dt

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
π∫

0

π∫
0

f(t)u(s)(n+ 1)Kn(2s+ t− x) ds dt

∣∣∣∣∣∣ .
Т.к. u ∈ L∞, то по теореме Фейера (см. [15], том 1, стр. 149) |

∫ π
−π u(x+ t)Kn(t) dt| 6 M , где M

— константа, не зависящая от n.
Продолжим функцию u периодически за отрезок [0;π] и сделаем замену 2s + t − x = ξ.

Получим: ∣∣∣∣∣∣
π∫

0

π∫
0

f(t)u(s)(n+ 1)Kn(2s+ t− x) ds dt

∣∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣12
π∫

0

f(t)

2π+t−x∫
t−x

u(
ξ − t+ x

2
)(n+ 1)Kn(ξ)dξ dt

∣∣∣∣∣∣ 6
6(n+ 1) ·M

π∫
0

|f(t)| dt = M(n+ 1)‖f(t)‖L1 .

Проделывая аналогичные преобразования для трех оставшихся слагаемых из (10), в результате
получаем, что слагаемое (1) не превосходит величины C1‖f(x)‖L1(n+ 1), где C1 — константа,
не зависящая от n.

1.2 Следующее слагаемое (2) рассматривается так же, как слагаемое (1) в пункте 1.1, так
как функция

(
− t
π

)
· f(t) ∈ L1 и

∥∥(− t
π

)
· f(t)

∥∥
L1

6 ‖f(t)‖L1 . В итоге получим, что (2) не
превосходит величины C2‖f(x)‖L1(n+ 1).

1.3 Переходим к слагаемому (3). Введем функцию u1(s) такую, что{
u1(s) = u(s), s ∈ [0; t]
u1(s) = 0, s ∈ (t;π]

и периодически продолжим ее за отрезок [0;π].
Далее аналогично получим, что∥∥∥∥∥∥

n∑
k=1

k∑
j=1

π∫
0

t∫
0

f(t)u(s) sin(2js) · cos(jt) ds dt · sin(jx)

∥∥∥∥∥∥
C

=

=

∥∥∥∥∥∥
n∑
k=1

k∑
j=1

π∫
0

π∫
0

f(t)u1(s) sin(2js) · cos(jt) ds dt · sin(jx)

∥∥∥∥∥∥
C

6 C3‖f(x)‖L1(n+ 1)

так как u1 ∈ L∞[0;π].
1.4 Слагаемое (4) рассматривается по схеме слагаемого (3) из пункта 1.3. Получаем, что∥∥∥∥∥∥

n∑
k=1

k∑
j=1

π∫
0

t∫
0

f(t)u(s) cos(2js) · sin(jt) ds dt · sin(jx)

∥∥∥∥∥∥
C

6 C4‖f(x)‖L1(n+ 1).
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Таким образом, √
2
π

∥∥∥∥∥∥
n∑
k=1

k∑
j=1

(f(t), ϕj,0(t)) sin(jx)

∥∥∥∥∥∥
C

6

√
2
π

(C1‖f(x)‖L1(n+ 1) + C2‖f(x)‖L1(n+ 1) + C3‖f(x)‖L1(n+ 1) + C4‖f(x)‖L1(n+ 1)) =

= C1
1‖f(x)‖L1(n+ 1),

где C1
1 — константа, не зависящая от n.

1.5 Перейдем ко второму слагаемому правой части (4).∥∥∥∥∥∥
n∑
k=1

k∑
j=1

(f(t), ϕj,1(t)) sin(jx)

∥∥∥∥∥∥
C

=

=

√
2
π

∥∥∥∥∥∥−
n∑
k=1

k∑
j=1

sin(jx)
2j

π∫
0

f(t) · sin(jt)

t∫
0

u2(s) sin(2js) ds dt−

−
n∑
k=1

k∑
j=1

sin(jx)
π

π∫
0

f(t)t cos(jt)

π∫
0

u(s) sin(2js) ds dt+

+
n∑
k=1

k∑
j=1

sin(jx)
2πj

π∫
0

f(t)t cos(jt)

π∫
0

u2(s) · (cos(2js)− 1) ds dt−

−
n∑
k=1

k∑
j=1

2 sin(jx)
π

π∫
0

f(t)t cos(jt)

π∫
0

s∫
0

u(s)u(τ) cos(2js) sin(2jτ)dτ ds dt+

+
n∑
k=1

k∑
j=1

sin(jx)
2j

π∫
0

f(t) cos(jt)

t∫
0

u2(s)(1− cos(2js)) ds dt+

+
n∑
k=1

k∑
j=1

2 sin(jx)

π∫
0

f(t) cos(jt)

t∫
0

s∫
0

u(s)u(τ) cos(2js) sin(2jτ) dτ ds dt

∥∥∥∥∥∥
C

.

Оценим первой слагаемое правой части. При этом введем функцию u2(s) такую, что{
u2(s) = u(s), s ∈ [0; t]
u2(s) = 0, s ∈ (t;π]

и периодически продолжим ее за отрезок [0;π].∥∥∥∥∥∥
√

2
π

n∑
k=1

k∑
j=1

sin(jx)
2j

π∫
0

f(t) · sin(jt)

t∫
0

u2(s) sin(2js) ds dt

∥∥∥∥∥∥
C

6

6

∥∥∥∥∥∥∥f(t)‖L1 ·

∥∥∥∥∥∥
√

2
π

n∑
k=1

k∑
j=1

1
2j
· uj

∥∥∥∥∥∥
C

= ‖f(t)‖L1 ·
n∑
k=1

 k∑
j=1

1
4j2

 1
2

·

 k∑
j=1

‖u2
j

∥∥∥∥∥∥
2

C


1
2

6

6 ‖f(t)‖L1 · C2

СБОРНИК СТАТЕЙ МОЛОДЫХ УЧЁНЫХ факультета ВМК МГУ выпуск №7 (2010 г.)



РАВНОСХОДИМОСТЬ В СМЫСЛЕ ЧЕЗАРОВСКИХ СРЕДНИХ 75

где C2 — константа, не зависящая от n; uj =
∫ π
0 u

2
2(s) · sin(2js) ds. Неравенства верны, так

как {‖uj‖}∞j=1 ∈ l2.
Второе слагаемое оценивается так же.
Переходим к пятому слагаемому правой части (11) (третье оценивается аналогично). Оно

разбивается на два из-за сомножителя (cos(2js)−1). Первая часть рассматривается аналогично
предыдущему выражению. Что касается второй части, введем функцию F (t) =

∫ t
0 sf(s) ds ∈

AC. Для этой функции выполнено следующее: |F (π)| 6 π‖f(t)‖L1 , F (0) = 0. Тогда:∥∥∥∥∥∥
√

2
π

n∑
k=1

k∑
j=1

sin(jx)
2πj

π∫
0

f(t)t cos(jt)

π∫
0

u2(s) ds dt

∥∥∥∥∥∥
C

6

6

∥∥∥∥∥∥Cu
n∑
k=1

k∑
j=1

sin(jx)
j

π∫
0

cos(jt)dF (t)

∥∥∥∥∥∥
C

6

6

∥∥∥∥∥∥C1

n∑
k=1

k∑
j=1

sin(jx) cos(jπ)
j

· F (π)

∥∥∥∥∥∥
C

+

∥∥∥∥∥∥1
2
Cu

n∑
k=1

π∫
0

F (t)(Dk(x− t)−Dk(x+ t)) dt

∥∥∥∥∥∥
C

6

6 C2 · n · ‖f(x)‖L1 +

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

Sk(x− t)Sk(x+ t)

∥∥∥∥∥
C

6 C · n · ‖f(x)‖L1 .

Последнее верно, так как частичные суммы ряда Фурье абсолютно-непрерывной функ-
ции F (t) ограничены: ‖Sk(x− t)‖ 6 sup06t6π |F (t)| 6 ‖f(x)‖L1 .

Осталось рассмотреть слагаемые с двойными интегралами перед u в правой части (12).
Проведем анализ последнего, так как оно является более сложным (второе слагаемое с двой-
ными интегралами рассматривается аналогично). Заметим, что

cos(2js) · cos(jt) · sin(2jτ) · sin(jx) =

=
1
8
(cos(j(2s− t− 2τ + x)) + cos(j(2s− t+ 2τ − x)) + cos(j(2s+ t− 2τ + x)) + cos(j(2s+ t+ 2τ − x))−

− cos(j(2s− t− 2τ − x))− cos(j(2s− t+ 2τ + x))− cos(j(2s+ t− 2τ − x))− cos(j(2s+ t+ 2τ + x)).

Перейдем от косинусов к ядрам Фейера, как это делалось ранее. Выпишем одно из по-
лучившихся слагаемых (остальные семь будут отличаться от него только аргументом ядра
Фейера): √

2
π
· n ·

∥∥∥∥∥∥
π∫

0

t∫
0

s∫
0

f(t)u(s)u(τ)Kn(2s− t− 2τ + x)dτ ds dt

∥∥∥∥∥∥
C

6

6 C · ‖f(t)‖L1 · n ·

∥∥∥∥∥∥
π∫

0

s∫
0

u(s)u(τ)Kn(2s− t− 2τ + x)dτ ds

∥∥∥∥∥∥
C

6

6 C · ‖f(t)‖L1 · n · Cu ·

∥∥∥∥∥∥
π∫

0

u(τ)Kn(2s− t− 2τ + x)dτ

∥∥∥∥∥∥
C

6

6 C1
2 · n · ‖f(t)‖L1 ,

где константа C1
2 не зависит от n. Здесь при необходимости функции u(s), u(τ) продолжа-

лись нулем на [0;π], как это делалось выше.
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1.6 Последнее слагаемое правой части (4) оценивается легко:∥∥∥∥∥∥
√

2
π

n∑
k=1

k∑
j=1

(f(t), ϕj,0(t)) sin(jx)

∥∥∥∥∥∥
C

6

6

√
2
π

n∑
k=1

k∑
j=1

‖ϕj,2(t)‖C · ‖f(t)‖L1 6

6 C1
3 · n · ‖f(t)‖L1 ,

в силу асимптотических формул вспомогательной леммы А.
В результате приходим к оценке всего первого слагаемого главного выражения:∥∥∥∥∥∥

√
2
π

n∑
k=1

k∑
j=1

(f(t), ϕj(t)) sin(jx)

∥∥∥∥∥∥
C

6 C1‖f(x)‖L1(n+ 1)

, где C1 не зависит от n.
2.Переходим ко второму слагаемому основного выражения. Оно имеет вид:

√
2
π

n∑
k=1

k∑
j=1

(f(t), sin(jt))ϕj(x) =

=

√
2
π

 n∑
k=1

k∑
j=1

π∫
0

π∫
0

f(t)u(s)(1− s

π
) cos(2js) · sin(jt) · sin(jx) ds dt+

+
n∑
k=1

k∑
j=1

π∫
0

π∫
0

(−x
π

)f(t)u(s) sin(2js) · cos(jx) · sin(jt) ds dt+

+
n∑
k=1

k∑
j=1

π∫
0

x∫
0

f(t)u(s) sin(2js) · cos(jx) · sin(jt) ds dt−

−
n∑
k=1

k∑
j=1

π∫
0

x∫
0

f(t)u(s) cos(2js) · sin(jx) · sin(jt) ds dt+

+
n∑
k=1

k∑
j=1

(f(t), sin(jt))ϕj,1(x) +
n∑
k=1

k∑
j=1

(f(t), sin(jt))ϕj,2(x)

 .

Проделывая те же действия, что в пункте 1, получим, что∥∥∥∥∥∥
√

2
π

n∑
k=1

k∑
j=1

(f(t), sin(jt))ϕj(x)

∥∥∥∥∥∥
C

6 C2‖f(x)‖L1(n+ 1),

где C2 — постоянная, не зависящая от n.
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3. Осталось рассмотреть третье слагаемое основного выражения:∥∥∥∥∥∥
n∑
k=1

k∑
j=1

(f(t), ϕj(t))ϕj(x)

∥∥∥∥∥∥
C

=

∥∥∥∥∥∥
n∑
k=1

k∑
j=1

π∫
0

f(t) · ϕj(t) dt · ϕj(x)

∥∥∥∥∥∥
C

6

6
n∑
k=1

k∑
j=1

π∫
0

|f(t)| dt · ‖ϕj(t)‖C · ‖ϕj(x)‖C 6

6
n∑
k=1

‖f(t)‖L1 ·
k∑
j=1

‖ϕj(x)‖2C 6

6 Cu · n · ‖f(t)‖L1 ,

где Cu — константа, зависящая от первообразной потенциала u и не зависящая от n.
Вернемся к главному выражению

‖σn(x)− Sn(x)‖ 6
1

n+ 1
(C1‖f(x)‖L1(n+ 1) + C2‖f(x)‖L1(n+ 1) + Cu · n · ‖f(t)‖L1) 6

6 C · ‖f(x)‖L1 ,

где постоянная C зависит от первообразной потенциала u и не зависит от n.
Таким образом, мы доказали, что оператор Bn : L1 → C, действующий по прави-

лу Bnf(x) = σn(x)Sn(x), ограничен: ‖Bn(x)f(x)‖C 6 C · ‖f(x)‖L1 . Далее доказательство тео-
ремы завершим стандартным приемом. Рассмотрим действие оператора Bn на собственные
функции оператора L (m < n):

‖Bn(x)ym(x)‖C =
1

n+ 1

∥∥∥∥∥∥
n∑
k=1

k∑
j=1

(ym(t), yj(t))yj(x)−
1

n+ 1

n∑
k=1

k∑
j=1

(ym(t), sin(jt)) sin(jx)

∥∥∥∥∥∥
C

6

6

∥∥∥∥n−mn+ 1
ym(x)− Sn(x)

∥∥∥∥
C

→ 0 при n→∞,

здесь Sn(x) — чезаровские частичные суммы ряда Фурье функции ym(x), причем из того,
что ym(x) ∈ AC, следует равномерная сходимость этих сумм к ym(x) (см. [16], с. 92).

В силу полноты системы {yj}∞n=1 в L2 (лемма А) подпространство конечных линейных ком-
бинаций собственных функций плотно в L2, а следовательно, и в L1. Значит, ‖Bn(x)f(x)‖C →
0, при n→∞, ∀f ∈ L1. Теорема доказана.
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Êàôåäðà àëãîðèòìè÷åñêèõ ÿçûêîâ

1 Ïðåäèñëîâèå

Íåäàâíî êîëëåãè çàäàëè ìíå âîïðîñ, êàê ÿ îòíîøóñü ê èäåå çàìåíû ÿçûêà Ïàñêàëü íà
ïåðâîì êóðñå ÿçûêîì Ñè. Êîãäà ÿ êàòåãîðè÷íî îòâåòèë ¾íè â êîåì ñëó÷àå¿, ìåíÿ ñïðîñèëè ¾à
ïî÷åìó?¿ Ïðåäëàãàåìûé òåêñò � ìîé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ.

Ìîè îñíîâíûå âîçðàæåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùåìó. Âî-ïåðâûõ, äëÿ ÿçûêà Ñè âûñîê áàðüåð
âõîæäåíèÿ: äëÿ ïîíèìàíèÿ äàæå ñàìûõ ïðîñòûõ ïðîãðàìì òðåáóþòñÿ äîñòàòî÷íî ñåðü¼çíûå
çíàíèÿ, ïîýòîìó, åñëè Ñè èçó÷àòü êàê ïåðâûé ÿçûê, íà÷àëî êóðñà áóäåò ñîñòîÿòü èç ñïëîøíûõ
ññûëîê âïåð¼ä. Âî-âòîðûõ, ÿçûê Ñè ñòèìóëèðóåò ïðèìåíåíèå õàêîâ è ôîðìèðóåò ñîîòâåòñòâó-
þùåå ìûøëåíèå, ïðè÷¼ì â îòñóòñòâèå óæå ñôîðìèðîâàâøåéñÿ êóëüòóðû ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ñòóäåíòû ëèøàþòñÿ âîçìîæíîñòè îòëè÷àòü ñëó÷àè îïðàâäàííîãî ïðèìåíåíèÿ õàêîâ îò áåñ-
ñìûñëåííîãî ëèõà÷åñòâà. Â-òðåòüèõ, â ÿçûêå Ñè ïîïðîñòó îòñóòñòâóåò ðÿä ìåõàíèçìîâ, íåîá-
õîäèìûõ êàê èëëþñòðàöèÿ îáùåé ïðîãðàììèñòñêîé òåîðèè. Òàê, â Ñè âîçìîæåí ëèøü îäèí
âèä ïåðåäà÷è ïàðàìåòðîâ, èìåííî � ïåðåäà÷à ïî çíà÷åíèþ; â Ñè îòñóòñòâóþò ìàññèâû êàê
ïîëíîïðàâíûé òèï äàííûõ; ìîäóëüíîñòè â å¼ èñòèííîì ñìûñëå â Ñè òàêæå íåò. Êðîìå òîãî, â
íà÷àëüíîì îáó÷åíèè ïðîãðàììèðîâàíèþ ïîëåçíî ïðèìåíÿòü ñòðîãóþ òèïèçàöèþ, òîãäà êàê â
Ñè ñèìâîë è åãî êîä ñóòü îäíî è òî æå, à ëîãè÷åñêèå è ïåðå÷èñëèìûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ íå
áîëåå ÷åì êîíñòàíòàìè öåëîãî òèïà.

Ñêàçàííîå íå îçíà÷àåò, ÷òî ÿçûê Ñè íå ñëåäóåò èçó÷àòü; óòâåðæäàåòñÿ ëèøü, ÷òî ñ Ñè
íåëüçÿ íà÷èíàòü îáó÷åíèå ïðîãðàììèðîâàíèþ.

ßçûê Ñè, ñîçäàííûé â ïåðâîé ïîëîâèíå 1970-õ ãîäîâ, ñòàë, êàê èçâåñòíî, ïîäëèííûì ïðî-
ðûâîì â îáëàñòè ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Âíåçàïíî ïðîãðàììèñòû îáíàðóæèëè, ÷òî â íåêîòîðûõ
îáëàñòÿõ, ñ÷èòàâøèõñÿ äî òîé ïîðû ñóãóáî ¾àññåìáëåðíûìè¿, òàêèõ êàê ÿäðà îïåðàöèîííûõ
ñèñòåì, ïðîøèâêè ÝÂÌ ñïåöèàëüíîãî íàçíà÷åíèÿ è ò. ï., àâòîêîäû è ÿçûêè àññåìáëåðîâ âäðóã
óòðàòèëè ìîíîïîëüíîå ïîëîæåíèå, à ñàìè îïåðàöèîííûå ñèñòåìû ñòàëî âîçìîæíî ñîçäàâàòü
ïåðåíîñèìûìè ñ îäíîé àïïàðàòíîé àðõèòåêòóðû íà äðóãóþ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿçûê Ñè,
èñòîðèÿ êîòîðîãî ïåðåâàëèëà çà 35-ëåòíèé ðóáåæ, èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñîçäàíèÿ øèðî÷àéøåãî
ñïåêòðà ïðîãðàìì, îò ïðîøèâîê ìèêðîêîíòðîëëåðîâ äî îôèñíûõ ïàêåòîâ; åãî êîìïèëÿòîðû
äîñòóïíû äëÿ ïðàêòè÷åñêè âñåõ ñóùåñòâóþùèõ àðõèòåêòóð ïðîöåññîðîâ; îáú¼ì ïðîãðàììíîãî
êîäà, íàïèñàííîãî íà Ñè çà äîëãóþ èñòîðèþ åãî ñóùåñòâîâàíèÿ, ñîñòàâëÿåò çàìåòíóþ äîëþ
âñåõ òåêñòîâ ïðîãðàìì, íàïèñàííûõ ÷åëîâå÷åñòâîì. ßçûê ïðî÷íî óäåðæèâàåò ïåðâîå ìåñòî
ïî ïîïóëÿðíîñòè, è â îñîáåííîñòè ýòî çàìåòíî â ìèðå ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìûõ ïðîãðàìì.
Çíàíèå ÿçûêà Ñè íåÿâíî, íî îò ýòîãî íå ìåíåå êàòåãîðè÷íî ñ÷èòàåòñÿ îáÿçàòåëüíûì äëÿ âñåõ
ïðîôåññèîíàëüíûõ ïðîãðàììèñòîâ âíå çàâèñèìîñòè îò èõ ñïåöèàëèçàöèè; ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñî-
ìíèòåëüíûì, ÷òîáû ïðîãðàììèñò, íå çíàþùèé Ñè, ñìîã âîîáùå íàéòè ðàáîòó ïî ñïåöèàëü-
íîñòè. Ïîæàëóé, â ýòîì Ñè óíèêàëåí: íè ïðî êàêîé äðóãîé ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ òàêîãî
ñêàçàòü íåëüçÿ.

Îáó÷åíèå ñòóäåíòîâ ïðîãðàììèñòñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé ÿçûêó Ñè, âíå âñÿêîãî ñîìíåíèÿ,
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìíå îáÿçàòåëüíûì; íå îáñóæäàÿ ýòîò âîïðîñ (â ñèëó î÷åâèäíîñòè îòâåòà íà
íåãî), ÿ õîòåë áû â ïðåäëàãàåìîì ýññå óäåëèòü âíèìàíèå âîïðîñó î âîçìîæíîñòè íà÷èíàòü
îáó÷åíèå ñòóäåíòîâ èìåííî ñ ýòîãî ÿçûêà.
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2 Íà êîãî îðèåíòèðîâàòüñÿ

Îäíîé èç îñíîâíûõ îñîáåííîñòåé àóäèòîðèè, åñëè ãîâîðèòü î ïåðâîêóðñíèêàõ, ÿâëÿåòñÿ
ïðàêòè÷åñêè ïîëíîå îòñóòñòâèå áàçîâîé ïîäãîòîâêè ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ. Èíôîðìàòèêà â
øêîëàõ ÷àùå âñåãî íå ïðåïîäà¼òñÿ âîîáùå (ïî ðàññêàçàì ìíîãèõ ðîäèòåëåé íûíåøíèõ øêîëü-
íèêîâ, ÷àùå âñåãî ¾óðîêè¿ èíôîðìàòèêè â øêîëå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé 45 ìèíóò êîìïüþòåð-
íûõ èãð), à åñëè ïðåïîäà¼òñÿ, òî íà ñòîëü íèçêîì óðîâíå, ÷òî ÷óäåñ èç ýòîé îáëàñòè ìîæíî íå
æäàòü. Ââåäåíèå ÅÃÝ ïî èíôîðìàòèêå ïðîáëåìû, ñêîðåå âñåãî, íå ðåøèò. Âî-ïåðâûõ, ïðåïîäà-
âàòü èíôîðìàòèêó â øêîëàõ ïðîñòî íåêîìó: ëþäè, îäíîâðåìåííî óìåþùèå è ïðîãðàììèðîâàòü,
è ó÷èòü, âîîáùå âñòðå÷àþòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ðåäêî, à ñðåäè ðîññèéñêèõ øêîëüíûõ ó÷èòåëåé íå
âñòðå÷àþòñÿ íèêîãäà. Âî-âòîðûõ, äëÿ øêîëüíîé èíôîðìàòèêè íà÷èñòî îòñóòñòâóåò ìåòîäè÷å-
ñêàÿ áàçà. Ìíå ïðèøëîñü çà ïîñëåäíèå íåñêîëüêî ëåò ðåöåíçèðîâàòü ðóêîïèñè, ïðåäëàãàâøèåñÿ
ê èçäàíèþ â êà÷åñòâå øêîëüíûõ ó÷åáíèêîâ èíôîðìàòèêè; ñóäÿ ïî ýòèì ðóêîïèñÿì, ñèòóàöèÿ
â ýòîé îáëàñòè ïëà÷åâíàÿ, åñëè íå ñêàçàòü êàòàñòðîôè÷åñêàÿ. Îòíîñèòåëüíî âñåõ áåç èñêëþ-
÷åíèÿ òåêñòîâ, ïîïàâøèõ êî ìíå íà ðåöåíçèþ, ÿ ìîãó çàÿâèòü ñîâåðøåííî îïðåäåë¼ííî, ÷òî èõ
àâòîðû î ïðåäìåòå ïðîãðàììèðîâàíèÿ íå èìåþò íè ìàëåéøåãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Åäèíñòâåííûé
ó÷åáíèê, êîòîðûé ÿ ñìîã îäîáðèòü, îòëè÷àëñÿ îò îñòàëüíûõ òåì, ÷òî åãî àâòîð äàæå íå ïûòàë-
ñÿ èçëàãàòü ïðîãðàììèðîâàíèå; òåêñò áûë ïîñâÿù¼í îáùèì âîïðîñàì èíôîðìàòèêè, èñòîðèè
èíôîðìàöèè, ïèñüìåííîñòè, àðèôìåòèêè, óäåëÿëîñü âíèìàíèå íà÷àëàì òåîðèè êîäèðîâàíèÿ,
ëîãèêè è ò. ï. íî íå ïðîãðàììèðîâàíèþ. Íàêîíåö, äàæå åñëè óäàñòñÿ çàñòàâèòü (íàïðèìåð,
ñ ïîìîùüþ ÅÃÝ ïî èíôîðìàòèêå) øêîëüíûõ ó÷èòåëåé èñïîëíÿòü ñâîè îáÿçàííîñòè íà ñêîëü
áû òî íè áûëî äîëæíîì óðîâíå, íå ñëåäóåò çàáûâàòü, íàïðèìåð, ÷òî äèíàìè÷åñêèå ñòðóêòó-
ðû äàííûõ (è âîîáùå óêàçàòåëè) â øêîëüíûé êóðñ èíôîðìàòèêè íå âõîäÿò, ñ÷èòàÿñü íåêèì
âûñøèì ïèëîòàæåì.

Íåñîìíåííî, ñðåäè ñòóäåíòîâ, ïîñòóïàþùèõ íà ïåðâûé êóðñ, èìååòñÿ íåáîëüøîé, íî äî-
ñòàòî÷íî ñòàáèëüíûé ïðîöåíò òåõ, êòî, íåâçèðàÿ íà âñ¼ âûøåèçëîæåííîå, ïðîãðàììèðîâàòü
óæå óìååò. ß ñàì, ïîñòóïèâ íà ôàêóëüòåò â 1992 ãîäó, èìåë ê òîìó âðåìåíè îïûò ïîëó÷åíèÿ
äåíåã çà íàïèñàííûå ìíîé ïðîãðàììû, è â òå âðåìåíà ýòî íå áûëî ðåäêîñòüþ: òîëüêî â îä-
íîé ñî ìíîé ãðóïïå ó÷èëîñü íå ìåíåå ÷åòûð¼õ ÷åëîâåê, íè â ÷¼ì íå óñòóïàâøèõ ìíå â îáëàñòè
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ñåé÷àñ ýêîíîìè÷åñêàÿ ñèòóàöèÿ íå ñòîëü ýêñòðåìàëüíà, êàê â íà÷àëå äåâÿ-
íîñòûõ, òàê ÷òî êîëè÷åñòâî ñîñòîÿâøèõñÿ ïðîôåññèîíàëîâ ñðåäè ïîñòóïàþùèõ íà ôàêóëüòåò
ñòàëî ìåíüøå, íî îíè, òåì íå ìåíåå, åñòü. Îäíàêî ñëåäóåò ëè îðèåíòèðîâàòüñÿ íà íèõ ïðè ñî-
ñòàâëåíèè ïðîãðàìì ïðîãðàììèñòñêèõ êóðñîâ? Ïðåæäå ÷åì äàòü îòâåò íà ýòîò âîïðîñ, îòìå÷ó
îäíî îáñòîÿòåëüñòâî, íåèçìåííî óñêîëüçàþùåå îò âíèìàíèÿ ïóáëèêè. Äî ïîñòóïëåíèÿ íà ôà-
êóëüòåò ýòèõ ëþäåé ó÷èòü ïðîãðàììèðîâàíèþ áûëî íåêîìó, è, ñëåäîâàòåëüíî, åñëè â÷åðàøíèé
àáèòóðèåíò óìååò ïðîãðàììèðîâàòü � ýòî ïðåæäå âñåãî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîãðàììèðîâà-
íèþ îí ìîæåò ó÷èòüñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî, áåç âñÿêîé ïîìîùè ñî ñòîðîíû ïðåïîäàâàòåëåé.
Èíà÷å ãîâîðÿ, òàêîé ñòóäåíò íå íóæäàåòñÿ â òîì, ÷òîáû åãî ¾ó÷èëè ïðîãðàììèðîâàòü¿ � ðàñ-
ñêàçûâàëè ñèíòàêñèñ ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïîêàçûâàëè âñÿ÷åñêèå àëãîðèòìû, ïðè¼ìû è
òåõíèêè. Êàê íè ñòðàííî, ÷àùå òàêèå ñòóäåíòû íóæäàþòñÿ â ñîâåðøåííî èíîì, à èìåííî �
÷òîáû êòî-íèáóäü óáåäèë èõ, ÷òî èõ áåç ïÿòè ìèíóò ïðîôåññèîíàëüíûå íàâûêè � ýòî åù¼ íå
âñ¼, ÷òî åñòü â ìèðå, è ÷òî óìåíèå ïèñàòü ïðîãðàììû êàê òàêîâîå åù¼ íå äåëàåò ÷åëîâåêà
ïðîãðàììèñòîì. Îäíàêî ìèð, ê ñîæàëåíèþ, íå èäåàëåí, è ó íåêîòîðûõ ïðåïîäàâàòåëåé ïîïðî-
ñòó íå õâàòàåò êâàëèôèêàöèè (íå ïðåïîäàâàòåëüñêîé, à ïðîôåññèîíàëüíî-ïðîãðàììèñòñêîé),
÷òîáû ïîääåðæèâàòü íà äîëæíîì óðîâíå ñâîé àâòîðèòåò ñðåäè ñòóäåíòîâ ðàññìàòðèâàåìîé
êàòåãîðèè. Ëó÷øåå, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü â òàêîì ñëó÷àå � ýòî íå ìåøàòü ñòóäåíòó ó÷èòüñÿ
ñàìîñòîÿòåëüíî è íå ïðèâèâàòü îòâðàùåíèå ê ïðåäìåòó.

Èòàê, ñðåäè ïåðâîêóðñíèêîâ åñòü ïðîñëîéêà òåõ, êòî óìååò ïðîãðàììèðîâàòü (â òîé èëè
èíîé ñòåïåíè), íî ýòà ïðîñëîéêà, âî-ïåðâûõ, ìàëî÷èñëåííà, è, âî-âòîðûõ, êàê ðàç ýòè ñòó-
äåíòû â óñëóãàõ ïðåïîäàâàòåëåé (ïî ïðîãðàììèñòñêèì ïðåäìåòàì) íóæäàþòñÿ ìåíüøå âñåãî.
Åñëè â ñâîåé ðàáîòå ìû áóäåì îðèåíòèðîâàòüñÿ íà íèõ, òî îò íàøåé äåÿòåëüíîñòè îêàæåòñÿ íà
óäèâëåíèå ìàëî ïîëüçû: ýòè ñòóäåíòû áåç íàøåé çàáîòû âïîëíå îáîøëèñü áû, à îñòàëüíûå íà
çàíÿòèÿõ íè÷åãî íå ïîéìóò (òî åñòü âîîáùå) è íàì ïðèä¼òñÿ ñìèðèòüñÿ ñ òåì, ÷òî ïîäàâëÿþ-
ùåìó áîëüøèíñòâó ñòóäåíòîâ ïî ïðîãðàììèñòñêèì ïðåäìåòàì ñòàâÿòñÿ áåçîáðàçíî íàòÿíóòûå
¾òðîéêè¿, ïðîñòî ÷òîáû íå âûãîíÿòü ïî÷òè âåñü êóðñ. Â ýòîò ïðîèçâîäñòâåííûé áðàê ïîïàäóò
è òå ñòóäåíòû, êòî ïîòåíöèàëüíî ìîã áû ïðåêðàñíî ïðîãðàììèðîâàòü, ïðîñòî èì íå ïîâåçëî
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ñî øêîëîé è îêðóæåíèåì.
Ïðèõîäèòñÿ ñäåëàòü íåèçáåæíûé, õîòÿ, âîçìîæíî, è íå î÷åíü ïðèÿòíûé âûâîä: ðàñ÷èòû-

âàòü ñëåäóåò íà ñðåäíèé óðîâåíü ñòóäåíòîâ, à ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî ïðîãðàììèðîâàòü
íàøà öåëåâàÿ àóäèòîðèÿ íå óìååò âîîáùå íè â êàêîì âèäå è íè äî êàêîé ñòåïåíè, òàê ÷òî íà-
÷èíàòü îáó÷åíèå ïðîãðàììèðîâàíèþ ïðèõîäèòñÿ äåéñòâèòåëüíî ñ íóëÿ, è ýòà ñèòóàöèÿ â
îáîçðèìîì áóäóùåì íèêàê íå èçìåíèòñÿ.

3 ¾Hello, world¿, èëè áàðüåð, êîòîðûé âîçüìóò íå âñå

Êàê äîðîãà íà÷èíàåòñÿ ñ ïåðâîãî øàãà, òàê è îáó÷åíèå íà÷èíàåòñÿ ñ ïåðâîãî çàíÿòèÿ. Åñëè
íà÷èíàòü ðàññêàç î ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ äîëãèõ ïåðå÷èñëåíèé îïåðàòîðîâ, îïåðàöèé,
òèïîâ, ïåðåìåííûõ è ïðî÷èõ ñîñòàâëÿþùèõ ÿçûêà, ñëóøàòåëè ýòó èíôîðìàöèþ íå âîñïðèìóò,
ïîñêîëüêó íå áóäóò ïîíèìàòü, î ÷¼ì âîîáùå èä¼ò ðå÷ü. ×òîáû ýòî ñòàëî ïîíÿòíî, ñèñòåìàòè÷å-
ñêîå èçëîæåíèå íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòü íåêèì ââåäåíèåì â ïðåäìåò, â õîäå êîòîðîãî ïîêàçàòü,
êàê âîîáùå âûãëÿäÿò ïðîãðàììû íà òîì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðûé ìû íà÷èíàåì
ðàññìàòðèâàòü.

Ïî òðàäèöèè, ââåä¼ííîé àâòîðàìè Ñè Áðàéàíîì Êåðíèãàíîì è Äåíèñîì Ðèò÷è, îáó÷åíèå
ýòîìó ÿçûêó íà÷èíàþò ñ ïðîãðàììû ¾Hello, world¿. Âîò å¼ òåêñò1:

#include <stdio.h>
int main() {

printf("Hello, world\n");
return 0;

}

Íàïèñàòü ýòîò òåêñò íà äîñêå íå ñëîæíî, ñëîæíîñòè íà÷èíàþòñÿ â òîò ìîìåíò, êîãäà íàðèñîâà-
íà ïîñëåäíÿÿ ôèãóðíàÿ ñêîáêà è íåîáõîäèìî ïåðåõîäèòü ê ïîÿñíåíèÿì. ×òî ýòî òàì â ïåðâîé
ñòðîêå? Ïðàâèëüíûé îòâåò çâó÷èò ïðèìåðíî òàê: ýòî äèðåêòèâà ìàêðîïðîöåññîðà, êîòîðàÿ
âêëþ÷àåò â íàøó òðàíñëÿöèþ ñïåöèàëüíûé ¾çàãîëîâî÷íûé¿ ôàéë, ñîäåðæàùèé îáúÿâëåíèÿ
áèáëèîòå÷íûõ ôóíêöèé. À òåïåðü äàâàéòå âñïîìíèì, ÷òî ìû ïðîâîäèì ïåðâîå çàíÿòèå äëÿ
àáñîëþòíî íåïîäãîòîâëåííîé àóäèòîðèè. Î ñìûñëå ñëîâà ¾äèðåêòèâà¿ íàøè ñëóøàòåëè åù¼
ìîãóò äîãàäàòüñÿ èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé è îêàæóòñÿ íåäàëåêè îò èñòèíû, íî îñòàòîê ôðàçû �
ìàêðîïðîöåññîð, ôóíêöèè (ê òîìó æå åù¼ ¾áèáëèîòå÷íûå¿), îáúÿâëåíèÿ... âñå ýòè ñëîâà íå
îñòàâëÿþò ñëóøàòåëÿì íè åäèíîãî øàíñà íà ïîíèìàíèå. Åñëè â ýòîò ìîìåíò ïóñòèòüñÿ â ïðî-
ñòðàííûå îáúÿñíåíèÿ, ìû ìîæåì ãäå-òî ÷åðåç ïîë÷àñà ñ óäèâëåíèåì îáíàðóæèòü, ÷òî óâëå÷¼í-
íî ðàññêàçûâàåì, íàïðèìåð, î êîíâåíöèÿõ âûçîâîâ ôóíêöèé, â òî âðåìÿ êàê íàøè ñëóøàòåëè
÷èòàþò êíèæêè, èãðàþò â òåòðèñ íà ìîáèëüíûõ òåëåôîíàõ, ðèñóþò â òåòðàäêàõ öâåòî÷êè è
çàíèìàþòñÿ äðóãèìè äåëàìè, èìåþùèìè ñòîëü æå ïðÿìîå îòíîøåíèå ê ïðîãðàììèðîâàíèþ.
Ðåàëüíîñòü òàêîâà, ÷òî îáúÿñíèòü íåïîäãîòîâëåííîìó ñëóøàòåëþ ñìûñë äèðåêòèâû include
íåâîçìîæíî, íðàâèòñÿ ýòî íàì èëè íåò. Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ ïðîèçíåñòè ñàêðàìåíòàëüíîå
¾òàê íàäî, à çà÷åì � ìû óçíàåì ïîçæå¿. Çàìåòèì, ìû åù¼ íè÷åãî íå îáúÿñíèëè, à ññûëêà
âïåð¼ä íàì óæå ïîòðåáîâàëàñü.

Äàëüøå � áîëüøå. ×òî òàêîå int? ×òî òàêîå main? Ïðàâèëüíûé îòâåò òàêîâ: main� ýòî èìÿ
ãëàâíîé ôóíêöèè íàøåé ïðîãðàììû, à int � òèï çíà÷åíèÿ, êîòîðîå îíà âîçâðàùàåò. Êîíå÷íî
æå, ýòî î÷åíü ïðîñòî, íî òîëüêî íå äëÿ ÷åëîâåêà, êîòîðûé âîîáùå íå óìååò ïðîãðàììèðîâàòü.
Ñëîâî ¾ôóíêöèÿ¿ îí ðàíüøå âñòðå÷àë òîëüêî â ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå, íó è åù¼ â îáùåçíà-
÷èìîì (ôóíêöèÿ óòþãà � ãëàäèòü); ê íàøåìó ñëó÷àþ íå ïîäõîäèò íè òî, íè äðóãîå. Òåðìèí
¾âîçâðàò çíà÷åíèÿ¿ ñëóøàòåëþ è âîâñå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñòðàííî çâó÷àùåé áåññìûñëèöåé, à
¾òèï çíà÷åíèÿ¿ îêîí÷àòåëüíî äîáü¼ò òåõ, êîìó äî ñåé ïîðû åù¼ êàçàëîñü, ÷òî îíè ÷òî-òî ïî-
íèìàþò. Âñ¼, 90% àóäèòîðèè ïîòåðÿíî, è ñ íàìè îñòàëèñü òîëüêî òå, êòî óæå ïðîãðàììèðîâàë
(õîòÿ áû íà êàêîì-íèáóäü ÿçûêå, ãäå áûëè òèïû è ôóíêöèè).

1Íà âñÿêèé ñëó÷àé îòìå÷ó, ÷òî, ñîãëàñíî ñîâðåìåííûì ïðåäñòàâëåíèÿì, ôóíêöèÿ main íå ìîæåò èìåòü
íèêàêîé òèï, êðîìå int, â òîì ÷èñëå íå ìîæåò îíà è áûòü void'îâîé, íó à â ôóíêöèè, âîçâðàùàþùåé çíà÷åíèå,
ïðèñóòñòâèå îïåðàòîðà return îáÿçàòåëüíî. Ïðîãðàììà, â êîòîðîé îïóùåíî ñëîâî int ïåðåä main è îïåðàòîð
return, îòêîìïèëèðóåòñÿ ñ äâóìÿ ïðåäóïðåæäåíèÿìè, ÷òî, êîíå÷íî æå, íåäîïóñòèìî â ó÷åáíûõ ïðèìåðàõ.
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×àñòè÷íî ñïàñòè ïîëîæåíèå ìîæíî åù¼ îäíîé ñàêðàìåíòàëüíîé ôðàçîé: ¾åñëè ýòî íåïîíÿò-
íî, íè÷åãî ñòðàøíîãî, ñêîðî âñ¼ ñòàíåò ïîíÿòíî¿. Âíèìàíèå íåêîòîðîé ÷àñòè àóäèòîðèè ýòî
íàì âåðí¼ò. Ïðàâäà, íåíàäîëãî, íî ïîÿñíèòü ñëåäóþùóþ ñòðîêó (ê ñ÷àñòüþ, ýòî åäèíñòâåí-
íàÿ áîëåå-ìåíåå ïîíÿòíàÿ ñòðîêà â ïðîãðàììå) ìû óñïååì. Èòàê, ñëåäóþùàÿ ñòðîêà ïå÷àòàåò
ôðàçó ¾Hello, world¿ íà ýêðàíå. Ó ýòîãî óòâåðæäåíèÿ åñòü îäíî äîñòîèíñòâî: îíî ïîíÿòíî.
Âìåñòå ñ òåì, îíî ïîä çàâÿçêó íàïîëíåíî ôàêòè÷åñêèìè îøèáêàìè è íåäîãîâîðêàìè, åñëè æå
ïîïûòàòüñÿ èõ óñòðàíèòü, ó íàñ îïÿòü ïîëó÷èòñÿ öåëûé ðÿä ññûëîê âïåð¼ä. ×åãî ñòîèò îäíà
òîëüêî êîìáèíàöèÿ ¾\n¿, îáîçíà÷àþùàÿ ñèìâîë ïåðåâîäà ñòðîêè. Áîëüøèíñòâî íûíåøíèõ ñòó-
äåíòîâ íèêîãäà íå âèäåëè ïèøóøåé ìàøèíêè, âî âñÿêîì ñëó÷àå, â äåéñòâèè, äà è ìàòðè÷íûõ
ïðèíòåðîâ òîæå óæå íå çàñòàëè, à ñ êîìïüþòåðîì ðàáîòàëè òîëüêî â ãðàôè÷åñêîì ðåæèìå,
òàê ÷òî âîò ýòî âîò ïîíÿòèå ¾ñèìâîë ïåðåâîäà ñòðîêè¿ èì ïðèä¼òñÿ äîëãî ðàçúÿñíÿòü. Íó
òî åñòü ÷òî òàêîå ¾ïåðåâîä ñòðîêè¿, íàâåðíîå, ïîéìóò âñå, íî êàê ÝÒÎ ìîæåò áûòü ñèìâî-
ëîì?! Êîíå÷íî, âñ¼ ýòî ñòàíåò ïîíÿòíî ïîñëå ïåðâûõ æå äâóõ-òð¼õ ÷àñîâ ðàáîòû ñ ýìóëÿòîðîì
àëôàâèòíî-öèôðîâîãî òåðìèíàëà, íî íå çàáûâàéòå, ÷òî ñåé÷àñ ìû ïðîâîäèì ïåðâîå çàíÿòèå,
è çíàêîìñòâî ñ òåðìèíàëîì ó ñòóäåíòîâ åù¼ âïåðåäè.

Ðàçúÿñíèâ ñ ãðåõîì ïîïîëàì ñòðî÷êó, â êîòîðîé âûçûâàåòñÿ printf, ìû áóäåì âûíóæäåíû
ïåðåéòè ê ñëåäóþùåé ñòðîêå, â êîòîðîé îïÿòü âîçíèêíåò ïðåñëîâóòûé ¾âîçâðàò çíà÷åíèÿ èç
ôóíêöèè¿. Âíå âñÿêîãî ñîìíåíèÿ, ýòî î÷åíü ïðîñòîå è î÷åíü âàæíîå äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ïîíÿòèå, íî îáúÿñíÿòü åãî íà ýòîì ïðèìåðå � èäåÿ âðÿä ëè óäà÷íàÿ. Äàæå åñëè ìû êàê-òî
îáúÿñíèì, ÷òî æå òàêîå ¾ôóíêöèÿ¿ â òåðìèíàõ ÿçûêà Ñè, ñëóøàòåëü âðÿä ëè ïîéì¼ò, êàêîå ýòî
èìååò îòíîøåíèå ê ïðîãðàììå, ïå÷àòàþùåé ñòðîêó; íó à çàãàäî÷íûé íîëü â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà
ïîòðåáóåò ýêñêóðñà â óïðàâëåíèå ïðîöåññàìè, ÷òîáû îáúÿñíèòü, ÷òî ýòî òàêîå çà çàãàäî÷íûé
çâåðü ïî èìåíè ¾êîä çàâåðøåíèÿ çàäà÷è¿.

Ïîñìîòðèì òåïåðü, êàê âñ¼ òî æå ñàìîå âûãëÿäèò íà Ïàñêàëå. Òåêñò ïðîãðàììû áóäåò
òàêèì:

program hello;
begin

WriteLn('Hello, world');
end.

Ïðè å¼ îáúÿñíåíèè íå ïîòðåáóåòñÿ íèêàêèõ îñîáî ñëîæíûõ êîíöåïöèé, íèêàêèõ ññûëîê âïåð¼ä.
Ñëîâà ¾íà÷àëî¿ è ¾êîíåö¿ äîñòàòî÷íî ïåðåâåñòè ñ àíãëèéñêîãî è ñêàçàòü ñëóøàòåëÿì, ÷òî
òàêîâû ïðàâèëà ÿçûêà Ïàñêàëü; ìû íèìàëî íå ïîãðåøèì çäåñü ïðîòèâ èñòèíû, ïîñêîëüêó è
çàãîëîâîê ïðîãðàììû, è òî, ÷òî âñå å¼ îïåðàòîðû ñëåäóåò ïîñòàâèòü ìåæäó ñëîâàìè begin è
end � ýòî èìåííî ÷òî ñèíòàêñè÷åñêèå ñîãëàøåíèÿ, íè÷åì îñîáåííûì íå îáóñëîâëåííûå è íå
ÿâëÿþùèåñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êàêèõ-ëèáî áîëåå îáùèõ (è, çíà÷èò, áîëåå ñëîæíûõ) ïðàâèë.
Ìîæíî äàæå íå óòî÷íÿòü, ÷òî begin è end � ýòî ïðåñëîâóòûå ¾îïåðàòîðíûå ñêîáêè¿, ïîòîìó
÷òî â äàííîì ñëó÷àå îíè âûñòóïàþò íå â ýòîé ðîëè. Áîëåå òîãî, ïðîöåäóðà WriteLn ïåðåõîäèò
íà ïå÷àòè íà ñëåäóþùóþ ñòðîêó ïîñëå ðàñïå÷àòêè ñâîèõ àðãóìåíòîâ (ýòî ñëóøàòåëè ïîéìóò),
è ñòðàøíîâàòàÿ äëÿ íåïîäãîòîâëåííîãî óõà êîíöåïöèÿ ñèìâîëà ïåðåâîäà ñòðîêè îêàçûâàåòñÿ
çà êàäðîì � äî íàñòóïëåíèÿ óäîáíîãî ìîìåíòà.

Íî êàê æå áûòü ñ Ñè, âåäü âñå åãî ¾ñëîæíîñòè¿ íèêóäà íå äåíóòñÿ, à ðàññêàçûâàòü åãî
ñòóäåíòàì ðàíî èëè ïîçäíî ïðèä¼òñÿ? Òàê-òî îíî òàê, íî åñëè òó æå ñàìóþ ïðîãðàììó ¾Hello,
world¿ ïîêàçàòü è îáúÿñíèòü ñòóäåíòó, óæå çàíèìàâøåìóñÿ ïðîãðàììèðîâàíèåì (íà òîì æå
Ïàñêàëå èëè íà ÷¼ì-òî åù¼), ìû ñìîæåì èçáåæàòü ïðàêòè÷åñêè âñåõ òðóäíîñòåé, ïåðå÷èñëåí-
íûõ âûøå. Ñ ïîíÿòèåì ¾ìàêðîïðîöåññîð¿ ñòóäåíò óæå çíàêîì, à åñëè íå çíàêîì � òî ìîæíî
åìó ñêàçàòü (íå óïîìèíàÿ ìàêðîïðîöåññîð), ÷òî äèðåêòèâà #include ïîäñòàâëÿåò âìåñòî ñå-
áÿ ñîäåðæèìîå ôàéëà, â äàííîì ñëó÷àå ýòî ôàéë stdio.h, ïðèëàãàþùèéñÿ ê ñòàíäàðòíîé
áèáëèîòåêå, îí òîæå íàïèñàí íà Ñè è ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ äëÿ êîìïèëÿòîðà î òîì, êàêèå
áèáëèîòå÷íûå ôóíêöèè åñòü â ýòîé áèáëèîòåêå. Ïîíÿòèå áèáëèîòåêè ñòóäåíòó óæå èçâåñòíî,
ïîíÿòèå ôóíêöèè â ïðîãðàììèñòñêîì ñìûñëå � òîæå (ïîïóòíî óòî÷íÿåì, ÷òî â Ñè, â îòëè÷èå
îò Ïàñêàëÿ, åñòü òîëüêî ôóíêöèè, à ïðîöåäóð íåò � è íàñ ïîíèìàþò). Ñëîâî int îáîçíà÷àåò
öåëî÷èñëåííûé òèï âûðàæåíèé � è íàñ ñíîâà ïîíèìàþò, ïîòîìó ÷òî ñî âñåìè ýòèìè òåðìèíà-
ìè óæå íå ðàç âñòðå÷àëèñü. Ñëîâî main � ýòî èìÿ ôóíêöèè, ïîïóòíî óòî÷íÿåì, ÷òî ãëàâíîé
ïðîãðàììû, â îòëè÷èå îò Ïàñêàëÿ, çäåñü íåò, ïðîãðàììà âñÿ ñîñòîèò èç ôóíêöèé, ïðîñòî åñòü
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ñîãëàøåíèå, ÷òî îäíà èç íèõ � à èìåííî âîò ýòà âîò main � âûçûâàåòñÿ ïðè ñòàðòå ïðîãðàì-
ìû. Íèêàêèõ ïðîáëåì íå âûçûâàåò è return, è çàìå÷àíèå, ÷òî printf ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
áèáëèîòå÷íóþ ôóíêöèþ (ïîïóòíî óòî÷íÿåì, ÷òî â Ïàñêàëå WriteLn åñòü ÷àñòü ÿçûêà, òîãäà
êàê çäåñü ìû ìîæåì printf íàïèñàòü ñàìè). Äà è ñ ñèìâîëîì ïåðåâîäà ñòðîêè íàø ïîäãî-
òîâëåííûé ñëóøàòåëü, âíå âñÿêîãî ñîìíåíèÿ, óæå ñòàëêèâàëñÿ. Ñîâñåì, êàê ãîâîðèòñÿ, äðóãîé
êîëåíêîð � à âñ¼ ïîòîìó, ÷òî íà ýòîò ðàç Ñè äëÿ íàøèõ ñëóøàòåëåé íå ïåðâûé â æèçíè ÿçûê
ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

4 Âòîðîé ïðèìåð ïðîãðàììû: áàðüåð, êîòîðûé íå âîçüì¼ò íèêòî

Îáû÷íî ïðîãðàììû íå îãðàíè÷èâàþòñÿ âûâîäîì èíôîðìàöèè: â îáùåì ñëó÷àå, äà è â áîëü-
øèíñòâå ÷àñòíûõ, àëãîðèòì (è ïðîãðàììà, êàê çàïèñü àëãîðèòìà) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðåîá-
ðàçîâàòåëü èñõîäíûõ äàííûõ â äàííûå, ñîñòàâëÿþùèå ðåçóëüòàò. Âïîëíå åñòåñòâåííî ïîýòîìó,
÷òî óæå âòîðàÿ ïðîãðàììà, ïðåäúÿâëÿåìàÿ ñëóøàòåëÿì â êà÷åñòâå ïðèìåðà, áóäåò ñîäåðæàòü
ââîä äàííûõ èçâíå.

Ñîâåðøåííî íå ñãîâàðèâàÿñü ìåæäó ñîáîé, ìíîãèå àâòîðû ïîñîáèé â êà÷åñòâå òàêîãî âòî-
ðîãî ïðèìåðà èñïîëüçóþò ðåøåíèå êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ. Ïðèìåð äåéñòâèòåëüíî óäà÷íûé,
îí ïîçâîëÿåò ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ïåðåìåííûå ðàçíûõ òèïîâ, àðèôìåòèêó, âåòâëåíèå; âû÷èñ-
ëåíèå äèñêðèìèíàíòà ìîæíî âûíåñòè â îòäåëüíóþ ôóíêöèþ, çàîäíî ïîêàçàâ, êàê íà Ñè ïè-
øóòñÿ ôóíêöèè è êàê èç íèõ âîçâðàùàòü çíà÷åíèå (ïîñëå ýòîãî ñëóøàòåëÿì ñòàíîâèòñÿ ïðîùå
ïîíÿòü, ÷òî ñîáîé â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðåäñòàâëÿåò main). Íàêîíåö, íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçî-
âàíèÿ ôóíêöèè sqrt çàñòàâëÿåò íàñ ñíà÷àëà ïîäêëþ÷èòü âòîðîé çàãîëîâî÷íûé ôàéë (â ýòîò
ðàç math.h), ïîÿñíèâ, ÷òî ïðîòîòèï ôóíêöèè sqrt íàõîäèòñÿ èìåííî â í¼ì; çàòåì ïðèõîäèòñÿ
îòìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ñàìà ïî ñåáå íå âõîäèò â ñòàíäàðòíóþ áèáëèîòåêó, òàê ÷òî ïðè ñáîðêå
ïðîãðàììû íåîáõîäèìî ýòó áèáëèîòåêó ïîäêëþ÷èòü, èñïîëüçóÿ ïàðàìåòðû êîìàíäíîé ñòðîêè
êîìïèëÿòîðà. Âïðî÷åì, ìíîãèå èç ýòèõ ïîÿñíåíèé ìîæíî è îïóñòèòü áåç îñîáîãî óùåðáà äëÿ
èçëîæåíèÿ; ðå÷ü æå ñåé÷àñ ïîéä¼ò î äðóãîì.

×òîáû ïîëó÷èòü èñõîäíûå äàííûå (â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå � êîýôôèöèåíòû óðàâíå-
íèÿ) èçâíå, íàì â ÿçûêå Ñè ïðèä¼òñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ôóíêöèåé scanf. Êâàäðàòíîå óðàâíåíèå
òóò íè÷åì îñîáåííûì íå ïðèìå÷àòåëüíî, ââîä íåêèõ ÷èñëîâûõ äàííûõ ¾ñ êëàâèàòóðû¿ (òî
åñòü èç ñòàíäàðòíîãî ïîòîêà ââîäà) ïðåäïîëàãàåòñÿ áîëüøèíñòâîì ó÷åáíûõ çàäàíèé äëÿ íà-
÷èíàþùèõ. È çäåñü ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ îòñóòñòâèåì â Ñè ïåðåäà÷è ïàðàìåòðîâ èíà÷å êàê ïî
çíà÷åíèþ. Îïèñûâàåì ïåðåìåííûå (òóò âñ¼ â ïîðÿäêå), âûâîäèì ïðèãëàøåíèå ê ââîäó (òóò òî-
æå âñ¼ ïîíÿòíî, ñ printf'îì ñòóäåíòû óæå çíàêîìû), íà÷èíàåì ïèñàòü ñëåäóþùóþ ñòðîêó... è
â ïðîöåññå å¼ íàïèñàíèÿ ïîíèìàåì, ÷òî òåïåðü íàì ïðåäñòîèò îáúÿñíèòü àóäèòîðèè íå÷òî, äëÿ
ïîíèìàíèÿ ÷åãî ñëóøàòåëÿì íå ïðîñòî íå õâàòàåò çíàíèé � èì íå õâàòàåò ïðèìåðíî öåëîãî
ñåìåñòðà ýòèõ çíàíèé. À ñòðîêà âûãëÿäèò òàê:

scanf("%lf %lf %lf", &a, &b, &c);

Îáúÿñíèòü êîíöåïöèþ ¾ôîðìàòíîé ñòðîêè¿ åù¼ âîçìîæíî, õîòÿ íåëüçÿ íå îòìåòèòü, ÷òî äàæå
íà âòîðîì êóðñå äàëåêî íå âñå ñòóäåíòû ñ ïåðâîãî ðàçà ïîíèìàþò, î ÷¼ì èä¼ò ðå÷ü. Íî âîò
çà÷åì ïåðåä èìåíàìè ïåðåìåííûõ ñòîèò çíàê ¾&¿, íåïîäãîòîâëåííûé ñëóøàòåëü íå ïîéì¼ò,
÷òî áû âû íè äåëàëè è ê êàêèì õèòðîñòÿì íè ïðèáåãàëè. Êîíöåïöèÿ ¾óêàçàòåëåé¿ è àäðåñíûõ
âûðàæåíèé êàæåòñÿ ïðîñòîé ëèøü òåì, êòî ñ íåé äàâíî è ïðî÷íî çíàêîì. Êàæäûé, êòî õîòÿ
áû ðàç îáúÿñíÿë ðàáîòó ñ äèíàìè÷åñêîé ïàìÿòüþ ëþäÿì, èìåþùèì íóëåâîé óðîâåíü ïîäãî-
òîâêè, çíàåò, ÷òî ýòî íà ñàìîì äåëå ñëîæíåéøàÿ ïåäàãîãè÷åñêàÿ çàäà÷à � êàê âñåãäà áûâàåò
â ñëó÷àÿõ, êîãäà íåîáõîäèìî ñôîðìèðîâàòü â ìûøëåíèè ó÷åíèêà íîâûé óðîâåíü àáñòðàêöèè,
êîòîðîãî òàì ðàíüøå íå áûëî. Ìîæíî, êîíå÷íî, ïðîèçíåñòè íåñêîëüêî ðàç ÷òî-òî âðîäå ¾ó
êàæäîé ïåðåìåííîé åñòü òî ìåñòî â ïàìÿòè, ãäå îíà ðàñïîëàãàåòñÿ, è ýòî ìåñòî îáîçíà÷àåòñÿ
àäðåñîì; ÷òîáû ôóíêöèÿ scanf çíàëà, êóäà çàíåñòè çíà÷åíèÿ, êîòîðûå îíà ïðî÷èòàåò, ìû ïå-
ðåäà¼ì åé àäðåñà íàøèõ ïåðåìåííûõ, è âîò çíàê àìïåðñàíäà êàê ðàç è åñòü îïåðàöèÿ âçÿòèÿ
àäðåñà¿ è òåøèòü ñåáÿ íàäåæäîé, ÷òî ìû âñ¼ ïîíÿòíî îáúÿñíèëè, äà òîëüêî ýòî áóäåò íå áîëåå
÷åì ñàìîîáìàí. Ïîíÿòü íàñ â äàííîì ñëó÷àå åñòü øàíñ ëèøü ó òåõ, êòî óæå ñòàëêèâàëñÿ ñ óêà-
çàòåëÿìè, ïðè÷¼ì äàæå ñðåäè ýòèõ (âåñüìà íåìíîãî÷èñëåííûõ) ïåðâîêóðñíèêîâ íàñ ïîéìóò íå
âñå.
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Îñòà¼òñÿ ëèøü ïîäíÿòü áåëûé ôëàã è ñêàçàòü óæå ïîðÿäêîì ïîäíàäîåâøåå è íàì, è ñòóäåí-
òàì ¾òàê íàäî, à ïî÷åìó � ïîéì¼òå ïîòîì¿. Ñòóäåíòû, ðàçóìååòñÿ, ïðîñòî çàïîìíÿò (÷èòàé �
çàçóáðÿò), ÷òî ïåðåä ïåðåìåííûìè â scanf íàäî ñòàâèòü çíàê ¾&¿, è áóäóò î÷åíü óäèâëåíû, îá-
íàðóæèâ, ÷òî ýòî ïðàâèëî ïî÷åìó-òî íå ðàáîòàåò ïðè ââîäå òåêñòîâûõ ñòðîê ñ èñïîëüçîâàíèåì
%s. Î ìàññèâàõ è àäðåñíîé àðèôìåòèêå ðàçãîâîð åù¼ âïåðåäè, ïîêà æå îòìåòèì, ÷òî Ïàñêàëü
ïîçâîëÿåò íå óïîìèíàòü î ÿâíîé ðàáîòå ñ àäðåñàìè äî òåõ ïîð, ïîêà ìû íå ðåøèì (ñàìè, â
ñèëó ïîñòàâëåííîé ïåðåä ñîáîé ó÷åáíîé çàäà÷è) ïåðåéòè ê èçëîæåíèþ äèíàìè÷åñêèõ ñòðóê-
òóð äàííûõ, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, äåëàåòñÿ áëèæå ê êîíöó ïåðâîãî ñåìåñòðà, êîãäà ñòóäåíòû
â îñíîâíîé ñâîåé ìàññå ê ýòîìó óæå áîëåå-ìåíåå ãîòîâû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè èçëîæåíèè
ÿçûêà Ñè ñòóäåíòàì âòîðîãî êóðñà ìîæíî îïèðàòüñÿ íà óæå èìåþùóþñÿ ó íèõ ïîíÿòèéíóþ
áàçó, ïðèïîìíèòü var-ïàðàìåòðû Ïàñêàëÿ, ïîÿñíèòü, ÷òî çäåñü èõ íåò è ïðèõîäèòñÿ ïîýòîìó
ïðèáåãàòü ê ïåðåäà÷å àäðåñîâ. Ïîñêîëüêó è ñ óêàçàòåëÿìè, è ñ âîçâðàòîì çíà÷åíèé ÷åðåç ïà-
ðàìåòðû êî âòîðîìó êóðñó ñòóäåíòû óæå çíàêîìû, ïðîáëåìû ñ ïîíèìàíèåì åñëè è âîçíèêàþò,
òî íå ñòîëü ôàòàëüíûå.

5 Õàê êàê ñòèëü ìûøëåíèÿ

Âîçìîæíî, êòî-òî èç ìîèõ êîëëåã, êîòîðûì àäðåñîâàíî ýòî ýññå, ñî÷ò¼ò, ÷òî ñëîæíîñòè
ïåðâîãî çàíÿòèÿ òàê èëè èíà÷å ìîæíî ïðåîäîëåòü; ÿ ñîãëàøóñü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê,
âåäü ñóùåñòâóþò äàæå øêîëû ñ óãëóáë¼ííûì èçó÷åíèåì èíôîðìàòèêè, ãäå êàêèì-òî îáðàçîì
óõèòðÿþòñÿ âáèòü Ñè â ãîëîâû ó÷åíèêàì ñòàðøèõ êëàññîâ. Êîíå÷íî, áàðüåð ìèíèìàëüíîãî
ïîíèìàíèÿ òóò îêàçûâàåòñÿ î÷åíü âûñîê, ïîòîìó ÷òî äëÿ èçó÷àþùåãî ïðîãðàììèðîâàíèå íà
ïðèìåðå Ñè íå ïîíÿòü óêàçàòåëè îçíà÷àåò íå ïîíÿòü íè÷åãî (òî åñòü âîîáùå íè÷åãî), à óêà-
çàòåëè ïîíèìàåò, óâû, äàæå íå âñÿêèé ñðåäè ïîñòóïèâøèõ íà ÂÌÊ; òàêèå ñòóäåíòû ÷àñòî
ñòàíîâÿòñÿ æåðòâàìè çà÷¼òíûõ êîìèññèé òðåòüåãî è ÷åòâ¼ðòîãî ñåìåñòðà, íî íåêîòîðûå âñ¼
æå âûæèâàþò è ïðîäîëæàþò ¾îáó÷åíèå¿, ÷òîáû ïîòîì íèêîãäà äàæå íå ïîìûøëÿòü î ðàáîòå
ïî ñïåöèàëüíîñòè. Â ýòîì ïëàíå îñíîâû ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èçëàãàåìûå â ðàìêàõ øêîëüíîé
èíôîðìàòèêè, èãðàþò íå ñòîëü êðèòè÷åñêóþ ðîëü: äàëåêî íå êàæäûé øêîëüíèê ñîáèðàåòñÿ
ñòàíîâèòüñÿ ïðîãðàììèñòîì, è íå ïîíÿòü íè÷åãî â îòäåëüíî âçÿòîì øêîëüíîì ïðåäìåòå � ýòî
íå òàê óæ ñòðàøíî; â ïðîôèëüíîì ÂÓÇå ñèòóàöèÿ ñîâåðøåííî èíàÿ.

Òàê èëè èíà÷å, äîïóñòèì, ÷òî òðóäíîñòè, îïèñàííûå â äâóõ ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ, áëà-
ãîïîëó÷íî ïðåîäîëåíû. Ýòî íèêàê íå îòìåíÿåò òîãî ôàêòà, ÷òî óðîâåíü ïîäãîòîâêè á�îëüøåé
÷àñòè àóäèòîðèè îñòàëñÿ íóëåâûì è, ñëåäîâàòåëüíî, èìåííî ìàòåðèàë ïåðâîãî ñåìåñòðà çà-
êëàäûâàåò ó ñòóäåíòîâ îñíîâû ñòèëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïðîãðàììèñòñêîãî ìûøëåíèÿ. È
â ýòîì ïëàíå ÿçûê Ñè ïðåäëàãàåò øèðî÷àéøèé àññîðòèìåíò ñðåäñòâ, ïðåêðàñíî ïðèãîäíûõ,
÷òîáû ìûøëåíèå ó÷åíèêà ðàç è íàâñåãäà èñêàëå÷èòü.

Â ïåðâîé ïîëîâèíå äåâÿíîñòûõ ïîÿâèëñÿ øóòî÷íûé òåêñò, íàïèñàííûé ÿêîáû îò ëèöà Êåíà
Òîìïñîíà, â êîòîðîì ãîâîðèòñÿ, ÷òî Ñè è Unix � ýòî ïðîñòî ïåðâîàïðåëüñêàÿ øóòêà, è ÷òî
èõ ñîçäàòåëè (Áðàéàí Êåðíèãàí, Äåííèñ Ðèò÷è è Êåí Òîìïñîí) íèêàê íå îæèäàëè, ÷òî èì
óäàñòñÿ ñòîëü êà÷åñòâåííî ðàçûãðàòü âñ¼ ìèðîâîå ïðîãðàììèñòñêîå ñîîáùåñòâî. Â ÷àñòíîñòè,
â ýòîì òåêñòå åñòü òàêèå ñòðîêè:

Êîãäà ìû îáíàðóæèëè, ÷òî äðóãèå äåéñòâèòåëüíî ïûòàþòñÿ ïèñàòü ïðîãðàììû íà
A, ìû áûñòðî äîáàâèëè åùå ïàðî÷êó õèòðûõ ïðèìî÷åê, ñîçäàâ B, BCPL, è, íàêîíåö,
Ñè. Ìû îñòàíîâèëèñü, äîáèâøèñü óñïåøíîé êîìïèëÿöèè ñëåäóþùåãî:

for(;P("\n"),R--;P("\""))for(e=C;e--;P("_"+(*u++/8)%2))P("\" "+(*u/4)%2);

Ìû íå ìîãëè äàæå ïðåäñòàâèòü, ÷òî ñîâðåìåííûå ïðîãðàììèñòû áóäóò ïûòàòüñÿ
èñïîëüçîâàòü ÿçûê, äîïóñêàþùèé ïîäîáíûé îïåðàòîð!

Êîíå÷íî, ýòî âñåãî ëèøü øóòêà; èçâåñòíî, ÷òî íà ñàìîì äåëå ÿçûê B áûë íàñëåäíèêîì ÿçûêà
BCPL, à íå íàîáîðîò, è èìåííî èç íåãî ïîëó÷èëñÿ Ñè, à ÿçûê A â ýòîé èñòîðèè âîîáùå íèêàê íå
çàìåøàí. Îäíàêî, êàê ãîâîðèòñÿ, â êàæäîé øóòêå åñòü äîëÿ øóòêè, à âñ¼ îñòàëüíîå � ïðàâäà.
Òàê, íàïðèìåð, ìíîãèå ïðèâåðæåíöû ÿçûêà Ñè óáåæäåíû, ÷òî êîíñòðóêöèÿ
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while(*p++=*q++);

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáðàçåö ïîäëèííîãî èçÿùåñòâà. Â óñëîâíîå âûðàæåíèå öèêëà while çäåñü
âñòàâëåíî òðè ïîáî÷íûõ ýôôåêòà (ñäâèã îäíîãî óêàçàòåëÿ, ñäâèã âòîðîãî óêàçàòåëÿ, ïðèñâàè-
âàíèå), òåëî öèêëà â ðåçóëüòàòå îêàçàëîñü ïóñòûì, ïîñêîëüêó âñÿ ôóíêöèîíàëüíîñòü ïîìåùå-
íà â óñëîâíîå âûðàæåíèå, íó à ñàìà ïî ñåáå ýòà êîíñòðóêöèÿ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ êîïèðîâàíèÿ
ñòðîêè.

getchar()

c :=

EOF?

тело цикла

no

yes

Ðèñ. 1: Áëîêñõåìà òðàäèöèîí-
íîãî öèêëà ñ getchar

Â êà÷åñòâå äðóãîãî îáðàç÷èêà ïðîãðàììèñòñêîãî ìàñòåð-
ñòâà ïðèâåäó ñëåäóþùåå:

while(~wait(NULL));

Ïîÿñíþ, ÷òî ñèñòåìíûé âûçîâ wait, ïðåäíàçíà÷åííûé, ÷òî-
áû äîæäàòüñÿ çàâåðøåíèÿ ïîðîæä¼ííîãî ïðîöåññà, âîçâðàùà-
åò (êàê è ïðàêòè÷åñêè âñå ñèñòåìíûå âûçîâû ÎÑ Unix) çíà÷å-
íèå -1 êàê èíäèêàòîð îøèáêè. Äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà
-1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öåïî÷êó èç äâîè÷íûõ åäèíèö âî âñåõ
ðàçðÿäàõ ðåãèñòðà èëè ïåðåìåííîé; âñïîìíèâ, ÷òî â Ñè ÷èñ-
ëîì 0 îáîçíà÷àåòñÿ ëîãè÷åñêàÿ ëîæü, à ëþáîå äðóãîå ÷èñëî
ñ÷èòàåòñÿ îáîçíà÷åíèåì ëîãè÷åñêîé èñòèíû, ìû ñìîæåì äî-
ãàäàòüñÿ, ÷òî óñëîâíîå âûðàæåíèå, èñïîëüçóþùåå ïîáèòîâóþ
èíâåðñèþ (ñèìâîë ¾~¿), áóäåò ëîæíûì â ñëó÷àå, åñëè âûçîâ
âåðí¼ò îøèáêó, è èñòèííûì âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Ïðè-
âåä¼ííàÿ êîíñòðóêöèÿ, òàêèì îáðàçîì, îçíà÷àåò ¾âûïîëíÿòü
wait, ïîêà îí íå âåðí¼ò îøèáêó¿, è ïðåäíàçíà÷åíà, ÷òîáû äî-
æäàòüñÿ çàâåðøåíèÿ âñåõ èìåþùèõñÿ â íàñòîÿùèé ìîìåíò ïî-
ðîæä¼ííûõ ïðîöåññîâ. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ÷àñòî ïîñòóïà-
þò è ñ äðóãèìè âûçîâàìè, èñïîëüçóÿ ïîáèòîâóþ èíâåðñèþ,
÷òîáû -1 ïðåâðàòèòü â ëîãè÷åñêóþ ëîæü; êîíñòðóêöèÿ âðîäå

while(wait(NULL) != -1) {}

äåëàþùàÿ àáñîëþòíî òî æå ñàìîå, âèäèìî, êàæåòñÿ èñòèííûì
ïî÷èòàòåëÿì Ñè ñëèøêîì áàíàëüíîé.

Êîíå÷íî, íèêòî íå çàñòàâëÿåò ó÷èòü ñòóäåíòîâ òàêèì âû-
êðóòàñàì; áîëåå òîãî, ñòóäåíòîâ ìîæíî è íóæíî ïðåäîñòåðå÷ü
îò èñïîëüçîâàíèÿ ïîäîáíûõ òðþêîâ. Äàâàéòå, îäíàêî, ðàñ-
ñìîòðèì äðóãîé ñëó÷àé. Ñóùåñòâóåò öåëûé êëàññ ïðîãðàìì,
íàçûâàåìûõ ¾ôèëüòðàìè¿; ýòè ïðîãðàììû ïðèíèìàþò íåêèé
òåêñò èç ñòàíäàðòíîãî ïîòîêà ââîäà, ïðîèçâîäÿò íàä íèì òå
èëè èíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò âûäàþò â
ñòàíäàðòíûé ïîòîê âûâîäà; êàê ïðàâèëî, îíè ïðîäîëæàþò ðà-
áîòàòü, ïîêà â ñòàíäàðòíîì ïîòîêå ââîäà íå âîçíèêíåò ñèòóà-
öèÿ ¾êîíåö ôàéëà¿. Ïîñêîëüêó ìíîãèå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ðàçáîðîì è ïðåîáðàçîâàíèåì òåê-
ñòà, ìîæíî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ðåãóëÿðíûõ àâòîìàòîâ èëè âàðèàöèé íà òåìó îíûõ, ÷àùå âñå-
ãî òàêàÿ ïðîãðàììà íà âåðõíåì óðîâíå óïðàâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèêë ïîñèìâîëüíîãî
÷òåíèÿ, âûïîëíÿåìîãî äî âîçíèêíîâåíèÿ ñèòóàöèè ¾êîíåö ôàéëà¿. Çàïèñûâàåòñÿ òàêîé öèêë
îáû÷íî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

while((c = getchar()) != EOF) {
/* òåëî öèêëà */

}

Çàãîëîâîê öèêëà while, ïîñòðîåííûé òàêèì ñïîñîáîì, ìîæíî âñòðåòèòü ïðàêòè÷åñêè â ëþáîì
ó÷åáíèêå ïî Ñè. Ïðîôåññèîíàëüíûì ïðîãðàììèñòàì ýòà êîíñòðóêöèÿ çíàêîìà è ïðèâû÷íà,
è íèêòî äàæå íå çàìå÷àåò, ÷òî îíà òîæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ íè ÷òî èíîå, êàê õàê. ×òîáû
óáåäèòüñÿ â ýòîì, ðàññìîòðèì áëîê-ñõåìó ïîëó÷èâøåãîñÿ öèêëà (ñì. ðèñ. 1). ×òî ýòî, ïðîñòèòå?
Öèêë ñ ïðåäóñëîâèåì èëè ñ ïîñòóñëîâèåì? Èëè ñòðóêòóðíîå ïðîãðàììèðîâàíèå óæå îòìåíèëè?
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Èòàê, ìû èìååì åù¼ îäèí õàê. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò äâóõ ïðåäûäóùèõ ïðèìåðîâ, ïðåäñòàâ-
ëÿþùèõ ñîáîé íå áîëåå ÷åì áåññìûñëåííîå ëèõà÷åñòâî, â ýòîì ñëó÷àå íå âñ¼ òàê ïðîñòî. ×òîáû
ïðèâåñòè ýòîò öèêë ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó, íàì ïðèä¼òñÿ ïðèìåíèòü â òåêñòå äâà ñîâåðøåííî
îäèíàêîâûõ îïåðàòîðà:

c = getchar();
while(c != EOF) {

/* òåëî öèêëà */
c = getchar();

}

Ñ êîíöåïòóàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ýòîò òåêñò, êîíå÷íî, ÷èùå, íî ëþáîãî ïðîôåññèîíàëüíîãî ïðî-
ãðàììèñòà îí çàñòàâèò íåäîâîëüíî ñêðèâèòüñÿ, è åñòü îò ÷åãî: âåäü â Ñè ïðèñâàèâàíèå ñäåëàëè
îïåðàöèåé, à íå îïåðàòîðîì, ñïåöèàëüíî äëÿ òàêèõ ñëó÷àåâ, à ïðàêòè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâà-
íèå, êàê ýòî ÷àñòî áûâàåò, äèêòóåò ñâîè óñëîâèÿ è íå æåëàåò ïðèíîñèòü ëàêîíè÷íîñòü êîäà
â æåðòâó ïóñòü è êðàñèâûì, íî âñ¼-òàêè òåîðåòè÷åñêèì êàíîíàì. Íàäî îòìåòèòü, ÷òî ÿ è
ñàì èñïîëüçóþ â ñâîèõ ïðîãðàììàõ ïîáî÷íûå ýôôåêòû â çàãîëîâêàõ îïåðàòîðîâ, è â ïðèìå-
ðàõ, ïðèâîäèìûõ ìíîé íà ëåêöèÿõ è ñåìèíàðàõ, âñòðå÷àþòñÿ òàêèå ïðè¼ìû. Áîëåå òîãî, åù¼
íåñêîëüêî ëåò íàçàä ÿ âîîáùå íå îáðàùàë íà ýòî íèêàêîãî âíèìàíèÿ, âîñïðèíèìàÿ ïîáî÷íûå
ýôôåêòû â çàãîëîâêàõ êàê íå÷òî ñàìî ñîáîé ðàçóìåþùååñÿ, ïîêà íå çàìåòèë, ÷òî íåêîòîðûå
ñòóäåíòû èç ÷èñëà ñëàáûõ íå ìîãóò ïîíÿòü îáúÿñíåíèÿ, íàïðèìåð, óïðàâëåíèÿ ïðîöåññàìè â
ÎÑ Unix èìåííî ïîòîìó, ÷òî â ïðèìåðàõ èñïîëüçóåòñÿ ÷òî-òî âðîäå

if(fork() == 0) {
/* ... */

Ïðèìåíåíèå âìåñòî ýòîãî áîëåå ïîäðîáíîãî ôðàãìåíòà, à èìåííî

int pid;
pid = fork();
if(pid == 0) {

/* ... */

ê ìîåìó íåìàëîìó óäèâëåíèþ óìåíüøàåò â ãðóïïå äîëþ ñòóäåíòîâ, íå ïîíÿâøèõ, ÷òî
òàêîå fork(). À íàòîëêíóëî ìåíÿ íà ìûñëü î òðóäíîñòÿõ ïîíèìàíèÿ if(fork()==0) òî îá-
ñòîÿòåëüñòâî, ÷òî íà çà÷¼òíûõ êîìèññèÿõ è ýêçàìåíàõ â òðåòüåì ñåìåñòðå ÿ íåñêîëüêî ðàç
îáíàðóæèâàë, íàïðèìåð, òàêîå:

fork();
if(fork() == 0) {

/* ... */

Î÷åâèäíî, ÷òî îøèáêà òàêîãî ðîäà ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ñòóäåíò ïðîñòî íå âëàäååò êîí-
öåïöèåé ïîáî÷íîãî ýôôåêòà.

Ñäåëàâ äëÿ ñåáÿ îïðåäåë¼ííûå ìåòîäîëîãè÷åñêèå âûâîäû, ÿ òåïåðü ïðè îáúÿñíåíèÿõ íî-
âîãî ìàòåðèàëà íèêîãäà íå ïðèìåíÿþ ïîáî÷íûå ýôôåêòû â çàãîëîâêàõ if, while è äðóãèõ
îïåðàòîðîâ; òåì íå ìåíåå, â äàëüíåéøèõ ïðèìåðàõ ÿ âîçâðàùàþñü ê èñïîëüçîâàíèþ ïîáî÷íûõ
ýôôåêòîâ, äåëàÿ íà ïåðâûõ ïîðàõ çàìå÷àíèå, ÷òî ýòî ïðîñòî ñîêðàù¼ííàÿ è áîëåå ýëåãàíòíàÿ
çàïèñü òîãî æå ñàìîãî. Ïîëíîñòüþ îòêàçàòüñÿ îò èñïîëüçîâàíèÿ ýòîé òåõíèêè ìíå ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ íåïðàâèëüíûì, ïîñêîëüêó ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñëîæèâøåéñÿ êóëüòóðå ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà
ÿçûêå Ñè è ìîæåò ñôîðìèðîâàòü íåïðàâèëüíîå îòíîøåíèå ê âîçìîæíîñòÿì ýòîãî ÿçûêà. Áîëåå
òîãî, ÿ óáåæä¼í, ÷òî ïûòàòüñÿ îãðàäèòü ñòóäåíòîâ îò ¾âðåäíûõ¿ çíàíèé � çàíÿòèå, çàâåäîìî
îáðå÷¼ííîå íà íåóäà÷ó, âåäü ñîîòâåòñòâóþùèå õàêè âñòðåòÿòñÿ èì â ëèòåðàòóðå, â Èíòåðíåòå, â
ïðèìåðàõ, ïðèâîäèìûõ äðóãèìè ïðåïîäàâàòåëÿìè, à èíîãäà è äðóãèìè ñòóäåíòàìè. Ïðèìåíå-
íèå òðþêîâ â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ åñòü ÷àñòü, êàê ÿ óæå ñêàçàë, êóëüòóðû, ñëîæèâøåéñÿ âîêðóã
ÿçûêà Ñè, è ïðè èçó÷åíèè ýòîãî ÿçûêà îòðå÷üñÿ îò âñåé ýòîé êóëüòóðû âñ¼ ðàâíî íå ïîëó÷èòñÿ.

Îäíàêî íå ñëåäóåò çàáûâàòü, ÷òî ýòî äåëàåòñÿ íà âòîðîì êóðñå, êîãäà çà ïëå÷àìè ó àóäè-
òîðèè óæå èìååòñÿ Ïàñêàëü è ÿçûê àññåìáëåðà. Ýòî îçíà÷àåò, âî-ïåðâûõ, ÷òî áîëüøèíñòâî
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ñòóäåíòîâ ê ýòîìó âðåìåíè âñ¼-òàêè ÷óâñòâóåò íà èíòóèòèâíîì óðîâíå, ÷òî òàêîå ¾ïîáî÷íûé
ýôôåêò¿ è êàê ñ ýòèì ðàáîòàòü. Âî-âòîðûõ, è ýòî äàæå âàæíåå, áëàãîäàðÿ èìåþùåìó-
ñÿ îïûòó ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà Ïàñêàëå ñòóäåíòû èìåþò âîçìîæíîñòü îòëè÷èòü
òðþê ãðÿçíûé è íåíóæíûé, âðîäå âûøåîïèñàííîé ïîáèòîâîé èíâåðñèè, îò òðþêà, ïðè-
ìåíåíèå êîòîðîãî îïðàâäàíî. ×òîáû óìåòü ðàçëè÷àòü, ÷òî õîðîøî, à ÷òî ïëîõî, íóæíî
èìåòü õîòÿ áû ìèíèìàëüíûé îïûò ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

6 Èíñòðóìåíòû, êîòîðûõ íåò

Â êîíòåêñòå ôóíäàìåíòàëüíîãî óíèâåðñèòåòñêîãî îáðàçîâàíèÿ îâëàäåíèå êîíêðåòíûì ÿçû-
êîì ïðîãðàììèðîâàíèÿ íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü êàê îñíîâíóþ öåëü îáó÷åíèÿ; ÿçûêè è äðóãèå
èíñòðóìåíòû ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì, óñòàðåâàþò, ê òîìó æå äàëåêî íå âñå ñòóäåíòû, îáó÷àþ-
ùèåñÿ íà ¾ïðîãðàììèñòñêèõ¿ ñïåöèàëüíîñòÿõ, â áóäóùåì ñòàíîâÿòñÿ èìåííî ïðîãðàììèñòà-
ìè, áîëüøèíñòâî æå òåõ, êòî ñòàíîâèòñÿ, ñïîñîáíû (êàê ýòî óæå îòìå÷àëîñü âûøå) îñâîèòü
ïðàêòè÷åñêè ëþáîé ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñàìîñòÿòåëüíî. Öåëüþ óíèâåðñèòåòñêèõ êóðñîâ
äîëæíî áûòü îâëàäåíèå îáùèìè ïðèíöèïàìè, ëåæàùèìè â îñíîâå äèñöèïëèíû, è â ýòîì ïëàíå
êîíêðåòíûé ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîíêðåòíàÿ îïåðàöèîííàÿ ñðåäà è ò. ï. � íå áîëåå ÷åì
èëëþñòðàòèâíûé ìàòåðèàë.

Îñíîâíîé ëåêöèîííûé ïðîãðàììèñòñêèé êóðñ òðåòüåãî ñåìåñòðà ÂÌÊ ïîñâÿù¼í îïåðàöèîí-
íûì ñèñòåìàì, à íà ñåìèíàðàõ â åãî ïîääåðæêó ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîãðàììèðîâàíèå íà óðîâíå
ñèñòåìíûõ âûçîâîâ; ÿçûê Ñè ïðåäñòàâëÿåòñÿ âïîëíå ïîäõîäÿùèì èëëþñòðàòèâíûì ïðèìåðîì
â ýòîé ñèòóàöèè. Îäíàêî ïîäõîäèò ëè Ñè â êà÷åñòâå ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ äëÿ íà÷àëüíîãî îáó÷å-
íèÿ? Âûøå óæå ïðèâåä¼í ðÿä ïðè÷èí, ïî÷åìó íà ýòîò âîïðîñ ñëåäóåò îòâåòèòü îòðèöàòåëüíî.
Äîáàâèì ê íèì åù¼ îäíó: â Ñè ïîïðîñòó îòñóòñòâóþò íåêîòîðûå áàçîâûå êîíöåïöèè, êîòî-
ðûå ÿâíî çàñëóæèâàþò òîãî, ÷òîáû áûòü ïðîèëëþñòðèðîâàííûìè.

Íà÷í¼ì ñ òîãî, ÷òî â Ñè ïðèñóòñòâóåò îäèí, è òîëüêî îäèí ñïîñîá ïåðåäà÷è ïàðàìåòðîâ â
ïîäïðîãðàììû � à èìåííî, ïåðåäà÷à ïî çíà÷åíèþ. Ïåðåäà÷ó ïî ññûëêå ïðèõîäèòñÿ èìèòèðî-
âàòü ñ ïîìîùüþ ÿâíîé ïåðåäà÷è àäðåñîâ. Ïðîáëåìà òóò íå òîëüêî â òîì, ÷òî ýòî ñëîæíî äëÿ
ïîíèìàíèÿ íåïîäãîòîâëåííîé àóäèòîðèåé, íî è â òîì, ÷òî ó ñòóäåíòà ñëîæèòñÿ âïå÷àòëåíèå
(íåïðàâèëüíîå), ÷òî â ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ òîëüêî è áûâàåò ïåðåäà÷à ïî çíà÷åíèþ. Ïàñ-
êàëü â ýòîì ïëàíå ïîäõîäèò ãîðàçäî ëó÷øå, âåäü â í¼ì åñòü è var-ïàðàìåòðû. Êîíå÷íî, âñåãî
ìíîãîîáðàçèÿ ñïîñîáîâ ïåðåäà÷è ïàðàìåòðîâ ýòî íå èñ÷åðïûâàåò, âåäü áûâàåò åù¼ è ïåðåäà-
÷à ïî èìåíè, è ëåíèâûå âû÷èñëåíèÿ, ïðåäïîëàãàþùèå ïåðåäà÷ó íåâû÷èñëåííîãî âûðàæåíèÿ.
Íî íàëè÷èå õîòÿ áû äâóõ, à íå îäíîãî ñïîñîáà ïåðåäà÷è ïàðàìåòðîâ äåìîíñòðèðóåò îáó÷àå-
ìîìó î÷åíü âàæíûé ôàêò: ñóùåñòâóåò áîëüøå îäíîãî ñïîñîáà ïåðåäà÷è ïàðàìåòðîâ
â ïîäïðîãðàììû. Çíàÿ äâà òàêèõ ñïîñîáà, ÷åëîâåê, êàê ïðàâèëî, íà óðîâíå ïîäñîçíàíèÿ
îêàçûâàåòñÿ ëó÷øå ïîäãîòîâëåí ê âîñïðèÿòèþ òðåòüåãî è ïîñëåäóþùèõ ñïîñîáîâ.

Âîçðàæåíèå, ÷òî-äå var-ïàðàìåòðû Ïàñêàëÿ âñ¼ ðàâíî ðåàëèçóþòñÿ èìåííî ÷åðåç ïåðåäà-
÷ó àäðåñà, òóò íåñêîëüêî íåóìåñòíû: ðå÷ü âåäü èä¼ò îá èçîáðàçèòåëüíûõ ñðåäñòâàõ ÿçûêîâ
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, à íå î òîì, êàê ýòè ñðåäñòâà ðåàëèçóþòñÿ. Ïðîãðàììèñòû, èñïîëüçóþùèå
ÿçûêè î÷åíü âûñîêîãî óðîâíÿ, òàêèå êàê Ëèñï, Ïðîëîã, Haskell è òîìó ïîäîáíûå, ÷àñòî âîâñå
íå çàäóìûâàþòñÿ î òîì, êàê æå ýòîò âû÷èñëèòåëü ðåàëèçîâàí.

Â êà÷åñòâå âòîðîãî âàæíîãî îáúåêòà, îòñóòñòâóþùåãî â Ñè, ÿ íàçîâó îáûêíîâåííûå ìàñ-
ñèâû. Óòâåðæäåíèå, ÷òî â ÿçûêå Ñè íåò ìàññèâîâ, ÷àñòî âûçûâàåò óäèâëåíèå � íî âåäü
ïðè îïèñàíèè ìàññèâà ó íàñ íå âîçíèêàåò íèêàêîãî èìåíè, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿëî áû ñîáîþ
âåñü ýòîò ìàññèâ öåëèêîì, êàê åäèíûé îáúåêò; èìÿ ìàññèâà â äåéñòâèòåëüíîñòè ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé êîíñòàíòó àäðåñíîãî òèïà, óêàçûâàþùóþ íà ïåðâûé ýëåìåíò ìàññèâà, à âîâñå íå ìàññèâ
êàê òàêîâîé. Íàä ìàññèâàìè (êàê òàêîâûìè) â Ñè íåò íèêàêèõ îïåðàöèé � ñîáñòâåííî ãîâîðÿ,
ïîòîìó, ÷òî òàêèå îïåðàöèè áûëî áû íå íàä ÷åì ïðîâîäèòü. Ïèêàíòíîñòü ñèòóàöèè åù¼ è â
òîì, ÷òî â Ñè ïðèñóòñòâóþò íå òîëüêî ñðåäñòâà îïèñàíèÿ ìàññèâà, íî äàæå òèï ¾óêàçàòåëü íà
ìàññèâ¿2, îäíàêî ñàìèõ ìàññèâîâ êàê íå áûëî, òàê è íåò. Áîëåå òîãî, îïåðàöèÿ èíäåêñèðîâàíèÿ
â Ñè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå áîëåå ÷åì àðèôìåòè÷åñêóþ îïåðàöèþ íàä àäðåñîì è ÷èñëîì, è äëÿ
å¼ ñóùåñòâîâàíèÿ ñàìè ìàññèâû îêàçûâàþòñÿ íå îáÿçàòåëüíû.

2Âûðàæåíèÿ òàêîãî òèïà âîçíèêàþò ïðè îïèñàíèè ìíîãîìåðíûõ ìàññèâîâ.
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Çäåñü ìîæíî âîçðàçèòü, ÷òî èñïîëüçóåìàÿ â Ñè äëÿ ðàáîòû ñ ìàññèâàìè àäðåñíàÿ àðèô-
ìåòèêà, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîùíåå, ÷åì ìàññèâû òîãî æå Ïàñêàëÿ; òàê, â Ñè ìîæíî ñîçäàâàòü
ìàññèâû äèíàìè÷åñêè èçìåíÿåìîãî ðàçìåðà, ê òîìó æå ñ ëþáîé ÷àñòüþ ëþáîãî ìàññèâà ìîæíî
ðàáîòàòü êàê ñ ìàññèâîì (íàïðèìåð, åñëè åñòü ìàññèâ èç 20 ýëåìåíòîâ, òî ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü åãî ýëåìåíòû ñ 3-ãî ïî 12-é êàê ìàññèâ èç 10 ýëåìåíòîâ, ïðè÷¼ì äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
îäíîé îïåðàöèè ñëîæåíèÿ). Âñ¼ ýòî òàê, íî ÿ âåäü è íå óòâåðæäàþ, ÷òî Ñè õóæå Ïàñêàëÿ â
êà÷åñòâå ïðîôåññèîíàëüíîãî èíñòðóìåíòà, ÿ è ñàì ÷àñòî ïèøó íà Ñè, òîãäà êàê íà Ïàñêàëå
ïîñëåäíèé ðàç âñåðü¼ç ÷òî-òî äåëàë ëåò ïÿòíàäöàòü íàçàä. Ðå÷ü èä¼ò íå î òîì, êàêîé èç ÿçûêîâ
ëó÷øå èñïîëüçîâàòü äëÿ íàïèñàíèÿ ïðîãðàìì, è äàæå íå î òîì, íàäî èëè íå íàäî èçó÷àòü Ñè
â ðàìêàõ îñíîâíûõ êóðñîâ (ÿ ñðàçó îòìåòèë, ÷òî äëÿ ìåíÿ íåîáõîäèìîñòü ýòîãî î÷åâèäíà), à
î òîì, ïðèãîäåí ëè Ñè äëÿ íà÷àëüíîãî îáó÷åíèÿ.

Ìàññèâ íå ïðîñòî êàê îáëàñòü ïàìÿòè, â êîòîðîé ðàñïîëàãàþòñÿ ïîäðÿä N ïåðåìåííûõ
îäíîãî òèïà, íî êàê îòäåëüíûé ïîëíîöåííûé òèï ïåðåìåííîé � ýòî êîíöåïöèÿ, íåñîìíåííî
äîñòîéíàÿ òîãî, ÷òîáû äîíåñòè å¼ äî ñòóäåíòîâ. ×òîáû ðàçâåÿòü ñîìíåíèÿ â ýòîì, ÿ õîòåë
áû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî îòñóòñòâèå ìàññèâà êàê ïîëíîöåííîãî òèïà ïåðåìåííîé íàðóøàåò â Ñè
êîíöåïòóàëüíóþ öåëîñòíîñòü ñèñòåìû òèïîâ, âåäü óêàçàòåëü íà ìàññèâ (èìåííî íà ìàññèâ, à
íå íà åãî ýëåìåíò) â ÿçûêå â êà÷åñòâå îòäåëüíîé ñóùíîñòè ïðèñóòñòâóåò:

int (*p)[20];

åñòü ñóùíîñòü ñîâåðøåííî èíàÿ, íåæåëè

int *q;

Îáúÿñíèòü, ÷òî çà ñòðàííàÿ øòóêà ¾óêàçàòåëü íà ìàññèâ¿, ïðîùå ÷åëîâåêó, çíàêîìîìó ñ Ïàñêà-
ëåì, íåæåëè òåì, êòî íà÷àë ñðàçó ñ Ñè, ïîòîìó ÷òî ó ïîñëåäíèõ îáîðîò ¾p óêàçûâàåò íà ìàññèâ¿
ïðî÷íî àññîöèèðóåòñÿ ñ óêàçàíèåì èìåííî ÷òî íà ïåðâûé ýëåìåíò ìàññèâà; äåëî îñëîæíÿåòñÿ
åù¼ è òåì, ÷òî àäðåñ-òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóåòñÿ îäèí è òîò æå, èíà÷å ãîâîðÿ, ÷èñëåííîå
çíà÷åíèå óêàçàòåëÿ íà ìàññèâ (íàïðèìåð, íà ñòðîêó äâóìåðíîé ìàòðèöû) òàêîå æå, êàê è óêà-
çàòåëÿ íà å¼ æå ïåðâûé ýëåìåíò. Òàêèì îáðàçîì, îòñóòñòâèå â Ñè ìàññèâîâ êàê ïîëíîöåííîãî
òèïà ïåðåìåííûõ îñëîæíÿåò îáúÿñíåíèå äàæå ñàìîãî ÿçûêà Ñè, íå ãîâîðÿ î äðóãèõ ÿçûêàõ;
ó òåõ ó÷àùèõñÿ, äëÿ êîãî ñòðàííûå ìàññèâû Ñè ñòàëè ïåðâûìè ìàññèâàìè â æèçíè, ïîçæå
÷àñòî íàáëþäàþòñÿ òðóäíîñòè ñ ïîíèìàíèåì, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåêò-âåêòîð, êîòîðûé
ìîæíî ââåñòè â Ñè++.

Ìíå êàê-òî ðàç äîâåëîñü îáùàòüñÿ ñ ïðîôåññèîíàëüíûì ïðîãðàììèñòîì (òî åñòü ÷åëî-
âåêîì, ðàáîòàþùèì ïî ýòîé ñïåöèàëüíîñòè è ïîëó÷àþùèì çà ýòî äåíüãè), êîòîðûé âñåðü¼ç
óòâåðæäàë, ÷òî ïîíÿòèÿ ¾ìàññèâ¿ è ¾àäðåñ ìàññèâà¿ òîæäåñòâåííû. Åãî íå ìîãëè óáåäèòü
â îáðàòíîì íèêàêèå äîâîäû, âêëþ÷àÿ è òðèâèàëüíîå ñîîáðàæåíèå î òîì, ÷òî àäðåñ ìàññèâà
çàíèìàåò 4 áàéòà, òîãäà êàê ñàì ìàññèâ � â îáùåì ñëó÷àå ñêîëüêî óãîäíî. Ñóùíîñòü ¾óêàçà-
òåëü íà ìàññèâ¿ îí, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, íå ïîíèìàë, à íà âîïðîñ, êàêîé æå òèï, ïî åãî
ìíåíèþ, áóäåò èìåòü èìÿ, îïèñàííîå êàê äâóìåðíûé ìàññèâ, îí îòâåòèòü íå ñìîã, íî â ñâîåé
óâåðåííîñòè òàê è íå ïîêîëåáàëñÿ.

Ïðîäîëæàÿ òåìó òèïèçàöèè, îòìå÷ó, ÷òî îòñóòñòâèå ñòðîãîé òèïèçàöèè â Ñè òîæå íå ñëèø-
êîì ñïîñîáñòâóåò ïîíèìàíèþ îáùåçíà÷èìûõ ïðîãðàììèñòñêèõ êîíöåïöèé. Âñ¼-òàêè ñèìâîë è
åãî ASCII-êîä � ýòî íå îäíî è òî æå, õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ äâóõ îäíîáàé-
òîâûõ ÷èñåë âïîëíå îñìûñëåííà, òîãäà êàê îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ äâóõ áóêâ (åñëè, êîíå÷íî, ýòî
íå êîíêàòåíàöèÿ â ñòðîêîâîì ñìûñëå, íî â Ñè òàêîãî íåò) � áåññìûñëåííà. Äà è ïåðå÷èñëèìûé
òèï èçíà÷àëüíî âñ¼-òàêè íå òî æå ñàìîå, ÷òî íàáîð öåëî÷èñëåííûõ êîíñòàíò, íó à îòñóòñòâèå
îòäåëüíîãî áóëåâñêîãî òèïà îêàçàëîñü, êàê ìû çíàåì, íàñòîëüêî íåóäîáíî, ÷òî â Ñè++ òèï
bool ââåëè, õîòÿ è íå ñðàçó. Ïî ïðàâäå ãîâîðÿ, Ïàñêàëü òîæå íå óìååò çàïðåùàòü ñêëàäûâàòü
êèëîãðàììû ñ êèëîìåòðàìè, íî èìåþùèåñÿ â í¼ì çà÷àòêè ñòðîãîé òèïèçàöèè ïîäãîòàâëèâàþò
ñëóøàòåëÿ ê âñòðå÷å ñ äåéñòâèòåëüíî ñòðîãèìè òèïàìè â Àäå è, íàïðèìåð, äîìåíàìè â áàçàõ
äàííûõ.

Íàêîíåö, â Ñè íåò ïîëíîöåííîé ìîäóëüíîñòè, à òî, ÷òî åñòü âìåñòî íå¼, òðåáóåò èñïîëüçîâà-
íèÿ íåòðèâèàëüíîé òåõíèêè, îñíîâàííîé íà äèðåêòèâàõ óñëîâíîé êîìïèëÿöèè3. Çäåñü ìîæíî
âîçðàçèòü, ÷òî â ¾ñòàíäàðòíîì Ïàñêàëå¿ ìîäóëüíîñòè òîæå íåò, íî âåäü â ðåàëüíîé æèçíè

3Èìåþòñÿ â âèäó çàùèòíûå ìàêðîñû çàãîëîâî÷íûõ ôàéëîâ.
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ïðàêòè÷åñêè âñå ðåàëèçàöèè Ïàñêàëÿ ïîääåðæèâàþò âïîëíå ïîëíîöåííûå ìîäóëè. Îòñóòñòâèå
çíàêîìñòâà ñ ïðàâèëüíîé ñèñòåìîé ìîäóëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ çàñòàâëÿåò ñòóäåíòîâ ïîâå-
ðèòü, ÷òî òåõíèêà ðàçäåëüíîé êîìïèëÿöèè èñõîäíèêîâ íà ÿçûêå Ñè, âêëþ÷àþùàÿ çàãîëîâî÷-
íûå ôàéëû è áóêâàëüíî ñîñòîÿùàÿ èç õàêîâ � ýòî è åñòü ìîäóëüíîñòü, íî âåäü íà ñàìîì äåëå
ýòî íå òàê.

7 Çàêëþ÷åíèå

Èòàê, çàìåíÿòü Ïàñêàëü íà Ñè â íà÷àëüíîì îáó÷åíèè, ñ ìîåé òî÷êè çðåíèÿ, íåäîïóñòèìî;
ïîçâîëþ ñåáå â çàêëþ÷åíèå âûñêàçàòü ðÿä ñîîáðàæåíèé îòíîñèòåëüíî òîãî, êàêèå èçìåíåíèÿ
â ïðîãðàììèñòñêèõ ïðåäìåòàõ íà ïåðâîì êóðñå íå òîëüêî äîïóñòèìû, íî è æåëàòåëüíû.

Ïðåæäå âñåãî ñëåäóåò, âèäèìî, îòêàçàòüñÿ îò èñïîëüçîâàíèÿ ì¼ðòâûõ îïåðàöèîííûõ ñðåä
è ñèñòåì ïðîãðàììèðîâàíèÿ. ßçûê Ïàñêàëü ñàì ïî ñåáå ê ýòîé êàòåãîðèè íå îòíîñèòñÿ: ñó-
ùåñòâóåò íåñêîëüêî ïîääåðæèâàåìûõ êðîññïëàòôîðìåííûõ ðåàëèçàöèé îíîãî, èìåþùèõ ïðî-
ôåññèîíàëüíîå êà÷åñòâî. Îäíàêî ñ ïîïóëÿðíîé â íàøèõ øêîëàõ è ÂÓÇàõ ñðåäîé Turbo Pascal
ñèòóàöèÿ ñîâåðøåííî èíàÿ, ýòîò èíñòðóìåíò ì¼ðòâ äàâíî, ïðî÷íî è áåçíàä¼æíî. Áîëüøå òîãî,
îáó÷åíèå îáû÷íî ïðîâîäÿò íà ïðîãðàììàõ äëÿ MSDOS, êîòîðàÿ ñàìà ïî ñåáå òàêæå ìåðòâà.
Ïî÷åìó ó÷åíèêîâ çàñòàâëÿþò ïèñàòü èìåííî ïîä MSDOS, ïîíÿòíî � âåäü ïèñàòü ïîëíîöåííûå
ïðîãðàììû ïîä Windows äîñòàòî÷íî ñëîæíî, è çàäà÷à íàó÷èòüñÿ ýòîìó � ÿâíî íå äëÿ íà÷àëü-
íîãî îáó÷åíèÿ. Îäíàêî îòêàçàòüñÿ îò Windows ïðåïîäàâàòåëÿì ìåøàåò èððàöèîíàëüíûé ñòðàõ
ïåðåä äðóãèìè ïëàòôîðìàìè. Â èòîãå ó÷åíèêàì ïðåäëàãàåòñÿ ïèñàòü, â ñóùíîñòè, íå ïðîãðàì-
ìû ïîä Windows, à òàêèå ïðîãðàììû, êîòîðûå õóäî-áåäíî çàïóñêàþòñÿ ïîä Windows; àáñóðä-
íîñòü ñèòóàöèè ìîæíî, íàïðèìåð, ïðîèëëþñòðèðîâàòü âîçíèêàþùåé êàê ó îáó÷àåìûõ, òàê è
ó íåêîòîðûõ ïðåïîäàâàòåëåé ïðèâû÷êîé ëþáóþ ïðîãðàììó îáÿçàòåëüíî çàêàí÷èâàòü îïåðàòî-
ðîì ReadLn. Äåëàåòñÿ ýòî, åñòåñòâåííî, ÷òîáû íå çàêðûâàëîñü îêîøêî è ìîæíî áûëî ïðî÷èòàòü
ðåçóëüòàòû, íî çà÷àñòóþ ýòîò ôàêò çàáûâàåòñÿ, íàñòîëüêî ïðèâû÷íûì îêàçûâàåòñÿ ýòîò âîò
îïåðàòîð â êîíöå; êàêîå, ñïðàøèâàåòñÿ, îòíîøåíèå ýòî èìååò ê îáó÷åíèþ ïðîãðàììèðîâàíèþ?
Ïîëàãàþ, ÷òî íèêàêîãî.

Ìîæíî, êîíå÷íî, ñêàçàòü, ÷òî ìû è íå ñòàâèì ïåðåä ñîáîé öåëè ïðÿìî íà ïåðâîì êóðñå
ñäåëàòü èç ñòóäåíòîâ ïðîôåññèîíàëüíûõ ïðîãðàìèñòîâ, òàê ÷òî, êàçàëîñü áû, ¾íåïîëíîöåí-
íîñòü¿ êîíñîëüíûõ ïðèëîæåíèé ïîä Windows, à ðàâíî è ¾ì¼ðòâîñòü¿ MSDOS íå äîëæíû áûòü
ïðåïÿòñòâèåì ó÷åáíîìó ïðîöåññó. Ê ñîæàëåíèþ, óòâåðæäàÿ òàê, ìû íå ó÷èòûâàåì, ÷òî ñòó-
äåíòû � æèâûå ëþäè è èõ ëè÷íîå îòíîøåíèå ê ïðåäìåòó (íà ýìîöèîíàëüíîì óðîâíå) ñïîñîáíî
âåñüìà è âåñüìà ñóùåñòâåííî ïîâëèÿòü íà óñâîåíèå ìàòåðèàëà è óñïåâàåìîñòü. Èñïîëüçîâàíèå
óñòàðåâøèõ èëè â òîì èëè èíîì ñìûñëå ¾íåíàñòîÿùèõ¿ èíñòðóìåíòîâ, íðàâèòñÿ íàì ýòî èëè
íåò, ðàñõîëàæèâàåò ñòóäåíòîâ è ôîðìèðóåò îòíîøåíèå ê ïðîãðàììèñòñêèì ïðåäìåòàì êàê ê
áåñïîëåçíîé òðàòå âðåìåíè.

Èòàê, ïåðâàÿ êîíñòðóêòèâíàÿ ðåêîìåíäàöèÿ � îòêàç îò óñòàðåâøèõ ñèñòåì è ïëàòôîðì â
ïîëüçó ñîâðåìåííîé ÎÑ ñåìåéñòâà Unix è îäíîé èç èìåþùèõñÿ â ìèðå Unix ñâîáîäíûõ ðåàëè-
çàöèé Ïàñêàëÿ (Free Pascal èëè GNU Pascal). Â êà÷åñòâå âòîðîé ðåêîìåíäàöèè ÿ áû íàçâàë
ïîñòåïåííîå âûòåñíåíèå èç ó÷åáíîãî ïðîöåññà ¾ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà áóìàæêå¿, êîòîðîå, ñ
îäíîé ñòîðîíû, ðàçäðàæàåò ñòóäåíòîâ, óìåþùèõ ïðîãðàììèðîâàòü, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, äà¼ò
âîçìîæíîñòü ¾àóòñàéäåðàì¿, ÷òî-òî ñïèñàâ, ãäå-òî âûåõàâ íà íåðàçáîð÷èâîñòè ïî÷åðêà è ò. ï.,
ïîëó÷èòü çà÷¼ò, òàê è íå íàïèñàâ çà ñâîþ æèçíü íè îäíîé ïðîãðàììû. Â èòîãå ìû íà âòîðîì
êóðñå îáíàðóæèâàåì ñòóäåíòîâ, íå ïîíèìàþùèõ, ÷òî òàêîå (íàïðèìåð) âëîæåííûå öèêëû.

Çà ñ÷¼ò îòêàçà îò ïðîâåäåíèÿ ïèñüìåííûõ ðàáîò ïî ïðîãðàììèðîâàíèþ ìîæíî, î÷åâèäíî,
áîëüøå âíèìàíèÿ è ó÷åáíîãî âðåìåíè óäåëèòü íåïîñðåäñòâåííî ðàáîòå ñ ìàøèíîé. Ê ñîæà-
ëåíèþ, òóò òîæå íå âñ¼ òàê ïðîñòî. Ìíîãèå ïðåïîäàâàòåëè òùàòåëüíî òåñòèðóþò ïðîãðàììû,
êîòîðûå ñòóäåíòû ñäàþò â êà÷åñòâå âûïîëíåííîãî çàäàíèÿ, è ïðè ýòîì ïîëíîñòüþ çàáûâàþò,
÷òî ïðîãðàììà ñàìà ïî ñåáå � íå ñàìîöåëü, öåëüþ ÿâëÿþòñÿ ïîëó÷åííûå ñòóäåíòîì íàâûêè,
êîòîðûå êàê ðàç è íå ïðîâåðÿþòñÿ. Çàäàíèÿ ïî íåêîòîðûì äèñöèïëèíàì âîîáùå ïðèíèìàþòñÿ
ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå èëè èíûì ñïîñîáîì, íå ïðåäïîëàãàþùèì ëè÷íîãî îáùåíèÿ ñî ñòóäåí-
òîì. Íåóäèâèòåëüíî, ÷òî ñòóäåíòû ñòàðøèõ êóðñîâ ñîçäàëè íàñòîÿùóþ èíäóñòðèþ íàïèñàíèÿ
çàäàíèé äëÿ ìëàäøåêóðñíèêîâ çà äåíåæíîå âîçíàãðàæäåíèå.

Óñòàíîâèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ñòóäåíò àâòîðîì ñäàâàåìîé ïðîãðàììû, äîñòàòî÷íî ïðîñòî; ïðî-
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áëåìà, î÷åâèäíî, â ëè÷íîì îòíîøåíèè ïðåïîäàâàòåëåé ê ïðàêòèêå ñäà÷è çàäàíèé, âûïîëíåí-
íûõ êåì-òî ïîñòîðîííèì. Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî ëþáûå ðàçãîâîðû î òîì, ÷òî-äå ñòóäåíò ÿêîáû
ðàçîáðàëñÿ â ÷óæîé ïðîãðàììå, ñóòü íå áîëåå ÷åì ñàìîîáìàí, è ñàìîîáìàí îïàñíûé. Âñåðü¼ç
ðàçîáðàòüñÿ â ÷óæîì êîäå ìíîãîêðàòíî òðóäíåé, ÷åì íàïèñàòü åãî ñàìîìó. ×òîáû óáåäèòü-
ñÿ â íóëåâîé öåííîñòè ñëîâ ¾ÿ ðàçîáðàëñÿ¿, äîñòàòî÷íî ïðåäëîæèòü ñòóäåíòó ïðÿìî â ïðè-
ñóòñòâèè ïðåïîäàâàòåëÿ ïðèìåíèòü ïîëó÷åííûå íàâûêè, íàïèñàâ (âîò ïðÿìî çäåñü è ñåé÷àñ)
íîâûé ôðàãìåíò êîäà èëè ïðîñòóþ ïðîãðàììó öåëèêîì.

Âûõîä èç ñîçäàâøåéñÿ ñèòóàöèè ìíå âèäèòñÿ â ïðèìåíåíèè äâóõ îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ.
Âî-ïåðâûõ, íåîáõîäèìî ðåøèòü äëÿ ñåáÿ, ÷òî ÷óæèå èëè ¾íå ñîâñåì ñâîè¿ ïðîãðàììû íå òîëü-
êî íå ìîãóò ïðèíèìàòüñÿ è ðàññìàòðèâàòüñÿ âìåñòî âûïîëíåííûõ ñòóäåíòîì ñàìîñòîÿòåëüíî,
íî, íàïðîòèâ, ïîïûòêè ïðåäúÿâëåíèÿ òàêèõ ïðîãðàìì ê ñäà÷å äîëæíû ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
ïðåñòóïëåíèå (à êàê åù¼ ìîæíî îòíîñèòüñÿ ê çëîíàìåðåííîìó îáìàíó ïðåïîäàâàòåëÿ?), è
ïîñëåäñòâèÿ ýòîãî äîëæíû áûòü áîëåå ñåðü¼çíûìè, ÷åì ïðåäëîæåíèå ïðèéòè â ñëåäóþùèé
ðàç.

Âî-âòîðûõ, âñå ñîìíèòåëüíûå ñëó÷àè äîëæíû â îáÿçàòåëüíîì ïîðÿäêå çàêàí÷èâàòüñÿ êîí-
òðîëüíîé ðàáîòîé, ïðîâîäèìîé íà êîìïüþòåðå, íà êîòîðîì çàáëîêèðîâàí äîñòóï ê ëþáûì
âíåøíèì èñòî÷íèêàì. Âñåãäà ìîæíî íàéòè íåáîëüøóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü âûïîë-
íåíà çà 15-20 ìèíóò, äàòü íà íå¼ äëÿ âåðíîñòè, ñêàæåì, ÷àñ è ïîñìîòðåòü íà ðåçóëüòàòû.
×òîáû îòìåñòè ëþáûå îáâèíåíèÿ â íåîáúåêòèâíîñòè, ñëåäóåò â òàêèõ ñëó÷àÿõ êàòåãîðè÷åñêè
îòêàçûâàòüñÿ ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà ÷òî-ëèáî êðîìå ðàáîòàþùåé è ïîëíîñòüþ
ñîîòâåòñòâóþùåé çàäàíèþ ïðîãðàììû. Êîíòðîëüíóþ ðàáîòó òàêîãî ðîäà ìîæíî ïðè æåëàíèè
ïðîâåñòè è äëÿ âñåé ãðóïïû; ðåçóëüòàòû áóäóò â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ áîëåå ðåëåâàíòíûìè,
÷åì ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè îáû÷íûõ çàäàíèé.

Êàê ïîêàçûâàò ïðàêòèêà, íàó÷èòüñÿ ïðîãðàììèðîâàòü â îáú¼ìå îáÿçàòåëüíîãî ïðàêòèêóìà
ìîæåò ëþáîé ñòóäåíò, ïîñòóïèâøèé íà ÂÌÊ, è ïðîáëåìà òîëüêî â òîì, ÷òîáû óáåäèòü ñòóäåíòà
â îòñóòñòâèè àëüòåðíàòèâû.

8 Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð ñ÷èòàåò ñâîèì ïðèÿòíûì äîëãîì âûðàçèòü ïðèçíàòåëüíîñòü À.×åðíîâó è
À.Ñàëüíèêîâó çà êîíñòðóêòèâíûå äèñêóññèè, à òàêæå Å.À.Áîðäà÷åíêîâîé çà ïðîÿâëåííóþ
èíèöèàòèâó. Åñëè áû íå îíè, ýòî ýññå âðÿä ëè êîãäà-íèáóäü áûëî áû íàïèñàíî.
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ÓÄÊ 519.6

ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÝÊÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ ÐÈÑÊÎÂ
ÇÀÃÐßÇÍÅÍÈß ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÍÛÕ ÂÎÄ ÎÊÅÀÍÎÂ È

ÌÎÐÅÉ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÒÅÎÐÈÈ ÑÎÏÐßÆÅÍÍÛÕ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

c© 2010 ã. Çàÿ÷êîâñêèé Àíòîí Îëåãîâè÷

Êàôåäðà âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé è ìîäåëèðîâàíèÿ

Ââåäåíèå

Ðàçâèòèå íîâûõ òåõíîëîãèé, óâåëè÷åíèå îáúåìîâ ïðîìûøëåííîãî è ñåëüñêîõîçÿéñòâåííîãî
ïðîèçâîäñòâà, ðàñøèðåíèå ñåòè òðàíñïîðòíûõ ñèñòåì è ñèñòåì ïåðåäà÷è ýíåðãèè è ýíåðãîíî-
ñèòåëåé ñîïðîâîæäàþòñÿ ðîñòîì òåõíîãåííîé íàãðóçêè íà áèîñôåðó. Ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâëÿ-
þòñÿ âñå ÷àùå âîçíèêàþùèå ÷ðåçâû÷àéíûå ñèòóàöèè, àâàðèè è êàòàñòðîôû, õàðàêòåðèçóþ-
ùèåñÿ çíà÷èòåëüíûìè ìàòåðèàëüíûìè, ñîöèàëüíûìè è ýêîëîãè÷åñêèìè ïîñëåäñòâèÿìè. Ïðè
ýòîì, êàê ïîêàçàëè ñîáûòèÿ ïîñëåäíèõ äåñÿòèëåòèé, ðåàëèçóþòñÿ ñ÷èòàâøèåñÿ ðàíåå âåñüìà
ìàëîâåðîÿòíûìè êðóïíûå àâàðèè è êàòàñòðîôû íà ðàçëè÷íûõ îáúåêòàõ âûñîêîé òåõíîëîãèè
(ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü àâàðèè íà àòîìíûõ ýëåêòðîñòàíöèÿõ, õèìè÷åñêèõ êîìáèíàòàõ,
íåôòå- è ãàçîïðîâîäàõ è ò. ä.). Ñòàëà î÷åâèäíîé íåîáõîäèìîñòü â ðàçðàáîòêå íîâûõ ïîäõîäîâ
ê îáåñïå÷åíèþ áåçîïàñíîñòè ïðèðîäíîé ñðåäû. Èìåííî ïîýòîìó â ñòðàíàõ ñ ðàçâèòîé ýêîíî-
ìèêîé ñôîðìèðîâàëàñü íîâàÿ îòðàñëü çíàíèÿ � àíàëèç ýêîëîãè÷åñêèõ ðèñêîâ è óïðàâëåíèå
èìè. Åñòåñòâåííî, ÷òî àêòóàëüíîé ñòàëà çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ ðèñêîâ. Îñíîâíàÿ öåëü òàêèõ
èññëåäîâàíèé � âûðàáàòûâàòü äëÿ ëèö, îòâåòñòâåííûõ çà ïðèíÿòèå ðåøåíèé, ðåêîìåíäàöèè
ïî ýôôåêòèâíûì ìåðàì óïðàâëåíèÿ ðèñêàìè.

Ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå â ýêîëîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ èìåþò ïîíÿòèÿ ðèñêîâ è óÿç-
âèìîñòè òåððèòîðèé ê åñòåñòâåííûì è àíòðîïîãåííûì âîçäåéñòâèÿì. Ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî
âûÿâèòü ïîòåíöèàëüíî îïàñíûå ñèòóàöèè è îáúåêòû, êîëè÷åñòâåííî îöåíèòü ñòåïåíü òÿæåñòè
âîçìîæíûõ ïîñëåäñòâèé êàòàñòðîôè÷åñêèõ ñîáûòèé.

Àíàëèç ðèñêà, ñâÿçàííûé ñ çàãðÿçíåíèåì îêðóæàþùåé ñðåäû òîêñè÷íûìè õèìè÷åñêèìè âå-
ùåñòâàìè, îïèðàåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ñðåäè íèõ îïðå-
äåëÿþùóþ ðîëü èãðàþò ìîäåëè ðàñïðîñòðàíåíèÿ è òðàíñôîðìàöèè ïðèìåñåé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ýêîëîãè÷åñêèõ ðèñêîâ çàãðÿç-
íåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ âîä îêåàíîâ è ìîðåé íà îñíîâå òåîðèè ñîïðÿæåííûõ óðàâíåíèé.

1 Ïîíÿòèå ¾ðèñêà¿ è âû÷èñëåíèå âåëè÷èíû ýêîëîãè÷åñêîãî ðèñ-
êà

Ïðåæäå ÷åì îöåíèâàòü ðèñê, íàäî îïðåäåëèòü ñàì òåðìèí ¾ðèñê¿. Ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ,
âñòðå÷àþùèåñÿ â ëèòåðàòóðå:

• Òåðìèí ¾ðèñê¿ óïîòðåáëÿåòñÿ êàê òîæäåñòâåííûé òåðìèíó ¾îïàñíîñòü¿ (¾ðèñê � îïàñ-
íîñòü áóäóùåãî óùåðáà¿ èëè ¾ðèñê � ýòî îïàñíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ íåáëàãîïðèÿòíûõ
ïîñëåäñòâèé ðàññìàòðèâàåìîãî ñîáûòèÿ¿).

• Ïîä ðèñêîì ïîäðàçóìåâàþò âîçìîæíîñòü èëè âåðîÿòíîñòü íåáëàãîïðèÿòíîãî ñîáûòèÿ èëè
ïðîöåññà (¾îïàñíîñòü, âîçìîæíîñòü óáûòêà èëè óùåðáà¿, ¾âîçìîæíîñòü èëè âåðîÿòíîñòü
ôàêòà èëè ñîáûòèÿ, ðàññìàòðèâàåìîãî êàê íåêîå çëî èëè íåêèé óùåðá¿ èëè ¾ðèñê ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé øàíñ òîãî, ÷òî ìîæåò ñëó÷èòüñÿ íå÷òî íåæåëàòåëüíîå¿).
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• Âñå áîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷àåò òàêîé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ ðèñêà íåáëàãîïðè-
ÿòíîãî ñîáûòèÿ, êîòîðûé ó÷èòûâàåò íå òîëüêî âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ, íî òàêæå
âñå åãî âîçìîæíûå ïîñëåäñòâèÿ. Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ èëè ïðîöåññà çäåñü âûñòóïàåò îä-
íèì èç êîìïîíåíòîâ ðèñêà, à ìåðà ïîñëåäñòâèé (óùåðáà) � äðóãèì. Òàêîå äâóìåðíîå
îïðåäåëåíèå ðèñêà èñïîëüçóåòñÿ ïðè êîëè÷åñòâåííîì îöåíèâàíèè ðèñêà è ïðèìåíÿåòñÿ â
íàñòîÿùåé ðàáîòå.

• Ñóùåñòâóåò è èíîé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ ðèñêà � ìíîãîìåðíûé. Îí îñíîâàí íà ìíîãî-
÷èñëåííûõ ôàêòîðàõ, îòâåòñòâåííûõ çà âîñïðèÿòèå ðèñêà è âëèÿþùèõ íà ïðèíÿòèå ñâÿ-
çàííûõ ñ ðèñêîì ðåøåíèé. Ýòè ôàêòîðû, âûÿâëåííûå ïñèõîëîãàìè, èìåþò êà÷åñòâåííûé
õàðàêòåð. ×òîáû ñðàâíèâàòü ñòåïåíè ïðîÿâëåíèÿ ýòèõ ôàêòîðîâ, èì ïðèïèñûâàþò óñëîâ-
íûå åäèíèöû (íàïðèìåð, ïî ïÿòèáàëëüíîé ñèñòåìå: åñëè äàííûé ôàêòîð ñ÷èòàåòñÿ î÷åíü
ñèëüíûì, òî åãî ¾âåñ¿ ïðèíèìàþò çà 5, à åñëè î÷åíü ñëàáûì, òî çà 1). Ïîñëå ýòîãî âñå
¾âåñà¿ ñóììèðóþòñÿ, â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ ñóùíîñòü òàê íàçûâàåìîãî ïñèõîìåòðè÷åñêîãî
ïîäõîäà ê ðèñêó, èñïîëüçóþùåãî åãî ìíîãîìåðíîå îïðåäåëåíèå. Ìíîãîìåðíîå îïðåäåëå-
íèå íîñèò êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð, îíî ïîëåçíî ïðè âûÿâëåíèè ïðèîðèòåòîâ ëþäåé â èõ
îòíîøåíèè ê ñîâîêóïíîñòè îïàñíûõ ñîáûòèé èëè ïðîöåññîâ.

Ìû ïðèíèìàåì, ÷òî ðèñê � êîëè÷åñòâåííàÿ ìåðà îïàñíîñòè ñ ó÷åòîì åå ïîñëåäñòâèé. Ïî-
ñëåäñòâèÿ ïðîÿâëåíèÿ îïàñíîñòè âñåãäà ïðèíîñÿò óùåðá. Ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêà ðèñêà äîëæíà
áûòü ñâÿçàíà ñ îöåíêîé óùåðáà. ×åì áîëüøå îæèäàåìûé óùåðá, òåì çíà÷èòåëüíåå ðèñê. Êðîìå
òîãî, ðèñê áóäåò òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå âåðîÿòíîñòü ïðîÿâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îïàñíîñòè.
Ïîýòîìó ðèñê R ìîæåò áûòü îïðåäåëåí êàê ïðîèçâåäåíèå âåðîÿòíîñòè îïàñíîñòè ðàññìàòðè-
âàåìîãî ñîáûòèÿ èëè ïðîöåññà P íà âåëè÷èíó îæèäàåìûõ ïîñëåäñòâèé (óùåðáà) Q:

R = P ·Q. (1)

×òîáû ïðèäàòü ïàðàìåòðàì êà÷åñòâåííûé ñìûñë, âûðàçèì îïàñíîñòü êàê âåðîÿòíîñòü íà-
ðóøåíèÿ ñàíèòàðíûõ íîðì (ïðè çàäàííîé îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòå àâàðèé). Òîãäà åñëè ïîêàçà-
òåëü óùåðáà õàðàêòåðèçóåò øòðàôû çà òàêîå íàðóøåíèå ñàíèòàðíûõ íîðì (àâàðèéíûé âûáðîñ
ïîëëþòàíòà), òî çíà÷åíèå ðèñêà � ýòî îæèäàåìûå âûïëàòû çà íàðóøåíèÿ ïðèðîäîîõðàííîãî
çàêîíîäàòåëüñòâà â ñðåäíåì çà ðàñ÷åòíûé ïåðèîä.

Äëÿ çàäà÷è îöåíêè ýêîëîãè÷åñêîé îïàñíîñòè èñïîëüçóþòñÿ êîìáèíèðîâàííûå ìåòîäû ðå-
øåíèÿ ïðÿìûõ è ñîïðÿæåííûõ çàäà÷ è ìåòîäû òåîðèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè ìîäåëåé ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ.

2 Àëãîðèòì ðàñ÷åòà âåëè÷èíû ýêîëîãè÷åñêîé îïàñíîñòè è îöåí-
êà óÿçâèìîñòè

Ìîäåëèðîâàíèå ýêîëîãè÷åñêîé îïàñíîñòè (è ýêîëîãè÷åñêîãî ðèñêà) áóäåò âåñòèñü â ñëåäó-
þùèõ èñõîäíûõ ïîëîæåíèÿõ. Ðàñïðîñòðàíåíèå êîíöåíòðàöèè çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà (ïîë-
ëþòàíòà) C ïðîèñõîäèò ïî ÷àñòè ïîâåðõíîñòè ñôåðû D, ïîýòîìó èñïîëüçóþòñÿ ñôåðè÷åñêèå
êîîðäèíàòû (ϕ, θ,Rçåì), ãäå Rçåì � ðàäèóñ ñôåðû, êîíöåíòðàöèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â ìîìåíò
âðåìåíè t è C ≡ C(ϕ, θ, t) â DT ≡ (0, T )×D � îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ
êîîðäèíàò.

Ïðåæäå âñåãî îïðåäåëèì íàáîð îöåíèâàåìûõ õàðàêòåðèñòèê â âèäå ôóíêöèîíàëîâ

Φk(C) =
∫

DT

Fk(C)χk(ϕ, θ, t)dDdt, k = 1,K, K ≥ 1, (2)

ãäå Fk(C) �ôóíêöèè çàäàííîãî âèäà, îïðåäåëåííûå è äèôôåðåíöèðóåìûå íà ìíîæåñòâå ôóíê-
öèé C ∈ Q(DT ) ⊂ L2(DT ); χk(ϕ, θ, t) > 0 � âåñîâûå ôóíêöèè, ïðèíàäëåæàùèå ñîïðÿæåííîìó
ïðîñòðàíñòâó Q∗(DT ). Ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ôóíêöèé Fk(C) è χk ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíà-
ëîâ ýòîãî âèäà ìîæíî îïèñàòü îáîáùåííûå õàðàêòåðèñòèêè ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû, ýêîëîãè÷åñêèå
îãðàíè÷åíèÿ íà êà÷åñòâî ïðèðîäíîé ñðåäû, ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé ðàçëè÷íûõ òèïîâ, êðèòå-
ðèè óïðàâëåíèÿ, êðèòåðèè êà÷åñòâà ìîäåëåé è ò. ä.
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Âàæíåéøåé õàðàêòåðèñòèêîé ïðè îöåíêå ýêîëîãè÷åñêîãî ðèñêà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàë, ôîð-
ìèðóþùèéñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîâ: îáëàñòü âîäîåìà çàäàåòñÿ êàê íîñèòåëü íåíóëåâûõ çíà÷åíèé
âåñîâîé ôóíêöèè â (2) è Fk(C) ≡ C. Ôóíêöèÿ C îïèñûâàåò êîíöåíòðàöèþ ïàññèâíîé ïðèìåñè â
ðåãèîíå. Ôóíêöèîíàë ïðåäñòàâëÿåò ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî çàãðÿçíåíèé, êîòîðîå ìîæåò ïîñòó-
ïèòü â âîäîåì îò äåéñòâóþùèõ è ïîòåíöèàëüíî âîçìîæíûõ èñòî÷íèêîâ. Åãî öåëü � ïîíÿòü, äî
êàêîé ñòåïåíè âîäîåì ïîäâåðæåí âîçäåéñòâèþ àíòðîïîãåííûõ èñòî÷íèêîâ, è îöåíèòü ñòåïåíü
ýêîëîãè÷åñêîé îïàñíîñòè äëÿ îáúåêòà ïîëó÷èòü çàãðÿçíåíèÿ îò äåéñòâóþùèõ è ïîòåíöèàëüíî
âîçìîæíûõ èñòî÷íèêîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèîíàë ïðèìåò âèä:

Φ(C) =
∫

DT

C · χ(ϕ, θ)dDdt. (3)

Âîîáùå ãîâîðÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ íå âñÿ îáëàñòü âîäîåìà, íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ëèøü îïðå-
äåëåííàÿ ÷àñòü (íàïðèìåð, ïðèáðåæíàÿ çîíà), è âåñîâàÿ ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

χ(ϕ, θ) =
{

1, (ϕ, θ) èç ïîäîáëàñòè D
0, èíà÷å.

Äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè ýêîëîãè÷åñêèõ ðèñêîâ ââåäåì ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí
âàðèàöèé δΦk ôóíêöèîíàëîâ (2). Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç ∆k, k = 1,K. Òîãäà óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ
âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

|δΦk| < ∆k, (4)

ìîæíî óñëîâíî ñ÷èòàòü ýêîëîãè÷åñêè áëàãîïîëó÷íûìè, à óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îíè íàðóøà-
þòñÿ, � ñèòóàöèÿìè ýêîëîãè÷åñêîé îïàñíîñòè.

Îñíîâîé äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà áóäåò ñëóæèòü äèôôóçèîííàÿ ìîäåëü ïåðåíîñà. Ñî-
ãëàñíî [2] îíà íàèáîëåå òî÷íî è îïåðàòèâíî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå î
êîíöåíòðàöèè ïîëëþòàíòà â îïðåäåëåííîé òî÷êå âîäíîãî òåëà â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðå-
ìåíè.

Çàïèøåì óðàâíåíèå â ñëåäóþùåé äèôôåðåíöèàëüíî-îïåðàòîðíîé ôîðìå:

LC ≡ dC

dt
−∇ · µ∇C + Λ(C) = 0 â DT , (5)

ãäå ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïåðåíîñà èìååò âèä

dC

dt
≡ ∂C

∂t
+

u

Rçåì sin θ
∂C

∂ϕ
+

v

Rçåì

∂C

∂θ
,

à Λ(C) � ÷ëåí, îòðàæàþùèé ñêîðîñòü òðàíñôîðìàöèè ïîëëþòàíòà, ëèíåéíûé îòíîñèòåëüíî
êîíöåíòðàöèè C.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå, ÷òî èç ñåáÿ ïðåäñòàâëÿåò ñëàãàåìîå Λ(C). Ñîãëàñíî [5], åãî ìîæíî
çàäàòü ëèíåéíûì ïî êîíöåíòðàöèè, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè òàêîì ðàñïðîñòðàíåíèè ïîëëþòàíòà
ïðîöåññ äåñòðóêöèè ïðîòåêàåò ïî çàêîíó ìîíîìîëåêóëÿðíîé ðåàêöèè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Òîãäà
êèíåòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ðàñïàäà çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà â òî÷êå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì:

C1(t) = Cλ exp(−λt),

ãäå t � âðåìÿ ïðåâðàùåíèÿ çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà;
λ � ñêîðîñòü õèìè÷åñêîé ðåàêöèè, êîòîðàÿ çàâèñèò îò τ � ïåðèîäà ïîëóðàñïàäà çàãðÿçíÿ-

þùåãî âåùåñòâà λ = ln(2/τ)
Äàííîå âûðàæåíèå èñïîëüçóåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè íåôòÿíîì çàãðÿçíåíèè ñîãëàñíî ðàáîòå [5].
Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïðîöåññû îñàæäåíèÿ è èñïàðåíèÿ çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà ìîãóò

áûòü îïèñàíû ëèíåéíîé ôóíêöèåé:
C2(t) = Cβt.

Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü óäàëåíèÿ ïðèìåñè èç áàññåéíà q ïàðàìåòðèçóåòñÿ òàê:

q ≡ (C1 + C2)ρ0 = λCρ0 exp(−λt) + Cρ0βt,
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ãäå λ � ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé òåìï áèîõèìè÷åñêîé è ìèêðîáèîëîãè÷åñêîé äåñòðóêöèè
(îêèñëåíèÿ) çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà, β � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé èñïàðåíèå ïðèìåñè
â àòìîñôåðó è óäàëåíèå åå çà ñ÷åò îñàæäåíèÿ (áèîñåäèìåíòàöèè), ρ0 � ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü
âîäû.

Òîãäà

Λ(C) ≡ q(C)
ρ0

= (λ exp(−λt) + βt)C. (6)

Ñëàãàåìîå Λ(C) îïèñàíî è èìåííî îíî ïðèíèìàåòñÿ â (5).
Íà÷àëüíîå óñëîâèÿ ïðè t = 0 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

C(ϕ, θ, 0) = C0(ϕ, θ). (7)

Â äàííîé ðàáîòå áóäåì íàçûâàòü åãî óïðàâëåíèåì èëè ïàðàìåòðîì, òàê êàê íèæå ïðèíèìà-
åòñÿ, ÷òî òîëüêî îíî çàäàåò èñòî÷íèê çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè,
à äðóãèõ èñòî÷íèêîâ çàãðÿçíåíèÿ íåò.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ çàìûêàíèÿ ìîäåëè îïðåäåëÿþòñÿ ôèçè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì èçó-
÷àåìîé ïðîáëåìû. Ñ÷èòàÿ, ÷òî âûáðîñ çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà ïðîèñõîäèò âíóòðè ðàññìàò-
ðèâàåìîé àêâàòîðèè âäàëåêå îò ãðàíèöû, ïðèìåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ âèäà

C|Γ = 0. (8)

Äàëåå ìû ïîëàãàåì, ÷òî L äåéñòâóåò èç Q(DT ) â Q∗(DT ), ãäå Q(DT ) ≡ L2

(
0, T ;

0

W 1
2 (D)

)

è Q∗(DT ) ≡ L2

(
0, T ;

0

W−1
2 (D)

)
.

Ñâÿçü ìåæäó âàðèàöèåé êîíöåíòðàöèè çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà è âàðèàöèåé ôóíêöèîíà-
ëà (3) èìååò âèä:

δΦ(C) = Φ(C + δC)− Φ(C) =
∫

DT

δC · χ(ϕ, θ)dDdt. (9)

Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à îöåíêè âàðèàöèè ôóíêöèîíàëà ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îöåíêè âàðèàöèè
êîíöåíòðàöèè çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà, çàâèñÿùåé îò âàðèàöèè óïðàâëåíèÿ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ÿâíîé çàâèñèìîñòè δΦ îò δC0 ïðîâåäåì íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ñ÷èòàåì, ÷òî â èñõîäíîé îïåðàòîðíîé çàäà÷å (5) êàæäîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ C0 ñîîò-
âåòñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå C è îïåðàòîðû ëèíåéíû, ïîýòîìó â DT âàðèàöèÿ δC óäîâëå-
òâîðÿåò ñëåäóþùåé ñèñòåìå: {

LδC = 0
δC|Γ = 0

δC|t=0 = δC0.
(10)

Äëÿ (5) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

LC = 0⇔ (LC,C∗)Q(DT ) = 0 ∀C∗ ∈ Q∗(DT ),

ïðè óñëîâèè L2 ⊆ Q∗ è ò. ê. δC ∈ Q(DT )⇒ LδC ∈ Q∗(DT ), çíà÷èò äëÿ (10)

LδC = 0⇔ (LδC,C∗)Q(DT ) = 0 ∀C∗ ∈ Q∗(DT ).

Íî òîãäà ïîëó÷àåì (ïåðåõîäîì ê L∗, èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì è ò. ä.):∫
DT

LδC · C∗dDdt =
∫

DT

L∗C∗ · δCdDdt−
∫
D

C∗δCdD
∣∣∣t=T

t=0
= 0.
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Çäåñü C∗ åñòü ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé çàäà÷è â DT :{
L∗C∗ = χ(ϕ, θ)
C∗|Γ = 0,

C∗(ϕ, θ, T ) = 0.
(11)

Ôóíêöèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè � ýòî ôóíêöèÿ C∗
∣∣∣
t=0

(ñì. [3, 4]). Äåéñòâèòåëüíî, âûðàæàåì âà-

ðèàöèþ ôóíêöèîíàëà â âèäå:

δΦ(C) ≡
∫

DT

δC · χ(ϕ, θ)dDdt =
∫

DT

δC · L∗C∗dDdt =

=
∫
D

C∗ · δCdD
∣∣∣
t=0

=
∫
D

C∗
∣∣∣
t=0
· δC0dD,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî C∗
∣∣∣
t=0

åñòü ôóíêöèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè âàðèàöèè ôóíêöèîíàëà ê âàðèàöèè
óïðàâëåíèÿ.

Èòàê, âûâåäåíî îñíîâíîå ñîîòíîøåíèå òåîðèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè, îïðåäåëÿþùåå ñâÿçü ìåæ-
äó âàðèàöèåé Φ(C) è âàðèàöèåé ïàðàìåòðà ìîäåëè (ñì. [2]):

δΦ ≡ (Γ, δY ), (12)

ãäå δY ≡ δC0 � âàðèàöèÿ óïðàâëåíèÿ ìîäåëè; Γ ≡ C∗
∣∣∣
t=0

� ôóíêöèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè ôóíê-

öèîíàëà Φ(C) ê ýòèì âàðèàöèÿì.
Èíôîðìàöèîííûé ñìûñë ôóíêöèè îïàñíîñòè äëÿ ôóíêöèîíàëîâ, îïðåäåëÿþùèõ êà÷åñòâî

âîäû â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè, ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åå çíà÷åíèå â òî÷êå
(ϕ, θ, t) ∈ DT � âåëè÷èíà îòíîñèòåëüíîãî âêëàäà âûáðîñà çàãðÿçíåíèé îò èñòî÷íèêà, ðàñ-
ïîëîæåííîãî â ýòîé òî÷êå (â èíòåðâàëå âðåìåíè åãî äåéñòâèÿ), â ïðåäñòàâëåííîå çíà÷åíèåì
ôóíêöèîíàëà ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî çàãðÿçíåíèé, ïîñòóïàþùèõ â íàáëþäàåìóþ îáëàñòü çà ïå-
ðèîä íàáëþäåíèé. Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè è ôóíêöèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè ñî-
äåðæàò êîëè÷åñòâåííóþ èíôîðìàöèþ äëÿ èçìåðåíèÿ ñòåïåíè ýêîëîãè÷åñêèõ ðèñêîâ äëÿ çîíû
íàáëþäåíèÿ è ïîêàçûâàþò õàðàêòåð åå óÿçâèìîñòè ê âîçìóùåíèÿì îò ïîòåíöèàëüíî îïàñíûõ
èñòî÷íèêîâ.

Â êîíå÷íîì èòîãå íàñ èíòåðåñóåò âåðîÿòíîñòü íåâûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (4), âûðàæàþùåãî
óñëîâèÿ ïîïàäàíèÿ èçó÷àåìîé ñèòóàöèè â êàòåãîðèþ ýêîëîãè÷åñêîé îïàñíîñòè äëÿ ðàññìîòðåí-
íîãî ñëó÷àÿ:

P ≡ P (|δΦ| > ∆). (13)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîâåðõíîñòü àêâàòîðèè ðàçáèòà íà ïîäîáëàñòè
⋃
i
Di = D (ìåðàmes(Di))

òàêèì îáðàçîì, ÷òî ìîæíî áûëî çàäàòü âåðîÿòíîñòü àâàðèè (âûáðîñà çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà
ìàññîéM îò òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, ïðåäñòàâëåííîãî âàðèàöèåé óïðàâëåíèÿ) íà êîíêðåòíîé ÷à-
ñòè àêâàòîðèè êàê Pi((ϕ, θ) ∈ Di) (ðàçáèåíèå ïî òîðãîâî-ïðîìûøëåííûì ïóòÿì, ïî ñåéñìè÷å-
ñêè îïàñíûì çîíàì). Äëÿ êàæäîé ïîâåðõíîñòè Di îïðåäåëèì çîíû D̂i ∈ Di (âîçìîæíî íóëåâîé
ìåðû) � çîíû ýêîëîãè÷åñêîé îïàñíîñòè, íà îñíîâå ¾ñîïðÿæåííûõ ôóíêöèé¿ � ðåøåíèé ñî-
ïðÿæåííûõ óðàâíåíèé ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. (10),(11),(12),(13)):

D̂i :

(ϕ̂, θ̂) ∈ Di :

M ∫
D

C∗
∣∣∣
t=0
· 1

2π
e−

(ϕ̂−ϕ)2+(θ̂−θ)2
2 dD

 > ∆

 . (14)

Òîãäà ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé èìååì:

P (|δΦ| > ∆) =
∑

i

mes(D̂i)
mes(Di)

Pi, (15)

÷òî çàâåðøàåò ðåøåíèå çàäà÷è îöåíêè ýêîëîãè÷åñêîé îïàñíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ñïîñîá íà-
õîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòè ýêîëîãè÷åñêîãî çàãðÿçíåíèÿ îïðåäåëåí.

Äàëåå ðàññìîòðèì âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ óùåðáà ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ïðèìåñè â ñèòóàöèÿõ
ýêîëîãè÷åñêîé îïàñíîñòè.
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3 Ðàñ÷åò ýêîëîãè÷åñêîãî óùåðáà

Ïîä ýêîíîìè÷åñêèì óùåðáîì, íàíîñèìûì îêðóæàþùåé ñðåäå, ïîíèìàþòñÿ âûðàæåííûå â
ñòîèìîñòíîé ôîðìå ôàêòè÷åñêèå è áóäóùèå (âîçìîæíûå) íåãàòèâíûå èçìåíåíèÿ îêðóæàþùåé
ñðåäû â ðåçóëüòàòå åå çàãðÿçíåíèÿ, ïîâëåêøèå çà ñîáîé äåãðàäàöèþ åñòåñòâåííûõ ýêîëîãè÷å-
ñêèõ ñèñòåì è èñòîùåíèå ïðèðîäíûõ ðåñóðñîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè ýòî èçìåíåíèå ïîëåçíîñòè
îêðóæàþùåé ñðåäû âñëåäñòâèå åå çàãðÿçíåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì âðåä îêðóæàþùåé ñðåäå îöå-
íèâàåòñÿ êàê çàòðàòû îáùåñòâà, ñâÿçàííûå ñ èçìåíåíèåì îêðóæàþùåé ñðåäû, è ñêëàäûâàåòñÿ
èç ñëåäóþùèõ çàòðàò:

• çàòðàòû îáùåñòâà íà âîçâðàò îêðóæàþùåé ñðåäû â ïðåæíåå ñîñòîÿíèå;

• çàòðàòû îáùåñòâà â ñâÿçè ñ áåçâîçâðàòíûì èçúÿòèåì ÷àñòè äåôèöèòíûõ ïðèðîäíûõ ðå-
ñóðñîâ;

• äîïîëíèòåëüíûå çàòðàòû îáùåñòâà â ñâÿçè ñ èçìåíåíèåì â îêðóæàþùåé ñðåäå.

Ðàññìîòðèì ìåòîäû îöåíêè çàòðàò. Ïðè îöåíêå ýêîíîìè÷åñêîãî óùåðáà îò çàãðÿçíåíèÿ èñ-
ïîëüçóåòñÿ äâà îñíîâíûõ ìåòîäîëîãè÷åñêèõ ïîäõîäà: ïðÿìîé ñ÷åò è êîñâåííàÿ îöåíêà. Îöåíêà
óùåðáà ïðÿìûì ñ÷åòîì, òðåáóåò ñáîðà è îáðàáîòêè îãðîìíîãî îáúåìà èíôîðìàöèè, âñëåäñòâèå
áîëüøîé òðóäîåìêîñòè íåóäîáíû äëÿ øèðîêîãî èñïîëüçîâàíèÿ â ýêîíîìè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ, è,
êàê ïðàâèëî, ñëóæàò ëèøü èíñòðóìåíòîì äëÿ ñîçäàíèÿ èíôîðìàöèîííîé áàçû ïðè ðàçðàáîòêå
êîñâåííûõ ìåòîäîâ îïðåäåëåíèÿ óùåðáà.

Ïðè ïðÿìîì ñ÷åòå ðàçëè÷àþò òðè ìåòîäà âûÿâëåíèÿ ñîñòàâëÿþùèõ óùåðáà: êîíòðîëüíûõ
ðàéîíîâ (áàçèðóþùèéñÿ íà ñðàâíåíèè ïîêàçàòåëåé çàãðÿçíåííîãî è óñëîâíî ÷èñòîãî ðàéîíîâ),
àíàëèòè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé, îñíîâàííûõ íà ïîëó÷åíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé (íàïðè-
ìåð, ïðè ïîìîùè ìíîãîôàêòîðíîãî àíàëèçà) ìåæäó ïîêàçàòåëÿìè ñîñòîÿíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé
ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû è óðîâíåì çàãðÿçíåíèÿ îêðóæàþùåé ñðåäû, è êîìáèíèðîâàííûé.

Äëÿ îöåíêè óùåðáà (ò. å. äëÿ îöåíêè Q), ñâÿçàííîãî ñ àâàðèéíûì âûáðîñîì çàãðÿçíÿþùåãî
âåùåñòâà â ïîâåðõíîñòíûå âîäû, èñïîëüçóåòñÿ êîñâåííûé ïîäõîä ê äàííîé çàäà÷å. Êîñâåííûé
ìåòîä îöåíêè ýêîíîìè÷åñêîãî óùåðáà îñíîâàí íà ïðèíöèïå ïåðåíåñåíèÿ íà êîíêðåòíûé èññëå-
äóåìûé îáúåêò îáùèõ çàêîíîìåðíîñòåé è ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå ñèñòåìû íîðìàòèâíûõ
ïîêàçàòåëåé, ôèêñèðóþùèõ çàâèñèìîñòü íåãàòèâíûõ ïîñëåäñòâèé îò îñíîâíûõ óùåðáîîáðàçó-
þùèõ ôàêòîðîâ.

Îñíîâíûì ýòàïîì ðàñ÷åòà ýêîíîìè÷åñêîãî óùåðáà ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ïîêàçàòåëÿ óñëîâ-
íîé íàãðóçêè íà èññëåäóåìûé îáúåêò, ñîçäàâàåìîé èñòî÷íèêîì çàãðÿçíåíèÿ. Ñ ïîìîùüþ ïîïðà-
âî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ (ýêîëîãî-ýêîíîìè÷åñêîé) îïàñíîñòè âñå çàãðÿçíÿþùèå âåùåñòâà ïðè-
âîäÿòñÿ ê ñîïîñòàâèìûì ìàññàì è ñóììèðóþòñÿ â àãðåãèðîâàííîì (îáúåäèíåííîì) ïîêàçàòåëå
íàãðóçêè. Êîýôôèöèåíòû îïàñíîñòè ðàññ÷èòûâàþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ïðåäåëüíî äîïóñòèìûõ
êîíöåíòðàöèé (ÏÄÊ) è ïðåäåëüíî äîïóñòèìûõ ñáðîñîâ (ÏÄÑ) çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ.

Óùåðá îò çàãðÿçíåíèÿ âîäíîãî îáúåêòà ðàññ÷èòûâàåòñÿ êàê ïëàòà çà ñâåðõëèìèòíûé ñáðîñ
ïóòåì óìíîæåíèÿ ïðèâåäåííîé ìàññû M çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ, ïîñòóïèâøèõ â âîäíûé îáú-
åêò (ìàññà çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà çà âû÷åòîì äîïóñòèìûõ ëèìèòîâ), íà áàçîâûå íîðìàòèâû
ïëàòû Hóä çà ñáðîñ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ â ïîâåðõíîñòíûå ñ ïðèìåíåíèåì êîýôôèöèåíòîâ
èíäåêñàöèè Kè è êîýôôèöèåíòîâ îïàñíîñòè (ýêîëîãè÷åñêîé ñèòóàöèè) Kýê [1]:

Q = Kýê ·Kè ·Hóä ·M. (16)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ðàññìîòðåëè ôàêòîðû, âëèÿþùèå íà çíà÷åíèå âåëè÷èíû ýêîëîãè÷åñêîãî
ðèñêà, èñõîäÿ èç åãî äâóìåðíîãî îïðåäåëåíèÿ, è ñâÿçàííûå ñ åãî êîëè÷åñòâåííûì îöåíèâàíèåì.

Ïîêàæåì òåïåðü, êàê ðàññ÷èòûâàòü ñàìè ïîêàçàòåëè ýêîëîãè÷åñêîãî ðèñêà.

4 ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïî ðàñ÷åòó ýêîëîãè÷åñêîãî ðèñêà

Ðàññìîòðåííûå ôàêòîðû, âëèÿþùèå íà çíà÷åíèå âåëè÷èíû ýêîëîãè÷åñêîãî ðèñêà, ïîçâî-
ëÿþò ðàññ÷èòàòü ñàìè ïîêàçàòåëè ýêîëîãè÷åñêîãî ðèñêà. Â äàííîé ðàáîòå çíà÷åíèå ýêîëîãè-
÷åñêîãî ðèñêà R ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îæèäàåìûé ñðåäíåìåñÿ÷íûé óðîâåíü ïëàòåæåé ãîñóäàð-
ñòâåííûì îðãàíàì çà íàðóøåíèå ïðèðîäîîõðàííîãî çàêîíîäàòåëüñòâà ïðè êðóïíûõ àâàðèÿõ.
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Íà ðèñóíêàõ 1-2 ïðåäñòàâëåíû ôóíêöèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè {C∗
∣∣∣
t=0
}h äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ ïðè-

áðåæíûõ çîí íàáëþäåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (11), è ïîëå ñêîðîñòåé íà âåðõíåé
ãðàíèöå âîäíîãî ñëîÿ. Ñèñòåìó äëÿ C∗ ðåøàåì â îáðàòíîì âðåìåíè ñ ïðèìåíåíèåì íåÿâíîé
ñõåìû ïî âðåìåíè è ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ïî ïðîñòðàíñòâó. Â òàáëèöàõ ïðèâåäåíû òå-
ñòîâûå ðàñ÷åòû âåëè÷èí ýêîëîãè÷åñêèõ ðèñêîâ äëÿ âûáðîñîâ çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà ìàññû
M .

Íà ïðèìåðå Ìàäàãàñêàðà

Èíòåíñèâíîñòü Âåëè÷èíà
èñòî÷íèêà ýêîëîãè÷åñêîãî
ìàññû M óùåðáà R
(òûñ. òîíí) (òûñ. äîëëàðîâ)

0.1 0.630267
0.5 4.147
1 8.84178
5 50.2667
10 105.238

Ðèñ. 1: Ôóíêöèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè äëÿ ïðè-
áðåæíîé çîíû Ìàäàãàñêàðà

Íà ïðèìåðå Íèêîáàðñêèõ îñòðîâîâ

Ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà àëãîðèòìà ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà è ñîçäàíèå ìåòîäèêè ðàñ÷åòà ýêîëîãè÷åñêèõ ðèñêîâ ñ ïðè-
ìåíåíèåì òåîðèè ñîïðÿæåííûõ óðàâíåíèé, à òàêæå ïðèëîæåíèå ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêè äëÿ
òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû ðèñêà â àêâàòîðèè Èíäèéñêîãî îêåàíà.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ä. ô.-ì. í., ïðîôåññîðó Àãîøêîâó
Â. È. çà ïîääåðæêó íàñòîÿùåé ðàáîòû è ðÿä âàæíûõ çàìå÷àíèé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (êîäû ïðîåêòîâ 09-01-12029-îôè-ì,
09-05-00421, 10-01-00806), ïðîãðàììû ÔÖÏ ¾Êàäðû¿(ÍÊ-408Ð-42, ÍÊ-421Ð-67).
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Èíòåíñèâíîñòü Âåëè÷èíà
èñòî÷íèêà ýêîëîãè÷åñêîãî
ìàññû M óùåðáà R
(òûñ. òîíí) (òûñ. äîëëàðîâ)

0.1 0.0832802
0.5 0.49567
1 1.04355
5 5.73665
10 11.919

Ðèñ. 2: Ôóíêöèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè äëÿ ïðè-
áðåæíîé çîíû Íèêîáàðñêèõ îñòðîâîâ

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Âàãàíîâ Ï. À., Èì Ì.-Ñ. Ýêîëîãè÷åñêèå ðèñêè � ÑÏÁ., 2001.

[2] Ïåíåíêî Â. Â., Öâåòîâà Å. À. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ èçó÷åíèÿ ðèñêîâ çàãðÿçíåíèÿ
ïðèðîäíîé ñðåäû // ÏÌÒÔ. 2004 Ò. 45, � 2. C. 136-146.

[3] Ìàð÷óê Ã. È.Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â ïðîáëåìå îêðóæàþùåé ñðåäû �Ì.: Íàóêà,
1982.

[4] Àãîøêîâ Â. È. Ìåòîäû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è ñîïðÿæåííûõ óðàâíåíèé â çàäà÷àõ
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè � Ì.: ÈÂÌ ÐÀÍ, 2003.

[5] Ëåáåäåâ Ñ. À. Ìîäåëüíûå ðàñ÷åòû ôîíîâûõ çíà÷åíèé àíòðîïîãåííîãî çàãðÿçíåíèÿ íåôòå-
ïðîäóêòàìè è àññèìèëÿöèîííîé åìêîñòè ×åðíîãî ìîðÿ (ñ èñîëüçîâàíèåì äàííûõ äèñòàí-
öèîííîãî çîíäèðîâàíèÿ) � Ì.: Èíæåíåðíàÿ ýêîëîãèÿ, 2008.

ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×�ÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ âûïóñê �7 (2010 ã.)



ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×�ÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ âûïóñê �7 (2010 ã.) 99

ÓÄÊ 519.224.24

ÎÁ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÌ ÀÍÀËÈÇÅ U-ÑÒÀÒÈÑÒÈÊ:

ÎÖÅÍÊÀ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ ÔÓÍÊÖÈÈ

ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß

c© 2010 ã. Ò.À. Çóáàéðàåâ

Êàôåäðà Ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè

1 Ââåäåíèå

Ïóñòü X, X̄,X1, ..., XN - íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,
ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ â ïðîèçâîëüíîì èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (X,B). Ïóñòü φ1: X → R è
φ: X2 → R èçìåðèìûå ôóíêöèè, ïðèíèìàþùèå âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî φ
ñèììåòðè÷íà, ò.å. φ(x, y) = φ(y, x) , äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X. Ðàññìîòðèì U-ñòàòèñòèêó

T =
1
N

∑
1≤i<j≤N

φ(Xi, Xj) +
1√
N

∑
1≤i≤N

φ1(Xi),

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî
Eφ1(X) = 0,Eφ(x,X) = 0, äëÿ âñåõ x ∈ X,

Eφ2(x,X) <∞,Eφ2
1(X) <∞.

Îäíîé èç çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñòàòèñòèê, èìåþùèõ ñëîæíûé âèä, íåêîòîðîé áîëåå ïðîñòîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ U -ñòàòèñòèêè, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç
F (x), ïðè ýòîì äàåòñÿ ïðèáëèæåíèå òàê íàçûâàåìûì êîðîòêèì ðàçëîæåíèåì, âêëþ÷àþùèì
êàê ïðåäåëüíóþ ôóíêöèþ F0(x), òàê è ïåðâûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ F1(x) ïî-
ðÿäêà O(1/

√
N). Â ðàáîòå ïîëó÷åíà îöåíêà ñâåðõó äëÿ âåëè÷èíû

∆N = sup
x
|F (x)− F0(x)− F1(x)|, ãäå F1(x)− ïîïðàâêà Ýäæâîðòà,

îöåíêà èìååò ïîðÿäîê O(1/N). Ðàíåå îöåíêà äëÿ ∆N áûëà ïîëó÷åíà â [2] ñ îöåíêîé êîíñòàíòû
C1 ýêñïîíåíöèàëüíî çàâèñÿùåé îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà. Çàâèñèìîñòü îöåíêè îò
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â äàííîé ðàáîòå èìååò ñòåïåííîé âèä. Äàííûé ðåçóëüòàò ñóùåñòâåííûì
îáðàçîì îïèðàåòñÿ íà óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè àíàëîãè÷íûå ðàáîòå [1], êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ
îò èñïîëüçîâàííûõ â ðàáîòå [2]. Ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðîâàí â òåîðåìå 2.

Ââåäåì ðÿä îáîçíà÷åíèé:

βs = E|φ1(X)|s, γs = E|φ(X, X̄)|s,

σ2 = γ2, γs,r = E(E{|φ(X, X̄)|s|X})r,
òàêæå ïðåïîëîæèì, ÷òî

β2 <∞, 0 < σ2 <∞.
Òîãäà äèñïåðñèþ T ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ET 2 = β2 +
N − 1

2N
σ2.

Ñòàòèñòèêà T ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî êâàäðàòè÷åñêàÿ åå ÷àñòü íå ÿâ-
ëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííîé èç-çà óñëîâèÿ σ2 > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòàòèñòèêà T
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íå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé. Áîëåå òî÷íî, àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå T íå
ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì è çàäàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

T0 =
1
2

∑
j≥1

qj(η2
j − 1) +

∑
j≥0

ajηj ,

ãäå ηj ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñòàíäàðòíûõ íîðìàëüíûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, a0, a1, . . . ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóììèðóåìûõ â êâàäðàòå âåñîâ è q1, q2, . . .
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ãèëüáåðòà-Øìèäòà, íàïðèìåð Q, àññîöèèðîâàííîãî ñ ÿäðîì
φ.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x) = P{T ≤ x}, F0(x) = P{T0 ≤ x},

∆N = sup
x
|∆N (x)|,∆N (x) = F (x)− F0(x)− F1(x),

F1(x) - ïîïðàâêà Ýäæâîðòà, îïðåäåëåííàÿ â (4.6). Çàìåòèì, ÷òî F1 èñ÷åçàåò åñëè φ1 = 0 èëè
ðàâåíñòâà

Eφ3
1(X) = Eφ2

1(X)φ(X,x) = Eφ1(X)φ(x, x) = Eφ3(X) = 0, (1)

ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ x ∈ X. Îáîçíà÷èì c, c1, . . . êîíñòàíòû, â ñëó÷àå, åñëè êîíñòàíòà çàâèñèò,
íàïðèìåð, îò s ìû áóäåì ïèñàòü c(s)=cs.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ êîíöåíòðàöèè ñòàòèñòèêè T∗

Q(T∗;λ) = sup
x

P{x ≤ T∗ ≤ x+ λ}, λ ≥ 0, (2)

T∗ =
∑

1≤i<k≤N
φ(Xj , Xk) + f1(X1, . . . , XM ) + f2(XM+1, . . . , XN ), 1 ≤M ≤ N/2,

ãäå f1 = f1(X1, . . . , XM ) ïðîèçâîëüíàÿ ñòàòèñòèêà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò X1, . . . , XM ,
f2 = f2(XM+1, . . . , XN ) òàêæå ïðîèçâîëüíàÿ ñòàòèñòèêà, íî íå ÿâëÿþùàÿñÿ çàâèñèìîé îò
X1, . . . , XM . Çàìåòèì, ÷òî êëàññ ñòàòèñòèê T∗ ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì, ÷åì êëàññ ñòàòèñòèê
T.

2 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Ïóñòü Q îïåðàòîð Ãèëüáåðòà-Øìèäòà, àññîöèèðîâàííûé ñ ÿäðîì φ , à q1, q2... - åãî ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî |q1| ≥ |q2| ≥ ...
Îïåðàòîð Q: L2 → L2 îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Qf(x) =
∫

X
φ(x, y)f(y)µ(dy) = Eφ(x,X)f(x).

Ïóñòü {ej : j ≥ 1} ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ñîñòàâëåííàÿ èç ñîáñòâåííûõ ôóíê-
öèé îïåðàòîðà Q ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì q1, q2.... Òîãäà

σ2 = Eφ(X̄,X) =
∑
j≥1

q2j , φ(x, y) =
∑
j≥1

qjej(x)ej(y), (2.3)

ò.ê. Q îïåðàòîð Ãèëüáåðòà-Øìèäòà è ÿäðî φ âûðîæäåíî. Ðÿäû â (2.3) ñõîäÿòñÿ â L2(X2,B2, µ×
µ). Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî L2(φ, φ1) ⊂ L2 îáðàçîâàííîå φ1 è ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè
ej , êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò íåíóëåâûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì qj . Äîáàâëÿÿ , åñëè íåîáõî-
äèìî,ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ e0, Qe0 = 0 ,ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôóíêöèè e0, e1, . . .
îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2 (φ, φ1). Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàç-
ëîæåíèå

φ1(x) =
∑
j≥0

ajej(x) â L2 , β2 = Eφ2
1(X) =

∑
j≥0

a2
j , (2.4)
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ãäå aj = Eφ1(X)ej(X) è Eej(X) = 0, äëÿ ëþáîãî j. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (ej(X))j≥0 ÿâëÿåòñÿ
îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñ íóëåâûì ñðåäíèì.

Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî `2 ⊂ R∞ ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ
x = (x1, x2 . . .) ∈ R∞ òàêèõ, ÷òî

| x |2=def 〈x, x〉 , | x |<∞ , 〈x, x〉 =
∑
j≥0

xjyj .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé âåêòîð

X =def (e0(X), e1(X), e2(X), . . .), (2.5)

ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ â R∞. Ïîñêîëüêó (ej(X))j≥0 ñèñòåìà íåêîððåëèðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ñ åäèíè÷íûìè äèñïåðñèÿìè, ñëó÷àéíûé âåêòîð X èìååò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó êîâàðè-
àöèé è íóëåâîå ñðåäíåå. Â ñèëó (2.3) è (2.4), ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

φ(X, X̄) = 〈QX, X̄〉, φ1(X) = 〈a,X〉, (2.6)

ãäå îïðåäåëÿåì Qx = (0, q1x1, q2x2, . . .) äëÿ x ∈ R∞ è a = (aj)j≥0 ∈ R∞. Ðàâåíñòâà â (2.6)
ïîçâîëÿþò âçÿòü íàì â êà÷åñòâå èçìåðèìîãî ïðîñòðàíñòâà X ïðîñòàíñòâî R∞. Ñëó÷àéíàÿ ïå-
ðåìåííàÿX - ñëó÷àéíûé âåêòîð, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ â R∞ ñ íóëåâûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé
ìàòðèöåé êîâàðèàöèé è òàêîé, ÷òî

φ(X, X̄) = 〈QX, X̄〉, φ1(X) = 〈a,X〉. (2.7)

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ÿäðà φ(x, y) è φ1(x) -
ëèíåéíûå ôóíêöèè ïî êàæäîìó èç ñâîèõ àðãóìåíòîâ (ñì. Goetze, Bentkus).

3 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ëåììà 1 Ïóñòü Y1, . . . , Yd, Y
′
1 , . . . , Y

′
d íåçàâèñèìûå, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ãàóññîâñêèå

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ïàðàìåòðàìè (0, I) â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Ïóñòü |q1| ≥
|q2| ≥ . . . - ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Ãèëüáåðòà-Øìèäòà Q. W = (detA)2, ãäå
A(Y ) = {aij(Y )}di,j=1, aij(Y ) = φ(Yi, Y ′j ) = 〈QYi, Yj〉.

Òîãäà

EW = (d!)2
∑

1≤i1<...<id<∞
(qi1 . . . qid)2,

(EW 2)1/2 ≤ c(d)EW.

Óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà Z, ÿäðà φ, ïàðàìåòðîâ c, c1, s è p

âûïîëíåíû óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè, åñëè

P{W (Z̄) > q21 . . . q
2
9} ≥ p, (3.1)

P{|φ(Zi, Z̄j)| ≤ c} ≥ c1, 1 ≤ i, j ≤ s,

ãäå W (Z̄) = (detA)2, A = {aij}si,j=1, aij = φ(Zi, Z̄j),

Zi, Z̄j − íåçàâèñèìûå êîïèè âåêòîðà Z.

Ïðè ýòîì ïàðàìåòð p ìàë, à ïàðàìåòð c1 áëèçîê ê åäèíèöå.
Ðàññìîòðèì âåêòîð G = (η0, η1 . . .) ñî çíà÷åíèÿìè â R∞. Ïóñòü êîâàðèàöèè è ñðåäíèå âåê-

òîðîâ G è X ñîâïàäàþò, òîãäà

Eφ1(G) = Eφ(G, x) = 0,Eφ2
1(G) = Eφ2

1(X),
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Eφ1(G)φ(G, x) = Eφ1(X)φ(X,x),

Eφ(G, x)φ(G, y) = Eφ(X,x)φ(X, y).

Ëåììà 2 Ïóñòü äëÿ ñëó÷àéíîãî ãàóññîâñêîãî âåêòîðà G, ðàññìîòðåííîãî âûøå, âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè è P{W (Ḡ) > q21 . . . q

2
9} ≥ 2p. Òîãäà ïðè m ≥

cs|q1 . . . q9|−3p−1(|q1 . . . q9|−3p−1γ2,3/2 +γ3) ñëó÷àéíàÿ ñóììà Sm = m−1/2(X1 + . . .+Xm) òàêæå
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì íåâûðîæäåííîñòè , ïðè ýòîì

P{W (S̄m) > 4q21 . . . q
2
9} ≥ p.

Äàëåå íåîáõîäèìî îöåíèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñòàòèñòèêè T∗.
Ñôîðìóëèðóåì ëåììó, êîòîðàÿ ïîçâîëèò îãðàíè÷èòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñòàòè-

ñòèêè T∗ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ñïåöèàëüíîãî âèäà, çàâèñÿùåé îò äèñêðåòíûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí. Ïóñòü ε1, ε2, ... ñëó÷àéíûå, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå âåëè÷èíû Ðàäåìàõåðà, ò.å
P{εj = −1} = P{εj = 1} = 1/2. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ñëó÷àéíûå
âåêòîðà íåçàâèñèìû, åñëè îáðàòíîå íå âûòåêàåò èç êîíòåêñòà. Ïóñòü m ∈ N,îïðåäåëèì ñëó÷àé-
íóþ âåëè÷èíó ϑ1 = ε1, ..., ϑm = εm. Àíàëîãè÷íî, âåëè÷èíû ϑj , j > m îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

ϑj = εl äëÿ j ∈ I(l) =def (ml −m,ml],

Äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m è s ìû ââåäåì íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà

L = [M/(2ms)], K = sL è K0 = mK = smL.

Ëåììà 3 Ïóñòü m, s ∈ N. Òîãäà ñòàòèñòèêà T∗ óäîâëåòâîðÿåò

|Eexp{itT∗}| ≤ E|Eϑexp{itT ϑ}|,

ãäå Eϑ = Eϑj ,1≤j≤3K0

T ϑ =
∑

1≤j≤3K0

ϑjϑkajk + F1 + F2, ajk =def 1/4φ(X̃j , X̃k),

íîìåð K0 îïðåäåëåí êàê K0 = mK = smL è F1(F2) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò ϑj , j ∈ [1,K0],
(ϑj , j ∈ (K0, 3K0]).

Ëåììà 4 Ïóñòü m ∈ N. Îáîçíà÷èì:

Y = (2m)−1/2
m∑
j=1

X̃j , Λ =
K∑
j=1

ε̃jYj ,

ãäå Y1, Y2, ... - íåçàâèñèìûå êîïèè Y è K=sL. Òîãäà ìû èìååì

|E{tT∗}|2 ≤ Eexp{2−1itmφ(Λ, Λ̄}.

Îïðåäåëèì τ, τ1, τ2 . . . êàê íåçàâèñèìûå êîïèè ñèììåòðè÷íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû τ ñ íåîò-
ðèöàòåëüíîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé è òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1 ≤ Eτ2 ≤ 2 , P{|τ | ≤ 2} = 1. (3.2)
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Ëåììà 5 Ïóñòü s ∈ N è L ∈ Z+. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð Y ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â R∞

è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì íåâûðîæäåííîñòè. Ïóñòü äàëåå

Λ =
sL∑
j=1

τjYj , Λ̄ =
sL∑
j=1

τ̄j Ȳj , q = [pL/4],

ãäe Yj è Ȳj ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè êîïèÿìè Y. Òîãäà

Ee{tφ(Λ, Λ̄} ≤ cd(s)(pL)−d + sup
A

Ee{t〈AU, V 〉}, t ∈ R, d ≥ 0,

ãäå supA îáîçíà÷àåò ñóïðåìóì ïî âñåì íåñëó÷àéíûì ìàòðèöàì A ðàçìåðà s × s òàêèõ, ÷òî
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (detA)2 > q21 . . . q

2
9.

U è V - íåçàâèñèìûå âåêòîðà â Rs, ÿâëÿþùèåñÿ ñóììàìè n íåçàâèñèìûõ êîïèé W =
(τ1, . . . , τs).

Ëåììà 6 Ïóñòü A íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà s×s. Ïóñòü X ∈ Rs- ñëó÷àéíûé âåêòîð
ñ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà cs òàêàÿ , ÷òî

P{|X| ≤ cs} = 1, |A| ≤ cs, |C−1| ≤ cs. (3.3)

Ïóñòü U è V íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåêòîðû, ÿâëÿþùèåñÿ ñóììàìè n íåçàâèñèìûõ êîïèé
X. Òîãäà

|Ee{t〈AU, V 〉}| ≤ c(s)|detA|−1M2s(t;N) äëÿ |t| > 0,

ãäåM(t;N) = 1/
√
|t|N +

√
|t| äëÿ |t| > 0.

Ëåììà 7 Ïóñòü U è V - íåçàâèñèìûå âåêòîðà â Rs, ÿâëÿþùèåñÿ ñóììàìè n íåçàâèñèìûõ
êîïèé W = (τ1, . . . , τs). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (detA)2 > q21 . . . q

2
9. Òîãäà

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

Ee{t〈AU, V 〉} ≤ c(s) 1
|q9|9
M2s(t; q).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì äåòåðìèíàíò ìàòðèöû A â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà äëÿ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè èç Ëåììû 6:

|detA|2 > q21 . . . q
2
9 ∼ |detA| > |q1| . . . |q9| ∼ |detA|−1 <

1
|q1| . . . |q9|

<
1
|q9|9

.

Ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåé ëåììû, ñ çàìåíîé N íà q è X íà W . Ìàòðèöà A óäîâëåòâî-
ðÿåò íåðàâåíñòâó |A| ≤ cs.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü m ∈ N, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóììà Y = (2m)−1/2(X̃1 + . . .+X̃m) óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ íåâûðîæäåííîñòè. Òîãäà äëÿ ëþáîé ñòàòèñòèêè T∗ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

|Ee{tT∗}| �s
1
|q9|9
M2s(tm; pM/m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî pM ≥ csm ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé êîíñòàíòîé cs. Èíà÷å
pM ≤ csm è ðåçóëüòàò áóäåò ñëåäîâàòü èç ïðîñòîãî íåðàâåíñòâà |Ee{tT∗}| ≤ 1. Âñïîìíèì ðÿä
îáîçíà÷åíèé, ââåäåííûõ ðàíåå:

L = [M/(2ms)], K = sL è K0 = mK = smL.

Äàëåå,

L �s K �s K0/m �s M/m � q/p, q = [pL/4]. (3.4)
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Ëåììà 6 äàåò íàì îöåíêó

|E{tT∗}|2 ≤ Ee{βφ(Λ, Λ̄)}, Λ, Λ̄ - îïðåäåëåíû â Ëåììå 5. (3.5)

Ñ ïîìîùüþ ëåììû 7 ïîëó÷àåì îöåíêó

Ee{βφ(Λ, Λ̄} ≤ cd(s)(pL)−d + sup
A

Ee{β〈AU, V 〉}, (3.6)

Ee{β〈AU, V 〉} ≤ c(s) 1
|q9|9
M2s(β; q), (3.7)

Ñîáèðàÿ îöåíêè (3.5)-(3.7) è ïîäñòàâëÿÿ β = tm/2, èñïîëüçóåì (3.4) è ïîëó÷àåì îöåíêó

Ee{tT∗} �d,s (pM/m)−d/2 +
1
|q9|9
M2s(tm; pM/m). (3.8)

Èçâåñòíî, ÷òî infxMs(x; pM/m) = (pM/m)−s/4. Òàêèì îáðàçîì (3.8) äîêàçûâàåò æåëàåìûé
ðåçóëüòàò ïðè âûáîðå d = s/2.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå (ñì. Ëåììó 3):

ψ(t) = |Eϑe{tT ϑ}|. (3.9)

Çàìåòèì, ÷òî ψ(t) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé â ñèëó òîãî, ÷òî çàâèñèò îò X1, . . . , XN

è X̃1, . . . , X̃N .

Ëåììà 8 Ïóñòü d ≥ 0 è s ∈ N. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Y = (2m)−1
∑k=m

k=1 X̃k óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèþ íåâûðîæäåííîñòè. Òîãäà ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû c1(s, d) è c2(s, d) òàêèå, ÷òî
ñîáûòèå

D = {ψ(t− γ)ψ(t+ γ) ≤ c1(s, d)
1
|q9|9v

Ms(γm; pM/m)}, (3.10)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

P{D} ≥ 1− c2(s, d)(pM/m)−d. (3.11)

Äëÿ A ≥ t0, t1 ≥ 0 îïðåäåëèì èíòåãðàëû

I0 =
∫ t1

−t1
|Ψ̂(t)|dt, I1 =

∫
t0≤|t|≤A

|Ψ̂(t)|dt
|t|
,

ãäå Ψ̂ =
∫

R e{tx}dΨ(x) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ñòèëòüåñà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Ψ(x) =
P{T∗ ≤ x}.

Ëåììà 9 Ïóñòü m ∈ N. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíûé âåêòîð Y = (2m)−1/2(X̃1 + . . .+ X̃m)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì íåâûðîæäåííîñòè è s ≥ 9. Ââåäåì ðÿä îáîçíà÷åíèé è óñëîâèé

k =
pM

m
, t0 =

c0(s)
m

k−1+2/s, t1 =
c1(s)
m

k−1/2,

c2(s)
m
≤ A ≤ c3(s)

m
,

ãäå cj(s), 0 ≤ j ≤ 3 - íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.
Òîãäà

I0 �s |q9|−9(pM)−1, I1 �s max{1, |q9|−18}m(pM)−1. (3.12)
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4 Îöåíêà òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè

Äëÿ r ∈ Z+ è ôóíêöèé fi ðàññìîòðèì ñòàòèñòèêó ñëåäóþùåãî âèäà:

T (r) =
1
N

∑
1≤i<j≤N

φ(Zi, Zj) +
∑

1≤i≤N
fi(Zi), (4.1)

ãäå
Zj = Xj äëÿ 1 ≤ j ≤ r, Zj = Gj äëÿ r < j ≤ N.

Îáîçíà÷èì l = [(N−2)/20] è ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ îöåíêó õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé

κ(t) = κ(t,N, φ,L(X)) = κ1(t) + κ2(t), (4.2)

ãäå

κ1(t) = sup
L
|Ee{tN−1

∑
1≤j<k≤l

φ(Xj , Xk) + L(X1, . . . , Xl)}|, (4.3)

κ2(t) = sup
L
|Ee{tN−1

∑
1≤j<k≤l

φ(Gj , Gk) + L(G1, . . . , Gl)}|, (4.4)

ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ëèíåéíûì ñòàòèñòèêàì L êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê
L(x1, . . . , xl) =

∑l
j=1 fj(xj) ñ íåêîòîðûìè ôóíêöèÿìè f1, . . . , fl.

Ëåììà 10 Ïóñòü m ∈ N, s ≥ 9 è t0 = m−1(pN/m)−1+2/s. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíûé

âåêòîð Y = (2m)−1/2(X̃1 + . . . + X̃m) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì íåâûðîæäåííîòè. Òîãäà, äëÿ

pN > m è m−1 ≥ t∗ ≥ t0 ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (r) ñòàòèñòèêè T (r) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåí-
ñòâó

F (r)(x) =
1
2

+
i

2π
V.P.

∫ Nt∗

−Nt∗
e{−xt} ˆF (r)(t)

dt

t
+R, (4.5)

ãäå |R| �s (|q9|−9 +max{1, |q9|−18})m/(pN).

Ïîïðàâêà Ýäæâîðòà F1(x) = F1(x;L(X), φ1, φ) îïðåäåëåíà êàê ôóíêöèÿ ñ îãðàíè÷åííîé
âàðèàöèåé óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ F1(−∞) = 0 è ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå-Ñòèëòüåñà ñëå-
äóþùåãî âèäà:

F̂1(t) =
(it)3

6
√
N

E(φ1(X) + φ(X,G))3e{tT0}. (4.6)

Ëåììà 11 Ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

∆̂N � κN−1(t4β4 + t6β2
3 + t2γ2 + |t|3γ3 + |t|5γ2γ3 + t2γ2,2 + t6γ2γ2,2), (4.7)

Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (1), òîãäà ∆̂N = |F̂ (t)− F̂0(t)| è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∆̂N � κN−1(t4β4 + t2γ2 + |t|3γ3 + t4γ2γ2,2). (4.8)

Ëåììà 12 Ïîïðàâêà Ýäæâîðòà F1 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó:

|F̂1(t)| � N−1/2|t|3(β2
3 + σ2γ2,2)1/2

∏
j≥1

(1 + 2t2q2j /25)−1/4.

Äàëåå, ïðè s ≥ 7 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:∫
|t|≥λ
|F̂1(t)|dt

|t|
� N−1/2(β2

3 + σ2γ2,2)1/2|qs|−s/2λ3−s/2, äëÿ λ > 0, (4.9)∫
R
|F̂1(t)|dt

|t|
� N−1/2(β2

3 + σ2γ2,2)1/2|qs|−3. (4.10)
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Ëåììà 13 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ íåâûðîæäåííîñòè.
(i) Ïóñòü s ≥ 13 è m0 � |q1 . . . q9|−3p−1(|q1 . . . q9|−3p−1γ2,3/2 + γ3). Òîãäà

∆N �s
m0(|q9|−9 +max{1, |q9|−18})

pN
+N−1(β2

3 + σ2γ2,2)(
1
|qs|s

+
1
|qs|6

)+ (4.11)

+
|q9|−9

p6N
· (β4 + β2

3 + σ2 + γ3 + σ2γ3 + γ2,2 + σ2γ2,2),

(ii) Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (1) è s ≥ 9. Òîãäà

∆N �s
m0(|q9|−9 +max{1, |q9|−18})

pN
+N−1(β2

3 + σ2γ2,2)(
1
|qs|s

+
1
|qs|6

)+ (4.12)

+
|q9|−9

p4N
· (β4 + σ2 + γ3 + γ2,2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ Ýäæâîðòà â âèäå ñëåäóþùåãî îá-
ðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå-Ñòèëòüåñà. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè F : R → R ñ îãðàíè÷åííîé
âàðèàöèåé òàêîé, ÷òî F (−∞) = 0 è 2F (x) = F (x+) + F (x−), äëÿ âñåõ x ∈ R èìååì

F (x) =
1
2
F (∞) +

i

2π
lim
M→∞

V.P.

∫
|t|≤M

e{−xt}F̂ (t)
dt

t
. (4.13)

Ïóñòü m ∈ N. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñëó÷àéíûé âåêòîð Y = (1/2m)−1/2X̃1 + . . . + X̃m óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì íåâûðîæäåííîñòè ìû äîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∆N �s
m(|q9|−9 +max{1, |q9|−18})

pN
+ α+

|q9|−9

p6N
· (4.14)

·(β4 + β2
3 + σ2 + γ3 + σ2 + γ3 + σ2γ3 + γ2,2 + σ2γ2,2),

ïðè óñëîâèè, ÷òî s ≥ 13, ãäå

α =
β2

3 + σ2γ2,2

N
(

1
|qs|s

+
1
|qs|6

).

Â ñëó÷àå, åñëè óñëîâèå (1) âûïîëíåíî è s ≥ 9, ìû äîêàæåì, ÷òî

∆N �s
m(|q9|−9 +max{1, |q9|−18})

pN
+ α+

|q9|−9

p4N
· (β4 + σ4 + γ3 + γ2,2), (4.15)

Îöåíêè (4.14) è (4.15) äàþò íàì (4.21) è (4.22). Èñïîëüçóÿ ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå m = m0 ìû
ïîëó÷èì îöåíêè (4.21) è (4.22).

Â äîêàçàòåëüñòâå (4.14) è (4.15) ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî pN > m.
Âûáåðåì t∗ = m−1(pN/m)−1/2. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 9 ê ôóíêöèÿì ðàñïðåäåëåíèÿ F è F0,

ëåììó 13 ïðè λ = Nt∗ è (4.13) ê ïîïðàâêå Ýäæâîðòà F1, ìû ïîëó÷èì

∆N �s J +R, J =def

∫ Nt∗

−Nt∗
|F̂ (t)− F̂0(t) + F̂1(t)|dt

|t|
, (4.16)

ãäå

|R| �s (|q9|−9 +max{1, |q9|−18})m/(pN) +N−1/2(β2
3 + σ2γ2,2)1/2|qs|−s/2(Nt∗)3−s/2.
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Èìååì Nt∗ = (N/m)(pN/m)−1/2. Ñëåäîâàòåëüíî ab� a2 + b2 âìåñòå ñ pN ≥ m, 0 < p ≤ 1 è
s ≥ 9 äàþò íàì îöåíêó

|R| �s (|q9|−9 +max{1, |q9|−18}) m
pN

+
β2

3 + σ2γ2,2

|qs|s
. (4.17)

Äàëåå ìû äîêàæåì, ÷òî

Ir =def

∫ Nt∗

−Nt∗
|t|rκ(t)

dt

|t|
�s |q9|−9p−r. (4.18)

Èñïîëüçóÿ (4.18) è p ≤ 1, èíòåãðèðóÿ îöåíêó äëÿ ∆̂N = |F̂ (t)− F̂0(t) + F̂1(t)| èç ëåììû 15
ìû ïîëó÷èì

J ≤s |q9|−9 1
p6N

(β4 + β2
3 + σ2 + γ3 + σ2 + γ3 + σ2γ3 + γ2,2 + σ2γ2,2), (4.19)

ïðè óñëîâèè, ÷òî s ≥ 13, è

J ≤s |q9|−9 1
p4N

(β4 + σ2 + γ3 + γ2,2), (4.20)

åñëè (1) âûïîëíåíî è s ≥ 9. Ñîáèðàÿ (4.16) - (4.20), ìû ïîëó÷èì (4.14) è (4.15).
Îñòàåòñÿ äîêàçàòü (4.18). ×òîáû îöåíèòü κ(t) âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 1. Ñòàòèñòèêà â

îïðåäåëåíèè κ(t) ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòèêîé òèïà (2), ãäå N çàìåíåíî íà l = [(N − 2)/20]. M ìîæåò
áûòü âûáðàíî ïðîèçâîëüíûì è óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó 1 ≤ M ≤ l; íàïðèìåð, ïîëîæèì
M = [l/2]. Èìååì κ1(t) �s |q9|−9min{1,Ms(tm/N ; pN/m}. Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà
è äëÿ κ2(t) Äàëåå èìååì

IR �s

∫ Nt∗

−Nt∗
|t|r|q9|−9min{1,Ms(tm/N ; pN/m}dt

|t|
=

2N r|q9|−9

∫ t∗

0
trmin{1,Ms(tm; pN/m}dt

t

� N r|q9|−9

∫ 1/pN

0
tr
dt

t
+N r|q9|−9

∫ t∗

1/pN
tr

1
(tpN)s/2

dt

t
� p−r|q9|−9.

Èñïîëüçóÿ Ëåììû 9-12 ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà 2 (i) Ïóñòü s ≥ 13 è m0 � |q1 . . . q9|−3p−1(|q1 . . . q9|−3p−1γ2,3/2 + γ3),p0 � c(s). Òîãäà

∆N �
m0(|q9|−9 +max{1, |q9|−18})

cN
+N−1(β2

3 + σ2γ2,2)(
1

|q13|13
+

1
|q13|6

)+ (4.21)

+
|q9|−9

cN
· (β4 + β2

3 + σ2 + γ3 + σ2γ3 + γ2,2 + σ2γ2,2),

(ii) Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (1) è s ≥ 9. Òîãäà

∆N �
m0(|q9|−9 +max{1, |q9|−18})

cN
+N−1(β2

3 + σ2γ2,2)(
1
|q9|9

+
1
|q9|6

)+ (4.22)

+
|q9|−9

cN
· (β4 + σ2 + γ3 + γ2,2).
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ÐÀÇËÎÆÅÍÈÉ Â ÐßÄÛ ÏÎ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÌ ÔÓÍÊÖÈßÌ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ ØÒÓÐÌÀ-
ËÈÓÂÈËËß Ñ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÀÌÈ - ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈßÌÈ // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎ-
ËÎÄÛÕ Ó×�ÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ âûïóñê �7 (2010 ã.), ñòð. 70�78. Ñòàòüÿ ïîñâÿ-
ùåíà èçó÷åíèþ ðàâíîñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé â ðÿäû ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðîâ
Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ ïîòåíöèàëàìè-ðàñïðåäåëåíèÿìè

Áèáëèîãðàôèÿ 16 ðàá.

À.Â.Ñòîëÿðîâ. ßÇÛÊ ÑÈ È ÍÀ×ÀËÜÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÞ //
ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×�ÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ âûïóñê �7 (2010 ã.), ñòð.
79�90. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðè÷èíû íåäîïóñòèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ÿçûêà Ñè â êà÷åñòâå
ïåðâîãî ÿçûêà ïðè îáó÷åíèè íà÷èíàþùèõ ïðîãðàììèñòîâ

Áèáëèîãðàôèÿ 0 ðàá.

Çàÿ÷êîâñêèé Àíòîí Îëåãîâè÷. ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÝÊÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ ÐÈÑÊÎÂ
ÇÀÃÐßÇÍÅÍÈß ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÍÛÕ ÂÎÄ ÎÊÅÀÍÎÂ È ÌÎÐÅÉ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÒÅÎÐÈÈ
ÑÎÏÐßÆÅÍÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ ÌÎËÎÄÛÕ Ó×�ÍÛÕ ôàêóëüòå-
òà ÂÌÊ ÌÃÓ âûïóñê �7 (2010 ã.), ñòð. 91�98. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì äëÿ
êîëè÷åñòâåííîãî ïîäñ÷åòà ýêîëîãè÷åñêîãî ðèñêà íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è ìåòîäîâ,
ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðèðîäîîõðàííîãî íàïðàâëåíèÿ. Èñïîëüçóåòñÿ ìåòîäè-
êà ïîñòðîåíèÿ ýêîëîãè÷åñêèõ îöåíîê äëÿ îáëàñòåé-ðåöåïòîðîâ, áàçèðóþùàÿñÿ íà ïðÿìîì è
îáðàòíîì ìîäåëèðîâàíèè, òåîðèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè ìîäåëåé è ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ðèñêà.

Áèáëèîãðàôèÿ 5 ðàá.

Ò.À. Çóáàéðàåâ. ÎÁ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÌ ÀÍÀËÈÇÅ U-ÑÒÀÒÈÑÒÈÊ: ÎÖÅÍÊÀ
ÒÎ×ÍÎÑÒÈ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ ÔÓÍÊÖÈÈ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß // ÑÁÎÐÍÈÊ ÑÒÀÒÅÉ
ÌÎËÎÄÛÕ Ó×�ÍÛÕ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ âûïóñê �7 (2010 ã.), ñòð. 99�108. Â ñòàòüå ïðè-
âîäèòñÿ îöåíêà àïïðîêñèìàöèè ñòåïåííîãî ïîðÿäêà è êðàòêîå äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòà

Áèáëèîãðàôèÿ 3 ðàá.
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