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Раздел II. Обратные задачи 

С.И. Соловьева 

О ЧИСЛЕННОМ РЕШЕНИИ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ  
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ДИФФУЗИИ В СЛУЧАЕ  

СФЕРИЧЕСКОЙ СИММЕТРИИ* 

 

При исследовании математических моделей процессов возбуждения 

сердца возникают обратные задачи для эволюционных дифференциаль-

ных уравнений, см., например, [1-4]. В ряде случаев исходной информа-

цией для решения подобных обратных задач является потенциал внешне-

го поля, определяемый решением эволюционного дифференциального 

уравнения [5,6].  

В данной работе рассматривается начально-краевая задача для 

уравнения диффузии в случае сферической симметрии с неизвестным на-

чальным условием. Дополнительной информацией, используемой для оп-

ределения неизвестного начального условия, является внешний объемный 

потенциал, плотность которого представляет собой оператор Лапласа, 

вычисленный на решении начально-краевой задачи. Эту задачу можно 

рассматривать как линеаризованную постановку обратной задачи для ма-

тематической модели возбуждения сердца. 

 

Рассмотрим начально-краевую задачу для уравнения диффузии в 

случае сферической симметрии 

���� = 	��
��

��� 	�� ����
 − ��,				� < � < �,			0 < � ≤ �																							(1) 

���(�, �) − �� ���� (�, �) = 0,			0 ≤ � ≤ �,																																											(2) 

���(�, �) + �� ���� (�, �) = 0,			0 ≤ � ≤ �,																																											(3) 

�(�, 0) = �(�),			0 ≤ � ≤ �.																																																																				(4) 

Сформулируем обратную задачу. Пусть постоянные ��, �, � , � , ! =1,2 заданы, а функция �(�) неизвестна. Требуется определить �(�) и �(�, �) для � ∈ #�, �$, � ∈ #0, �$, если для 
 � ∈ #��, ��$ ⊆ #0, �$ задана функ-

ция   
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&'(�) = 4()' 	* ��� 	�� ��(�, �)�� 
 +�,																																								(5)
-

.
 

где )' – постоянная, )' > �. 
Функция &'(�) является значениями внешнего объемного потенциа-

ла на сфере радиуса )'. Его плотность представляет собой оператор Лап-

ласа, вычисленный на решении начально-краевой задачи (1) – (4). 

В работах [7,8] был исследован вопрос единственности решения 

данной задачи при различных значениях �, �, � , � , ! = 1,2. Были уста-

новлены условия на значения этих параметров, при которых решение об-

ратной задачи единственно и показано, что при их нарушении её решение 

не единственно.  

В этой работе рассматривается численный метод решения обратной 

задачи, в предположении о том, что условие единственности ее решения 

выполнены. 

  

Построение численного метода 

Решение  задачи (1) – (4)  может быть получено методом разделения 

переменных. Будем искать его в виде �(�, �) = 0(1,2)
1 . Тогда функция 3(�, �) является решением задачи 

32 =	��311 − �3,				� < � < �,			0 < � ≤ �,																													(6) 

(��� + ��)3(�, �) − ���31(�, �) = 0,			0 ≤ � ≤ �,																	(7) 

(��� − ��)3(�, �) + ���31(�, �) = 0,			0 ≤ � ≤ �,																	(8) 

3(�, 0) = ��(�),			0 ≤ � ≤ �. 
Решив задачу (6) – (8)  методом разделения переменных получим 

3(�, �) = 7 �898(�):;<=>?2 ,				@

8A�
																																													(9) 

где  

�8 = 1‖98‖D=#.,-$� * � ∙ �(�)98(�)+�,-
. 																																										(10) 

F8 – собственные значения, а 	98(�) – собственные функции задачи 

Штурма-Лиувилля 

9" + HF8 − ���I 9 = 0, � < � < �, 
(��� + ��)9(�) − ���9′(�) = 0,	 
(��� − ��)9(�) + ���9′(�) = 0.		 
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Обозначим K8� = F8 − L
<=. Тогда  

98(�) = (��� + ��) sin K8(� − �) +	���K8 cos K8(� − �), 
а K8 определяются из уравнения 

(��� − ��)(���K8 cos K8(� − �) + (��� + ��) sin K8(� − �)) + 

+	���(−���K8� sin K8(� − �) + K8(��� + ��) cos K8(� − �)) = 0. 
Учитывая формулы (9), (10), выпишем формулу для решения задачи 

(1) – (4)  �(R, �): 
�(�, �) = 1� * T�(T) U7 1‖98‖� 98(T)98(�):;<=>?2

@

8A�
V-

. +T. 
Подставив данное выражение в (5) получим интегральное уравне-

ние Фредгольма  I рода для определения неизвестной функции �(T) : 

	* W(�, T) ∙ �(T)+T = &'(�),
-

.
																																												(11) 

где  

W(�, T) = 	−4()' T 7 1‖98‖� 98(T):;<=>?2
@

8A�
* �98(�)+�-
. . 

Применим для его решения метод регуляризации Тихонова [9].  

Интегральный оператор, стоящий в левой части (11) будем рассмат-

ривать действующим из W�#�, �$ в W�#��, ��$.  
Пусть для точных значений	&'(�) существует точное решение урав-

нения (11) �'(T), но  функция	&'(�) неизвестна, а задано ее приближение 	&X(�), такое что, ‖	&'(�) − 	&X(�)‖D=#2Y,2=$ ≤ Z. Требуется, зная 	&X(�) и ве-

личину погрешности Z построить приближенное решение �X(T). 

Рассмотрим функционал [\#�$ = 	 ‖]� − 	&X‖D=#2Y,2=$� + �‖�‖D=#.,-$� ,   (12) 

где ]� = 	^ W(�, T) ∙ �(T)+T-. . 

Приближенное решение 	�\ определяется как элемент, реализую-

щий минимум функционала [\#�$, в котором параметр регуляризации � > 0 зависит от величины погрешности Z. Приближенное решение 	�\ 

может быть найдено из уравнения Эйлера: 

�� +	]∗]� = ]∗	&X , 
представляющего собой необходимое условие минимума функционала 

(12).  
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Для приближенного решения уравнения  (11) уравнение Эйлера 

имеет вид 

�	�\(�) + * 	�\(T)* W(�, �)W(�, T)+�+T =	2=
2Y

-
. * &X(�)W(�, �)+�.								(13)2=

2Y
 

Параметр регуляризации � выбирался по методу невязки 

‖]	�\ − 	&X‖D=#2Y,2=$� = Z� 

и в результате получалось приближенное решение 	�\(X)(�). 

Схема вычислительного эксперимента обратной задачи состояла в 

следующем:  

Для известных значений коэффициентов � , � , ! = 1,2 и функции �(�)	решалась задача (1) – (4) и определялась 

&'(�) = 4()' * ��� 	�� ����
+�.			
-

.
 

Затем функция &'(�) возмущалась и получалась приближенная 

функция 	&X(�) такая, что ‖	&'(�) − 	&X(�)‖D=#2Y,2=$ ≤ Z,  Z – величина по-

грешности. Функция &X(�) использовалась в качестве исходной информа-

ции для решения уравнения (13).  

 

На рис. 1 – 4 представлены некоторые результаты приближенного 

решения обратной задачи с параметрами �� = 0.1, �� = 0.25, �� = 0.5,	 �� = 1, 	�� = 0.5, � = 1, � = 2, � = 3, � = 1, для которых выполнены 

условия единственности решения обратной задачи (1) – (5). Величина по-

грешности Z = 0.01. Пунктирной линией изображено точное решение �(�), а сплошной линией – приближенное решение 	�\(�). 
 

 

 

Рис. 1      Рис.2 
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Рис.3      Рис.4   

  

Данные результаты вычислительных экспериментов свидетельствуют 

об эффективности применения метода регуляризации Тихонова для реше-

ния рассматриваемой обратной задачи. 
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