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О ЧИСЛЕННОМ РЕШЕНИИ ОДНОЙ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 

ДЛЯ ДВУХМЕРНОЙ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 

ДИНАМИКИ СОРБЦИИ 
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 В газовой хроматографии достаточно часто используются сорбци-

онные колонны большого диаметра. Для математического моделирова-

ния сорбционных процессов в них необходимо использовать двух- и 

трехмерные математические модели. При математическом моделирова-

нии процессов распространения  загрязнения в грунтовых водах также 

возникает необходимость исследования двух- и трехмерных математиче-

ских моделей сорбции и диффузии. В данной работе рассматривается ма-

тематическая модель сорбции, учитывающая внутридиффузионную кине-

тику, продольную и поперечную диффузию [1, 2]. Для этой математиче-

ской модели изучена обратная задача определения изотермы сорбции по 

экспериментальной выходной динамической кривой, предложены устой-

чивые методы решения обратной и прямой задач. Обратные задачи в слу-

чае одномерных математических моделей динамики сорбции рассмотре-

ны, например, в работах [3]-[5]. 

 

1. Двумерная математическая модель сорбции. 

 Рассмотрим математическую модель сорбции, учитывающую внут-

ридиффузионную кинетику, продольную и поперечную диффузию. 

 

,),,(, TyyTxxLxtt QtyxuDuDuau ∈+=++ νε    (1) 

,0,0,0),)(( TtByLxauat ≤<<<≤≤−= ϕβ    (2) 

,0,0),,(),,0( TtBytytyu ≤<≤≤= µ     (3) 

,0,0,0),,(),,( TtBytyLutyLux ≤<≤≤=+λ    (4) 

,0,0,0),,(,0),0,( TtLxtBxuDtxuD yTyT ≤<<<==  (5) 

ByLxyxayxu ≤≤≤≤== 0,0,0)0,,(,0)0,,( .  (6) 

 

 Здесь ),,(),,,( tyxatyxu  – концентрации сорбата в растворе и в по-

рах сорбента, )(ξϕ  – изотерме сорбции, ν  – это скорость потока, ε  – по-

ристость сорбента, ),( tyµ  – входная концентрация, TL DD ,,β  – коэффи-
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циенты внутридиффузионной кинетики, продольной и поперечной диф-

фузии, }0,0,0),,,{( TtByLxtyx
T

Q ≤<<<<<= . 

 Пусть функции )(),,( ξϕµ ty  удовлетворяют следующим условиям 

],,0[],,0[,0),(,0)0,(],,0[],0[),( 1,0
TtBytyyTBCty t ∈∈>=×∈ µµµ   (7) 

),,(,)('0,0)0(),,()( 1
2 ∞−∞∈≤<=∞−∞∈ ξξϕϕξϕ CC  (8) 

где 1C  – положительная постоянная. 

 Рассмотрим следующую обратную задачу. Известны функция 

),,( tyµ константы ενβ ,,,, TL DD  и функция (экспериментальная выход-

ная динамическая кривая) 

],0[],,0[),,,(),( TtBytyLutyf ∈∈= ,    (9) 

определить ),,(),,,(),( tyxatyxuξϕ , удовлетворяющие (1)–(6), (9). 

Решением обратной задачи (1)–(6), (9) назовем функции  ),,(),( tyxuξϕ , 

),,( tyxa удовлетворяющие (1)–(6), (8),(9) такие, что  ][,
1,2

T
QCau ∈ . 

 

2. Численный метод решения обратной задачи. 

 Рассмотрим численный метод решения обратной задачи, основан-

ный на дескриптивной регуляризации с градиентным методом. Будем до-

полнительно предполагать, что ,),(],[),( 1,1
NMMC Λ×∞−∞=∈λξϕ  

−ΛN компакт в NR . Пусть дополнительная информация ),( tyf  задана с 

погрешностью δ , т.е. известны функции )(tfδ  такие, что 

.)()(
],0[2

δδ ≤−
TL

tftf  

Будем минимизировать невязку  

dydttyftyLuS
BT

∫ ∫ −=
0 0

2)),(),,,(()( δλλ  

методом условного градиента с критерием 2)( δλ ≤S для окончания про-

цесса минимизации.  

Здесь ),,,( λtyxu  компонента решения краевой задачи (1)-(6), соответст-

вующая  ),( λξϕ .  

Построим градиент функции )(λS . Пусть вектору λ  соответствует реше-

ние   ),,,(),,,,( λλ tyxatyxu , а вектору λλ ∆+   —   ),,,,( λλ ∆+tyxu  

).,,,( λλ ∆+tyxa  

Тогда функции 
),,,,(),,,(),,,,( λλλλλ tyxutyxutyxu −∆+=∆∆  

),,,(),,,(),,,,( λλλλλ tyxatyxatyxa −∆+=∆∆  

являются решениями задачи 
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,0)( =∆−+∆+∆+∆−∆−∆+∆ aRuuDuDuu uyyTxxLxt λϕϕβνε λ  (10) 

,),,( TQtyx ∈  

,0,0,0,)( TtByLxaRua ut ≤<<<≤≤∆−+∆+∆=∆ λϕϕβ λ  (11) 

,0,0,0),,0( TtBytyu ≤<≤≤=∆       (12) 

,0,0,0),,(),,( TtBytyLutyLux ≤<≤≤=∆+∆λ    (13) 

,0,0,0),,(,0),0,( TtLxtBxuDtxuD yTyT ≤<<<=∆=∆  (14) 

,0,0,0)0,,(,0)0,,( ByLxyxayxu ≤≤≤≤=∆=∆    (15) 

где  )(
2

λ∆= OR . 

Приращение невязки равно 

dydttyLutyLutyftyLuSS
BT

∫ ∫ ∆+∆−=−∆+
0 0

2))),,((),,()),(),,,((2()()( δλλλλ . 

Представим приращение невязки в более удобном виде. Рассмотрим за-

дачу, сопряженную к (10)-(15) 

,),,(,0)( TuyyTxxLxt QtyxDD ∈=−++++ αηβϕααναεα   (16) 

,0,0,0,)( TtByLxt <≤<<≤≤−= αηβη     (17) 

,0,0),,0(,0),,0( τηα <≤== ttyty        (18) 

)),,(),,((2),,()/(),,( tyftyLutyLDtyLD LxL δαλνα −=++    

      ,0,0 TtBy <≤≤≤  (19) 

,0,0,0),,(,0),0,( TtLxtBxDtxD yTyT <≤<<== αα   (20) 

ByLxTyxTyx ≤≤≤≤== 0,0,0),,(,0),,( ηα .   (21) 

Учитывая (16) - (21) , получим 

+∆−∆+∆−∆−∆+∆= ∫ ∫ ∫ ))(({
0 0 0

T B L

uyyTxxLxt auuDuDuuI ϕβνεα  

++++∆+∆−∆−∆+ yyTxxLxtut DDuaua ααναεαϕβη ())((  

=−−∆+−+ dxdydta tu ))}(()( αηβηαηβϕ  

∫ ∫ ∫ +∆−∆+∆+∆+∆=
T B L

xxLxLt uDuDuau
0 0 0

)(){( ααανηεα  

.})( dxdydtauDuD yyTyT ∆−∆+ α  

 
Из начальных и граничных условий (12)-(15), (18)-(21) следует, что 

dydttyLutyftyLuI
T B

∫ ∫ ∆−=
0 0

),,()),(),,,((2( δλ . 

С другой стороны, из уравнений (10)-(11), (16)-(17) имеем 
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dxdydtI
T B L

)(
0 0 0

αηλβϕλ∫ ∫ ∫ ∆−∆= . 

Тогда приращение функционала невязки имеет вид 

dydxdtltyLuRS
L BT

∫ ∫ ∫ ∆+−+∆=∆
0 0 0

2 )/)),,(())((( αηλϕβ λ . 

Пренебрегая величинами второго порядка малости, получим градиент 

NidydxdtS

L BT

i
≤≤−= ∫ ∫ ∫ 0,)(

0 0 0

αηβϕλλ .    (22) 

Изотерму будем искать в виде многочленов Бернштейна 

0,,0,)1(),( 10
0

>≤=−= +
=

−∑ Nkk

N

k

kNkk
NkC λλλλξξλλξϕ . 

Нетрудно проверить,  что соответствие между λ  и ),( λξϕ  взаимно одно-

значно.  

  

3. Численные методы решения прямой и обратной задачи. 

 Для численного решения прямой задачи (1) – (6) используем разно-

стную схему переменных направлений (продольно - поперечная схема) 

[6].  В прямоугольнике }0,0),,{( ByLxyxG ≤≤≤≤=  построим равно-

мерную сетку hω  с шагами 
y

y
x

x
N

B
h

N

L
h == , . Сеточную аппроксимацию 

функции ( )nji tyxu ,,  назовем n
ijv , а функции ( )nji tyxa ,,   — n

ijw .  Переход 

от слоя n  к слою 1+n  совершается в два этапа с шагами τ5,0 . Далее бу-

дем использовать следующие обозначения для сеточных функций n
ijv  и 

n
ijw : n

ijij vv = , n
ijij ww = , 1ˆ += n

ijij vv , 1ˆ += n
ijij ww , а так же и промежуточные 

значения 2

1
+

=
n

ijij vv , 2

1
+

=
n

ijij ww , которые рассматриваются как значения 

wv,   при 
t

n
N

T
tt =+= τ

τ
,

2
.  

На первом этапе решается задача для ijv  и ijw  

 

=
−

+−+
− +

x

ijji
ijij

ijij

h

vv
wv

vv )(
))((

5.0

1ν
ϕβ

τ
ε      (23) 

yx

y

ijijij
T

x

jiijji
L NjNi

h

vvv
D

h

vvv
D <<<<

+−
+

+−
=

+−+−
1,1

22

2

11

2

11
, 
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,1,1),)((
5.0

yxijij
ijij

NjNiwv
ww

≤≤≤≤−=
−

ϕβ
τ

    (24) 

с граничными  и начальными условиями 

yxijijiNiNii NjNiwvvvvv
yy

≤≤≤≤==== − 1,1,0,,
00

121 . (25) 

Уравнение (23) можно решить методом прогонки по второй переменной . 

На втором этапе решаем задачу 

=
−

+−+
− +

x

ijji
ijij

ijij

h

vv
wv

vv )ˆˆ(
)ˆ)((

5.0

ˆ 1ν
ϕβ

τ
ε      (26) 

yx

y

ijijij
T

x

jiijji
L NjNi

h

vvv
D

h

vvv
D <<<<

+−
+

+−
=

+−+−
1,1,

2ˆˆ2ˆ

2

11

2

11
, 

yxijij
ijij

NjNiwv
ww

≤≤≤≤−=
−

1,1),ˆ)((
5.0

ˆ
ϕβ

τ
   (27) 

с граничными условиями 

y
x

jNjNjjj Nj
h

vvtyv
xx

≤≤+== −+
1),1(ˆˆ),,(ˆ 1

2
11

λ
µ .   (28) 

И находим n
ijv  и n

ijw . Уравнение (26) теперь решается вдоль первой пере-

менной. 

 Для численного решения обратной задачи (1)–(6), (9) аналогично 

прямой строились разностные уравнения, сеточные аппроксимации гра-

ничных и начальных условий для сопряженной задачи (16) - (21) и для 

изотермы ),( λξϕ  определялись функции ),,( tyxα  и ),,( tyxη . Неизвест-

ные коэффициенты Бернштейна определялись из условия минимума 

функционала (22). 

 

4. Численный эксперимент. 

Для известных функций )(),( ξϕµ t  решалась задача (1)–(6) и опре-

делялась функция ),,()( tyLutf = . Затем строилась выходная динамиче-

ская кривая ),()()( ttftf αεδ +=  где )(tα  случайная величина, равно-

мерно распределенная на ]1,1[− ,� ε – погрешность эксперимента. Функ-

ции )(tfδ  использовались как исходная информация для решения обрат-

ной задачи предложенным методом. Численный эксперимент проводился 

для функций 
1

),(
+

=
t

t
tyµ , 

u

u
utest

+
=

1

2
)(1ϕ , 

u

u
utest

51

6
)(2

+
=ϕ  и парамет-

ров 1,β =   

0.1, 1, 200,
L T x

D D N= = = 10, 100, 100, 1, 100, 1.y tN N L B T λ= = = = = =   
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На рис. 1 представлены результаты численного решения прямой 

задачи (1)-(6) методом конечных разностей. Графики даны для функции 

( )tyxu ,,  при 1000,1500 ≤<<< tx  в точке 5,0=y  при 
u

u
utest

+
=

1

2
)(ϕ . 

  
рис.1 

 

На рис. 2, 4 представлены выходные кривые )(tfδ с 01,0=ε и 

05,0=ε соответственно. На рис. 3, 5 – результаты восстановления функ-

ции 
u

u
utest

+
=

1

2
)(ϕ  градиентным методом, соответствующие этим выход-

ным кривым. В первом случае 0.0036581  S = , во втором 0.07575=S . 
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рис.2                                                          рис.3 
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рис.4                                                          рис.5 
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На рис. 6 выходная кривая )(tfδ с 1,0=ε  и на рис.7 первые три итера-

ции восстановления функции 
u

u
utest

51

6
)(

+
=ϕ . Здесь  0,0998=S . 
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рис.6                                                          рис.7 

 

Приведенные результаты показывают эффективность предложенного ал-

горитма решения этой обратной задачи. 
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