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А.А. Вороненко, Д.В. Кафтан 

О ДЛИНЕ СЕРТИФИКАТА ПОВТОРНОСТИ В БАЗИСЕ 
ВСЕХ ФУНКЦИЙ � ПЕРЕМЕННЫХ 

Данная работа посвящена задаче доказательства повторности буле-

вых функций в базисе всех функций � переменных. В работе показано, что 

длина сертификата повторности функций в таком базисе ограничена по-

линомом степени, не превосходящей наибольшего числа переменных ба-

зисной функции. Функция называется повторной в базисе �, если она не 

представима в этом базисе формулой без повторения переменных. Сер-

тификатом повторности булевой функции � в базисе � называется 

множество наборов значений переменных такое, что значения функции � 

на этих наборах доказывают её повторность в �. Рассматриваемый базис 

�� – базис всех функций � переменных – является наследственным, то 

есть содержащим вместе с любой функцией все ее подфункции, получен-

ные подстановкой констант на места переменных. Назовем функцию � -

бесповторной, если она представима над �� формулой без повторения пе-

ременных. Рассмотрим следующие преобразования: 

1) перестановка переменных; 

2) замена переменной на ее отрицание; 

3) замена функции на ее отрицание. 

Эти преобразования называются преобразованиями обобщенной од-

нотипности [1]. Функции, которые могут быть получены друг из друга 

преобразованиями обобщенной однотипности, называются обобщенно 

однотипными. Заметим, что отношение обобщенной однотипности явля-

ется отношением эквивалентности. 

Функция называется слабоповторной в базисе ��, если все ее под-

функции, полученные подстановкой констант на места переменных, яв-

ляются бесповторными в базисе ��, в то время как сама функция является 

повторной. Функция называется разложимой, если она представима в ви-

де бесповторной суперпозиции других функций в рассматриваемом бази-

се. В противном случае функция называется неразложимой. Константа � 

называется забивающей для функции ���	, … , ��
 по переменной �� , если 

функция ���	, … , ���	, �, ���	, … , ��
 содержит фиктивные переменные. В 

противном случае константа � называется незабивающей. 

Бесповторные в базисе �� функции представимы в виде помеченно-

го ориентированного дерева следующего вида: 
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1) Каждый лист помечен переменной, и каждой переменной соот-

ветствует ровно один лист. 

2) Если внутренняя вершина смежна с листом, то она может иметь 

степень захода один и быть помечена отрицанием.  

3) Каждая внутренняя вершина дерева помечена неразложимой 

функцией из �� арности не меньше трех или символом из множе-

ства {∨, &,⨁}. Каждой дуге, входящей в вершину, сопоставлена 

одна из переменных функции этой вершины. Вершины, поме-

ченные  символами {∨, &,⨁}, могут иметь произвольное количе-

ство входных дуг, не меньшее двух.   

4) Смежные вершины не могут быть помечены одной и той же 

функцией из множества {∨, &,⨁}. 
5) Функция реализуется в корне дерева. 

Данное представление единственно с точностью до преобразований 

обобщенной однотипности (см., напр., [2], [3]). 

В работах [4,5] доказаны следующие утверждения: 

Утверждение 1 ([5]). Минимальный сертификат повторности 

функции в стандартном базисе �� = {∨, &,¬	} содержит 4 набора для 

неполяризуемых функций и 6 наборов для поляризуемых функций.  

Утверждение 2 (теорема 10 и следствие 11 в работе [4]). Мини-

мальная длина сертификата повторности в базисе �� есть величина по-

рядка ���
 и для доказательства повторности в базисе всех функций 
двух переменных достаточно предъявить не более 3� + 1 наборов.  

Также в работе [4] доказано, что сертификат повторности функции в 

базисе ��!
 = ��⋃{ℎ$
�!
}, где ℎ$

�!

– слабоповторная в базисе  функция вида 

ℎ$
�!
 = %	…%!⋁%̅	… %̅!, содержит (��!�	
 наборов при � → ∞. Так как при 

добавлении функций в базис длина сертификата повторности монотонно 

не убывает, то из этого следует: 

Утверждение 3. Минимальный сертификат повторности функции 

в базисе �� содержит (����	
 наборов при � → ∞. 

Сформулируем основную теорему настоящей работы. 

Теорема. Минимальный сертификат повторности функции в бази-

се �� содержит +���
 наборов при � → ∞. 

Если бы были справедливы обобщения одного из двух следующих 

утверждений, то существовали бы короткие  пути доказательства основ-

ной теоремы.  
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Утверждение 4 (теорема Субботовской [6]). Любая слабоповтор-

ная функция в базисе �� имеет переменную, для которой обе константы 

являются незабивающими.  

Соответствующим гипотетическим утверждением является сле-

дующее: 

Гипотеза 1. Любая слабоповторная функция в базисе �� имеет пе-

ременную, для которой обе константы являются незабивающими. 

Утверждение 5 (теорема Стеценко [7]). Из любой повторной в ба-

зисе �� функции можно подстановкой констант получить подфункцию, 

обобщенно-однотипную с одной из функций Стеценко: 

1) �,
�!
 = %	�%� ∨ %- ⋅ … ⋅ %!
 ∨ %�%̅- ⋅ … ⋅ %̅!, / ≥ 3; 

2) �$
�!
 = %	 ⋅ … ⋅ %! ∨ %̅	 ⋅ … ⋅ %̅!, / ≥ 2; 

3) �2
�!
 = %	�%� ∨ …∨ %!
 ∨ %� ⋅ … ⋅ %!, / ≥ 3; 

4) �3 = %	�%�⋁%-
 ∨ %-%3; 

5) �4 = %	�%�⋁%- ⋅ %3
 ∨ %4�%-⋁%� ⋅ %3
. 

Гипотеза 2. Для любого � существует такое число 5��
, что любая 

слабоповторная в �� функция не менее чем 5��
 переменных принадлежит 

одному из трех семейств Стеценко �,
�!


, �$
�!


 и �2
�!


.  

Для доказательства теоремы нам потребуется несколько вспомога-

тельных утверждений. 

Лемма 1. Пусть функция 6��	, … , �2, %
 бесповторна в ��. Пусть 

6��	, … , �2, �
 = �	 ∨ …∨ �2. Пусть 6 имеет вид 7� ∨ ��7	, … , 78, %
, где 

7� – дизъюнкции различных переменных. Тогда 6 однозначно восстанав-

ливается по значениям на 928 : ⋅ 2
8 наборах. 

Доказательство. Функция 6 при % = � имеет вид 6��	, … , �2
 =
�	 ∨ …∨ �2. Для восстановления 6 достаточно определить, в какую дизъ-

юнкцию 7� входит каждая переменная �;. Выберем произвольно < пере-

менных. Без ограничения общности рассуждений, пусть это будут первые 

< переменных �	, … , �8 . Заменим все переменные, кроме выбранных пе-

ременных и %, на ноль. Так как ноль является незабивающей константой 

для любой переменной в дизъюнкции, то все остальные переменные оста-

нутся существенными. Таким образом, если �	, … , �8  входят, соответст-

венно, в 7	, … , 78, то останется подфункция вида ���	, … , �8 , %
, которая 

однозначно определяется по значениям на 28 наборах с % = �=, так как из-

вестна ее подфункция при % = �. Если среди переменных �	, … , �8 най-
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дутся две переменные �;> и �;?, входящие в одну дизъюнкцию, например 

7	, то полученная функция будет иметь вид ℎ9�;> ∨ �;? , �;@ , … , �;A , %:, где  

ℎ – некоторая булева функция < переменных. Если хотя бы одна перемен-

ная ��  входит в функцию 7�, то полученная функция будет иметь вид 

�� ∨ ℎ9�;> , … , �;AB> , %:. Иначе переменные �	, … , �8  входят в разные дизъ-

юнкции 7	, … , 78, и полученная функция будет с точностью до переста-

новки переменных равна ���	, … , �8 , %
. Таким образом, мы найдем функ-

цию � и множество переменных �	, … , �8 , входящих в разные дизъюнк-

ции.   

Переберем все возможные множества из <	переменных. Это можно 

сделать 928 : способами. Таким образом, мы найдем все переменные, от 

которых зависят 7	, … , 78 и не зависит 7�. Покажем, какие из них входят 

в одну и ту же дизъюнкцию. Рассмотрим пару �	 и ��. Если они входят в 

разные дизъюнкции 7� и 7;, то встретилась хотя бы одно множество из 

<	переменных, с помощью которых согласно вышеуказанной процедуре 

получается функция �. Таким образом, функции ��7	, … , 78 , %
 и 7� оп-

ределяются с точностью до перестановки переменных и функция 6 пол-

ностью восстанавливается по значениям на 928 : ⋅ 2
8 наборах. Лемма дока-

зана.  

Лемма 2. Пусть функция 6��	, … , �2, %
 бесповторна в ��. Пусть 

6��	, … , �2, �
 = �	&…&�2. Пусть 6 имеет вид 7�&��7	, … , 78, %
, где 

7� – конъюнкции различных переменных. Тогда 6 однозначно восстанав-

ливается по значениям на 928 : ⋅ 2
8 наборах.  

Доказательство. Проводится аналогично лемме 1, с той лишь раз-

ницей, что для любой переменной конъюнкции незабивающей константой 

является единица. Изменив соответствующим образом константные под-

становки, получим те же самые 928 : ⋅ 2
8 наборов. Лемма доказана. 

Лемма 3. Пусть функция 6��	, … , �2, %
 бесповторна в ��. Пусть 

6��	, … , �2, �
 = �	⨁…⨁�2. Пусть 6 имеет вид 7�⨁��7	, … , 78, %
, где 

7� – суммы по модулю два различных переменных. Тогда 6 однозначно 

восстанавливается по значениям на 928 : ⋅ 2
8 наборах.  

Доказательство. Проводится аналогично лемме 1. Так как обе кон-

станты являются незабивающими для любой переменной в сумме по мо-

дулю два, то можно заменить константные подстановки на любые, учиты-

вая тот факт, что подстановка с нечетным числом единиц добавляет отри-

цание над суммой по модулю два. Лемма доказана.  
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Допустим, что количество переменных базисной функции � не из-

вестно заранее. Любое множество наборов для случая < < � − 1 входит в 

некоторое множество наборов для случая < = � − 1, так как каждый под-

куб меньшей размерности < входит в подкуб большей размерности � − 1, 

а константные подстановки на места остальных переменных не зависят от 

функции �. По виду функций, полученных для каждого множества из � 
функций, < определяется как максимальное число переменных функции 

вида ℎ9�;>, … , �;A , %:, где �;> , … , �;A не входят в 7� и входят в разные 7�. 

Таким образом, верно следующее: 

Следствие. Функция 6, удовлетворяющая условиям леммы 1, 2 или 

3, однозначно восстанавливается по 9 2
��	: ⋅ 2

��	 наборам. 

Лемма 4. Пусть дано помеченное корневое ориентированное дерево 

E. Тогда число корневых поддеревьев с корнем в некоторой вершине F и 

не более чем G вершинами, такими, что любая внутренняя вершина вхо-

дит в поддерево вместе со всеми смежными в E вершинами, не превосхо-

дит 4I�	. 

Доказательство. Рассмотрим произвольную планарную реализа-

цию дерева  E и произвольное поддерево E′ с корнем в вершине F. Зако-

дируем E′ следующим образом: если в дереве G − < вершин, запишем в 

начале кода 2< нулей. Далее, обходя E′ по правилу левой руки, будем за-

писывать 1, если переходим по входящей дуге, и 0 – если по исходящей. 

Таким образом, первая встреченная в коде единица будет означать начало 

обхода. Каждая дуга встретится дважды и будет соответствовать: нулю 

при выходе из вершины и единице при входе. Покажем, что такое коди-

рование однозначно задает это поддерево в дереве E. Начнем обход дере-

ва E  из вершины F по правилу левой руки согласно коду дерева E′. Заме-

тим, что любая вершина, которая встретилась во время обхода, либо вхо-

дит в дерево E′ со всеми своими входами в дереве E, либо является лис-

том. Этого достаточно, чтобы, находясь в некоторой вершине, знать, про-

должается ли обход в глубину и по какой входящей дуге дерева E, или 

что осуществляется возврат по исходящей дуге. Таким образом, поддере-

во E′ можно однозначно выделить в дереве E. Количество таких деревьев 

не больше, чем число кодирующих наборов. Для дерева с G − <  верши-

нами и, соответственно, G − <	 − 1 дугами длина кода равна 2G − 2< −
2 + 2< = 2G − 2, а число двоичных наборов длины 2G − 2 равно 2�I��. 

Таким образом, число корневых поддеревьев с корнем в вершине F и не 

более чем G, вершинами не превосходит 4I�	. Лемма доказана. 

В работе [8] показано, что справедливо следующее утверждение: 
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Утверждение 6 (Следствие из теоремы Чистикова [8]). Прове-

ряющий тест для бесповторной в базисе �� функции, существенно зави-

сящей от � переменных, на множестве всех -бесповторных функций со-

держит не более 9��: ⋅ 2
� наборов.  

Доказательство основной теоремы. Пусть функция � повторна в 

базисе ��. Тогда у нее существует слабоповторная подфункция 

6�%	, … , %2
. Известно (см. [9]), что у любой булевой функции есть пере-

менная, для которой существует незабивающая константа. Тогда у 6 най-

дутся переменная %� и константа �  такие, что подфункция 6’, полученная 

подстановкой � на место %�, существенно зависит от всех остальных пе-

ременных. Полученная подфункция будет -бесповторна. По утверждению 

6, она однозначно задается на 92�	
� : ⋅ 2� наборах.  

Рассмотрим дерево E, реализующее произвольную бесповторную 

функцию от переменных 	%	, … , %2, совпадающую с 6�%	, … , %2
 при 

%� = �. При подстановке %� = �  из этого дерева получается поддерево E′, 
реализующее -бесповторную функцию 6’. Это могло произойти следую-

щим образом: 

1) Некоторое поддерево E′′ дерева E′ соответствует функции, по-

лученной подстановкой %� = � в функцию �’ из ��, которой по-

мечена некоторая вершина в дереве E. Выделим такое поддере-

во. Пусть это поддерево имеет корень в вершине F. В нем не бо-

лее чем � − 1 листьев, соответствующих входам вершины, поме-

ченной �’ в дереве E. Подставим константы на места переменных 

так, чтобы каждая функция, соответствующая входу функции �’, 
равнялась какой-либо переменной, а функция, которую реализу-

ет дерево E, равнялась функции �’. Получим подкуб размерности 

�, половина которого при %� = � нам уже известна. Таким обра-

зом, на 2��	 наборах целиком определяется функция �’, и, следо-

вательно, восстанавливается функция, которую реализует дерево 

E. Функция 6 либо отличается на каком-то из этих наборов от 

функции, которую реализует дерево E для любой такой функции 

�’, либо совпадает с ней на этих наборах, но отличается на каком-

то еще наборе. Таким образом, достаточно предъявить 2��	 + 1 

набор, чтобы отличить 6 от любой бесповторной функции с 

подфункцией �’, чья подфункция при %� = � представляет собой 

поддерево E′′. Посчитаем количество поддеревьев, которые 

можно выделить таким образом. С помощью индукции легко до-

казывается, что число вершин степени не меньше двух в дереве 

меньше количества листьев. Поэтому в E′ не более 2� − 2 вер-
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шин. Поддерево E′ удовлетворяет условию леммы 4, и количест-

во таких поддеревьев не превосходит 4���-. Таким образом, что-

бы отличить 6, соответствующие таким деревьям, достаточно не 

более L ⋅ �2��	 + 1
 ⋅ 4���- наборов. 

2) Переменная %� в дереве E смежна с вершиной, помеченной 

функцией от двух переменных, которая отождествляется со вто-

рой переменной или ее отрицанием при подстановке %� = �. 

Функций, соответствующих дереву E в этом случае, не более 3 

на каждое ребро. Так как все вершины, кроме листовых и смеж-

ных с ними, имеют степень не меньше двух, то общее число 

вершин в дереве не больше 3L. Таким образом, чтобы отличить 

все функции, устроенные таким образом, достаточно не более 

3 ⋅ 3L наборов.  

3) Переменная %� в дереве E входит в вершину F	, помеченную не-

разложимой функцией из ��,  которая при подстановке %� = � 

превращается в функцию из множества {∨, &,⨁} и входит в вер-

шину F�, помеченную той же функцией. Подставим константы 

на места переменных таким образом, чтобы на каждом входе 

этих двух вершин была одна переменная. Полученная функция 

удовлетворяет условию леммы 1, 2 или 3. Рассмотрим наборы, 

полученные в соответствующей лемме. Если функция, реализуе-

мая деревом E, совпадает с 6 на всех 92�	
8�	: ⋅ 2

8�	 наборах, то у 

нее существует хотя бы один другой набор, в котором она отли-

чается от 6. Если не совпадает, то повторность доказывается 

предъявлением всех использованных наборов. Для разных бес-

повторных функций, полученных из этой вершины, предъявлен-

ные наборы будут одинаковыми, так как одинаковы функции на 

входах функций в вершинах F	 и F�. Таким образом, согласно 

следствию из вспомогательных лемм, повторность		6 в этом слу-

чае доказывается предъявлением не более чем 92�	
��	 : ⋅ 2

��	 + 1 

набора для каждой такой вершины и в целом не более L ⋅
92�	
��	 : ⋅ 2

��	 +L = +�L�
 наборов для всей функции. 

Всего суммарно получается 3 ⋅ 3L +L ⋅ �2��	 + 1
 ⋅ 4���- +L ⋅
92�	
��	 : ⋅ 2

��	 +L = +�L�
 наборов, которых достаточно, чтобы отличить 

функцию 6�%	, … , %2
 от всех бесповторных, совпадающих с ней при 

%� = �. Так как L ≤ �, то для доказательства повторности функции � дос-

таточно предъявить +���
 +	9��	��	: ⋅ 2
� = +���
 наборов значений пере-

менных. Теорема доказана. 
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