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Ян Цзяньсюнь 

ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА В ТЕОРИИ ПОВЕРХНОСТНЫХ  
БЕГУЩИХ ВОЛН СЛОИСТЫХ СРЕД  

Введение 
В последние годы исследование поверхностных бегущих волн игра-

ет важную роль в сейсмическом зондировании. В данной технике волна 
Релея является главной волной, связанной между поперечной и продоль-
ной волнами и распространяющейся вдоль земной поверхности. Она об-
ладает характеристиками: медленного затухания скорости, высокого от-
ношения сигнал-помеха (ОСП), сильной помехозащищённости и сущест-
вования дисперсии в слоистой среде и широко используется для получе-
ния информации о структуре скорости S-волны ближней земной поверх-
ности, литосферы или мантии [1]-[4], Карстовая разведка [5] и т.д. 

В рабочем процессе исследования волн Рэлея инверсия дисперси-
онной кривой является одним из ключевых шагов для получения инфор-
мации о скорости S-волны в слоистой среде. Она в основном делится на 
метод линеаризации и метод нелинейной глобальной оптимизации. Ме-
тод линеаризации (например, метод демпфированных наименьших квад-
ратов [1]) не только сильно зависит от выбора исходной модели, но и не-
обходимо вычислить информацию о частной производной, на которую 
непосредственно влияет точность матрицы Якоби. A в методе нелиней-
ной глобальной оптимизации (например, алгоритм имитации отжига [6]-
[7], искусственная нейронная сеть [8]-[9], метод глобальной оптимизации 
роя частиц [10]-[11], генетический алгоритм (ГА) [12]-[17], и т.д.) не 
нужно вычислять частную производную, этот метод широко применяет-
ся в инверсии кривой дисперсии волн Релея.  

Метод регуляризации Тихонова сыграл важную роль в исследова-
нии обратной задачи [200-21]. При решении практических проблем он 
может не только преодолеть некорректность, но и значительно уменьшить 
распространение погрешности и шумов. В настоящей работе рассматри-
вается новый метод «генетический алгоритм, связанный с методом регу-
ляризации Тихонова (ГАМРТ)» для исследования обратной задачи дис-
персии волн Релея. 

Прямая задача для расчета кривой дисперсии поверхностных волн 
и анализ влияющих коэффициентов 

Для исследования прямой задачи поверхностных волн большинство 

работ фокусируется на вычислении дисперсии волны Релея. Классический 

метод для кусочно-постоянной плоскослоистой среды является метод 

‘Thomson Haskell’ [18]. Фактически в процессе численного расчета возни-

кает проблема потери высокочастотной точности. в настоящей статье мы 

используем метод импеданса для расчета характеристики бегущих волн 

из сейсмических данных [19].  
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Тензор импеданса сейсмической поверхностной волны вводится как 

величина связывающая напряженности ,xz zz   со смещениями ,x zu u  в 

виде линейных соотношений: 
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Ẑ  тензор импеданса второго ранга. Отметим, что тензор импеданса не-

прерывен на разрывах ,   и  , так как непрерывны напряжения и сме-

щения. 

Если мы определяем тензор импеданса при 0z  , т.е. 0ˆ ˆ( 0)Z z Z  , 

то, согласно граничным условиям (1.9) и (1.10) при 0z   имеем: 
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Для существования бегущей волны, т.е. существования (0)xu  и 

(0)zu  отличных от нуля, должно выполняться условие: 

 0 0 0 0 0ˆdet 0xx zz xz zxZ Z Z Z Z      (4) 

уравнение (4) называется прямой задачей для расчета кривой дис-

персии поверхностных волн. Импеданс 0ˆ ( , , , , , )Z h      получен из сис-

темы уравнения в виде : 
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Для решения системы необходимо задать начальное значение тен-

зора импеданса при Nz z H   (поверхность полупространства). Зная 

  ˆ HZ z H Z   легко численно решается задача Коши для  Ẑ z , т.е.: 
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Таким образом, мы получили прямую задачу для вычисления дис-

персии волны Релея (детали о выведении формул (1) -(6) см. в [19]). Так 

как дисперсионное уравнение (4) зависит от коэффициентов Ламе и , 

плотности   и толщины h  для слоистых сред, необходимо изучить 

влияние этих коэффициентов  на дисперсию.  

Теперь задаем простую экспериментальную модель для слоистой 

среды (таблица.1). зная постоянные ρ, Vp, Vs легко численно вычислить 

коэффициенты Ламе λ, μ для каждого слоя. 

Таблица 1. Коэффициенты среды в модели 1 

слои Глубины(Км) ρ/(g.cm3) Vp/(Км/сек.) Vs / (Км/сек.) 

1 10 2.4 3.5 2.1 

2 20 2.5 4 2.7 

3 ∞ 3 6 4 

Vp− скорость продольной волны, Vs− скорость поперечной волны. 

Далее мы изменим каждый из вышеупомянутых параметров  

1. коэффициенты   каждого слоя увеличиваются (или уменьшаются) 

на 10%, а другие параметры , ,h   не изменяются. 

2. коэффициенты  каждого слоя увеличиваются (или уменьшаются) 

на 10%, а другие параметры , ,h  не изменяются. 

3. коэффициенты   каждого слоя увеличиваются (или уменьшаются) 

на 10%, а другие параметры , ,h  не изменяются. 

4. коэффициенты h  каждого слоя увеличиваются (или уменьшаются) 

на 10%, а другие параметры , ,   не изменяется. 

При этих случаях с помощью уравнения (4) мы вычислили диспер-

сию и сравнили с результатами, вычисленными по исходной модели (рис. 

1). Из рисунка 1 легко видно, что изменение коэффициента  оказывает 

большое влияние на дисперсию (амплитуда изменения дисперсии более 

5%, см. рис.1-(a)), толщина h  мало влияет на дисперсию (в дисперсию 
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были внесены мелкие изменения около 1.5%, см. рис.1-(d)), влияние   и 

 на дисперсию в значительной степени можно пренебречь (дисперсия 

почти не изменяется, см. рис.1-(b), (c)).   

Таким образом, в эксперименте обратной задачи, чтобы упростить 

сложность инверсии, мы только изучаем параметры   и h , которые ока-

зывают большое влияние на дисперсию, а остальные параметры задаются 

как константы. 

 
Рисунок 1. Влияние изменения параметров , , ,h    на дисперсию. 

Метод ГАМРТ 
Генетический алгоритм является одним из важнейших эволюцион-

ных алгоритмов. Это простой и эффективный новый метод, который был 

установлен путем моделирования эволюционного процесса биологиче-

ских генов (наследование, мутация, воспроизведение и селекция) [16]-[17]. 

В последние годы он широко используется в геофизических проблемах 

[12]-[15]. Классический ГА состоит из операторов селекции-репродукции, 

скрещивания, мутации (рис.2).  
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Для решения обратной задачи дисперсии поверхностных волн уста-

новим целевую функцию в виде: 
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где 
obs

if измеряемые дисперсии в i-й точки периода, 
inv

if вычисленные 

фазовые скорости поверхностных волн в каждой точке периода (по часто-

те) после определения параметров популяции каждого поколения, N-

число точек периода (по частоте). 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Вывод результаты 

Установка параметров для слоистых сред 

Создание исходной популяции 

Вычисление фитнес-функции особей в популяции 

Выбор родителей для процесса размноже-

ния (оператор селекции-репродукции) 

Создание потомков выбранных пар родите-

лей (оператор скрещивания) 

Мутация новых популяции (оператор мутации) 

Вычисление фитнес-функции особей в новой популяции 

 

Условие завершения алгоритма 

выполнен? 

Обновление популяции 

Нет  

да 

Рисунок. 2 Блок-схема генетического алгоритма поверхностных волн. 
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В описанном алгоритме используется термин популяция. Разъясним 

это понятие подробнее. Установка инвертируемых параметров  h，  и 

диапазона поиска, т.е.: 

  , , 1..i i i i i i N        ,  

 , , 1.. 1j j j j jh h h h h j N          

где  1 2, , , N     коэффициенты Ламе,  1 2 1, , , Nh h h h   толщи-

ны, N число слоя, ,i jh  соответствующие центральные точки (для ре-

шения фактических проблем некоторого района центральные точки могут 

быть заданы общем значением с помощью модели глобальной коры 

crust1.0 [22]-[23]). 

При выборе начальных популяций инвертируемые параметры про-

извольно генерируют несколько индивидуумов в пределах диапазона по-

иска   , 1.. ,
m

h m M M  ， количество популяции (в нашей статье уста-

новим популяцию 50M  ). Для модели трехслойных сред имеем 5 инвер-

тируемых параметров  1 2 3, ,     1 2,h h h , тогда при установке на-

чальных популяций имеем следующие понятия: 

 1 Популяция=50 индивидуумов (  , 1.. , 50
m

h m M M  ， ); 

 1 индивидуум (  h， )=5 инвертируемых параметров 

 1 2 3, ,    ,  1 2,h h h . 

Фактически глобальный поиск на основе этой целевой функции 

слишком медленный. На начальном этапе поиска значение сходимости 

можно быстро найти, и оно попадает в локальную конвергенцию, что 

приводит к неспособности получить глобальное оптимальное решение. 

Поэтому введем оператор регуляризации в целевой функции: 

    
1

2 2
* *

1 2

1 1

M M

k k l l

k l

J h h   


 

         (8) 

где 
*

k  и 
*

lh  гипотезы строения, 1  и 2 малые числа (параметры регу-

ляризации). Функция J является устойчивой. В какой-то степени можно 

преодолеть неустойчивость проблемы. Теперь целевая функция перепи-

сана в виде: 

 ( ) ( )j jOBJ F F J       (9) 
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Экспериментальные результаты и сравнение с методами ГА и 

ГАМРТ для инверсии поверхностных волн в слоистой среде 

Для проверки инверсии дисперсии поверхностных волн задаем про-

стую слоистую модель. Из анализа дисперсионной прямой задачи мы уз-

нали, что основными влияющими факторами являются коэффициенты   

и h , поэтому в следующей инверсии мы только исследуем   и h  и ус-

танавливаем постоянные значения для   и   (табл. 2). 

Таблица 2. Трехслойная модель, параметры для инвертирования и диа-

пазон поиска 

Слои Плотность 

ρ (Кг/М
3
) 

λ Vs 
Для инверсии Диапазон поиска 

N μ h (Км) μ h 

1 2.4 8.232 2.1 10.584 10 9.6-12.7 8.0-12.0 

2 2.5 14.175 2.7 18.225 10 15.6-21 8.0-12.0 

3 3 12 4 48 ∞ 43.3-52.9 - 

Теперь в операторах и параметрах генетического алгоритма мы приводим 

следующие правила (детали о применении операторов ГА см. в [12]-[17]): 

1. размер популяции 50, максимальной генетической алгебры - 200 

поколений. 

2. оператор селекции-репродукции: алгоритм рулетки, 

3. оператор селекции: многоточечный селекции, вероятность селек-

ции: 0.8.  

4. оператор мутации: линейная мутации, вероятность мутации 0.01. 

В соответствии с вышеупомянутыми условиями, мы выполнили че-

тыре вычисления инверсии (табл. 3) с помощью классического алгоритма 

ГА. Нетрудно видеть, что результаты инверсии неустойчивы, особенно 

полученные параметры для второго слоя существуют большие погрешно-

сти. Для этого имеются две причины. Одна из них состоит в не единст-

венности инверсии. Классический ГА является некорректным и может 

сходится к некоторому локальному решению, не совпадающему с опти-

мальным решением. С другой стороны, ошибка связана с количеством 

частотных точек на выбранной дисперсионной кривой (рис.3). Кривая в 

низкочастотной части хорошо совпадает с постоянной моделью, по мере 
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того, как периоды становятся меньше, подобие кривой будет постепенно 

ухудшаться. Этот случай вызван неустойчивыми результатами инверсии 

первого и второго слой. (Чтобы более внимательно изучить эти ошибки, 

на рисунке 3 приведены увеличенные результаты для этого отрезка по 

частоте (период), и можно видеть, что эта полоса (этот отрезок) немного 

более смещен, чем низкочастотная полоса). 

Таблица 3 

Слои 
Инверсия 1 Инверсия 2 Инверсия 3 Инверсия 4 

μ h Μ h μ h μ h 

1 10.508 9.646 10.159 9.464 10.676 10.442 10.374 9.881 

2 17.594 10.44 16.737 10.986 19.812 10.733 18.517 10.08 

3 47.964 - 47.936 - 48.132 - 47.857 - 

О. п. 

(%) 

0.72% 3.54% 4.02% 5.36% 0.87% 4.42% 1.98% 1.19% 

3.46% 4.44% 8.17% 9.86% 8.71% 7.33% 1.6% 0.83% 

0.08% - 0.13% - 0.28% - 0.3% - 

О. п. - Относительная погрешность 

Для решения этой проблемы мы введем оператор регуляризации 

Тихонова (9). Сначала необходимо определить гипотезы строения  *  и
*h

(выбранные коэффициенты регуляризации α показаны в таблицах), т.е. 

следующие случая: 

1. определены гипотезы строения *  и 
*h значениями левой границы 

определенного диапазона (табл.4). 

2.   определены гипотезы строения *  и 
*h  значениями правой грани-

цы определенного диапазона (табл.5). 

3. определены гипотезы строения *  и 
*h  точными значениями за-

данной модели слоистой среды (табл.6). 

4. определены гипотезы строения *  и 
*h  средними значениями, по-

лученными из 4 результатов с помощью классического алгоритма 

(табл.7-9). 
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Рисунок 3. Сравнение кривых дисперсии между заданной модели  

и 4 инверсии. 

Таблица 4. *  и
*h берем значения левой границы диапазона из табл.2 

Слои 

Инверсия 1 

1

2

=0.0007

=0.0004





，
 

Инверсия 2 

1

2

=0.0007

=0.0004





，
 

Инверсия 3 

1

2

=0.0007

=0.0004





，
 

Инверсия 4 

1

2

=0.0007

=0.0004





，
 

μ h Μ h μ h μ h 

1 10.156 8.13 9.718 8.579 9.095 8.2 10.157 9.308 

2 16.339 10.85 17.594 10.91 17.544 9.858 16.077 10.61 

3 47.308 - 47.815 - 46.8 - 47.823 - 

О. п.  

(%) 

4.044 18.7% 8.182% 14.2% 14.1% 18% 4.034% 6.92% 

10.4% 8.55% 3.46% 9.14% 3.74% 1.42% 11.8% 6.13% 

1.442%  - 0.385%  - 2.500%  - 0.369% -  

О. п. - Относительная погрешность 
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Таблица 5. *  и
*h берем значения правой границы диапазона из табл.2 

Слои 

Инверсия 1 

1

2

=0.0007

=0.0004





，
 

Инверсия 2 

1

2

=0.0007

=0.0004





，
 

Инверсия 3 

1

2

=0.0007

=0.0004





，
 

Инверсия 4 

1

2

=0.0007

=0.0004





，
 

μ h Μ h μ h μ h 

1 10.795 11.207 10.706 10.486 11.269 11.99 11.121 10.856 

2 21.013 10.27 19.996 11.14 20.05 9.492 19.987 9.687 

3 48.137 - 48.256 - 48.056 - 48.134 - 

О. п. 

(%) 

1.99% 12.1% 1.15% 4.86% 6.47% 19.9% 5.074% 8.560% 

15.3% 2.7% 9.72% 11.4% 10.1% 5.1% 9.67% 3.13% 

0.29% - 0.53% - 0.12% - 0.28% - 

О. п. - Относительная погрешность 

Таблица 6. 
*  и

*h берем точные значения заданной модели слоистой среды 

Слои 

Инверсия 1 

1

2

=0.01

=0.001





，
 

Инверсия 2 

1

2

=0.01

=0.001





，
 

Инверсия 3 

1

2

=0.01

=0.001





，
 

Инверсия 4 

1

2

=0.01

=0.001





，
 

μ h Μ h μ h μ h 

1 10.543 9.923 10.585 9.988 10.59 9.998 10.585 10.013 

2 18.253 10.152 18.182 10.019 18.172 9.973 18.168 9.94 

3 48.025 - 48.013 - 48.023 - 48.005 - 

О. п. 

(%) 

0.39% 0.77% 0.009% 0.12% 0.057% 0.02% 0.01% 0.13% 

0.15% 1.52% 0.236% 0.19% 0.291% 0.27% 0.31% 0.6% 

0.05% - 0.027% - 0.048% - 0.01% - 

О. п. - Относительная погрешность 

Из таблиц 4-5 видно, что результаты близки к значениям левой и 

правой границы определенного диапазона. При выборе точных значений 

(табл. 6) результаты хорошо совпадают с заданной моделью слоистой 

среды (табл. 2). Таким образом, с помощью метод ГАМРТ результаты ин-

версии тесно связаны с гипотезой строения *  и 
*h . 

При фактическом наблюдении сейсмических данных мы не сможем 

узнать точные значения слоистой среды в некотором районе, поэтому мы 

выбираем средние значения, вычисленные через классический ГА не-

сколько раз, как гипотезы строения для решения обратной задачи. 
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Таблица 7. *  и
*h берем средние значения 4 результатов из табл.3 

Слои 

Инверсия 1 

1

2

=0.0007

=0.0004





，

 

Инверсия 2 

1

2

=0.0007

=0.0004





，

 

Инверсия 3 

1

2

=0.0007

=0.0004





，

 

Инверсия 4 

1

2

=0.0007

=0.0004





，

 
μ h Μ h μ h μ h 

1 10.502 9.7214 10.585 10.094 10.522 9.786 10.321 9.714 

2 18.259 10.349 18.491 10.07 18.088 10.309 18.489 10.104 

3 48.013 - 48.012 - 48.038 - 48.048 - 

О. п. 

(%) 

0.78% 2.79% 0.009% 0.94% 0.586% 2.14% 2.49% 2.86% 

0.19% 3.49% 1.460% 0.70% 0.752% 3.09% 1.45% 1.04% 

0.03% - 0.025% - 0.079% - 0.1% - 

О. п. - Относительная погрешность 

Таблица 8. *  и
*h берем средние значения 4 результатов из табл.3 

Слои 

Инверсия 5 

1

2

=0.01

=0.01





，
 

Инверсия 6 

1

2

=0.01

=0.01





，

 

Инверсия 7 

1

2

=0.002

=0.001





，
 

Инверсия 8 

1

2

=0.001

=0.001





，
 

μ h Μ h μ h μ h 

1 10.497 9.827 10.505 9.758 10.592 9.687 10.585 10.096 

2 18.29 10.31 18.175 10.23 17.627 10.151 18.649 10.219 

3 48.024 - 48.054 - 48.032 - 48.016 - 

О. п. 

(%) 

0.82% 1.73% 0.744% 2.42% 0.076% 3.13% 0.009% 0.96% 

0.36% 3.10% 0.27% 2.23% 3.281% 1.51% 2.326% 2.19% 

0.05% - 0.11% - 0.067% - 0.033% - 

О. п. - Относительная погрешность 

Таблица 9. *  и
*h берем средние значения 4 результатов из табл.3 

Слои 

Инверсия 9 

1

2

=0.001

=0.005





，
 

Инверсия 10 

1

2

=0.01

=0.001





，
 

Инверсия 11 

1

2

=0.008

=0.005





，
 

Инверсия 12 

1

2

=0.007

=0.0045





，
 

μ h μ h μ h μ h 

1 10.585 10.096 10.939 10.857 10.509 9.892 10.462 9.858 

2 18.649 10.219 18.575 9.205 18.449 10.46 17.997 9.92 

3 48.016 - 48.059 - 48.085 - 48.081 - 

О. п. 

(%) 

0.006% 0.96% 3.35% 8.57% 0.71% 1.08% 1.15% 1.42% 

2.329% 2.2% 1.92% 7.95% 1.229% 4.63% 1.25% 0.80% 

0.033% - 0.12% - 0.177% - 0.169% - 

О. п. - Относительная погрешность 
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В эксперименте вычислена инверсия 12 раз (табл. 7-9) для выбора 

различных коэффициентов регуляризации 1  и 2 . Из таблиц видно, что 

по сравнению с полученными результатами в классическом ГА с одной 

стороны уменьшается погрешность, а с другой значительно улучшается 

устойчивость. 

Заключение 

В настоящей статье метод ГАМРТ не только преодолевает пробле-

му сходимости к локальным минимумам, возникающих в классических 

ГА (рис.4), но и точность и устойчивость результатов инверсии значи-

тельно улучшается. 

 
Рисунок 4. (а). классический ГА (алгоритм сходится через 37 поколений). 

(b). метод ГАМРТ (алгоритм сходится через 96 поколений путем  

неоднократной минимизации до получения оптимального минимума). 

В эксперименте измеряемые дисперсионные кривые, которые мы 

вводим в модель инверсии (уравнение 9), численно рассчитываются путем 

введения заданной модели слоистой среды в прямую задачу (4). Ошибкой 

и шумом кривой в принципе можно пренебречь, поэтому коэффициенты 

регуляризации α не могут быть хорошо определены. Это также исследо-

вательская работа в будущем времени (для определения коэффициентов 

регуляризации α связи прямой/обратной задачи и фактическими измерен-

ными дисперсиями, полученными из обработки сейсмических данных). 
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