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Раздел I. Математическое моделирование 

 

 

Е.В. Захаров, А.В. Калинин 

 

МЕТОД ВЫЧИСЛЕНИЯ ВЕКТОРА НАПРЯЖЕННОСТИ 

ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОЛЯ НА ПОВЕРХНОСТИ 

СЕРДЕЧНОЙ МЫШЦЫ*
 

 

Обратная задача электрокардиографии в форме потенциалов – это 

задача реконструкции потенциала на внешней поверхности сердца по из-

мерениям потенциала на поверхности грудной клетки [1]. Актуальность 

данной обратной задачи связана с внедрением в клиническую практику 

новых методов лечения аритмий сердца. 

 
Рис. 1. Область Ω. 

 

В [2] были рассмотрены алгоритмы решения обратной задачи элек-

трокардиографии для модельной геометрии торса и сердца, в [3] учитыва-

лась реальная геометрия, но предполагалось, что грудная клетка однород-

на, в [4, 5] рассмотрена обратная задача электрокардиографии с учетом 

внутренней неоднородности грудной клетки, а в [6] был предложен ите-

рационный алгоритм, направленный на повышение точности и скорости 

вычислительного процесса. Во всех рассмотренных выше работах реша-

лась задача определения потенциала электрического поля на внешней по-

верхности сердца. Но, по данным ряда клинических исследований, для 

целей точной диагностики сложных случаев аритмий сердца анализа 

только потенциала электрического поля сердца недостаточно. В работе [7] 

показано, что модуль градиента потенциала является важной характери-
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стикой, позволяющей более точно оценить электрофизиологическое со-

стояние сердца.  

Таким образом, целью данной работы является разработка числен-

ного алгоритма решения обратной задачи электрокардиографии в среде с 

кусочно-постоянным коэффициентом электропроводности, позволяющего 

одновременно определять на поверхности сердца как потенциал, так и его 

градиент. Это означает, что на поверхности сердца необходимо найти 

вектор напряженности электрического поля ��� = −grad u. 

Рассмотрим область Ω в пространстве R
3
, ограниченную снаружи 

замкнутой поверхностью ΓB, а изнутри замкнутой поверхностью ΓH (см. 

рис. 1). Поверхность ΓB представляет собой объединение двух поверхно-

стей ΓT и ΓE. В Ω заданы непересекающиеся области Ω� ⊂ Ω с границами Γ� , � = 1,2. Интерпретация данной геометрической конфигурации сле-

дующая: ΓH – поверхность сердца, ΓE – часть поверхности торса, на кото-

рой производятся измерения потенциала электрического поля, ΓT – верх-

ний и нижний срезы торса, Ω� , � = 1,2, – области неоднородности грудной 

клетки человека (левое и правое легкие). 

Определим Ω� = Ω\(Ω�� ∪ Ω��), Γ� = Γ�, Γ� = Γ� ∪ Γ�. Обратную за-

дачу электрокардиографии сформулируем так. Требуется найти �(�), �	 ∈Ω�, такую, что �(�) = ��(�), �	 ∈ Ω�� , � = 0,1,2, 

Δ��(�) = 0, � ∈ Ω� , � = 0,1,2, (1) 

��(�) = $(�), � ∈ Γ�,	 (2) 

%��(�)
%& = 0, � ∈ Γ�, (3) 

��(�) = ��(�), � ∈ Γ� , � = 1,2, (4) 

'�
%��(�)

%& = '�
%��(�)

%& , � ∈ Γ� , � = 1,2, (5) 

где $(�) – известная функция, полученная в результате измерений на по-

верхности торса, '� , � = 0,1,2 – заданные положительные постоянные, оп-

ределяющие коэффициент электрической проводимости ткани, занимаю-

щей область Ω� . 
Для целей анализа электрофизиологического состояния сердца по-

тенциал $(�) на поверхности грудной клетки регистрируется в несколь-

ких последовательных моментах времени )�, )�, … , )�. Для каждого такого 

момента времени решается обратная задача электрокардиографии (1)–(5) 

и восстанавливается функция ��(�, )), � ∈ Γ+ – потенциал на поверхности 

сердца. Анализ электрофизиологического состояния сердца заключается в 

поиске особых точек функции ��(�, )), � ∈ Γ+. В работе [7] был предло-

жен алгоритм поиска таких особых точек, основанный на вычислении мо-
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дуля градиента функции. Поэтому наряду с решением задачи (1)–(5) по-

ставим задачу определения вектора ∇��(�), � ∈ Γ+ и величины 
 

∇-.��(�) = ∇��(�) − /0/ ∙ ∇��(�)2, � ∈ Γ�, (6) 
 

где n – вектор внешней нормали к поверхности Γ+. 

Алгоритм решения обратной задачи электрокардиографии (1)–(5), 

рассмотренный в работе [5], был основан на методе граничных инте-

гральных уравнений. Для областей Ω0, Ω1 и Ω2 записывались два инте-

гральных соотношения 

34�5(6) = 7 89 :�(;)<(6, ;) − ��(;) %<(6, ;)
%&-=

> ?@A,
�

�B�
 

6 ∈ Γ5 , C = 0,1,2,3, 
(7) 

−34�5(6) = '�'5 89 :5(;)<(6, ;) − �5(;) %<(6, ;)
%&-E

> ?@A, 
6 ∈ Γ5 , C = 1,2, 

(8) 

где P и Q – точки, лежащие на соответствующих границах Γ5, G(P,Q) – 

фундаментальное решение уравнения Лапласа: 

<(6, ;) = 1
4G

1
|6 − ;|, (9) 

через �5 обозначены значения функции ��(�) на поверхности Γ5, через :5 
значения нормальной производной функции ��(�) на поверхности Γ5, 34 – 

коэффициент, зависящий от телесного угла в точке P. После дискретиза-

ции данных соотношений и учета условий (2)–(5) строилась и решалась 

система линейных алгебраических уравнений. 

Следуя рассмотренному выше методу граничных интегральных 

уравнений, рассмотрим способ вычисления градиента функции �� на по-

верхности Γ+. Для потенциала ��(�), � ∈ Γ� в области Ω0 с границей %Ω = Γ� ∪ Γ� ∪ Γ� ∪ Γ� ∪ Γ� выполняется третья формула Грина 

34��(6) = 9 8%��(;)
%& <(6, ;) − ��(;) %<(6, ;)

%& > ?@A, 6 ∈ Γ� .
IJ

 (10) 

Обозначим KL , M = 1,2,3 единичные координатные векторы вдоль осей x, y 

и z соответственно. Продифференцируем (10) вдоль направлений ek: 

34
%��(6)

%KL = %
%KL 9 8%��(;)

%& <(6, ;) − ��(;) %<(6, ;)
%& > ?@A,

IJ
 

6 ∈ Γ�, M = 1,2,3. 
(11) 
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При совпадении точек P и Q интегралы с ядром G(P, Q) и 
IN(4,A)

IO  яв-

ляются несобственными. Интеграл с ядром G(P, Q) имеет слабую особен-

ность и существует для точек P = Q, а интеграл с ядром 
IN(4,A)

IO  заменим 

его главным значением по Коши 

9 ��(;) %<(6, ;)
%& ?@A = limS→� 9 ��(;) %<(6, ;)

%& ?@AIJ\-UIJ
. (12) 

Теперь операцию дифференцирования по направлениям KL в (11) можно 

внести по знак интеграла 

34
%��(6)

%KL = 9 %��(;)
%&

%<(6, ;)
%KL ?@AIJ

− 9 ��(;) %�<(6, ;)
%&%KLIJ

?@A, 
6 ∈ Γ�, M = 1,2,3. 

(13) 

Так как после решения обратной задачи электрокардиографии из-

вестны значения функций ��(�)	и	 IWX(Y)
IO , то вычисляя правую часть в (13), 

получаем значения компонентов градиента 
IWX(Y)

IZ[  на поверхности Γ�. При 

этом сингулярный интеграл с ядром 
IN(4,A)

IZ[  заменяется на его главное зна-

чение по Коши, а для гиперсингулярного интеграла с ядром 
I\N(4,A)

IOIZ[  бе-

рется его конечное значение по Адамару. Но этот подход встречает суще-

ственные трудности, связанные с точным вычислением данных интегра-

лов. 

Значительно упросить процедуру вычисления сингулярных и гипер-

сингулярных интегралов помогает иное определение главного значения 

по Коши как предела стремления точки P к поверхности %Ω вдоль внут-

ренней нормали 

9 ��(;) %<(6, ;)
%&IJ

?@A = lim4]→4 9 ��(;) %<(6̂ , ;)
%& ?@A =

IJ
 

= limS→� 9 ��(;) %<(6 − _&, ;)
%& ?@AIJ

 

(14) 

или вдоль внешней нормали 

9 ��(;) %<(6, ;)
%&IJ

?@A = lim4`→4 9 ��(;) %<(6� , ;)
%& ?@A =

IJ
 

= limS→� 9 ��(;) %<(6 + _&, ;)
%& ?@AIJ

 

(15) 
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В работе [8] было доказано, что определения (15) и (14) эквивален-

ты определению (12). Тогда выражение (11) можно представить в виде 

%��(6)
%KL = lim4]→4 9 8%��(;)

%&
%<(6̂ , ;)

%KL − ��(;) %�<(6̂ , ;)
%&%KL > ?@A,

IJ
 

6 ∈ Γ�, M = 1,2,3, 
(16) 

если используется определение (14) или в виде 

0 = lim4`→4 9 8%��(;)
%&

%<(6� , ;)
%KL − ��(;) %�<(6� , ;)

%&%KL > ?@A,
IJ

 

6 ∈ Γ�, M = 1,2,3, 
(17) 

если используется определение (15). 

В работе [9] подход, основанный на данных формулировках, был 

существенно развит по двум направлениям. Прежде всего, была высказа-

на идея рассмотреть разность выражений (16) и (17): 

%��(6)
%KL = b		lim4]→4 − lim4`→4 	c 

9 8%��(;)
%&

%<
%KL − ��(;) %�<

%&%KL> ?@A,
IJ

6 ∈ Γ�, M = 1,2,3. 
(18) 

Здесь используются обозначения, введенные в работе [9]. Основное пре-

имущество формулировки (18) заключается в том, что те интегралы, ко-

торые непрерывно пересекают поверхность %Ω равны нулю. Поэтому для 

вычисления градиента остается рассмотреть только сингулярные и гипер-

сингулярные интегралы. 

Следующая идея, изложенная в работе [9], заключалась в том, что 

для вычисления компонентов градиента строилось интегральное уравне-

ние, основанное на проекционном методе Галеркина 

9 de(6) %��(6)
%KL ?@4IJ

= b		lim4]→4 − lim4`→4 	c 

9 de(6)
IJ

9 8%��(;)
%&

%<
%KL − ��(;) %�<

%&%KL> ?@A?@4 ,
IJ

 

6 ∈ Γ� , M = 1,2,3, f = 1,2, … , g, 
(19) 

где de(6) – интерполирующие базисные функции. Использование проек-

ционного метода Галеркина позволяет существенно упростить вычисле-

ние сингулярных и гиперсингулярных интегралов, получая для ряда слу-

чаев простые аналитические выражения. 

В результате, численный алгоритм решения задачи выглядит так. 

Каждая поверхность Γ5 приближается полигональной поверхностью Γh5 , C = 1,2,3, состоящей из плоских треугольников. Каждый такой тре-
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угольник называется граничным элементом. В каждом элементе вводятся 

интерполирующие базисные функции de(�), f = 1,2, … , g, потенциал и 

нормальная производная приближенно представляются в виде разложения 

по системе базисных функций. Подставляя приближенные значения по-

тенциала и нормальной производной в соотношения (7), (8) и используя 

известные граничные условия, приходим к системе линейных алгебраиче-

ских уравнений относительно коэффициентов разложения по системе ба-

зисных функций. Для вычисления компонентов градиента используется 

интегральное уравнение (19). 

Рассмотрим ряд численных экспериментов для проверки изложен-

ных выше алгоритмов. Детали численной реализации метода граничных 

интегральных уравнений следующие: 
 

• полигональная сетка состояла из плоских треугольников; 

• использовались линейные граничные элементы с узлами, распо-

ложенными в вершинах треугольников; 

• нормаль в вершине треугольника усреднялась; 

• для вычисления интегралов от произведения фундаментального 

решения на базисные функции в элементах, в которых точки 

коллокации и интегрирования не совпадают, использовались 

квадратурные формулы Гаусса 4 порядка; 

• для вычисления сингулярных и гиперсингулярых интегралов ис-

пользовались аналитические выражение, полученные в рабо-

те [9]. 

В первом численном эксперименте задавалась геометрия области, 

состоящая из двух сфер с радиусами i� = 100 и i� = 50. Задавалась гар-

моническая функция 

�(�, k, l) = ��
2 + k�

2 − l� (20) 

с известным градиентом 
 

grad	�(�, k, l) = (�, k, −2l). (21) 

 

В каждом узле полигональной сетки с использованием изложенного 

выше алгоритма численно вычислялся градиент функции ��(�), сравни-

вался с аналитическим значением и вычислялась относительная ошибка. 

Результаты численного эксперимента приведены в таблице 1, даны значе-

ния минимальной относительной ошибки, максимальной и средней по 

всем узлам. 
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Таблица 1. Результаты первого численного эксперимента 

№ Число 

узлов/элементов 

ε, min ε, max ε, average Время 

расчета, с 

1 136/268 0.0098 0.0676 0.0328 6.02 

2 274/544 0.0049 0.0645 0.0195 12.29 

3 752/1500 0.0011 0.0452 0.0092 35.28 

4 1518/3032 0.0006 0.0307 0.0062 76.33 

5 2502/5000 0.0005 0.0225 0.0047 134.22 

 

Во втором численном эксперименте использовалась реальная гео-

метрия сердца. В области Ω0 также задавалась аналитическая функция 

�(�, k, l) = ��
2 + k�

2 − l� (22) 

с градиентом 

grad	�(�, k, l) = (�, k, −2l). (23) 

и в каждом узле полигональной сетки численно вычислялся градиент 

функции ��(�), сравнивался с аналитическим значением и вычислялась 

относительная ошибка. Результаты численного эксперимента приведены в 

таблице 2, даны значения минимальной относительной ошибки, макси-

мальной и средней по всем узлам. 
 

Таблица 2. Результаты второго численного эксперимента 
 

№ Число 

узлов/элементов 

ε, min ε, max ε, average Время 

расчета, с 

1 247/490 0.0013 0.1837 0.0210 11.04 

2 504/1004 0.0005 0.1287 0.0172 23.19 

3 1023/2042 0.0006 0.3148 0.0161 48.79 

4 1542/3080 0.0002 0.1809 0.0127 75.52 

5 2585/5166 0.0004 0.1982 0.0110 139.67 

 

В третьем численном эксперименте использовалась реальная гео-

метрия торса и сердца. На поверхности Γ� задавался потенциал электриче-

ского поля m(�), соответствующий потенциалу, создаваемому квадрупо-

лем, расположенным внутри сердца в его геометрическом центре. С этим 

значением потенциала решалась прямая задача электрокардиографии [5] и 

вычислялся потенциал $(�) на поверхности Γ�. В потенциал на поверхно-

сти Γ� вносилась погрешность, в результате чего получалась функция $n(�), с которой решалась обратная задача (1)–(5). Прямая и обратные 

задачи решались для кусочно-однородной модели грудной клетки '� = 1, '� = '� = 5. После решения обратной задачи электрокардиографии на по-



 

верхности вычислялся градиент

ем градиента потенциала

мента приведены в таблице

ошибки, максимальной и средней
 

Таблица

№ Число 

узлов/элементов

1 247/490 

2 504/1004 

3 1023/2042 

4 1542/3080 

5 2585/5166 

 

В заключение рассмотрим

ше алгоритмов для определения

эксперименте использовалась

ченная по результатам ком

Потенциал электрического

грудной клетки в нескольких

0 1, ,..., .
T

t t t  Для каждого такого

электрокардиографии (1)

сердца 0( )u x  и его поверхностный

фронта активации в каждой

тора градиента с максимальным

моменты времени 0 1, ,..., .t t t

ной точкой отмечена локализация

 

Рис. 2
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вычислялся градиент и сравнивался с аналитическим

потенциала квадруполя. Результаты численного

приведены в таблице 3, даны значения минимальной относительной

максимальной и средней по всем узлам. 

Таблица 3. Результаты третьего численного эксперимента

элементов 

ε, min ε, max ε, average

0.0205 0.3212 0.0510

0.0055 0.2576 0.0432

0.0112 0.3521 0.0398

0.0025 0.2243 0.0291

0.0019 0.2498 0.0251

рассмотрим результаты применения изложенных

алгоритмов для определения процессов активации миокарда

использовалась реальная геометрия торса и

результатам компьютерного томографического исследования

электрического поля сердца регистрировался на поверхности

клетки в нескольких последовательных моментах

каждого такого момента времени решалась обратная

(1)–(5), вычислялся потенциал электрического

и его поверхностный градиент 0( ).
HГ
u x∇  За направление

активации в каждой точке сердце принималось направление

с максимальным модулем среди значений, вычисленных

, ,..., .
T

t t t  Результаты расчета приведены на

отмечена локализация аритмогенного очага. 

 
Рис. 2. Процесс активации миокарда. 

аналитическим значени-

Результаты численного экспери-

минимальной относительной 

численного эксперимента 
 

ε, average Время 

расчета, с 

510 11.02 

432 23.25 

398 48.12 

291 74.99 

251 139.15 

применения изложенных вы-

активации миокарда. В этом 

геометрия торса и сердца, полу-

томографического исследования. 

регистрировался на поверхности 

последовательных моментах времени

решалась обратная задача 

потенциал электрического поля 

За направление 

ринималось направление век-

значений, вычисленных в 

приведены на рис. 2, чер-
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По результатам вычислительных экспериментов можно сделать вы-

вод, что алгоритм реконструкции градиента потенциала сердца по данным 

решения обратной задачи электрокардиографии работает с достаточной 

точностью и скоростью. Это позволяет использовать его для новых мето-

дов оценки электрофизиологического состояния сердца. 
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