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Е.В. Захаров, С.И. Орлик 

ИССЛЕДОВАНИЕ РАЗРЕШИМОСТИ ТРЕХМЕРНОЙ 

ЗАДАЧИ НЕЙМАНА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ПУАССОНА В 

КУСОЧНО-ОДНОРОДНЫХ ПРОВОДЯЩИХ СРЕДАХ*
 

1. Введение  

Задача сопряжения для уравнений Лапласа и Пуассона является 

классической моделью при изучении распределения постоянного элек-

трического тока в кусочно-однородных проводящих средах.  В частности 

при изучении электрических явлений в организме человека задача сопря-

жения является моделью неоднородности биологических тканей и возни-

кает как внутренняя задача Дирихле или Неймана (например в электро-

кардиографии или электроэнцефалографии) для уравнения Лапласа или 

Пуассона. 

Задача Дирихле для кусочно-однородной среды была поставлена и 

решена методом граничных интегральных уравнений в работе [1]. Разра-

ботанный и программно реализованный в [1] метод граничных интеграль-

ных уравнений позволил поставить и решить ряд обратных задач электро-

кардиографии в средах с кусочно-однородной структурой [2], [3]. Отме-

тим, что аналогичные задачи возникают и при моделировании электриче-

ских явлений головного мозга человека (см., например, [4], [5]). 

В данной работе рассмотрена внутренняя задача Неймана для урав-

нения Пуассона в области, заполненной кусочно-однородной проводящей 

средой. Отметим, что уравнение Пуассона содержит, в частности, инфор-

мацию об источнике электрического поля, что весьма актуально для элек-

трокардиографии и электроэнцефалографии. 

Поставленная краевая задача для уравнения Пуассона сведена к 

системе граничных интегральных уравнений Фредгольма 2-го рода, по-

строена сопряженная система, получены условия разрешимости постав-

ленной краевой задачи. 

2. Постановка задачи. Теорема единственности. 

Рассмотрим область  
N

DDDD UKUU
10

=  в 3R  (см. Рис. 1). 

0
D  – многосвязная область в 3R , 

i
D – односвязные области, .,,1 Ni K=  

Предположим, что все границы  ,
i

Г  ,,,1,0 Ni K=  являются поверхностя-

ми Ляпунова,  никакие две границы не имеют общих точек. Поставим 

следующую задачу в .
0

ГDD U=  

                                                 
*
 Работа выполнена при поддержке РФФИ, код проекта 14-01-00244. 
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Рис.1 
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В условиях сопряжения (5) параметры ,,,1,0, Ni
i

k K= постоянны, поло-

жительны и конечны.  Нормали выбраны на всех границах 
i

Г  внешними 

по отношению к области  .
0

D  

         Функцию F  в уравнении (2)   можно считать заданной всюду в ,D  

но 0)( =xF   при  
1

\ DDx∈ .  Предполагаем , что функция  F  удовлетворя-

ет требованию ( )
1

1 DСF∈   или более слабым требованиям, при которых 

выполняются обычные свойства объемного потенциала с плотностью F , 

носитель которой принадлежит 
1

D . 
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Утверждение 1. Если функции )(xz   и )(~ xz  удовлетворяют условиям (1)-

(5) в ,D  то constxzxz ≡− )(~)(  в .D  

Доказательство единственности решения с точностью до произвольной 

постоянной дословно повторяет рассуждения в статье [1], основанные на 

применении первой формулы Грина.  

          Введем объемный потенциал yd
yx
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Dx ∈ (здесь yx −  означает  расстояние между точками  x  и y ).  Функ-

ция )(xU  известна, она определена и непрерывна всюду в ,D  имеет всю-

ду в D непрерывные первые производные, удовлетворяет уравнениям  
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xF
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D  и ( ) 0=∆ xU в 
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\ DD . 

       Выполним замену искомой функции в задаче (1) - (5): положим 

)()()( xUxuxz += . Тогда для функции )(xu   получаем следующую задачу. 
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Условие сопряжения (8) выполнено в силу непрерывности функции 

)(xU , а условие сопряжения (9) — в силу непрерывности её первых про-

изводных.  При 
0

Гx∈ введем обозначение: 

0
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0
)(~
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известная функция. 
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3. Построение системы граничных интегральных уравне-

ний Фредгольма 2- го рода. 

Решение )(xu задачи (6)-(9) будем искать в виде суммы потенциа-

лов  простых слоев на поверхностях Ni
i

Г ,,1,0, K= . Этим будет гаранти-

ровано выполнение условия ( )DCu∈  и, в частности, будут выполнены 

условия (8). Такая функция )(xu автоматически удовлетворяет уравнени-

ям (6). 

В замкнутой области D  будем искать решение в виде  
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Условия (7) и (9) дают систему интегральных уравнений относительно 

искомых плотностей 
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Условие (7) принимает вид: 
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 означает прямое значение нормальной производной. Усло-

вие (9) принимает вид: 
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Введем обозначения интегральных операторов и их ядер в системе инте-

гральных уравнений (11), (12): 
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Напомним, что все нормали  
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Введем обозначение для декартова произведения пространств 
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точно так же γ  — набор правых частей в уравнениях (13): 1
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Lγ . То-

гда система уравнений (13) запишется в виде:  
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где оператор 11
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LLA   (задание оператора A  ясно из системы 

(13)), а E  —  тождественный (единичный) оператор в 1

2

~ +N
L . 

4. Сопряженная система интегральных уравнений. Усло-

вие разрешимости исходной задачи. 
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 Сопряженная однородная система интегральных уравнений 
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Запишем её в развернутой форме: 
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Утверждение 2.Число 1−=µ   является характеристическим для опера-

торов  A  и *
A . Постоянные на каждой поверхности 
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ν  — произвольная постоянная. 

 Доказательство. Пусть все функции  )(x
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ν  постоянны, Ni ,,1,0 K= . По 

теореме Гаусса имеем: 
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Подставим эти значения интегралов в систему (16): 
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При Nj ,,1 K=  получили уравнение  
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 Доказательство того, что характеристическое число 1−=µ простое, 

проводится подобно случаю внутренней задачи Неймана для уравнения 

Лапласа (в однородной среде в области  D ). 

 Получим необходимое и достаточное условие разрешимости задачи 

(6)-(9): 1
2

~
в +⊥ N

Lνγ , где γ — правая часть в (14), а 

.const,1,,1,1
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NK Это условие означает (см. (14), (13)) 
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Вспоминая  обозначение ( )xg~  и учитывая, что ( ) 0=∆ xU  в областях 
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D K=  получаем  
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т.е. условие разрешимости задачи (6)-(9) не зависит от наличия областей  

,,,2, Ni
i

D K= со средами, которые характеризуются параметрами 
i

k . 

           Применяя теорему Гаусса, имеем: 
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и точно так же ydyF
kx

sd

x
n

xU

DГ

∫∫ ⋅=
∂

∂

11

)(
1)(

1

. Отсюда  и из (18) получаем 

физически очевидное и известное для внутренней задачи Неймана для 

уравнения Пуассона в области D (в случае однородной среды) необходи-

мое и достаточное условие разрешимости задачи (1)-(5): 
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Наконец, если ,0
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  то задача (1) - (5) разрешима в том, и 

только в том случае, если  ∫ =

1

.0)(

D

dxyF  
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           В случае, когда области  
1

D и  
0

D  —  шары в 3
R  с общим центром 

O  (см. Рис.2),  решение можно выписать в явном виде. В сферической  

системе координат с центромO : 

{ } { }
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Рассмотрим центрально-симметричную задачу с условиями сопряжения 

 

Рис.2 

 

на сфере 
1

Г , т.е. будем считать, что )(rFF =  и constg =
0

; тогда 
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),(
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rzzrzz == . 

           Записывая задачу (1) - (5) для функций 
1

и
0

zz с условием сопря-

жения на сфере 
1

Г  и вводя функции ,)(
1

)(
1

и)(
0

)(
0

rzrrZrzrrZ ⋅=⋅= по-

лучаем для 
1

и
0

ZZ обыкновенные дифференциальные уравнения второго 

порядка и вытекающие из исходной задачи краевые условия при 

0
и

1
,0 RrRrr === . Решение этой задачи можно выписать в явном виде, 

причём условием её разрешимости является равенство 

.
2
00

1

0

2
)(

0

1
Rgrd

R

rrF
k

−=∫ ⋅⋅                                                  (20) 

Легко проверить, что в случае центрально-симметричной задачи для 

функций 
1

и
0

zz условие (19) как раз и означает выполнение равенства 

(20). 
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