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М.А. Зыкова1, В.В. Лопушенко2  

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДИФРАКЦИИ НА ОС-
НОВЕ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В СПЕКТРАЛЬНОЙ 

ОБЛАСТИ 

Введение 

Задача рассеяния электромагнитных волн лежит в основе большин-

ства теоретических и экспериментальных методов почти во всём электро-

магнитном спектре, от радиоволн до оптики и рентгеновских лучей. В по-

следнее время интерес учёных вызывают задачи плазмоники [1] для разра-

ботки приложений в области биомедицинских [2,3], энергетических и ин-

формационных технологий [4], а также при конструировании современных 

интегральных схем [5]. Недавно исследовалось рассеяние света частицами 

песка, которое возникает при дистанционном наблюдении за регионами с 

различными типами песка [6], в том числе и при изучении влияния заря-

женных частиц песка на радиолокацию [7,8] и оптические свойства мор-

ских аэрозолей [9]. В работе [10] изучалось изменение в спектрах отраже-

ния объектов, подвергшихся космическому атмосферному воздействию, 

посредством механизмов светорассеяния. Большой интерес вызывает 

также рассеяние света в сложных частицах типа ядро – мантия [11,12,13]. 

Задачи рассеяния являются отдельным классом задач электродина-

мики, для которых точное аналитическое решение можно получить только 

в некоторых случаях. В большинстве задач используют приближённые ме-

тоды с весьма сложным математическим аппаратом. Одними из наиболее 

популярных подходов являются прямые методы и полуаналитические объ-

ёмные и поверхностные методы. Прямые методы применяются непосред-

ственно к системе уравнений Максвелла. Например, метод конечных раз-

ностей во временной области (FDTD) [14] и метод конечных элементов в 

частотной области (FEM) [15], а также их различные модификации с при-

менением разрывного метода Галёркина [16]. К полуаналитическим по-

верхностным методам относятся: метод поверхностных интегральных 

уравнений (SIE) [17,18], метод T-матриц [9,10,19], метод дискретных ис-

точников [13]. К полуаналитическим объёмным методам относятся: 
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приближение дискретными диполями (DDA) [1,20] и метод объёмных ин-

тегральных уравнений [21,22,23,24].   

Метод интегральных уравнений – один из наиболее универсальных и 

мощных инструментов в теории рассеяния. В классическом варианте метод 

применяется для вычисления решения, являющегося функцией простран-

ственных переменных. Однако, при этом возникает необходимость выде-

ления особенности в интегральном уравнении.  

В данной работе рассматривается обобщение метода [24] для реше-

ния задач рассеяния плоских электромагнитных волн на объектах произ-

вольной формы в свободном пространстве. Предложено решать интеграль-

ное уравнение в спектральной области с применением теоремы отсчётов и 

быстрых алгоритмов вычисления свёрток. В задаче дифракции на диэлек-

трическом однородном и слоистом эллипсоиде выписаны аналитические 

представления для всех функций, входящих в интегральное уравнение. При 

этом в численной схеме метода удалось избавиться от особенностей с по-

мощью подхода, аналогичного [25]. В работе показано, что полученное ре-

шение интегрального уравнения в спектральной области дает удобный спо-

соб вычисления диаграммы рассеяния. 

Постановка задачи 

Рассмотрим объемное интегральное уравнение теории дифракции 

[21,22]  

𝐄(M0) =  𝐄0(M0) + ∫ (k1
2 − k0

2)𝐆(M, M0)𝐄(M)
 

V
dVM,  M0 ∈ V, (1) 

решением которого является поле 𝐄(M0), которое формируется при рассе-

янии поля внешнего возбуждения 𝐄0(M0) на однородном теле V с волно-

вым числом k1, расположенном в среде с волновым числом k0, а 𝐆(M, M0) 

– матрица фундаментальных решений [21] векторного уравнения для элек-

трического поля, записанного в свободном пространстве. Переведём его в 

спектральную область. Для этого введём функции 

∆K = {k1
2 − k0

2, M ∈ V
0,                   M ∉  V

 

Vi(M0) = ∆K Ei(M0) , i = x, y, z 

Vi
0(M0) = ∆K Ei

0(M0) = ∆K ei e
−iko(zcos(θ0)−xsin(θ0)), 

 

которые отличны от нуля только внутри объема V, ei – декартовы компо-

ненты вектора поляризации плоской волны e−iko(zcos(θ0)−xsin(θ0)) (внешнее 

возбуждение), падающей на тело V под углом θ0 в полуплоскости 𝜑 = 𝜋. 

Умножая обе части уравнения (1) на ∆K и применяя к обеим частям урав-

нения трехмерное преобразование Фурье �̂� = F[𝐕 ] и теорему о свертке, по-

лучим покомпонентно  
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Vx̂ =  Vx
0̂ +

1

(2π)3
 K̂ ∗ (Gxx̂Vx̂ + GxŷVŷ + GxẑVẑ), 

Vŷ =  Vy
0̂ +

1

(2π)3
 K̂ ∗ (Gyx̂Vx̂ + GyŷVŷ + GyẑVẑ), 

Vẑ =  Vz
0̂ +

1

(2π)3
 K̂ ∗ (Gzx̂Vx̂ + GzŷVŷ + GzẑVẑ). 

 (2) 

Здесь приняты обозначения для образов Фурье 

V̂i = F[Vi], V̂i
0 = F[Vi

0], K̂ = F[∆K], Ĝij = F[Gij], 

i, j =  x, y, z. 
В векторном виде систему (2) можно записать следующим образом 

 �̂� +
1

(2π)3 [ �̂� ∗ (�̂��̂�)] =  𝐕0̂, (3) 

где �̂�, �̂�, �̂�, 𝐕0̂- функции спектральных координат (p, q, s), соответствую-

щих пространственным координатам (x, y, z) и �̂� = K̂𝐈, где 𝐈 - диагональная 

единичная матрица. В каждом из уравнений (2) используется операция 

трехмерной свертки, обозначаемая знаком *.  

Уравнение (3) является представлением исходного уравнения в спек-

тральной области. В данной работе предложен численный метод решения 

уравнения (3) для определения неизвестной функции �̂�. 

Аналитические представления используемых в уравнении функций 

Для решения уравнения (3) необходимо численно или аналитически 

находить значения функций, входящих в это уравнение. Рассмотрим об-

ласть V в виде однородного эллипсоида с полуосями a, b, c по переменным 

x, y и z соответственно. В этом случае функцию K̂ можно выписать анали-

тически: 

K̂(p, q, s) = ∭(k1 
2 − k0

2)𝑒−i(px+qy+sz)dx dy dz

 

V

= 

= 4π
abc

ν2
(k1

2 − k0
2) (

sin(ν)

ν
− cos(ν)), 

ν2 = (pa)2 + (qb)2 + (sc)2 и при ν → 0 

lim
ν→0

K̂ (p, q, s) =
4π

3
abc(k1

2 − k0
2). 

(4) 

В предположении, что в качестве внешнего возбуждения рассматривается 

плоская волна, правая часть в уравнении (3) определяется выражением 

�̂�0 = F[𝐕0] = F[∆K𝐞ie
−ik0(zcos(θ0)−xsin(θ0)] = 

= 𝐞iK̂(p − k0sin(θ0), q, s+k0cos(θ0)), 

где функция K̂ задана соотношением (4). 
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Матричные элементы Ĝij определяются согласно [21] и имеют вид: 

F[Gxx] =
1

4π
(F[g] +

1

k0
2 F [

∂2g

∂x2
]) =

1

4π
(1 −

p2

k0
2)  F[g], 

F[Gxy] = F[Gyx] = F [
1

4πk0
2

∂2g

∂x ∂y
] = −

pq

4πk0
2 F[g], 

F[Gxz] = F[Gzx] = −
ps

4πk0
2 F[g], (5) 

F[Gyy] =
1

4π
(F[g] +

1

k0
2 F [

∂2g

∂y2
]) =

1

4π
(1 −

q2

k0
2)  F[g], 

F[Gyz] = F[Gzy] = −
qs

4πk0
2 F[g],  

F[Gzz] =
1

4π
(1 −

s2

k0
2)  F[g]. 

Здесь g(M, M0) =
e

ik0RMM0

RMM0

 – фундаментальное решение скалярного уравне-

ния Гельмгольца в свободном пространстве, которому соответствует 

Фурье-образ 

ĝ = F[g] =
4π

p2 + q2 + s2 − k0
2  

с особенностью в точках {(p, q, s) ∶  p2 + q2 + s2 = k0
2  }. 

В отличие от классической схемы выделения особенности, применя-

емой при решении уравнения (1) в пространственных переменных [22], мы 

будем следовать подходу [25], предполагающему построение «эквивалент-

ной» функции Грина. 

Рассмотрим функцию g0 с ограниченным носителем, совпадающую 

с исходной функцией g в шаре VRφ
= {(x, y, z): |x2 + y2 + z2| ≤ Rφ}, кото-

рый включает область изменения аргументов матрицы 𝐆 при интегрирова-

нии по области V в (1) и принимающую нулевые значения вне этого шара. 

Тогда в пределах области интегрирования новая функция будет идентична 

исходной. Фурье-образ построенной таким образом эквивалентной функ-

ции вычисляется аналитически и имеет вид: 

ĝ0 = 4π (
1 − eik0Rφ cos ρRφ

ρ2 − k0
2 +

ik0Rφeik0Rφ sin ρRφ

(ρ2 − k0
2)ρRφ

) , (6) 

где   ρ2 =  p2 + q2 + s2. 
Как видно из (6), ĝ0 особенности не имеет. При численном решении 

(3) для вычисления матричных элементов по формулам (5) будем исполь-

зовать эквивалентную функцию ĝ0= F[g0], обозначая новую матрицу �̂�0.  
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Таким образом, выписаны аналитические представления всех функ-

ций, входящих в интегральное уравнения (3) для случая рассеяния плоской 

электромагнитной волны проницаемым эллипсоидом. 

Численная схема решения интегрального уравнения 

Дискретизацию уравнения (3) удобно выполнить с помощью тео-

ремы отсчётов [26]. Так как все функции, входящие в уравнение, отличны 

от нуля в ограниченных пространственных областях, их Фурье-образы 

можно представить рядами Котельникова. При этом теорема отсчётов 

определяет правило выбора предельных шагов дискретизации ∆p, ∆q, ∆s по 

максимальным размерам пространственных областей.  

В предположении убывания решения �̂�(p, q, s) на бесконечности, 

представим его конечным рядом Котельникова:  

�̂� =  ∑ ∑ ∑ �̂�ijksinc(
π

∆p
(p − ∆pi))sinc(

π

∆q
(q − ∆qj))sinc(

π

∆s
(s − ∆sk)).

Ns

k=−Ns

Nq

j=−Nq

Np

i=−Np

 (7) 

Здесь V̂ijk=V̂(∆pi, ∆qj, ∆sk) – искомые значения в узлах дискретной частотной 

сетки.  

Если использовать аналогичные представления для известных функ-

ций �̂�, �̂�0, 𝐕0̂ и подставить их в уравнение (3), получим систему линейных 

алгебраических уравнений (СЛАУ) 

�̂�mnl =  �̂�mnl
0 +

1

(2π)3
∑ ∑ ∑ ∆p∆q∆s

Ns

k=−Ns

Nq

j=−Nq

Np

i=−Np

K̂i−m j−n k−l�̂�ijk
0 �̂�ijk.  (8) 

Здесь: i, m ∈ [−Np, Np], j, n ∈ [−Nq, Nq], k, l ∈ [−Ns, Ns]. 
 

В СЛАУ (8) будем дополнять функцию K̂ нулями при вычислении 

дискретной свёртки, т. е. считать, что K̂ijk = 0 при  

|i| > 2Np, |j| > 2Nq, |k| > 2Ns. 

СЛАУ (8) решалась с помощью обобщенного метода минимальных 

невязок GMRES с использованием управляющей функции, реализующей 

умножение матрицы системы (8) на вектор решения. Необходимый диапа-

зон в частотной области и количество слагаемых в рядах Котельникова вы-

бирались из условия хорошей аппроксимации входящих в интегральное 

уравнение функций. 

Обобщение алгоритма на случай слоистой частицы 

Рассмотрим область в виде частицы ядро-оболочка, в которой и ядро, 

и оболочка имеют форму трехосного эллипсоида. Для начала 
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предположим, что ядро с волновым числом k2 и оболочка с волновым чис-

лом k1 концентричны. Тогда функция K̂ примет вид: 

K̂ = 4π
a1b1c1

ν1
2

(k1
2 − k0

2) (
sin(ν1)

ν1
− cos(ν1))

+ 4π
a2b2c2

ν2
2

(k2
2 − k1

2) (
sin(ν2)

ν2
−  cos(ν2)), 

(9) 

где a1, b1, c1 – полуоси внешнего эллипсоида, a2,  b2, c2 – полуоси внут-

реннего эллипсоида, а  

ν1
2 = (pa1)2 + (qb1)2 + (sc1)2,     ν2

2 = (pa2)2 + (qb2)2 + (sc2)2. (10) 

При смещении ядра получим 

K̂ = 4π
a1b1c1

ν1
2

(k1
2 − k0

2) (
sin(ν1)

ν1
− cos(ν1))

+ e−i(px0+qy0+sz0)4π
a2b2c2

ν2
2

(k2
2 − k1

2) (
sin(ν2)

ν2
− cos(ν2)). 

(11) 

Здесь x0, y0, z0 задают смещение ядра по осям x, y и z соответственно. Из 

(9) и (11) видно, что функция слоистой частицы может быть вычислена с 

помощью функции однородной частицы (4) и при смещении ядра во вто-

ром слагаемом появляется множитель с параметрами смещения. 

Рассмотрим, как преобразуется второе слагаемое в (9) при повороте 

ядра. В этом случае преобразование Фурье 

K̂ = ∭(k2
2 − k1

2)e−i(px̃+qỹ+sz̃)dx ̃dy ̃dz̃

 

Ṽ

 

где координаты преобразуются с помощью матрицы поворота 

[
x̃
ỹ
z̃

] = [

cos β cos γ − sin γ cos β sin β
sin α sin β cos γ + sin γ cos α − sin α sin β sin γ + cos α cos γ − sin α cos β
sin α sin γ − sin β cos α cos γ sin α cos γ + sin β sin γ cos α cos α cos β

] [
x
y
z

], 

а  α, β, γ – задают углы поворота вокруг осей X, Y и Z соответственно, 

принимает вид  

K̂ = (k2 
2 −  k1

2) ∭ e−i(p̃x+q̃y+s̃z)dx dy dz

 

V

, (12) 

где  

p̃ = pcos β cos γ + q(sin α sin β cos γ + sin γ cos α) + s(sin α sin γ
− sin β cos α cos γ), 

q̃ = −(p sin γ cos β +q(sin α sin β sin γ − cos α cos γ) − s(sin α cos γ
+ sin β sin γ cos α)), 

s̃ = p sin β −q sin α cos β + s cos α cos β. 
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Таким образом, для вычисления функции повернутого ядра (12) 

можно применить формулу (4): 

K̂ = 4π
a2b2c2

ν2
(k2

2 − k1
2) (

sin(ν)

ν
− cos(ν)) , (13) 

где   ν2 = (�̃�a2)2 + (�̃�b2)2 + (s̃c2)2. 

Связь диаграммы рассеяния с решением интегрального уравнения 

В предыдущих разделах был рассмотрен алгоритм решения объем-

ного интегрального уравнения дифракции (1) с переходом в область про-

странственных частот. Рассмотрим, как можно вычислить диаграмму рас-

сеяния, используя полученное решение уравнения (3). Для этого необхо-

димо выписать представление рассеянного поля 

𝐄sc(M0) = 𝐄(M0) − 𝐄0(M0) 

при удалении точки наблюдения M0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) от рассеивателя или, в сфе-

рических координатах M0(R, θ, ϕ), при R → ∞, R =  √x0
2 + y0

2 + z0
2. 

Так как при больших R с учетом представления  

eik0RMM0

RMM0

≈
eik0R

R
e−ik0(sinθcosϕx+sinθsinϕy+cosθz) (14) 

матричные элементы (5) принимают вид 

Gxx =
eik0R

4πR
(1 − sin2θ cos2φ)e−ik0(sinθ cosφ x+sinθ sinφ y+cosθ z), 

Gyy =
eik0R

4πR
(1 − sin2θ sin2φ)e−ik0(sinθ cosφ x+sinθ sinφ y+cosθ z), 

Gzz =
eik0R

4πR
(1 − cos2θ)e−ik0(sinθ cosφ x+sinθ sinφ y+cosθ z), 

Gxy = Gyx =
eik0R

4πR
(−sin2θ sinφ cosφ)e−ik0(sinθ cosφ x+sinθ sinφ y+cosθ z), 

Gxz = Gzx =
eik0R

4πR
(−sinθ cosθ cosφ)e−ik0(sinθ cosφ x+sinθ sinφ y+cosθ z), 

Gyz = Gzy =
eik0R

4πR
(− sin θ cosθ sinφ)e−ik0(sinθ cosφ x+sinθ sinφ y+cosθ z), 

для рассеянного поля получим при R → ∞  

𝐄sc(θ, ϕ) ≈  
eik0R

4πR
∫ 𝐆𝐕(M)eik0(sinθ cosϕ x+sinθ sinϕ y+cosθ z) 

V
dx dy dz ≈

                    
eik0R

4πR
𝐆�̂�(k0 sinθ cosφ, k0 sinθ sinφ, k0 cosθ).  (15) 

Здесь 𝐆 матрица, зависящая от углов рассеяния (θ, φ).  
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С учетом определения диаграммы рассеяния F(θ, ϕ) 

𝐄sc(θ, ϕ) =
eik0R

R
𝐅(θ, ϕ), 

получаем соотношение, определяющее связь диаграммы с решением �̂� 

уравнения (3) 

 𝐅(θ, ϕ) =  
1

4π
 𝐆(θ, φ)�̂�(k0 sinθ cosφ, k0 sinθ sinφ, k0 cosθ) . (16) 

Полученное представление для диаграммы дает возможность прямого вы-

числения её компонент без выполнения обратного преобразования Фурье. 

Кроме того, представление решения в виде (7) позволяет использовать ин-

терполирующие свойства ряда Котельникова для вычисления интенсивно-

сти рассеянного поля при любых углах. Интенсивность рассеянного поля 

для заданного угла падения θ0 определяется как квадрат модуля диа-

граммы 

 I(θ, ϕ) = (𝐅(θ, ϕ), 𝐅∗(θ, ϕ))  (17) 

Численные результаты 

Предложенный метод был использован для решения задачи дифрак-

ции P-поляризованной плоской волны 𝜆 = 0.450, падающей под углом 

 θ0 = 300 на однородный сфероид с волновым числом k1 = k0n1, 

n1 =  1.59, k0 = 2𝜋/λ. Будем без ограничения общности полагать, что все 

величины безразмерны. 

a б 

Рис.1 Диаграмма рассеяния однородных сфероидов (4): 

a) - сплюснутый сфероид с полуосями a = 0.2 , b = 0.2 , c = 0.1 ,
б) - вытянутый сфероид с полуосями , a = 0.1 , b = 0.1, c = 0.2    

 

На рис. 1 представлены графики интенсивности рассеянного поля 

(17) в плоскости падения, полученные с помощью рассмотренной модифи-

кации метода интегральных уравнений (IEM) и метода Дискретных источ-

ников (DSM) [27] для сплюснутого (a) и вытянутого (б) сфероидов. В обоих 

случаях можно видеть полное соответствие результатов. 
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a б 

Рис.2 Диаграмма рассеяния вытянутых слоистых сфероидов (9): 

a) оболочка: a1 = 0.125, b1 = 0.125, c1 = 0.225; 
ядро: a2 = 0.100, b2 = 0.100, c2 = 0.200; 

б) оболочка: a1 = 0.099, b1 = 0.099, c1 = 0.393; 
ядро: a2 = 0.074, b2 = 0.074, c2 = 0.368 

В задаче дифракции плоской волны на слоистой сфероидальной ча-

стице типа «ядро-оболочка» был также выполнен сравнительный анализ 

результатов, полученных с помощью методов IEM и DSM (Рис. 2).  

a б 

Рис.3 Диаграмма рассеяния сфероидов с поворотом ядра на угол 𝛽 (13);  

параметры оболочки: a1 = 0.099, b1 = 0.099, c1 = 0.393, n1 = 1.21; 
а) ядро: a2 = 0.054, b2 = 0.054, c2 = 0.268, n2 = 1.59; 
б) ядро: a2 = 0.054, b2 = 0.054, c2 = 0.268, n2 = 2.2 

Длина волны 𝜆 = 0.450, и угол падения  θ0 = 300 были выбраны та-

кими же, как в случае однородных сфероидов. Для волновых чисел ядра и 

оболочки были взяты соответственно значения k2 = k0n2, 

n2 =  1.59, и k1 = k0n1, n1 = 1.21. При этом ядро располагалось в центре 

оболочки, без смещений и поворотов. На рис. 2а показана интенсивность 

рассеянного поля для сфероида с соотношением осей ядра 2:1, а на рис. 2б 

– с соотношением его осей 5:1. В обоих случаях наблюдается полное соот-

ветствие с результатами, полученными с помощью метода DSM. Отметим, 
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что во втором случае в СЛАУ (8) использовались значения параметров 

Np = 60, N𝑞 = 60, N𝑠 = 12, при которых время вычислений в Matlab соста-

вило около 3 минут. 

При рассмотрении слоистых частиц с повернутым ядром в функции 

области частицы (9) второе слагаемое преобразуется к виду (13). На рис. 3 

представлены результаты для сфероидальной частицы с вытянутым в от-

ношении 5:1 ядром, повернутым вокруг оси Y на угол β = −130, 00, 130. 

Случаи (a) и (б) соответствуют разным показателям преломления ядра. 

Можно видеть, что у ядра с большим показателем преломления графики 

расположен выше по оси ординат, так как интенсивность рассеянного поля 

увеличивается. Поворот ядра оказывает существенное влияние на цен-

тральную часть графика, тогда как форма боковых частей меняется мало. 

Заключение 

В работе рассмотрен метод решения задачи дифракции на трехмер-

ной неоднородности с переходом в область пространственных частот, об-

ладающий следующими особенностями, которые представляются весьма 

привлекательными с точки зрения численной реализации:  
• использование «эквивалентной» функции фундаментального реше-

ния уравнения Гельмгольца позволяет избежать появления особен-

ностей в области пространственных частот;  

• представление решения в виде конечных рядов Котельникова даёт 

удобный способ дискретизации интегрального уравнения, а также 

интерполяционный метод вычисления решения в произвольных точ-

ках;  

• в численной схеме метода используются быстрые алгоритмы вычис-

ления трёхмерных свёрток, что повышает его производительность; 

• диаграмма рассеяния вычисляется непосредственно из полученного 

решения без дополнительных преобразований. 

Следует также отметить, что в рассмотренных задачах дифракции на 

сфероидальных однородных и слоистых телах все функции имели анали-

тические представления. При обобщении метода на случай рассеивателей 

более сложной структуры потребуется определять значения функции обла-

сти в (4) с помощью численного интегрирования. 
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