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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ãëàâíûì ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ â íàñòîÿùåé äèñ-
ñåðòàöèîííîé ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ ñ îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé

utt(x, t)− uxx(x, t) = 0. (1)

Óðàâíåíèå (1) ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ áîëüøîãî ÷èñëà âîëíî-
âûõ ïðîöåññîâ, âñòðå÷àþùèõñÿ â ñàìûõ ðàçíûõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèÿõ, òàêèõ
êàê: ìåõàíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ â óïðóãèõ ñòðóíàõ è êðèñòàëëàõ êâàðöà, êîëåáà-
íèÿ â ðàäèîòåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâàõ, ïåðåìåùåíèå ñå÷åíèé êàíàòà â ñóäîâûõ
ñïóñêîïîäúåìíûõ îïåðàöèÿõ è äð. Â ïðèëîæåíèÿõ âîçíèêàþò çàäà÷è, êîãäà
æåëàòåëüíî ãåíåðèðîâàòü êîëåáàíèÿ çàäàííûõ ÷àñòîò, èëè æå íàîáîðîò, ïåðå-
âîäèòü èçó÷àåìóþ ñèñòåìó â ñîñòîÿíèå ïîëíîãî ïîêîÿ. Â ñâÿçè ñ íèìè áîëü-
øóþ àêòóàëüíîñòü ïðèîáðåòàþò çàäà÷è î ãðàíè÷íîì óïðàâëåíèè ïðîöåññîì
êîëåáàíèé, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ âîëíîâûì óðàâíåíèåì.

Èññëåäîâàíèþ ðåøåíèé çàäà÷ ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ è èõ îïòèìèçàöèè
ïîñâÿùåíû ðàáîòû ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ. Îñíîâíîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå
óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ïðîöåññ êîëåáàíèé ñòðóíû ïîä âîçäåéñòâèåì íåêîòîðî-
ãî ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ìîæåò áûòü ïåðåâåäåí èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ, õàðàê-
òåðèçóåìîãî íà÷àëüíûì ñìåùåíèåì è íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ òî÷åê ñòðóíû, â
íàïåðåä çàäàííîå ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå. Â ìàòåìàòè÷åñêîì ïëàíå òàêèå çà-
äà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ â òåðìèíàõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (1) è áîëåå îáùèõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå îïðåäåëåííîãî ïðîìåæóò-
êà âðåìåíè, êîòîðûé, ñëåäóÿ ëèòåðàòóðå, ìû áóäåì íàçûâàòü êðèòè÷åñêèì
(Têðèò). Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ïðîìåæóòîê âðåìåíè, çà êîòîðûé ïðîèçâî-
äèòñÿ óïðàâëåíèå, íå ïðåâîñõîäèò Têðèò, òî çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ
íå èìååò ðåøåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ è ôèíàëüíûõ óñëîâèé. Ïðè
ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè ñòðîãî áîëüøèõ Têðèò, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî
ðåøåíèé çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ è ôèíàëüíûõ
ôóíêöèÿõ. Äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (1) áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî Têðèò = 2l , â
ñëó÷àå ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ íà îäíîì êîíöå ñòðóíû è Têðèò = l , â ñëó÷àå
óïðàâëåíèÿ íà äâóõ êîíöàõ.

Îäíèì èç ïåðâûõ çàäà÷ó îá óïðàâëåíèè êîëåáàíèÿìè â ôîðìå ñìåøàííûõ
çàäà÷ äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ðàññìîòðåë â ñâîåé èçâåñòíîé ðàáîòå 1988 ãîäà
Æ.Ë. Ëèîíñ1. Â ýòîé ðàáîòå äàííàÿ çàäà÷à èçó÷àëàñü â öèëèíäðå Ω× (0, T )

1J. L. Lions, "Exact Controllability, Stabilization and Perturbations for Distributed Systems" SIAM Review,
(Mar., 1988).
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ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), â Ω (2)

è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u(x, t) = µ(t), â Γ× (0, T ). (3)

Íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ áûëè âçÿòû èç ñëåäóþùèõ êëàññîâ: ϕ(x) ∈
L2(Ω), ψ(x) ∈ H−1(Ω), µ(t) ∈ L2[0, T ], à u(x, t) ÿâëÿëîñü ñëàáî îáîáùåííûì
ðåøåíèåì. Çàäà÷à çàêëþ÷àëàñü â íàõîæäåíèè òàêîé ôóíêöèè µ(t) ∈ L2[0, T ],
äëÿ êîòîðîé â êëàññàõ L2 è H−1 âûïîëíÿëèñü áû ðàâåíñòâà

u(x, T ) = 0; ut(x, T ) = 0, â Ω,

ãäå u(x, t) - ðåøåíèå çàäà÷è (1) - (3) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì µ(t). Ëèîí-
ñîì áûëà äîêàçàíà íååäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è ïðè
ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè T > 2R(Ω) 2. Ðàçðàáîòàííûé Ëèîíñîì ìåòîä (Hilbert
uniqueness method) ïîçâîëèë èçó÷èòü ïðîáëåìó ñóùåñòâîâàíèÿ ãðàíè÷íîãî
óïðàâëåíèÿ èññëåäóåìîé çàäà÷è íå òîëüêî â îäíîìåðíîì, íî è â ìíîãîìåð-
íîì ñëó÷àå.

Â äàëüíåéøåì HUM-ìåòîä Ëèîíñà áûë îáîáùåí åãî ó÷åíèêàìè è ïîñëåäî-
âàòåëÿìè íà ñëó÷àé êâàçèëèíåéíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, îäíîðîäíîãî òðàíñ-
ïîðòíîãî óðàâíåíèÿ, íåàâòîíîìíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì è äð.

Â ñòàòüå Ô.Ï. Âàñèëüåâà3 áûëà ïðåäëîæåíà òðàêòîâêà îñíîâ òåîðèè äâîé-
ñòâåííîñòè â ëèíåéíûõ çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ è íàáëþäåíèÿ. Åãî ñîâìåñòíûå ñ
ó÷åíèêàìè ðàáîòû ïîñâÿùåíû êîíñòðóêòèâíîìó ðåøåíèþ çàäà÷ î ãðàíè÷íîì
óïðàâëåíèè ïðîöåññîì êîëåáàíèé4. Â ýòèõ ñòàòüÿõ áûëè ïîñòðîåíû ýôôåê-
òèâíûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ èñêîìîãî ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ.

À.Ç. Èøìóõàìåòîâûì5 áûëà èçó÷åíà çàäà÷à ïðèâåäåíèÿ îäíîðîäíîãî ñòåðæ-
íÿ â ñîñòîÿíèå êàê ìîæíî áîëåå áëèçêîå ê çàäàííîìó çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè
T . Ïðè óñëîâèè, ÷òî ëåâûé åãî êîíåö çàêðåïëåí, ïðàâûé ñâîáîäåí, à óïðàâëå-
íèå ïðîèçâîäèòñÿ âíåøíåé ïîïåðå÷íîé íàãðóçêîé è íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî áëèçêèìè âîïðîñàìè òåîðèè ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ
ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû Äàëàìáåðà è ðàçëîæåíèÿ â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé

2Ïîä R(Ω) ïîíèìàåòñÿ äèàìåòð îáëàñòè Ω
3Ô.Ï.Âàñèëüåâ, "Î äâîéñòâåííîñòè â ëèíåéíûõ çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ è íàáëþäåíèÿ" Äèôôåðåíöèàëü-

íûå óðàâíåíèÿ, 1995.
4Ô.Ï.Âàñèëüåâ, Ì.À.Êóðæàíñêèé, Ì.Ì.Ïîòàïîâ "Ìåòîä ïðÿìûõ â çàäà÷àõ ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ è

íàáëþäåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû"// Âåñòíèê ÌÃÓ, ñåð. 15, âû÷èñë. ìàòåì. è êèáåðí. 1993. �3.
Ô.Ï.Âàñèëüåâ,Ì.À.Êóðæàíñêèé,À.Â. Ðàçãóëèí "Î ìåòîäå Ôóðüå äëÿ ðåøåíèÿ îäíîé çàäà÷è óïðàâ-

ëåíèÿ êîëåáàíèÿìè ñòðóíû"// Âåñòíèê ÌÃÓ, ñåð. 15, âû÷èñë. ìàòåì. è êèáåðí. 1993. �2.
5À.Ç.Èøìóõàìåòîâ "Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ïîïåðå÷íûìè êîëåáàíèÿìè ñòåðæíÿ"// Âåñòíèê ÌÃÓ,

ñåð. 15, âû÷èñë. ìàòåì. è êèáåðí. 1981. �4, ñ. 46 - 50.
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ðÿä Ôóðüå åùå ðàíåå çàíèìàëèñü À.Ã.Áóòêîâñêèé, À.È.Åãîðîâ è Ë.Ä. Àêó-
ëåíêî.

Áîëüøîé öèêë ðàáîò, âûïîëíåííûé Â.À. Èëüèíûì è ïðîäîëæåííûé åãî
ó÷åíèêàìè, îïóáëèêîâàííûé â 1999 - 2008 ãîäû, ñâÿçàí ñ ðåøåíèåì çàäà÷
óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì êîëåáàíèé â òåðìèíàõ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ñìåøàí-
íûõ çàäà÷ ñíà÷àëà èç êëàññà Ŵ 2

2 (QT ), à ïîòîì è èç êëàññà Ŵ 1
2 (QT ); çäåñü

÷åðåç QT îáîçíà÷åí ïðÿìîóãîëüíèê [0 6 x 6 l] × [0 6 t 6 T ]. Ýòè êëàñ-
ñû áûëè âïåðâûå ââåäåíû Â.À. Èëüèíûì â åãî ðàáîòàõ 1999, 2000 ãîäîâ.
Òàê êëàññ Ŵ 1

2 (QT ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê6 ìíîæåñòâî ôóíêöèé u(x, t), íåïðåðûâ-
íûõ â ïðÿìîóãîëüíèêå QT è èìåþùèõ â í¼ì îáå îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå
ux(x, t), ut(x, t), êàæäàÿ èç êîòîðûõ íå òîëüêî ïðèíàäëåæèò êëàññó L2(QT ),
íî è ïðèíàäëåæèò êëàññó L2[0, l] äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ] è êëàññó L2[0, T ] äëÿ âñåõ
x ∈ [0, l]. Ïðèíàäëåæíîñòü ðåøåíèÿ ýòîìó êëàññó ïîçâîëÿåò òî÷íî ñôîðìó-
ëèðîâàòü òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè, íàêëàäûâàåìûå íà íà÷àëüíûå, ôèíàëüíûå
è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Â ðàáîòàõ Â.À. Èëüèíà ðåøàëàñü çàäà÷à óïðàâëåíèÿ
ïðîöåññîì, îïèñûâàåìûì âîëíîâûì óðàâíåíèåì (1) è ðàçëè÷íûìè ãðàíè÷íû-
ìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå è Íåéìàíà, ïåðåâîäÿùèìè ñòðóíó èç ïðîèçâîëüíîãî
íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), ïðè 0 6 x 6 l (4)

â ïðîèçâîëüíîå ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå

u(x, T ) = ϕ̂(x) ut(x, T ) = ψ̂(x), 0 6 x 6 l, (5)

ãäå ϕ̂(x) ∈ W 1
2 [0, l], ψ̂(x) ∈ L2[0, l]. Ïðè ýòîì îòäåëüíî èññëåäîâàëèñü ñëó÷àè

óïðàâëåíèÿ íà äâóõ êîíöàõ è óïðàâëåíèå íà îäíîì êîíöå.
Â ïåðâûõ ðàáîòàõ áûë ïîäðîáíî èçó÷åí ñëó÷àé ìàëûõ ïðîìåæóòêîâ âðå-

ìåíè T : 0 < T 6 Têðèò. Ñíà÷àëà äëÿ óïðàâëåíèÿ ñìåùåíèåì íà äâóõ êîí-
öàõ è äëÿ óïðàâëåíèÿ ñìåùåíèåì íà îäíîì êîíöå ïðè çàêðåïëåííîì âòîðîì
áûëè óñòàíîâëåíû êîíñòðóêòèâíî ïðîâåðÿåìûå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ èç êëàññà Ŵ 1

2 (QT ) çàäà÷è
ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ýòî ðåøåíèå âûïèñûâàëîñü
â ÿâíîì âèäå, à òàêæå áûëà êîíñòðóêòèâíî äîêàçàíà íååäèíñòâåííîñòü (êîí-
òèíóàëüíîñòü) ðåøåíèÿ äàííûõ çàäà÷ ïðè ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè T ñòðîãî
áîëüøèõ, ÷åì Têðèò. Çàòåì ýòè ðåçóëüòàòû áûëè ïåðåíåñåíû íà ñëó÷àé çàäà÷
ñ äðóãèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Â ñâåòå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ îñîáóþ àêòó-
àëüíîñòü ïðèîáðåòàþò çàäà÷è îïòèìèçàöèè, êîòîðûå ïîçâîëèëè áû âûäåëèòü
èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ðåøåíèé òî, êîòîðîå ìèíèìèçèðóåò ãðàíè÷íóþ ýíåð-
ãèþ ñòðóíû. Ïîýòîìó, â äàëüíåéøèõ ðàáîòàõ Â.À. Èëüèíà è Å.È. Ìîèñååâà

6Êëàññ Ŵ 2
2 (QT ) îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî
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áûë ñôîðìóëèðîâàí êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè, îñíîâàííûé íà ìèíèìèçàöèè
ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðàëà ãðàíè÷íîé ýíåðãèè ïðè íàëè÷èè óñëîâèé ñâÿ-
çè, âûòåêàþùèõ èç âûïîëíåíèÿ íà÷àëüíûõ è ôèíàëüíûõ óñëîâèé è óñëîâèÿ
ñîãëàñîâàíèÿ íà÷àëüíûõ è ôèíàëüíûõ ñìåùåíèé. Áûëà äîêàçàíà åäèíñòâåí-
íîñòü îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî ýòîìó êðèòåðèþ. Ýòî ðåøå-
íèå ïðåäúÿâëÿëîñü â ÿâíîì âèäå äëÿ ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè T êðàòíûõ 2l
èëè 4l .

Äëÿ ðåøåíèÿ àíàëîãè÷íûõ çàäà÷ ïðè ïðîèçâîëüíûõ (áîëüøèõ Têðèò) ïðî-
ìåæóòîâ âðåìåíè, òåõíèêè ðàçâèòîé â áîëåå ðàííèõ ðàáîòàõ îêàçàëîñü íåäî-
ñòàòî÷íî. Ïîýòîìó, ïîòðåáîâàëàñü åå ñóùåñòâåííàÿ ìîäèôèêàöèÿ. Â.À. Èëüè-
íûì è Å.È. Ìîèñååâûì áûë ðàçðàáîòàí íîâûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà ñâåäåíèè
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè ê äðóãîé çàäà÷å, ñîäåðæàùåé ïðîèç-
âîëüíóþ ïîñòîÿííóþ â ìèíèìèçèðóåìîì èíòåãðàëå è íå ñîäåðæàùåé óñëîâèÿ
ñîãëàñîâàíèÿ íà÷àëüíûõ è ôèíàëüíûõ óñëîâèé.

Â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè ñ îäíèì çàêðåïëåííûì êîíöîì áûëî äîêàçàíî, ÷òî
åñëè âìåñòî ôóíêöèè, äîñòàâëÿþùåé ìèíèìóì èíòåãðàëó ãðàíè÷íîé ýíåðãèè

T∫
0

[µ′(t)]2dt èëè

T∫
0

[µ(t)]2dt

èñêàòü ôóíêöèþ, ìèíèìèçèðóþùóþ èíòåãðàë ñ ïîäûíòåãðàëüíûì âûðàæå-
íèåì, âîçâåäåííûì â ïðîèçâîëüíóþ ñòåïåíü p.

T∫
0

|µ′(t)|pdt èëè

T∫
0

|µ(t)|pdt,

òî ïðè âñåõ p > 1 îïòèìàëüíûå ãðàíè÷íûå óïðàâëåíèÿ áóäóò èìåòü òîò æå
àíàëèòè÷åñêèé âèä, ÷òî è ïðè p = 2.

Ã.Ä. ×åáàêàóðè7 ïðè 0 < T < Têðèò ðàññìîòðåë ñëó÷àé, êîãäà íà÷àëü-
íûå è ôèíàëüíûå ôóíêöèè íå óäîâëåòâîðÿþò íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ, ïîëó÷åííûì â åãî ñîâìåñòíîé ñ Ï.À. Ðåâî
ðàáîòå8. Îí íàøåë â ÿâíîì âèäå ôèíàëüíûå ôóíêöèè ϕ̂∗(x), ψ̂∗(x), íàèìåíåå
îòêëîíÿþùèåñÿ â ìåòðèêå W 1

2 [0, l]×L2[0, l] îò æåëàåìîãî, íî íåäîñòèæèìîãî
ôèíàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ϕ̂(x), ψ̂(x).

7Ã.Ä. ×åáàêàóðè, "Îïòèìàëüíîå ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì êîëåáàíèé íà îäíîì êîíöå ïðè ñâî-

áîäíîì âòîðîì êîíöå â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîé ýíåðãèè" Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 2007.
8Ï.À. Ðåâî, Ã.Ä. ×åáàêàóðè, "Ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèå ïðîöåññîì êîëåáàíèé íà îäíîì êîíöå ïðè ñâîáîä-

íîì âòîðîì êîíöå â òåðìèíàõ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ êîíå÷íîé ýíåðãèåé" Äèôôå-
ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 2001.
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Îòìåòèì, ÷òî âî âñåõ âûøåóêàçàííûõ ðàáîòàõ ðåøàëèñü çàäà÷è ãðàíè÷-
íîãî óïðàâëåíèÿ, îñíîâàííûå íà ñìåøàííûõ çàäà÷àõ ñ êðàåâûìè óñëîâèÿ-
ìè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäîâ. Ïðîöåññû ñ óñëîâèÿìè òðåòüåãî ðîäà èçó÷àëèñü
â ðàáîòàõ Â.Â. Òèõîìèðîâà9, Ë.Í. Çíàìåíñêîé10, À.Ñ. Äóäêèíà. Íî â ïåðå-
÷èñëåííûõ ðàáîòàõ èññëåäîâàíèå ïðîâîäèëîñü ëèøü äëÿ ïðîìåæóòêîâ âðå-
ìåíè T íå ïðåâîñõîäÿùèõ Têðèò, êîãäà ðåøåíèå çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâ-
ëåíèÿ íå áîëåå, ÷åì åäèíñòâåííî11. Íàçîâåì òàêæå ðàáîòó Ô.Î. Íàéäþêà è
Â.Ë.Ïðÿäèåâà,12 â êîòîðîé èçó÷àëàñü ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ âîëíîâîãî óðàâ-
íåíèÿ (1) ñ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u(0, t) = 0, ux(l, t) + hu(l, t) = 0, t > 0

è ñëåäóþùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = 0, 0 6 x 6 l.

Ì.Ì. Ïîòàïîâûì áûëà ïðåäëîæåíà óñòîé÷èâàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîöåäó-
ðà ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé çàäà÷ óïðàâëåíèÿ è íàáëþäåíèÿ äëÿ
øèðîêîãî êëàññà ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì13. Â åãî äàëüíåéøèõ ðà-
áîòàõ áûëà ïîêàçàíà ïðèìåíèìîñòü ýòîãî ìåòîäà äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ
ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè è êðàåâûìè óñëîâèÿìè òðåòüåãî ðîäà äëÿ
ñëó÷àåâ îäíîñòîðîííèõ è äâóñòîðîííèõ ãðàíè÷íûõ óïðàâëåíèé. Ïîñòðîåííûå
â ýòèõ ðàáîòàõ ðàçíîñòíûå ïðèáëèæåíèÿ, ïðè èçìåëü÷åíèè ðàçíîñòíîé ñåò-
êè ñõîäÿòñÿ ñèëüíî â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà L2 ê ãðàíè÷ûì óïðàâëåíèÿì ñ
ìèíèìàëüíîé L2 - íîðìîé.

Òðóäíîñòè â èçó÷åíèè óïðàâëÿåìûõ ïðîöåññîâ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
òðåòüåãî ðîäà áûëè âûçâàíû îòñóòñòâèåì íà äîñòàòî÷íî áîëüøèõ âðåìåííûõ
ïðîìåæóòêàõ àíàëèòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ îáîáùåííûõ ðåøåíèé ñìå-
øàííûõ çàäà÷ ïðè ôèêñèðîâàííûõ óïðàâëåíèÿõ. Ñóùåñòâåííûì ïðîðûâîì â
èññëåäîâàíèè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè òðåòüåãî ðîäà ñòàëà
ðàáîòà Å.È. Ìîèñååâà è Â.Â. Òèõîìèðîâà14. Â íåé áûëà ðåøåíà â àíàëèòè÷å-

9Â.Â. Òèõîìèðîâ, "Âîëíîâîå óðàâíåíèå ñ ãðàíè÷íûì óïðàâëåíèåì ïðè óïðóãîì çàêðåïëåíèè. I,II" Äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, 2002.

10Ë.Í. Çíàìåíñêàÿ, "Óïðàâëåíèå óïðóãèìè êîëåáàíèÿìè", 2004. Ì. ÔÈÇÌÀÒËÈÒ.
11Â óïîìÿíóòîé âûøå ðàáîòå Â.Â. Òèõîìèðîâà êðîìå òîãî áûëà äîêàçàíà íååäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ

çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ñìåùåíèåì íà ëåâîì êîíöå ñòðóíû ïðè óïðóãî çàêðåïëåííîì ïðàâîì êîíöå
äëÿ ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè T > Têðèò .

12Ô.Î. Íàéäþê, Â.Ë. Ïðÿäèåâ, "Ôîðìóëà ïðîäîëæåíèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ â ðåøåíèè Äàëàìáåðà

äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ íà îòðåçêå ñ êðàåâûì óñëîâèåì òðåòüåãî ðîäà", Âåñòíèê ÂÃÓ, Ñåðèÿ ôèçèêà,
ìàòåìàòèêà, 2004.

13Ì.Ì. Ïîòàïîâ, "Óñòîé÷èâûé ìåòîä ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ íåðàâíîìåðíî âîçìóùåííûì

îïåðàòîðîì", Äîêëàäû àêàäåìèè íàóê. 1999
14Å.È. Ìîèñååâ, Â.Â.Òèõîìèðîâ, "Î âîëíîâîì ïðîöåññå ñ êîíå÷íîé ýíåðãèåé ïðè çàäàííîì ãðàíè÷íîì

ðåæèìå íà îäíîì êîíöå è óïðóãîì çàêðåïëåíèè íà äðóãîì êîíöå Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è óïðàâëåíèå,
2005.
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ñêîé ôîðìå ñëåäóþùàÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à ñ îäíîðîäíûì êðàåâûì óñëîâèåì
òðåòüåãî ðîäà

utt(x, t)− uxx(x, t) = 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0,

u(0, t) = µ(t), ux(l, t) + hu(l, t) = 0,

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè T . Èìåííî â ýòîé ðàáîòå áûëî óñòà-
íîâëåíî, ÷òî äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ â ÿâíîì âèäå ïðèõîäèòñÿ èñ-
ïîëüçîâàòü ïîëèíîìû Ëàãåððà. Ïîïóòíî â ýòîé ñòàòüå áûëà äîêàçàíà åäèí-
ñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðâûì è
òðåòüèì êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Ðåøåíèå, ñôîðìóëèðîâàííîé ñìåøàííîé çàäà-
÷è, ïîëó÷åííîå â ðàáîòå Å.È. Ìîèñååâà è Â.Â. Òèõîìèðîâà èìååò âèä15

u(x, t) =
∞∑
k=0

(−1)k µ(t− x− 2kl) −
∞∑
k=1

(−1)k µ(t+ x− 2kl) +

+
∞∑
k=0

(−1)k
t∫

0

e−hτL1
k(2hτ)

[
µ(t−x− 2l(k + 1)−τ)−µ(t+x−2l(k + 1)−τ)

]
dτ,

ãäå L1
k(z) - ïîëèíîìû Ëàãåððà.

Öåëü ðàáîòû. Â ñâåòå ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ðàáîò, ïðèîáðåòàþò àêòóàëü-
íîñòü ñëåäóþùèå çàäà÷è. Âî-ïåðâûõ, âàæíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå
ñìåøàííûõ çàäà÷ ñ íåîäíîðîäíûì óñëîâèåì òðåòüåãî ðîäà. Âî-âòîðûõ, ïðåä-
ñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå ìàëîèçó÷åííûõ çàäà÷ ãðàíè÷íîãî óïðàâëå-
íèÿ ñ óñëîâèåì òðåòüåãî ðîäà. Â ÷àñòíîñòè ïîëó÷åíèå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíî-
ñòè ïðè ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè áîëüøèõ Têðèò, îñíîâàííîãî íà ìèíèìèçàöèè
íåêîòîðîãî èíòåãðàëà ãðàíè÷íîé ýíåðãèè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.
1) Ðåøåíà â ÿâíîì àíàëèòè÷åñêîì âèäå ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ âîëíîâîãî

óðàâíåíèÿ ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè è ñ íåîäíîðîäíûìè òðåòüèì è
ïåðâûì êðàåâûìè óñëîâèÿìè.

2) Äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè è ñî âòîðûì è òðåòüèì ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè. Âûâåäåíà ôîðìóëà, îïèñûâàþùàÿ ÷åðåç êðàåâûå óñëîâèÿ
ðåøåíèå ýòîé ñìåøàííîé çàäà÷è.

15×åðåç µ(t) îáîçíà÷åíà ôóíêöèÿ ðàâíàÿ ôóíêöèè µ(t) è ïðîäîëæåííàÿ íóëåì ïðè t 6 0 .
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3) Ñôîðìóëèðîâàí êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ãðàíè÷-
íîãî óïðàâëåíèÿ, îñíîâàííîé íà ñìåøàííîé çàäà÷å ñ óïðàâëåíèåì òðåòüèì
êðàåâûì óñëîâèåì íà ëåâîì êîíöå ñòðóíû ïðè çàêðåïëåííîì ïðàâîì. Äàííûé
êðèòåðèé îñíîâàí íà ìèíèìèçàöèè èíòåãðàëà îò ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñàìî-
ãî óïðàâëåíèÿ è åãî ïåðâîîáðàçíîé, âîçâåäåííîãî â ïðîèçâîëüíóþ ñòåïåíü
p > 1. Ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ äàííîìó êðèòåðèþ, âûïèñàíà â ÿâíîì
âèäå.

4) Èçó÷åíà çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ, îñíîâàííàÿ íà ñìåøàííîé çàäà-
÷å ñ íåîäíîðîäíûì óñëîâèåì âòîðîãî ðîäà íà ëåâîì êîíöå ñòðóíû è ñ óïðóãî
çàêðåïëåííûì ïðàâûì êîíöîì. Ðàçðàáîòàí íîâûé ìåòîä îïòèìèçàöèè, îñíî-
âàííûé íà ïðîäîëæåíèè ôèíàëüíûõ ôóíêöèé íà îòðåçîê [−T, T ]. Ýòî ïîçâî-
ëèëî ïðîâåñòè ìèíèìèçàöèþ èíòåãðàëà îò êâàäðàòà ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ.
Ôóíêöèÿ µ(t), ìèíèìèçèðóþùàÿ ýòîò èíòåãðàë ýíåðãèè, âûïèñàíà â ÿâíîì
âèäå.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ è èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, âûïóêëûé àíàëèç, ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàí-
æà, ìåòîäû ðàáîòû ñî ñïåöèàëüíûìè ôóíêöèÿìè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà, òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðà-
áîòû. Ðàçðàáîòàí ïîäõîä ê íîâîìó êëàññó çàäà÷ îïòèìèçàöèè ãðàíè÷íîãî
óïðàâëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé. Ïîñòðîåíû ìåòîäû, îñíîâàííûå íà
âûáîðå ïîäõîäÿùåãî ìèíèìèçèðóåìîãî èíòåãðàëà, âûáîðå óäîáíîãî óñëîâèÿ
ñâÿçè íà÷àëüíûõ è ôèíàëüíûõ äàííûõ è óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ íà÷àëüíûõ
è ôèíàëüíûõ ñìåùåíèé. Ïîñòðîåíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïÿòè ðàíåå íå
ðåøåííûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû áûëè ïðåäñòàâëåíû â âèäå äî-
êëàäîâ íà ðîññèéñêîì ñèìïîçèóìå ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì �Óïðàâëåíèå
óïðóãèìè êîëåáàíèÿìè�, ã. Ïåðåñëàâëü-Çàëåññêèé, 31 ÿíâàðÿ � 2 ôåâðàëÿ 2006
ã.; XIII Ìåæäóíàðîäíîé ìîëîäåæíîé êîíôåðåíöèè �Ëîìîíîñîâ - 2006�, 12 �
15 àïðåëÿ 2006ã.; íàó÷íîé êîíôåðåíöèè �Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òåíèÿ 2006�, 3 � 6
ìàÿ 2006ã., íàó÷íîé êîíôåðåíöèè �Òèõîíîâñêèå ÷òåíèÿ 2006�, 24 � 27 îêòÿáðÿ
2006ã.; Ìåæäóíàðîäíîé ìîëîäåæíîé êîíôåðåíöèè �Ëîìîíîñîâ - 2007�.11-14
àïðåëÿ 2007 ã.; íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ôà-
êóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ (ðóê. ïðîôåññîð Ô.Ï. Âàñèëüåâ).

Ïóáëèêàöèè.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ
[1] � [6]. Âñå ðåçóëüòàòû âîøåäøèå â äèññåðòàöèþ è â ïåðå÷åíü îïóáëèêîâàí-
íûõ ðàáîò ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî.
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Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,
òðåõ ãëàâ, ïðèëîæåíèÿ è áèáëèîãðàôèè. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè 61 ñòðà-
íèöà. Áèáëèîãðàôèÿ ñîäåðæèò 52 íàèìåíîâàíèÿ.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè ðàñêðûâàþòñÿ öåëè è çàäà÷è ðàáîòû, åå àêòóàëüíîñòü, à òàêæå
êðàòêî îïèñûâàþòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå.

Â ïåðâîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ñìåøàííàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ âîë-
íîâîãî óðàâíåíèÿ (ñ íåîäíîðîäíûì òðåòüèì êðàåâûì óñëîâèåì íà ëåâîì êîí-
öå ñòðóíû x = 0 è íåîäíîðîäíûì ïåðâûì êðàåâûì óñëîâèåì íà ïðàâîì êîíöå
x = l), òî åñòü çàäà÷à

utt(x, t)− uxx(x, t) = 0, â QT , (6)

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), ïðè 0 6 x 6 l, (7)

ux(0, t)− hu(0, t) = µ(t), u(l, t) = ν(t), ïðè 0 6 t 6 T, (8)

Çàìå÷àíèå. Íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè ïðèíàäëåæíîñòè ðåøåíèÿ u(x, t)

êëàññó Ŵ 1
2 (QT ) ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå

Òðåáîâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè

u(x, 0) =ϕ(x) ∈ W 1
2 [0, l], ut(x, 0) = ψ(x) ∈ L2[0, l];

µ(t) ∈ L2[0, T ], ν(t) ∈ W 1
2 [0, T ].

Óäîâëåòâîðåíèå óñëîâèþ ñîãëàñîâàíèÿ ïðè x = l

ν(0) = ϕ(l). (9)

Îïðåäåëåíèå 1. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì èç êëàññà Ŵ 1
2 (QT ) óêàçàííîé

ñìåøàííîé çàäà÷è íàçîâ¼ì ôóíêöèþ u(x, t) ∈ Ŵ 1
2 (QT ), óäîâëåòâîðÿþùóþ

èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó:

l∫
0

T∫
0

u(x, t)[Φtt(x, t)− Φxx(x, t)]dxdt+

T∫
0

µ(t)Φ(0, t)dt+

T∫
0

ν(t)Φx(l, t)dt+

+

l∫
0

ϕ(x)Φt(x, 0)dx−
l∫

0

ψ(x)Φ(x, 0)dx = 0
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äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè Φ(x, t) èç êëàññà C2(QT ), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëî-
âèÿì:

Φx(0, t)− hΦ(0, t) ≡ 0, Φ(l, t) ≡ 0 ïðè 0 6 t 6 T è

Φ(x, T ) ≡ 0, Φt(x, T ) ≡ 0 ïðè 0 6 x 6 l .

Äàëåå ýòà ñìåøàííàÿ çàäà÷à èçó÷àåòñÿ ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ν(t) ïðèíàäëåæèò

êëàññó W 1
2(−∞, T ], åñëè ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà ïðè âñåõ t 6 T , ïðèíàäëå-

æèò êëàññó W 1
2 (0, T ] è, êðîìå òîãî, óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó ν(t) ≡ 0

ïðè t 6 0.

Çàìå÷àíèå. Â ñèëó óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ (9), â çàäà÷å âîçáóæäåíèÿ
ν(0) = ϕ(l) = 0. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîäîëæèòü ôóíêöèþ ν(t) òîæäåñòâåííûì
íóë¼ì íà çíà÷åíèÿ t < 0, ïðåâðàòèâ åå â ôóíêöèþ ν(t) ∈ W 1

2(−∞, T ]. Ôóíê-
öèþ µ(t) ∈ L2[0, T ] òàêæå ïðîäîëæèì íóë¼ì íà çíà÷åíèÿ t < 0, ïðåâðàòèâ åå
â ôóíêöèþ µ(t) ∈ L2(−∞, T ].

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ïåðâîé ãëàâû ñôîðìóëèðîâàí â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 1. Ñìåøàííàÿ çàäà÷à (6)− (8) ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè äàí-

íûìè, ãäå µ(t) è ν(t) - ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè èç êëàññîâ L2[0, T ] è W 1
2 [0, T ]

ñîîòâåòñòâåííî, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ñîãëàñîâàíèÿ (9), èìååò åäèí-

ñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå u(x, t) èç êëàññà Ŵ 1
2 (QT ), êîòîðîå îïðåäåëÿ-

åòñÿ ðàâåíñòâîì:

u(x, t) = −
2n+1∑
k=0

(−1)k
t−x−2kl∫

0

µ(ξ)dξ −
2n+2∑
k=1

(−1)k
t+x−2kl∫

0

µ(ξ)dξ +

+
2n+1∑
k=0

(−1)kν(t− 2kl − l + x) −
2n+2∑
k=1

(−1)kν(t− 2kl + l − x) +

+h
2n+1∑
k=0

(−1)k
t∫

0

e−hτL1
k(2hτ)

[t−x−2kl−τ∫
0

µ(ξ)dξ

t+x−2l(k+1)−τ∫
0

− µ(ξ)dξ

t−x−2l(k+1)−τ∫
0

− µ(ξ)dξ

t+x−2l(k+2)−τ∫
0

+ µ(ξ)dξ
]
dτ −

−2h
2n+1∑
k=0

(−1)k
t∫

0

e−hτL1
k(2hτ)

[
ν(t− x− 2kl − l − τ)− ν(t+ x− 2kl − 3l − τ)

]
dτ,

ãäå L1
k(z) - ïîëèíîìû Ëàãåððà, à n =

[
T
4l

]
− 1.
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Â çàêëþ÷åíèè ïîêàçûâàåòñÿ êàê ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è ìîæåò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíî äëÿ èçó÷åíèÿ çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ïðè ïðîìåæóòêàõ
âðåìåíè T ìåíüøèõ Têðèò = l . Óñòàíàâëèâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ
çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ïðè äàííûõ çíà÷åíèÿõ ïðîìåæóòêà âðåìåíè
T . Îòìåòèì, ÷òî ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû Ë.Í. Çíàìåíñêîé äëÿ
ðåøåíèÿ èç êëàññà L̂2(QT ).

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ âîëíîâî-
ãî óðàâíåíèÿ ñ íåîäíîðîäíûì óñëîâèåì Íåéìàíà íà ëåâîì êîíöå ñòðóíû è
íåîäíîðîäíûì òðåòüèì êðàåâûì óñëîâèåì íà ïðàâîì êîíöå ñòðóíû. Òî åñòü
çàäà÷è

utt(x, t)− uxx(x, t) = 0, â QT , (10)

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), ïðè 0 6 x 6 l, (11)

ux(0, t) = µ(t), ux(l, t) + hu(l, t) = ν(t), ïðè 0 6 t 6 T, (12)

ãäå
ϕ(x) ∈ W 1

2 [0, l], ψ(x) ∈ L2[0, l]; µ(t), ν(t) ∈ L2[0, T ].

Îïðåäåëåíèå 3. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì èç êëàññà Ŵ 1
2 (QT ) óêàçàííîé

ñìåøàííîé çàäà÷è íàçîâ¼ì ôóíêöèþ u(x, t) ∈ Ŵ 1
2 (QT ), óäîâëåòâîðÿþùóþ

èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

l∫
0

T∫
0

u(x, t)[Φtt(x, t)− Φxx(x, t)]dxdt+

T∫
0

µ(t)Φ(0, t)dt−
T∫

0

ν(t)Φ(l, t)dt+

+

l∫
0

ϕ(x)Φt(x, 0)dx−
l∫

0

ψ(x)Φ(x, 0)dx = 0

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè Φ(x, t) èç êëàññà C2(QT ), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëî-
âèÿì

Φx(0, t) ≡ 0, Φx(l, t) + hΦ(l, t) ≡ 0 ïðè 0 6 t 6 T è

Φ(x, T ) ≡ 0, Φt(x, T ) ≡ 0 ïðè 0 6 x 6 l .

Äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ âñåõ T > 0 ñìåøàííàÿ çàäà÷à (10) - (12) ìîæåò

èìåòü òîëüêî îäíî îáîáùåííîå ðåøåíèå èç êëàññà Ŵ 1
2 (QT ).

Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé ñìåøàí-
íîé çàäà÷å ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè.
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Çàìå÷àíèå. Ïðîäîëæèì ôóíêöèè µ(t) è ν(t) íóëåì ïðè t 6 0, ïðåâðàòèâ
èõ â ôóíêöèè µ(t) è ν(t) èç êëàññà L2(−∞, T ).

Äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Cìåøàííàÿ çàäà÷à (10) − (12) ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè

äàííûìè, ãäå µ(t) è ν(t) - ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè èç êëàññà L2[0, T ], èìååò

åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå u(x, t) èç êëàññà Ŵ 1
2 (QT ), êîòîðîå îïðå-

äåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

u(x, t) = −
n∑
k=0

t−x−2kl∫
0

µ̂(ξ) dξ −
n+1∑
k=1

t+x−2kl∫
0

µ̂(ξ) dξ +
n∑
k=0

t+x−2kl−l∫
0

ν(ξ) dξ +
n+1∑
k=1

t−x−2kl+l∫
0

ν(ξ) dξ +

+2h
n∑
k=0

t∫
0

e−hτL1
k(2hτ)

[t+x−2kl−2l−τ∫
0

µ̂(ξ) dξ +

t−x−2kl−2l−τ∫
0

µ̂(ξ) dξ
]
dτ −

−h
n∑
k=0

t∫
0

e−hτL1
k(2hτ)

[t+x−l−2kl−τ∫
0

ν(ξ) dξ +

t−x−l−2kl−τ∫
0

ν(ξ) dξ +

t+x−3l−2kl−τ∫
0

ν(ξ) dξ +

t−x−3l−2kl−τ∫
0

ν(ξ) dξ
]
dτ,

ãäå L1
k(z) - ïîëèíîìû Ëàãåððà, à n =

[
T
2l

]
− 1.

Àíàëîãè÷íî ïåðâîé ãëàâå, ïîêàçûâàåòñÿ êàê ýòà ñìåøàííàÿ çàäà÷à èñïîëü-
çóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ïðè ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè
T : 0 < T < l .

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà óñòàíîâëåíèþ êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ, îñíîâàííîé íà ñìåøàííîé çàäà÷å ñ
óïðàâëåíèåì òðåòüèì êðàåâûì óñëîâèåì íà ëåâîì êîíöå ñòðóíû ïðè çàêðåï-
ëåííîì ïðàâîì.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ ýòîé ãëàâû ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñìå-
øàííóþ çàäà÷ó äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (4) è
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

ux(0, t)− hu(0, t) = µ(t), u(l, t) = 0, (13)

Ôóíêöèè ϕ(x), ψ(x), µ(t) â äàííîé ñìåøàííîé çàäà÷å ïðèíàäëåæàò êëàññàì

u(x, 0) = ϕ(x) ∈ W 1
p [0, l], ut(x, 0) = ψ(x) ∈ Lp[0, l];

u(x, T ) = ϕ̂(x) ∈ W 1
p [0, l], ut(x, T ) = ψ̂(x) ∈ Lp[0, l];

µ(t) ∈ Lp[0, T ].
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è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì çàêðåïëåíèÿ

ϕ(l) = 0, ϕ̂(l) = 0.

Îïðåäåëåíèå 4. Êëàññ Ŵ 1
p (QT ); QT - ïðÿìîóãîëüíèê [0 6 x 6 l]×[0 6

t 6 T ], îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî ôóíêöèé u(x, t), íåïðåðûâíûõ â ïðÿ-

ìîóãîëüíèêå QT è èìåþùèõ â í¼ì îáå îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå ux(x, t), ut(x, t),
êàæäàÿ èç êîòîðûõ íå òîëüêî ïðèíàäëåæèò êëàññó Lp(QT ), íî è ïðèíàä-

ëåæèò êëàññó Lp[0, l] äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ] è êëàññó Lp[0, T ] äëÿ âñåõ x ∈ [0, l].

Çàìåòèì, ÷òî ýòîò êëàññ áûë âïåðâûå ââåäåí Â.À.Èëüèíûì16

Îïðåäåëåíèå 5. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì èç êëàññà Ŵ 1
p (QT ) ñìåøàí-

íîé çàäà÷è äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (1), íà÷àëüíûõ óñëîâèé (4) è ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé (13) íàçîâ¼ì ôóíêöèþ u(x, t) ∈ Ŵ 1

p (QT ), óäîâëåòâîðÿþùóþ èíòå-

ãðàëüíîìó òîæäåñòâó

l∫
0

T∫
0

u(x, t)[Φtt(x, t)− Φxx(x, t)]dxdt+

T∫
0

µ(t)Φ(0, t)dt+

+

l∫
0

[ϕ(x)Φt(x, 0)− ψ(x)Φ(x, 0)] dx = 0,

âûïîëíåííîãî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè Φ(x, t) èç êëàññà C2(QT ), óäîâëå-
òâîðÿþùåé óñëîâèÿì:

Φx(0, t)− hΦ(0, t) ≡ 0, Φ(l, t) ≡ 0 ïðè 0 6 t 6 T è

Φ(x, T ) ≡ 0, Φt(x, T ) ≡ 0 ïðè 0 6 x 6 l .

Â òðåòüåé ãëàâå ðåøàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè µ(t)∈Lp[0, T ], òàêîé
÷òîáû äëÿ ðåøåíèÿ u(x, t) ∈ Ŵ 1

p (QT ) ðàññìàòðèâàåìîé ñìåøàííîé çàäà÷è ñ
çàäàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (4) â ìîìåíò âðåìåíè t = T âûïîëíÿëèñü
çàäàííûå ôèíàëüíûå óñëîâèÿ (5). Ïðè÷åì ðàâåíñòâà ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ.

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòó çàäà÷ó äëÿ ïðîìåæóòêà âðåìåíè T ,
óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ

T = 4l(n+1), ãäå n = 0, 1, 2, . . .

16Â.À. Èëüèí, "Ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèå ïðîöåññîì êîëåáàíèé íà äâóõ êîíöàõ â òåðìèíàõ îáîáùåííîãî

ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ êîíå÷íîé ýíåðãèåé" // Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 2000.
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Ïðîäîëæèì ôóíêöèè ϕ(x) è ψ(x) èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé (4) è ôóíêöèè
ϕ̂(x) è ψ̂(x) èç ôèíàëüíûõ óñëîâèé (5) íå÷¼òíî îòíîñèòåëüíî òî÷êè x = l ñ
ñåãìåíòà [0, l] íà ñåãìåíò [l, 2l]. Óñëîâèÿ çàêðåïëåíèÿ ãàðàíòèðóþò ïðèíàä-
ëåæíîñòü òàê ïðîäîëæåííûõ ôóíêöèé íà ñåãìåíòå [0, 2l] êëàññàì

ϕ(x), ϕ̂(x) ∈ W 1
p [0, 2l], ψ(x), ψ̂(x) ∈ Lp[0, 2l];

Ïðè T > 2l äàííàÿ çàäà÷à èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé. Ïîýòîìó ìî-
æåò áûòü ïîñòàâëåíà çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè ñðåäè íèõ îïòèìàëüíîãî. Â ýòîé
ãëàâå ìû óñòàíàâëèâàåì êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâà-
åìîé çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ. Äàííûé êðèòåðèé îñíîâàí íà ìèíèìè-
çàöèè èíòåãðàëà îò ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñàìîãî óïðàâëåíèÿ è åãî ïåðâîîá-
ðàçíîé, âîçâåäåííîãî â ïðîèçâîëüíóþ ñòåïåíü p > 1. Äëÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è
îïòèìèçàöèè ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ H(t, τ), îïðåäå-
ëåííóþ ðàâåíñòâîì

H(t, τ) =
{
e−hτ ·

[
L1

2n−m+1(2hτ) + L1
2n−m(2hτ)

]
,

ïðè 2lm < t 6 2l(m+ 1), m = 0, 2n+ 1
}
,

Ïîñòàâèì çàäà÷ó, çàêëþ÷àþùóþñÿ â îòûñêàíèè ñðåäè âñåõ ôóíêöèé µ(t) ∈
Lp[0, T ], ÿâëÿþùèõñÿ ãðàíè÷íûìè óïðàâëåíèÿìè, òîé, êîòîðàÿ äîñòàâëÿåò
ìèíèìóì îáîáùåííîìó èíòåãðàëó ãðàíè÷íîé ýíåðãèè

T∫
0

∣∣∣∣∣∣µ(t)− h ·
t∫

0

H(t, t− ξ) µ(ξ) dξ

∣∣∣∣∣∣
p

dt

ïðè íàëè÷èè óñëîâèé ñâÿçè, èçâëåêàåìûõ èç âûïîëíåíèÿ ïðîèçâîëüíî çàäàí-
íûõ íà÷àëüíûõ è ôèíàëüíûõ óñëîâèé. Äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3. Ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ,

óäîâëåòâîðÿþùåå äàííîìó êðèòåðèþ îïòèìàëüíîñòè, ñóùåñòâóåò.

Íà êàæäîì îòðåçêå [2lm, 2l(m + 1)]
(
m = 0, 2n+ 1

)
îíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ

ôîðìóëîé

µ(y) =
(−1)m+1

D(y − 2lm)

2n+ 2
+ h

y∫
0

Rm(y − t) (−1)m+1
D(t− 2lm)

2n+ 2
dt,

ãäå D(y) - îïðåäåëÿåìàÿ â ÿâíîì âèäå ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò íà-

÷àëüíûõ è ôèíàëüíûõ óñëîâèé çàäà÷è,

Rm(y− t) =
2n−m+2∑
i=0

hi−1(y− t)i−1
(

2n−m+ 2
i

)
1F̃1
(
2n−m+1; i; h(y− t)

)
,
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1F̃1(a; c; z) - âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Êóììåðà.
Ïðè p > 1 âûøåóêàçàííîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì.

Çàìå÷àíèå. Èñïîëüçóÿ òåõíèêó èç ðàáîòû Â.À. Èëüèíà è Å.È. Ìîè-
ñååâà17, âîçìîæíî ðàññìîòðåòü èçó÷åííóþ çàäà÷ó äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíûõ
ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè T , íå îáÿçàòåëüíî êðàòíûõ 4l .

Â Ïðèëîæåíèè À ìû ïðîäîëæàåì èçó÷åíèå çàäà÷ îïòèìèçàöèè ãðàíè÷-
íîãî óïðàâëåíèÿ, îñíîâàííûõ íà ñìåøàííûõ çàäà÷àõ äëÿ âîëíîâîãî óðàâíå-
íèÿ ñ òðåòüèì êðàåâûì óñëîâèåì. Êàê è ðàíåå, íàìè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à
ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè ñòðóíû, îïèñûâàåìûìè âîëíîâûì óðàâ-
íåíèåì (1). Íî â äàííîì ñëó÷àå óïðàâëåíèå ïðîèçâîäèòñÿ âòîðûì êðàåâûì
óñëîâèåì ux(0, t) = µ(t) íà ëåâîì êîíöå ïðè óïðóãî çàêðåïëåííîì ïðàâîì
ux(l, t)+hu(l, t) = 0. Òðóäíîñòü ýòîé çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â îòñóòñòâèè óñëî-
âèÿ çàêðåïëåíèÿ, ïîýòîìó êðîìå óñëîâèÿ ñâÿçè, ñâÿçûâàþùåãî íà÷àëüíûå,
ôèíàëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, íàì íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü äîïîëíèòåëü-
íîå óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ.

Íàøå ðàññìîòðåíèå âåä¼òñÿ â òåðìèíàõ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ èç êëàññà Ŵ 1

2 (QT ).
Äàëåå íàì áóäåò óäîáíî, âûïèñàòü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå

íà íà÷àëüíûå, ôèíàëüíûå è ãðàíè÷íûå ôóíêöèè â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å
äëÿ ïðèíàäëåæíîñòè ðåøåíèÿ u(x, t) êëàññó Ŵ 1

2 (QT ).

Òðåáîâàíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè

u(x, 0) = ϕ(x) ∈ W 1
2 [0, l], ut(x, 0) = ψ(x) ∈ L2[0, l];

u(x, T ) = ϕ̂(x) ∈ W 1
2 [0, l], ut(x, T ) = ψ̂(x) ∈ L2[0, l];

µ(t) ∈ L2[0, T ].

(14)

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè èçó÷àåìîé çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ðàññìîòðèì
ñëåäóþùóþ ñìåøàííóþ çàäà÷ó äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (1) ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè (4) è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

ux(0, t) = µ(t), ux(l, t) + hu(l, t) = 0, (15)

ãäå ôóíêöèè ϕ(x), ψ(x), µ(t) ïðèíàäëåæàò êëàññàì (14), à íà íà÷àëüíûå ôóíê-
öèè íàëîæåíî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå

l∫
0

e−hτ
(
hϕ(τ) + ψ(τ)

)
dτ = 0 (16)

17Â.À. Èëüèí, Å .È. Ìîèñååâ, "Ìèíèìèçàöèÿ çà ïðîèçâîëüíûé äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïðîìåæóòîê

âðåìåíè T èíòåãðàëà îò ìîäóëÿ ïðîèçâîäíîé ïðîèçâîäèìîãî ñìåùåíèåì ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ, âîçâå-

äåííîãî â ïðîèçâîëüíóþ ñòåïåíü p > 1" // Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, 2006.
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Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî óñëîâèþ (16) óäîâëåòâîðÿþò, íàïðèìåð, íà÷àëüíûå ôóíê-
öèè òîæäåñòâåííî ðàâíûå íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîä íàøå ðàññìîòðåíèå ïî-
ïàäàåò âàæíàÿ çàäà÷à "âîçáóæäåíèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ".

Îïðåäåëåíèå 6. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì èç êëàññà Ŵ 1
2 (QT ) ýòîé ñìå-

øàííîé çàäà÷è íàçîâ¼ì ôóíêöèþ u(x, t) ∈ Ŵ 1
2 (QT ), óäîâëåòâîðÿþùóþ èí-

òåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

l∫
0

T∫
0

u(x, t)[Φtt(x, t)− Φxx(x, t)] dxdt+

T∫
0

µ(t)Φ(0, t)dt +

+

l∫
0

ϕ(x)Φt(x, 0)dx−
l∫

0

ψ(x)Φ(x, 0)dx = 0,

âûïîëíåííîìó äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè Φ(x, t) ∈ C2(QT ), óäîâëåòâîðÿþ-
ùåé óñëîâèÿì:

Φx(0, t) ≡ 0, Φx(l, t) + hΦ(l, t) ≡ 0 ïðè 0 6 t 6 T è

Φ(x, T ) ≡ 0, Φt(x, T ) ≡ 0 ïðè 0 6 x 6 l .

Îïðåäåëåíèå 7. Ïîä ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è ãðàíè÷íîãî

óïðàâëåíèÿ ìû áóäåì ïîíèìàòü òàêóþ ôóíêöèþ µ(t) ∈ L2[0, T ], äëÿ êîòî-

ðîé îáîáùåííîå ðåøåíèå u(x, t) ∈ Ŵ 1
2 (QT ) ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ âîëíîâîãî

óðàâíåíèÿ (1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (4) è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (15)
óäîâëåòâîðÿåò ôèíàëüíûì óñëîâèÿì (5).

Ïðè T > 2l äàííàÿ çàäà÷à ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ èìååò áåñêîíå÷íî ìíî-
ãî ðåøåíèé. Ïîýòîìó ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè ñðåäè
íèõ îïòèìàëüíîãî. Ïðè ýòîì ñðåäè âñåõ ôóíêöèé µ(t), ÿâëÿþùèõñÿ ãðàíè÷-
íûìè óïðàâëåíèÿìè, îòûñêèâàåòñÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ äîñòàâëÿåò ìèíèìóì
èíòåãðàëó ãðàíè÷íîé ýíåðãèè

T∫
0

µ2(t)dt.

Äàëåå ìû áóäåì ðåøàòü ýòó çàäà÷ó äëÿ ïðîìåæóòêà âðåìåíè T , óäîâëåòâî-
ðÿþùåãî óñëîâèþ

T = 2l(n+ 1), ãäå n = 0, 1, 2, . . .

Çàìåòèì, ÷òî íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññìîòðåíèé ìîæíî ïðåäïîëà-
ãàòü, ÷òî ϕ(0) = 0, ϕ̂(0) = 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé
çàìåíû ñëåäóåò ïåðåéòè ê ôóíêöèè, äëÿ êîòîðîé äàííîå óñëîâèå âûïîëíåíî.
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Íàì áóäåò óäîáíî ïðîäîëæèòü ôóíêöèè ϕ(x) è ψ(x) èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé
(4) è ôóíêöèè ϕ̂(x), ψ̂(x) èç ôèíàëüíûõ óñëîâèé (5) ñëåäóþùèì îáðàçîì

ϕ̂(x) =



0 ;−T 6 x 6 0,

ϕ̂(x) ; 0 6 x 6 l,

ϕ̂(2l − x) + 2h

2l−x∫
l

ϕ̂(τ)eh(2l−x−τ)dτ ; l 6 x 6 2l,

−2h

l∫
0

ϕ̂(τ)e−hτdτ ; 2l 6 x 6 T.

Ôóíêöèþ ϕ(x) ïðîäîëæèì àíàëîãè÷íî íà ñåãìåíò [0, 2l].

ψ̂(x) =



0 ;−T < x < 0,

ψ̂(x) ; 0 < x < l,

ψ̂(2l − x) + 2h

2l−x∫
l

ψ̂(τ) eh(2l−x−τ)dτ ; l < x < 2l,

0 ; 2l < x < T.

Ôóíêöèþ ψ(x) ïðîäîëæèì àíàëîãè÷íî íà ñåãìåíò [0, 2l].
Ïðîäîëæåííûå òàêèì îáðàçîì ôóíêöèè áóäóò ïðèíàäëåæàòü ñëåäóþùèì

êëàññàì

ϕ(x) ∈ W 1
2 [0, 2l], ψ(x) ∈ L2[0, 2l], ϕ̂(x) ∈ W 1

2 [−T, T ], ψ̂(x) ∈ L2[−T, T ].

Äëÿ x ∈ [0, l] ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå ôóíêöèè

ϕ(2l − x) = ϕ(x) + 2h

x∫
l

ϕ(τ)eh(x−τ)dτ = Φ(x)18,

ψ(2l − x) = ψ(x) + 2h

x∫
l

ψ(τ) eh(x−τ)dτ = Ψ(x).

Îïòèìàëüíàÿ ãðàíè÷íàÿ ñèëà ÿâëÿåòñÿ íà ñåãìåíòå [0, T ] 2l-ïåðèîäè÷åñêîé
18Äàííàÿ ôóíêöèÿ íå îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ôóíêöèåé Φ(x, t) èç îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ.
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ôóíêöèåé, è âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

µ̃(2lm+ x) =


A(x)

n+ 1
+ C(n− 2m); m = 0, . . . , n , ïðè 0 6 x < l,

B(x)

n+ 1
+ C(n− 2m); m = 0, . . . , n , ïðè l < x 6 2l,

C =

3
(
D−

l∫
0
A(x)dx+

2l∫
l

B(x)dx
)

2 l n(n+ 1)(n+ 2)
,

ãäå ôóíêöèè A(x) è B(x) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

A(x) = − 1

2

[
ψ̂(x)− ψ(x) + ϕ̂ ′(x)− ϕ ′(x)

]
,

B(x) = − 1

2

[
Ψ̂(x)−Ψ(x)− Φ̂ ′(x)− Φ ′(x)

]
,

à ïîñòîÿííàÿ D - òîæäåñòâîì

D = −ϕ̂(l)+2nh

l∫
0

ϕ̂(τ)e−hτdτ+
n+1

2

l∫
0

[
ϕ′(ξ)+ψ(ξ)

]
dξ+

n−1

2

2l∫
l

[
Φ′(ξ)+Ψ(ξ)

]
dξ.

Çàìå÷àíèå. Â ýòîì ïðèëîæåíèè áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé ïðîìåæóòêà
âðåìåíè, êðàòíîãî 2l . Ïåðåéòè ê ñëó÷àþ ïðîèçâîëíûõ ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè,
ìîæíî èñïîëüçóÿ òåõíèêó, ðàçðàáîòàííóþ â ñòàòüÿõ Â.À. Èëüèíà è Å.È. Ìî-
èñååâà19.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó ó÷èòåëþ Â.À. Èëüèíó

çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå. Àâòîð áëàãîäàðèò

òàêæå Å.È. Ìîèñååâà, À.À. Êóëåøîâà, Ì.Ì. Ïîòàïîâà è Â.Â. Òèõîìèðîâà

çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.

19Â.À. Èëüèí, Å .È. Ìîèñååâ, "Îïòèìàëüíîå ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèå óïðóãîé ñèëîé íà îäíîì êîíöå

ñòðóíû ïðè ñâîáîäíîì âòîðîì åå êîíöå çà ïðîèçâîëüíûé äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè"

// Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, 2007.
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