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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Çíà÷èòåëüíîå ìåñòî â äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå

çàíèìàþò âîïðîñû ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ. Öåíòðàëüíîé îòêðûòîé ïðî-

áëåìîé òåîðèè àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î ðàâåíñòâå êëàññîâ ñëîæíîñ-

òè P è NP. Îäíîé èç íàèáîëåå èññëåäóåìûõ NP-ïîëíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ

çàäà÷à k-âûïîëíèìîñòè. Äëÿ èçó÷åíèÿ ¾òèïè÷íûõ¿ ýêçåìïëÿðîâ ýòîé çà-

äà÷è èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëû âûáèðàþòñÿ

ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Äîïîëíèòåëüíûé èíòåðåñ ê ýòîé ìîäåëè âûçâàí ñó-

ùåñòâîâàíèåì çíà÷èòåëüíîé ñâÿçè ñ ìîäåëÿìè ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè.

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ íåêîòîðûõ ñâîéñòâ òàêèõ ôîðìóë.

Çàäà÷à âûïîëíèìîñòè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé

ôîðìóëå îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà âûïîëíèìîé, òî åñòü ñóùåñòâóåò ëè

íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, íà êîòîðîì ôîðìóëà îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó.

Òåîðåìà Êóêà ãëàñèò, ÷òî çàäà÷à î âûïîëíèìîñòè ÊÍÔ ÿâëÿåòñÿ NP-

ïîëíîé.1 Äðóãèìè ñëîâàìè, çàäà÷à î âûïîëíèìîñòè ëåæèò â êëàññå NP

è ê íåé ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ëþáàÿ çàäà÷à èç ýòîãî êëàññà.

k-êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (k-ÊÍÔ) íàçûâàåòñÿ ÊÍÔ, â

êîòîðîé êàæäàÿ ýëåìåíòàðíàÿ äèçúþíêöèÿ ñîñòîèò èç íå áîëåå ÷åì k

ëèòåðàëîâ (áóêâ). Çàäà÷à k-âûïîëíèìîñòè � ýòî çàäà÷à î âûïîëíèìîñòè

k-ÊÍÔ. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ çàäà÷è 2-âûïîëíèìîñòè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì

ñ ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòüþ (òî åñòü çàäà÷à 2-âûïîëíèìîñòè ïðèíàä-

ëåæèò êëàññó P), â òî âðåìÿ êàê ïðè k > 2 çàäà÷à k-âûïîëíèìîñòè

NP-ïîëíà. Èíòåíñèâíî èçó÷àåòñÿ ìîäåëü, êîãäà k-ÊÍÔ âûáèðàåòñÿ ñëó-

÷àéíî. Çàäà÷à îêàçàëàñü èíòåðåñíîé äëÿ ôèçèêîâ, òàê êàê îíà îáëàäàåò

ñâîéñòâàìè, õàðàêòåðíûìè äëÿ ðÿäà ôèçè÷åñêèõ ìîäåëåé. Îäíèì èç òà-

êèõ ñâîéñòâ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïîðîãà âûïîëíèìîñòè.

Ïóñòü Fk(n;m) � ñëó÷àéíàÿ k-ÊÍÔ, ïîëó÷åííàÿ ïóòåì ñëó÷àéíîãî,

ðàâíîâåðîÿòíîãî è íåçàâèñèìîãî âûáîðà m ñêîáîê (ñ ïîâòîðåíèåì) èç

÷èñëà âñåõ âîçìîæíûõ ñêîáîê (ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé äëèíû k íàä

ïåðåìåííûìè x1; x2; : : : ; xn). Ïóñòü k ôèêñèðîâàíî, ÷èñëî ïåðåìåííûõ n
1Cook S. A., The complexity of theorem-proving procedures, STOC '71: Proceedings of the third annual

ACM symposium on Theory of computing. New York, NY, USA: ACM Press, 1971. Pp. 151�158.
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ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, à ÷èñëî ñêîáîêm ðàâíî rn, ãäå r � íåêîòîðàÿ

êîíñòàíòà. Âåðõíèì ïîðîãîì âûïîëíèìîñòè, rk, íàçûâàåòñÿ òî÷íàÿ âåðõ-

íÿÿ ãðàíü òàêèõ r, ÷òî âåðîÿòíîñòü âûïîëíèìîñòè ôîðìóëû Fk(n; rn)

ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå. Íèæíèì ïîðîãîì âûïîëíèìîñòè, r�k, íàçûâàåòñÿ

òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü òàêèõ r, ÷òî âåðîÿòíîñòü âûïîëíèìîñòè ôîðìóëû

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ñóùåñòâóåò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî rk = r�k. Òàêîå ÷èñëî

rk íàçûâàåòñÿ ïîðîãîì âûïîëíèìîñòè.

Ñóùåñòâîâàíèå ïîðîãà â âèäå íåêîòîðîé êîíñòàíòû íå äîêàçàíî, íî

èçâåñòíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Óòâåðæäåíèå 1. (Friedgut2) Äëÿ ëþáîãî k � 2 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü rk(n), ÷òî äëÿ ëþáîãî " > 0

åñëè r = (1�")rk(n), òî âåðîÿòíîñòü âûïîëíèìîñòè Fk(n; rn) ñòðå-

ìèòñÿ ê åäèíèöå,

åñëè r = (1+")rk(n), òî âåðîÿòíîñòü âûïîëíèìîñòè Fk(n; rn) ñòðå-

ìèòñÿ ê íóëþ.

Çäåñü ðîëü ïîðîãà âûïîëíÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü rk(n). Åñëè ó íåå

åñòü ïðåäåë, òî ïîðîã âûïîëíèìîñòè ñóùåñòâóåò è ðàâåí ýòîìó ïðåäåëó.

Ñëåäñòâèå. Çàôèêñèðóåì k � 2. Åñëè âåðîÿòíîñòü âûïîëíèìîñòè

ôîðìóëû Fk(n; r
�n) îãðàíè÷åíà ñíèçó ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé, íå

çàâèñÿùåé îò n, òî ïðè r < r� âåðîÿòíîñòü âûïîëíèìîñòè Fk(n; rn)

ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå.

Èçó÷åíèå ïðåäåëüíûõ ñâîéñòâ ñëó÷àéíûõ ÊÍÔ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê ïðîäîëæåíèå èçó÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé. Ìîäåëè ïîõîæè êàê ïî

ãåîìåòðè÷åñêèì ñâîéñòâàì (íàïðèìåð, íàëè÷èå êëàñòåðèçàöèè), òàê è ïî

óñïåøíî ïðèìåíÿþùèìñÿ ìåòîäàì (íàïðèìåð, ìåòîä âòîðûõ ìîìåíòîâ).

Èçó÷åíèå ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíûõ ÊÍÔ ìîæåò ïîçâîëèòü

ñäåëàòü âûâîäû î áîëåå îáùåì ñëó÷àå. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðè-

âåñòè ðåçóëüòàòû ïîñëåäíèõ ëåò, ñîãëàñíî êîòîðûì âîçðàñòàíèå ñëîæíîñ-

òè âû÷èñëåíèé âáëèçè ïîðîãà ñâÿçàíî ñ ýôôåêòîì êëàñòåðèçàöèè, êîãäà
2Friedgut, E., Necessary and su�cient conditions for sharp thresholds of graph properties, and the

k-sat problem, J. Amer. Math. Soc., 1999, vol. 12, pp. 1017�1054.
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ìíîæåñòâî âûïîëíÿþùèõ íàáîðîâ ôîðìóëû ðàçáèâàåòñÿ íà íåáîëüøèå

ïîäìíîæåñòâà, ïðè÷åì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïîäìíîæåñòâàìè îòíîñèòåëü-

íî âåëèêè.

Êðîìå òîãî, èçó÷åíèå ñëó÷àéíûõ ÊÍÔ èìååò çíà÷åíèå äëÿ ðàçðàáîòêè

àëãîðèòìîâ, ðåøàþùèõ çàäà÷ó âûïîëíèìîñòè, à òàêæå äëÿ ãåíåðèðîâà-

íèÿ ôîðìóë, íà êîòîðûõ ýòè àëãîðèòìû òåñòèðóþòñÿ.

Â ñåðåäèíå 80-õ ãîäîâ Y. Fu è P. Anderson âïåðâûå ïðåäïîëîæèëè ñó-

ùåñòâîâàíèå çíà÷èòåëüíîé ñâÿçè ìåæäó NP-ïîëíûìè çàäà÷àìè è ìîäå-

ëÿìè ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè, òàêèìè êàê ìîäåëü Èçèíãà. Îäíî èç îáùèõ

ñâîéñòâ � ñóùåñòâîâàíèå ïîðîãà (ôàçîâîãî ïåðåõîäà) è ðåçêîå âîçðàñòà-

íèå ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé âáëèçè ïîðîãà. Ïðîñëåæèâàþòñÿ àíàëîãèè

ìåæäó çàäà÷åé âûïîëíèìîñòè ñëó÷àéíîé k-ÊÍÔ è ìîäåëÿìè ñïèíîâîãî

ñòåêëà (ìàòåðèàëîâ ñ íåóïîðÿäî÷åííîé ìàãíèòíîé ñòðóêòóðîé).

Â ñâÿçè ñ ýòèì, èññëåäîâàíèåì ìîäåëè ñëó÷àéíîé k-ÊÍÔ ñòàëè çàíè-

ìàòüñÿ ôèçèêè (M. M�ezard, R. Monasson, G. Parisi, R. Zecchina è äðóãèå).

Ìåòîäû, êîòîðûìè îíè ïîëüçîâàëèñü äëÿ àíàëèçà ìîäåëåé ñòàòèñòè÷åñ-

êîé ôèçèêè, óäàëîñü óñïåøíî ïðèìåíèòü è ê ñëó÷àéíûì k-ÊÍÔ. Ïðåä-

ëîæåííûé èìè àëãîðèòì äëÿ ïîèñêà âûïîëíÿþùèõ íàáîðîâ ñëó÷àéíîé

k-ÊÍÔ (Survey propagation) ïî ýôôåêòèâíîñòè ïðåâîñõîäèò ïðî÷èå èç-

âåñòíûå àëãîðèòìû âáëèçè ïîðîãà âûïîëíèìîñòè.

Ìíîãèå ðàáîòû áûëè ïîñâÿùåíû îöåíêàì ïîðîãà âûïîëíèìîñòè, êàê

â îáùåì ñëó÷àå, òàê è äëÿ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé k. Â 2004-ì ãîäó D.

Achlioptas è Y. Peres óñïåøíî ïðèìåíèëè ìåòîä âòîðûõ ìîìåíòîâ äëÿ

óëó÷øåíèÿ íèæíåé îöåíêè rk.
3 Èì óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî rk � 2k ln 2

(ïðè k ! 1). Êðîìå òîãî, èìè áûëè óëó÷øåíû íèæíèå îöåíêè rk äëÿ

âñåõ k > 3.

Â äèññåðòàöèè ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ èñïîëüçîâàííîãî èìè ìåòî-

äà, ïîçâîëÿþùàÿ äàëüíåéøåå óëó÷øåíèå íèæíèõ îöåíîê ïîðîãà âûïîë-

íèìîñòè.

Êðîìå ïîðîãà âûïîëíèìîñòè, ñ 2005-ãî ãîäà èçó÷àåòñÿ ýôôåêò êëàñ-

3Achlioptas D., Peres Y., The threshold of random k-sat is 2k ln 2� o(k), J. Amer. Math. Soc., 2004,

vol. 17, pp. 947�973.
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òåðèçàöèè, êîãäà ìíîæåñòâî âûïîëíÿþùèõ íàáîðîâ ñëó÷àéíîé ôîðìóëû

ðàçáèâàåòñÿ íà ýêñïîíåíöèàëüíî ìíîãî ìíîæåñòâ ìàëåíüêîãî äèàìåòðà,

ðàñïîëîæåííûõ îòíîñèòåëüíî äàëåêî äðóã îò äðóãà.

Åùå îäíà âàæíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ìíîæåñòâà âûïîëíÿþùèõ íàáîðîâ

(NFk(n;rn)) � íàëè÷èå â íåì ãðàíåé ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé. Èçó÷åíèå

âåðîÿòíîñòè ïðèñóòñòâèÿ ãðàíåé ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé â NFk(n;rn) ïî-

çâîëèò áîëåå ïîäðîáíî ïîíÿòü ñòðóêòóðó êëàñòåðîâ, à â ñëó÷àå, êîãäà

êëàñòåðèçàöèÿ íå äîêàçàíà (èëè íå ïðîèñõîäèò) � ïîçâîëèò ñäåëàòü ïåð-

âûå êîíêðåòíûå âûâîäû î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà âûïîëíÿþùèõ íàáîðîâ.

Öåëü äèññåðòàöèè. Öåëüþ äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ïðåäåëü-

íûõ ñâîéñòâ ñëó÷àéíûõ ÊÍÔ âáëèçè ïîðîãà âûïîëíèìîñòè.

Çàäà÷è äèññåðòàöèè.

� Óëó÷øåíèå íèæíèõ îöåíîê ïîðîãà k-âûïîëíèìîñòè.

� Èçó÷åíèå ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà âûïîëíÿþùèõ íàáîðîâ ñëó÷àéíûõ

k-ÊÍÔ âáëèçè ïîðîãà âûïîëíèìîñòè, èçó÷åíèå âåðîÿòíîñòè ïðèñóò-

ñòâèÿ ãðàíåé ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé â ýòîì ìíîæåñòâå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

1. Óëó÷øåí ìåòîä ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê ïîðîãà k-âûïîëíèìîñòè

ïðè k � 3, ðàçðàáîòàííûé D. Achlioptas è Y. Peres.

2. Óëó÷øåíû íèæíèå îöåíêè ïîðîãà k-âûïîëíèìîñòè äëÿ k = 4; 5; 6; 7.

3. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ïîðîãà â ôîðìå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ

ïðèñóòñòâèÿ ãðàíåé.

4. Íàéäåí ìåòîä ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê ïîðîãà ïðèñóòñòâèÿ ãðàíåé

ðàçìåðíîñòè ns â NFk(n;rn) ïðè k � 3.
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Íàó÷íàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêóþ

íàïðàâëåííîñòü. Óëó÷øåíû íèæíèå îöåíêè ïîðîãà k-âûïîëíèìîñòè äëÿ

k = 4; 5; 6; 7, óêàçàí ñïîñîá óëó÷øåíèÿ òàêèõ îöåíîê äëÿ k > 7. Íàéäåí

ìåòîä ïîëó÷åíèÿ òàêèõ rk;s, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïðèñóòñòâèÿ ãðàíè ðàçìåð-

íîñòè ns â NFk(n;rk;sn) ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äàþò èíôîðìàöèþ î ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà

âûïîëíÿþùèõ íàáîðîâ ñëó÷àéíûõ ÊÍÔ è ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ïðè òåñ-

òèðîâàíèè è ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âûïîëíèìîñòè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû êîì-

áèíàòîðèêè, âåðîÿòíîñòíûå ìåòîäû è êîìïüþòåðíûå âû÷èñëåíèÿ.

Ïóáëèêàöèè è àïðîáèðîâàíèå. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëà-

äûâàëèñü íà ñåìèíàðå ÂÌèÊ ÌÃÓ ¾Äèñêðåòíûé àíàëèç¿ (ðóêîâîäèòå-

ëè � À. À. Ñàïîæåíêî, Í. Í. Êóçþðèí, Â. Ï. Âîðîíèí), íà ñåìèíàðå

ÂÌèÊ ÌÃÓ ¾Òåîðèÿ ðèñêà¿ (ðóêîâîäèòåëè � Â. Å. Áåíèíã, Â. Þ. Êî-

ðîëåâ, À. À. Êóäðÿâöåâ), íà VI Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Äèñêðåò-

íûå ìîäåëè â òåîðèè óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì¿ (Ìîñêâà, 2004 ã.), íà XIV

Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè¿

(Ïåíçà, 2005 ã.), íà IX Ìåæäóíàðîäíîì ñåìèíàðå ¾Äèñêðåòíàÿ ìàòåìà-

òèêà è åå ïðèëîæåíèÿ¿ (Ìîñêâà, 2007 ã.), à òàêæå íà VI Ìîëîäåæíîé

íàó÷íîé øêîëå ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå è åå ïðèëîæåíèÿì (Ìîñêâà,

2007 ã.).

Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 6 ðàáîò.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

äâóõ ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáúåì äèññåðòàöèè � 77 ñòðàíèö. Ñïè-

ñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 48 íàèìåíîâàíèé.
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Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Ââåäåíèå ñîäåðæèò îáîñíîâàíèå àêòóàëüíîñòè òåìû èññëåäîâàíèÿ,

îáçîð ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ òåìîé äèññåðòàöèè. Â íåì îïèñàíà ñòðóê-

òóðà äèññåðòàöèè è ïåðå÷èñëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Â ãëàâå 1 ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöå-

íîê äëÿ ïîðîãà k-âûïîëíèìîñòè ïðè k � 3, êîòîðûé ðàçðàáîòàëè D.

Achlioptas è Y. Peres.3

Â ïàðàãðàôå 1:1 ïðèâåäåíû ïðåäûäóùèå èçâåñòíûå îöåíêè ïîðîãà

k-âûïîëíèìîñòè äëÿ k = 3; 4; 5; 6; 7 â ñðàâíåíèè ñ ðåçóëüòàòàìè ïåðâîé

ãëàâû.

k 3 4 5 6 7

Âåðõíÿÿ îöåíêà 4,51 10,23 21,33 43,51 87,88

Àëãîðèòìè÷åñêàÿ íèæíÿÿ îöåíêà 3,52 5,54 9,63 16,78 33,32

Íèæíÿÿ îöåíêà Achlioptas, Peres 2,68 7,91 18,79 40,74 84,82

Ðåçóëüòàò ïåðâîé ãëàâû 2,82 8,09 18,91 40,81 84,87

Â ïàðàãðàôå 1:2 îïèñàíî, êàêèì îáðàçîì ìåòîä âòîðûõ ìîìåíòîâ

ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê ïîðîãà âûïîë-

íèìîñòè. Ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå.

Ëåììà 1. (Ìåòîä âòîðûõ ìîìåíòîâ) Ïóñòü X � íåîòðèöàòåëüíàÿ

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Òîãäà

P(X > 0) �
M(X)2

M(X2)
:

Åñëè X � íåîòðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, çíà÷åíèå êîòîðîé

îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì ôîðìóëû Fk(n; rn), è ïðè X > 0 ÊÍÔ âûïîëíè-

ìà, òî âåðîÿòíîñòü âûïîëíèìîñòè Fk(n; rn) áóäåò íå ìåíüøå

M(X)2=M(X2). Òàêèì îáðàçîì, åñëèM(X2) = O
�
M(X)2

�
ïðè n!1,
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òî rk � r ïî ñëåäñòâèþ óòâåðæäåíèÿ 1. D. Achlioptas è Y. Peres èññëåäîâà-

ëè ïðèìåíèìîñòü ìåòîäà âòîðûõ ìîìåíòîâ ê ðàçëè÷íûì ñëó÷àéíûì âå-

ëè÷èíàì. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàX0 ðàâíà ÷èñ-

ëó âûïîëíÿþùèõ íàáîðîâ ñëó÷àéíîé ôîðìóëû, X0 = jNFk(n;rn)j, ìåòîä

âòîðûõ ìîìåíòîâ íå äàåò ðåçóëüòàòîâ, ïîñêîëüêó M(X0)
2=M(X2

0) ! 0

ïðè n!1.

Äëÿ óëó÷øåíèÿ íèæíåé îöåíêè ïîðîãà âûïîëíèìîñòè òðåáóåòñÿ âû-

áðàòü òàêóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíóX, ÷òî èçX > 0 ñëåäóåò âûïîëíèìîñòü

ôîðìóëû, è ê X ïðèìåíèì ìåòîä âòîðûõ ìîìåíòîâ.

Â ïàðàãðàôå 1:3 ïðèâåäåíû ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûìè D. Achlioptas è

Y. Peres ðóêîâîäñòâîâàëèñü ïðè âûáîðå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. ÏóñòüW �

ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ ôóíêöèé âèäà w(�; c), ãäå � 2 f0; 1gn;

à c � íåêîòîðàÿ k-áóêâåííàÿ ñêîáêà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí

X =
X
�

Y
c

!(�; c);

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì � 2 f0; 1gn, à ïðîèçâåäåíèå � ïî âñåì ñêîáêàì

ñëó÷àéíîé ÊÍÔ, è !(�; c) 2 W .

Òàê êàê ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå â ôîðìóëó, âûáèðàþòñÿ ðàâíîâåðî-

ÿòíî, åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè âèäà !(�; c) = !
v(�;c), ãäå

v(�; c) � ýòî ÷èñëî áóêâ ñêîáêè c, îáðàùàþùèõñÿ â åäèíèöó íà íàáîðå

�. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ! îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì k + 1 ïàðàìåòðîâ

!0; !1; : : : ; !k. Ìåòîä âòîðûõ ìîìåíòîâ ïðèìåíèì, åñëè èç íåâûïîëíèìîñ-

òè ôîðìóëû ñëåäóåò X = 0. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè !0 = 0. Êðîìå

òîãî, ðàâåíñòâî
kX

i=1

!i

�
k

i

�
(k � 2i) = 0

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà âòîðûõ ìîìåí-

òîâ.

Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ íîðìèðîâêè, âûáîð ôóíêöèè ! óäàåòñÿ ñâåñòè ê

âûáîðó k � 2 ïàðàìåòðîâ.
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Ïðèâåäåíû âûðàæåíèÿ äëÿMX èM(X2), êîòîðûå ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ

áëàãîäàðÿ íåçàâèñèìîñòè âûáîðà ñêîáîê è ëèíåéíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ.

D. Achlioptas è Y. Peres ñðåäè âñåõ ÷ëåíîâ êëàññà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

X âûáðàëè îäíó ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, êîòîðàÿ, ïî ñëîâàì àâòîðîâ, ïî-

çâîëÿëà ïîëó÷èòü íàèëó÷øèå äëÿ äàííîãî êëàññà íèæíèå îöåíêè ïîðîãà

âûïîëíèìîñòè, õîòÿ ñòðîãî ýòî íå äîêàçûâàëîñü. Îíè âûáðàëè

!(�; c) =
1

Z
�v(�;c);

ãäå Z è � � êîíñòàíòû. Òàêîé âûáîð ñóùåñòâåííî óïðîùàåò íåîáõîäèìûå

âû÷èñëåíèÿ è ðàññóæäåíèÿ.

Â ïàðàãðàôå 1:4 ìåòîä, êîòîðûé ïðèìåíèëè D. Achlioptas è Y. Peres,

îáîáùàåòñÿ ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ áîëåå òî÷íûõ íèæíèõ îöåíîê ïîðîãà âû-

ïîëíèìîñòè.

Ïóñòü N+ � f0; 1gn � ìíîæåñòâî íàáîðîâ, íà êîòîðûõ íå ìåíåå ïîëî-

âèíû áóêâ ôîðìóëû îáðàùàþòñÿ â åäèíèöó.

Îñíîâíîé âêëàä âM(X2) äàþò íàáîðû, íà êîòîðûõ â åäèíèöó îáðàùà-

åòñÿ ìåíüøå ïîëîâèíû áóêâ ôîðìóëû. Ïîýòîìó èìååò ñìûñë ðàññìîòðåòü

ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

X+ =
X
�2N+

Y
c

!(�; c):

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòüMX+, äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 4. M(X+)=M(X)! 1=2.

Ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ îöåíêè ñâåðõó M(X2
+). Íàéäåíà ôóíêöèÿ

gr(�; �), çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðîâ r, !1; : : : ; !k, òàêàÿ, ÷òî âåðíà ñëåäó-

þùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ ôèêñèðîâàííîãî r ñóùåñòâóþò !i, i = 1; k è

êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ b(�) � 1, òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ � 6= 1=2

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî gr(1=2; 1) > gr(�; b(�)). Ïóñòü êðîìå òîãî

g00r (�; 1) < 0 ïðè � = 1=2. Òîãäà r � íèæíÿÿ îöåíêà ïîðîãà k-âûïîëíè-

ìîñòè.
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Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ íèæíåé îöåíêè ïîðîãà k-âûïîëíè-

ìîñòè äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî k ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé çàäà÷å.

Íóæíî íàéòè r, ïàðàìåòðû !1; : : : ; !k è êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ

b(�) � 1, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå òåîðåìû 1. Òàêóþ çàäà÷ó ìîæíî

ðåøàòü ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.

Â ïàðàãðàôå 1:5 ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 1 óëó÷øåíû íèæíèå îöåíêè

ïîðîãà k-âûïîëíèìîñòè ïðè k = 4; 5; 6; 7. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ !1; : : : ; !k

ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ïðîñòåéøåãî ìåòîäà èòåðàòèâíîãî ñïóñêà.

Òåîðåìà 2. r4 � 8;09; r5 � 18;91; r6 � 40;81; r7 � 84;87.

Â ãëàâå 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ ïðèñóòñòâèÿ âî ìíîæåñòâå âûïîë-

íÿþùèõ íàáîðîâ ñëó÷àéíîé k-ÊÍÔ ãðàíåé ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé.

Â ïàðàãðàôå 2:1 èñïîëüçóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ïðèñóòñòâèå ôèêòèâ-

íûõ ïåðåìåííûõ â ôîðìóëå îáåñïå÷èâàåò íàëè÷èå ãðàíåé â ìíîæåñòâå åå

âûïîëíÿþùèõ íàáîðîâ. Åñëè ó ôîðìóëû åñòü îäèí âûïîëíÿþùèé íàáîð,

òî ïðèñâàèâàÿ ôèêòèâíûì ïåðåìåííûì âñåâîçìîæíûå çíà÷åíèÿ, ïîëó-

÷èì ãðàíü, ñîñòîÿùóþ èç âûïîëíÿþùèõ íàáîðîâ, ïðè÷åì ðàçìåðíîñòü

ãðàíè ðàâíà ÷èñëó ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ. Ýòî ÷èñëî îöåíåíî ñ ïî-

ìîùüþ ìåòîäà âòîðûõ ìîìåíòîâ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü c � êîíñòàíòà, c < e�kr. Òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ,

ñòðåìÿùåéñÿ ê åäèíèöå, íå ìåíåå cn èç ïåðåìåííûõ x1; : : : ; xn íå âîé-

äóò â ôîðìóëó Fk(n; rn).

Íàïðàâëåíèåì ãðàíè B
n;i1;:::;iq
�1:::�q

= f(x1; : : : ; xn) 2 Bn : xi1 = �1; : : : ; xiq =

�qg íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî fi1; : : : ; iqg íîìåðîâ êîîðäèíàò, ïðèíèìàþùèõ

åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå â ãðàíè.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü r < rk, c < e�kr. Òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñòðåìÿ-

ùåéñÿ ê åäèíèöå, ìíîæåñòâî âûïîëíÿþùèõ íàáîðîâ ñëó÷àéíîé ôîðìó-

ëû (NFk(n;rn)) ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà ãðàíè îäíîãî íàïðàâëåíèÿ ðàç-

ìåðíîñòè cn.
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Êðîìå òîãî, â ïàðàãðàôå ñäåëàíî ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ïî-

ðîãà ïðèñóòñòâèÿ ãðàíåé:

Ïðåäïîëîæåíèå. Äëÿ ëþáîãî k � 2 è äëÿ ëþáîãî s, 0 < s < 1, ñó-

ùåñòâóåò òàêîå rk;s, ÷òî

åñëè r < rk;s, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñòðåìÿùåéñÿ ê åäèíèöå, â NFk(n;rn)

íàéäåòñÿ ãðàíü ðàçìåðíîñòè ns,

åñëè r > rk;s, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñòðåìÿùåéñÿ ê åäèíèöå, â NFk(n;rn)

îòñóòñòâóþò ãðàíè ðàçìåðíîñòè ns.

Íàçîâåì òàêîå rk;s ïîðîãîì ïðèñóòñòâèÿ ãðàíåé.

Â ïàðàãðàôå 2:2 äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïîðîãà â ôîðìå ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè äëÿ ïðèñóòñòâèÿ ãðàíåé. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä,

êîòîðûé ðàçðàáîòàëè E. Friedgut è J. Bourgain â 1999 ãîäó.2 (Óòâåðæäå-

íèå 4).

Ëåììû 5 � 9 ñîäåðæàò óòâåðæäåíèÿ òåõíè÷åñêîãî õàðàêòåðà, ïîçâî-

ëÿþùèå ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 4. Äëÿ âñåõ k � 2 è s 2 (0; 1) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü rk;s(n), ÷òî äëÿ ëþáîãî " > 0

åñëè r = (1� ")rk;s(n), òî ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñòðåìÿùåéñÿ ê åäèíèöå,

â NFk(n;rn) íàéäåòñÿ ãðàíü ðàçìåðíîñòè ns,

åñëè r = (1+ ")rk;s(n), òî ñ âåðîÿòíîñòüþ, ñòðåìÿùåéñÿ ê åäèíèöå,

â NFk(n;rn) îòñóòñòâóþò ãðàíè ðàçìåðíîñòè ns.

Òåîðåìà 4 â ÷àñòíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî âåðåí àíàëîã ñëåäñòâèÿ óòâåðæ-

äåíèÿ 1 äëÿ ãðàíåé.

Ñëåäñòâèå. Çàôèêñèðóåì s 2 (0; 1), r > 0, k � 3. Åñëè âåðîÿòíîñòü

ïðèñóòñòâèÿ â NFk(n;rn) ãðàíè ðàçìåðíîñòè ns îãðàíè÷åíà ñíèçó ïîëî-

æèòåëüíîé êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò n, òî rk;s � r.

Â ïàðàãðàôå 2:3 èññëåäóåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ ÷èñëó ãðà-

íåé ðàçìåðíîñòè ns â NFk(n;rn),

X0 =
X
�2Gn

ns

1��NFk(n;rn)
;
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ãäå Gn
ns � ìíîæåñòâî ãðàíåé ðàçìåðíîñòè ns n-ìåðíîãî êóáà. Ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ âîïðîñ, âîçìîæíî ëè ïðèìåíèòü ê X0 ìåòîä âòîðûõ ìîìåíòîâ

àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ïåðâîé ãëàâå. Ïîëó÷åíû âû-

ðàæåíèÿ äëÿ MX0 è M(X2
0), è äîêàçàíî, ÷òî ïðè âñåõ k � 3 è r > 0

îòíîøåíèåM(X0)
2=M(X2

0) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì

ñëó÷àå íå óäàåòñÿ ïðèìåíèòü ìåòîä âòîðûõ ìîìåíòîâ äëÿ îöåíêè ïîðîãà

ïðèñóòñòâèÿ ãðàíåé.

Â ïàðàãðàôå 2:4, ÷òîáû îáîéòè ïðîáëåìû, âîçíèêøèå â ïðåäûäó-

ùåì ïàðàãðàôå, îáîáùåí ïîäõîä èç ïåðâîé ãëàâû. ÏóñòüW � ìíîæåñòâî

äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ ôóíêöèé âèäà !(�; c), ãäå � 2 Gn
ns � ãðàíü ðàç-

ìåðíîñòè ns n-ìåðíîãî êóáà, à c � íåêîòîðàÿ ñêîáêà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ

êëàññ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

X =
X
�2Gn

ns

Y
c

!(�; c);

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì � 2 Gn
ns, à ïðîèçâåäåíèå � ïî âñåì ñêîáêàì

ñëó÷àéíîé ôîðìóëû, è !(�; c) 2 W .

Íàéäåí ìåòîä ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê ïîðîãà ïðèñóòñòâèÿ ãðàíåé

ðàçìåðíîñòè ns â NFk(n;rn) ïðè k � 3. Òî÷íåå, íàéäåíà ôóíêöèÿ gr(�; �),

çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðîâ r, !1; : : : ; !k, òàêàÿ, ÷òî âåðíà ñëåäóþùàÿ òåî-

ðåìà.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü r � òàêîå, ÷òî ó ôóíêöèè gr(�; �) åñòü åäèíñò-

âåííûé ìàêñèìóì â òî÷êå
�
(1�s)2

2
; s(1� s)

�
. Òîãäà rk;s � r.

Ðàâåíñòâî

kX
i=1

!i

�
k

i

��
1� s

1 + s

�i

(k(1� s)� 2i) = 0

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì òîãî, ÷òî gr(�; �) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà

â ýòîé òî÷êå.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ íèæíåé îöåíêè ïîðîãà ïðèñóòñò-

âèÿ ãðàíåé ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé çàäà÷å. Íóæíî íàéòè r è ïàðàìåòðû
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!1; : : : ; !k, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå òåîðåìû 5. Òàêóþ çàäà÷ó ìîæíî

ðåøàòü ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.

Â ïàðàãðàôå 2:5 ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà ïðè

k = 7. Ïðèâåäåíû íèæíèå îöåíêè r7;s äëÿ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé s, ïîëó-

÷åííûå ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 5, â ñðàâíåíèè ñ îöåíêàìè, êîòîðûå ìîãóò

áûòü ïîëó÷åíû èç òåîðåìû 3.

s 10�1 10�2 10�3 10�4 10�9

Íèæíÿÿ îöåíêà r7;s, òåîðåìà 3 0,32 0,65 0,98 1,31 2,96

Íèæíÿÿ îöåíêà r7;s, òåîðåìà 5 53,76 80,52 82,48 82,64 82,66
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