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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò
òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè, îïèñûâàåìûìè îáûêíîâåí-
íûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, ðàçðàáîòàí äîñòàòî÷íî ïîëíî.
Ôóíäàìåíòàëüíûì ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì â ýòîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ
ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà.

Îäíèì èç âàæíûõ ðàçäåëîâ òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ, ãäå
èçó÷àþòñÿ äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû ñ ðàçðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè è îáîá-
ùåííûìè óïðàâëåíèÿìè èìïóëüñíîãî òèïà � âåêòîðíûìè ìåðàìè. Ýòî
îáóñëîâëåíî â ÷àñòíîñòè òåì, ÷òî ìíîãèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ, ïåðâîíà÷àëüíî ïîñòàâëåííûå êàê êëàññè÷åñêèå, íå èìåþò ðåøåíèÿ â
òðàäèöèîííîì êëàññå àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ òðàåêòîðèé è èçìåðèìûõ
îãðàíè÷åííûõ óïðàâëåíèé. Åñëè â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé óïðàâëåíèÿ íåîãðàíè÷åíî,
òî â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à ìîæåò íå èìåòü ðåøåíèÿ â êëàññå îáû÷íûõ
óïðàâëåíèé.

Ïåðâûå ïðèêëàäíûå çàäà÷è, èìåþùèå ïîäîáíûå îñîáåííîñòè, âîçíèê-
ëè â ðàêåòîäèíàìèêå. Íàèáîëåå ÿðêèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ øèðîêî èç-
âåñòíàÿ çàäà÷à Ëîóäåíà î ïåðåâîäå êîñìè÷åñêîãî êîðàáëÿ ñ îäíîé îðáèòû
íà äðóãóþ ïðè ìèíèìàëüíîì ðàñõîäå òîïëèâà.

Íàãëÿäíûì ïðèìåðîì èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ â ìàêðîýêîíîìèêå
ìîãóò ñëóæèòü òàê íàçûâàåìûå ìîíåòàðíûå èìïóëüñû � ðåçêèå èçìå-
íåíèÿ äåíåæíîé ìàññû â îáðàùåíèè. Îíè âûçûâàþò ñêà÷êîîáðàçíîå èç-
ìåíåíèå öåíîâûõ óðîâíåé � âàæíåéøèõ ïîêàçàòåëåé ôóíêöèîíèðîâàíèÿ
ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïðè ïîïûòêå îïèñàòü äèíàìèêó öåí ñ ó÷åòîì
ìîíåòàðíûõ èìïóëüñîâ ìû âíîâü ñòàëêèâàåìñÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðàñ-
ñìàòðèâàòü ðàçðûâíûå òðàåêòîðèè.

Ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû ìîäåëèðîâàíèÿ ñêà÷êîîáðàçíûõ ïðîöåññîâ
âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè òåõíè÷åñêèõ çàäà÷. Íàïðèìåð, ðåàêöèÿ îïîðû
ïðè óäàðíîì ñòîëêíîâåíèè ñ íåþ íîã øàãàþùåãî ðîáîòà èëè ëàçåðíîå èç-
ëó÷åíèå â êâàíòîâîé ýëåêòðîíèêå ÿâëÿþòñÿ èìïóëüñíûìè ïî ñâîåé ïðè-
ðîäå. Ïîýòîìó èõ ìîäåëèðîâàíèå òàêæå íåâîçìîæíî áåç ââåäåíèÿ îáîá-
ùåííûõ òðàåêòîðèé. Òðàåêòîðíûå êîìïîíåíòû ìèíèìèçèðóþùèõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé â òàêèõ çàäà÷àõ ñâîäÿòñÿ ê ðàçðûâíûì ôóíêöèÿì, à
óïðàâëÿþùèå ôóíêöèè õàðàêòåðèçóþòñÿ íàëè÷èåì äåëüòîîáðàçíûõ ñî-
ñòàâëÿþùèõ è ñõîäÿòñÿ â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé. Ïîýòîìó âîçíèêàåò ïðî-
áëåìà ðàñøèðåíèÿ ýòîãî êëàññà çàäà÷, íàïðàâëåííàÿ íà âêëþ÷åíèå ïðå-
äåëüíûõ ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïðîöåññîâ. Íà ýòîì ïóòè è
âîçíèêàþò çàäà÷è èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ.
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Â ñòàíîâëåíèå è ðàçâèòèå òåîðèè îïòèìàëüíîãî èìïóëüñíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ âàæíåéøèé âêëàä âíåñëè ðàáîòû Í.Í. Êðàñîâñêîãî1, À.Á. Êóð-
æàíñêîãî2, Þ.Ñ. Îñèïîâà, Â.Ô. Êðîòîâà, À.Ã. ×åíöîâà, À. Áðåññàíà,
Äæ. Âàðãè, Ð. Âèíòåðà, Â.È. Ãóðìàíà3, Ì.È. Ãóñåâà, Â.À. Äûõòû,
Î.Í. Ñàìñîíþê4, Ñ.Ò. Çàâàëèùèíà, À.Í. Ñåñåêèíà5, À.Ä. Èîôôå,
Ã.À. Êîëîêîëüíèêîâîé, Á.Ì. Ìèëëåðà, Þ.Â. Îðëîâà, Ô. Ïåðåéðû,
Ô. Ðàìïàööî, Ð. Ðèøåëà, Ð. Ðîêàôåëëàðà, Â.Ì. Òèõîìèðîâà è äð. Âàæ-
íåéøóþ ðîëü ïðè ïîëó÷åíèè óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè è óïðàâëÿåìîñòè
äëÿ âûðîæäåííûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñûãðàëè ðàáîòû Å.Ð. Àâàêîâà,
À.À. Àãðà÷åâà, À.Â. Àðóòþíîâà, À.À. Ìèëþòèíà.

Îñíîâíûì îòëè÷èåì ýòîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷å-
íèå óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè è óïðàâëÿåìîñòè áåç àïðèîðíûõ ïðåäïîëî-
æåíèé íåâûðîæäåííîñòè (íîðìàëüíîñòè) èññëåäóåìûõ ïðîöåññîâ.

Öåëü ðàáîòû Îñíîâíûìè öåëÿìè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿþò-
ñÿ:

- èçó÷åíèå óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè, 2-ðåãóëÿðíîñòè è 2- íîðìàëüíîñòè
ïðèìåíèòåëüíî ê óïðàâëÿåìûì ñèñòåìàì;

- ïîëó÷åíèå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé 2-ðåãóëÿðíîñòè è
äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé 2-íîðìàëüíîñòè äëÿ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì;

- èññëåäîâàíèå ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïðè
íàëè÷èè èìïóëüñíûõ óïðàâëåíèé;

- ïîëó÷åíèå íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà
äëÿ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ èìïóëüñíûìè óïðàâëåíèÿìè, ñîäåðæà-
òåëüíûõ è â àíîðìàëüíîì ñëó÷àå.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèé. Ïîñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè âîïðîñû ðå-
øàþòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäîâ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè ôóíê-
öèé âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òåîðèè
ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ è òåîðèè âîçìóùåíèé.

1Êðàñîâñêèé Í.Í. Òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì. Ëèíåéíûå ñèñòåìû. - Ì.: Íàóêà,
1968. -475 ñ.

2Êóðæàíñêèé À.Á. Óïðàâëåíèå è íàáëþäåíèå â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè. - M.:
Íàóêà, 1977. - 392 ñ.

3Ãóðìàí Â.È. Âûðîæäåííûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. -Ì.: Íàóêà, 1977.
-304 ñ.

4Äûõòà Â.À., Ñàìñîíþê Î.Í. Îïòèìàëüíîå èìïóëüñíîå óïðàâëåíèå ñ ïðèëîæåíè-
ÿìè. -Ì.: Ôèçìàòëèò, 2000. -255 ñ.

5Çàâàëèùèí Ñ.Ò., Ñåñåêèí À.Í. Èìïóëüñíûå ïðîöåññû: Ìîäåëè è ïðèëîæåíèÿ. -Ì.:
Íàóêà, 1991. -256 ñ.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.
Ñðåäè íèõ ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå íàèáîëåå âàæíûå:

1. Èññëåäîâàíû óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè, 2-ðåãóëÿðíîñòè è 2- íîðìàëü-
íîñòè ïðèìåíèòåëüíî ê óïðàâëÿåìûì ñèñòåìàì, â òîì ÷èñëå ñè-
ñòåìàì ñ èìïóëüñíûìè óïðàâëåíèÿìè. Ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå, à
òàêæå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ 2-ðåãóëÿðíîñòè è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
2-íîðìàëüíîñòè ýòèõ ñèñòåì.

2. Èññëåäîâàíà ëîêàëüíàÿ óïðàâëÿåìîñòü äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ èì-
ïóëüñíûìè óïðàâëåíèÿìè. Ïîêàçàíî, ÷òî 2-ðåãóëÿðíûé ïî íåêîòî-
ðîìó íàïðàâëåíèþ ïðîöåññ ëîêàëüíî óïðàâëÿåì. Ïîëó÷åíû äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè 2-íîðìàëüíûõ ïðîöåñ-
ñîâ.

3. Èññëåäîâàíà áëèçîñòü íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ýêñòðå-
ìóìà äëÿ 2-íîðìàëüíûõ ïðîöåññîâ ñ èìïóëüñíûìè óïðàâëåíèÿìè.

4. Äëÿ óïðàâëÿåìûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ èìïóëüñíûìè óïðàâëå-
íèÿìè ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî è
âòîðîãî ïîðÿäêà, ñîäåðæàòåëüíûå è áåç àïðèîðíûõ ïðåäïîëîæåíèé
íîðìàëüíîñòè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Äèññåðòàöèÿ èìååò
òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ìîæåò ïðåä-
ñòàâëÿòü èíòåðåñ äëÿ ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè îïòèìàëüíîãî è èìïóëüñíî-
ãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò ñîñòàâèòü
ñîäåðæàíèå ñïåöèàëüíîãî êóðñà äëÿ ñòóäåíòîâ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
ôàêóëüòåòîâ.

Äîñòîâåðíîñòü è îáîñíîâàííîñòü ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèîííîé
ðàáîòå ðåçóëüòàòîâ âûòåêàåò èç ïðîâåäåííîé ïðîâåðêè ïîëó÷åííûõ ðå-
øåíèé, à òàêæå èç ñîâïàäåíèÿ ðÿäà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â ÷àñòíûõ
ñëó÷àÿõ ñ èçâåñòíûìè â ëèòåðàòóðå.

Àïïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäû-
âàëèñü è îáñóæäàëèñü íà:

- Âîðîíåæñêèõ âåñåííèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ "Ïîíòðÿãèíñêèå ÷òå-
íèÿ - XVI, XX"(Âîðîíåæ, 2005, 2008);

- XLII, XLIV Âñåðîññèéñêèõ êîíôåðåíöèÿõ ïî ïðîáëåìàì ìàòåìàòè-
êè, èíôîðìàòèêè, ôèçèêè è õèìèè (Ìîñêâà, ÐÓÄÍ, 2006, 2008);
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- ñåìèíàðå êàôåäðû íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ôàêóëüòåòà
ÂÌèÊ ÌÃÓ (ðóê. àêàäåìèê ÐÀÍ, ïðîô. Ñ.Ê. Êîðîâèí, 2008 );

- ñåìèíàðå êàôåäðû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ
ÌÃÓ (ðóê. ä.ô.-ì.í., ïðîô. Ô.Ï. Âàñèëüåâ, ä.ô.-ì.í., ïðîô. À.Â.Äìèò-
ðóê, 2008 );

- ñåìèíàðå êàôåäðû îáùèõ ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè-
÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ (ðóê. ä.ô.-ì.í., ïðîô. Ì.È. Çåëèêèí, 2008 );

- ñåìèíàðå êàôåäðû íåëèíåéíîãî àíàëèçà è îïòèìèçàöèè Ðîññèéñêî-
ãî óíèâåðñèòåòà äðóæáû íàðîäîâ (ðóê. ä.ô.-ì.í., ïðîô. À.Â. Àð-
óòþíîâ, ê.ô.-ì.í., äîö. Â.Í. Ðîçîâà, 2004 - 2008 ).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èçëîæåíû â ðàáî-
òàõ [1-6]. Èç ñîâìåñòíîé ðàáîòû [1] â äèññåðòàöèþ âêëþ÷åíû òîëüêî òå
ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ïîëó÷åíû ëè÷íî àâòîðîì.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ îáúåìîì 139 ñòðà-
íèö ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ãëàâ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàçäåëåíà íà ïàðà-
ãðàôû, è áèáëèîãðàôè÷åñêîãî ñïèñêà. Íóìåðàöèÿ òåîðåì, ïðåäëîæåíèé,
ëåìì, îïðåäåëåíèé, çàìå÷àíèé, à òàêæå ññûëîê íà ôîðìóëû ñêâîçíàÿ â
ïðåäåëàõ êàæäîé ãëàâû.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû
Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèîííîãî

èññëåäîâàíèÿ, ñôîðìóëèðîâàíà öåëü ðàáîòû, îïèñàíà ñòðóêòóðà è äàí
êðàòêèé îáçîð ðàáîòû, èçëîæåíû îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû, âûíî-
ñèìûå íà çàùèòó, ðàñêðûòà íàó÷íàÿ íîâèçíà è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðàâëÿåìàÿ äèíàìè-
÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîäåðæàùàÿ èìïóëüñíûå óïðàâëåíèÿ

dx(t) = f(x(t), u(t), t)dt + G(t)dµ(t), t ∈ [t1, t2], (1)
x(t1) = x1, x(t2) = x2, (2)
W (x1, x2) = 0, µ ∈ K. (3)

Çäåñü t ∈ [t1, t2] � âðåìÿ, t1 < t2 çàäàíû, x � ôàçîâàÿ ïåðåìåí-
íàÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â n-ìåðíîì àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
Rn, u = (u1, u2, . . . , um) ∈ Rm - óïðàâëåíèå, f � n-ìåðíàÿ, G �n × k-
ìåðíàÿ, à W � w-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèè (n, m,w � íàòóðàëüíûå ÷èñ-
ëà). Ôóíêöèÿ W ïðåäïîëàãàåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìîé, à ôóíêöèÿ G � íåïðåðûâíîé. n-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ f óäîâëå-
òâîðÿåò ñëåäóþùèì ïðåäïîëîæåíèÿì: ïðè ïî÷òè âñåõ ôèêñèðîâàííûõ t
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f(x, u, t) � äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî (x, u) ôóíêöèÿ;
äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ (x, u) ôóíêöèè f(x, u, t), ∂f(x, u, t)/∂(x, u),
∂2f(x, u, t)/∂(x, u)2 èçìåðèìû ïî t è íà ëþáîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå
îãðàíè÷åíû è íåïðåðûâíû ïî (x, u) ðàâíîìåðíî ïî t.

K =

{
µ ∈ C∗ (

[t1, t2];Rk
)

: ∀ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ϕ : ϕ(t) ∈ K∗ ∀ t,

∫

B

ϕ(t)dµ ≥ 0 ∀ áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B ⊂ [t1, t2]

}
,

ãäå K ⊆ Rk � çàäàííûé îñòðûé âûïóêëûé çàìêíóòûé êîíóñ, K∗ � åãî
ñîïðÿæåííûé. Äðóãèìè ñëîâàìè, µ � k-ìåðíàÿ ìåðà Áîðåëÿ, òàêàÿ, ÷òî
µ(B) ⊂ K äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B.

Â êà÷åñòâå êëàññà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî ïàð (u, µ) : µ ∈ K, u ∈ Lm

∞[t1, t2].
Òðîéêà (x(t), u(t), µ(t)), t ∈ [t1, t2], íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì ïðîöåñ-

ñîì, åñëè (u(·), µ(·)) � äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå, à x(·) � ñîîòâåòñòâóþùåå
åìó ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), ò.å.

x(t) = x(t1) +

t∫

t1

f(x(τ), u(τ), τ)dτ +

∫

[t1,t]

G(τ)µ(τ) ∀ t ∈ (t1, t2], (4)

êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò êîíöåâûì îãðàíè÷åíèÿì (2), (3). Â ñèëó ðåãóëÿð-
íîñòè ìåðû µ ôóíêöèÿ x(·) íåïðåðûâíà ñëåâà.

Â ãëàâå 1 èññëåäîâàíû óñëîâèÿ 2-ðåãóëÿðíîñòè è 2-íîðìàëüíîñòè ïðè-
ìåíèòåëüíî ê óïðàâëÿåìîé ñèñòåìå (1)- (3), à òàêæå äëÿ ñîîòâåòñâóþùåé
åé êëàññè÷åñêîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû. Êðîìå òîãî, ïîëó÷åíû íåîáõîäè-
ìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ 2-ðåãóëÿðíîñòè è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ 2-
íîðìàëüíîñòè.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðàâëÿåìàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

ẋ = f(x, u, t), t ∈ [t1, t2], (5)

x(t1) = x1. (6)
Ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò òåì æå ïðåäïîëîæåíèÿì, ÷òî è âûøå.
Â êà÷åñòâå êëàññà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæå-

ñòâî èçìåðèìûõ ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé u ∈ Lm
∞[t1, t2].
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Ïàðà âåêòîð-ôóíêöèé (x(t), u(t)), t ∈ [t1, t2], íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì
ïðîöåññîì, åñëè u(·) � äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå, à x(·) � ñîîòâåòñòâóþùåå
åìó ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (6).

Ôèêñèðóåì òî÷êó (x̂1, û(·)) ∈ Rn × Lm
∞[t1, t2], òàêóþ, ÷òî (x̂, û) � äî-

ïóñòèìûé ïðîöåññ, è x̂(t1) = x̂1.
Äëÿ çàäàííîãî ξ(·) ∈ Lm

∞[t1, t2] ÷åðåç δ1xξ(·) îáîçíà÷èì ðåøåíèå ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ

d

dt
δ1xξ =

∂f

∂x
(x̂(t), û(t), t)δ1xξ +

∂f

∂u
(x̂(t), û(t), t)ξ(t)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
δ1xξ(t1) = 0.

Äëÿ çàäàííûõ ξ(·), η(·) ∈ Lm
∞[t1, t2] ÷åðåç δ2xξη(·) îáîçíà÷èì ðåøåíèå

ñèñòåìû óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ

d

dt
(δ2xξη)(t) =

∂f

∂x
(x̂(t), û(t), t)δ2xξη(t)dt+

∂2f

∂x2
(x̂(t), û(t), t)[δ1xξ(t), δ1xη(t)]+

+
∂2f

∂x∂u
(x̂(t), û(t), t)[δ1xξ(t), η(t)] +

∂2f

∂x∂u
(x̂(t), û(t), t)[δ1xη(t), ξ(t)]+

+
∂2f

∂u2
(x̂(t), û(t), t)[ξ(t), η(t)]

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
δ2xξη(t1) = 0.

Ïîëîæèì T (x̂1, û(·)) = {h ∈ Lm
∞[t1, t2] : δ1xh(t2) = 0, ∃g ∈ Lm

∞[t1, t2] :
δ2xhh(t2) = δ1xg(t2)}.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü h ∈ T (x̂1, û(·)). Äëÿ çàäà÷è (5), (6) â òî÷êå
(x̂1, û(·)) âûïîëíåíî óñëîâèå 2-ðåãóëÿðíîñòè ïî íàïðàâëåíèþ h, åñëè

∀ y ∈ Rn ∃ ξ1, ξ2 ∈ Lm
∞[t1, t2] :

δ1xξ1(t2) + δ2xhξ2(t2) = y,

δ1xξ2(t2) = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ Rn íà
îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà {y ∈ Rn : ∃ξ ∈ Lm

∞[t1, t2] :
y = δ1xξ(t2)}.

Ïîêàçàíî, ÷òî 2-ðåãóëÿðíûé ïî íåêîòîðîìó íàïðàâëåíèþ ïðîöåññ ÿâ-
ëÿåòñÿ ëîêàëüíî óïðàâëÿåìûì, à èìåííî, äîêàçàíà

Òåîðåìà 2.1. Åñëè äëÿ çàäà÷è (5), (6) â òî÷êå (x̂1, û(·)) âûïîëíå-
íî óñëîâèå 2-ðåãóëÿðíîñòè ïî íåêîòîðîìó íàïðàâëåíèþ h, òî ïðîöåññ
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(x̂(·), û(·)) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî óïðàâëÿåìûì èç òî÷êè x̂1 ∈ Rn â òî÷êó
x̂(t2), ò.å. ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû κ1, κ2 òàêèå, ÷òî

∀z : |z − x̂(t2)| < κ1 ∃uz ∈ Lm
∞[t1, t2] : x(t2) = z,

‖ uz − û ‖Lm∞≤ κ2(|x̂(t2)− z|+ |P (x̂(t2)− z)|1/2),

ãäå x(·) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

ẋ = f(x, uz(t), t), t ∈ [t1, t2], x(t1) = x̂(t1).

Ïîëó÷åíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, ãàðàíòèðóþùåå ëîêàëüíóþ óïðàâëÿ-
åìîñòü 2-íîðìàëüíîãî ïðîöåññà.

Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ëîêàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåì ñ èìïóëüñ-
íûìè óïðàâëåíèÿìè.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðàâëÿåìàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

dx(t) = f(x(t), u(t), t)dt + G(t)dµ(t), t ∈ [t1, t2], (7)

x(t1) = x1, µ ∈ K. (8)
Ôóíêöèè f è G óäîâëåòâîðÿþò òåì æå ïðåäïîëîæåíèÿì, ÷òî è âûøå.
Â êà÷åñòâå êëàññà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæå-

ñòâî ïàð (u, µ) : u ∈ Lm
∞[t1, t2], µ ∈ K.

Òðîéêà (x(t), u(t), µ(t)), t ∈ [t1, t2], íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì ïðîöåñ-
ñîì, åñëè (u(·), µ(·)) � äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå, à x(·) � ñîîòâåòñòâóþùåå
åìó ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7), ò.å. èìååò ìåñòî (4), êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò
íà÷àëüíîìó óñëîâèþ èç (8).

Ôèêñèðóåì òî÷êó (x̂1, û(·), µ̂(·)) ∈ Rn × Lm
∞[t1, t2] × K, òàêóþ, ÷òî

(x̂, û, µ̂) � äîïóñòèìûé ïðîöåññ, è x̂(t1) = x̂1.
Äëÿ çàäàííûõ ξ(·) ∈ Lm

∞[t1, t2], ν ∈ TK(µ̂) ÷åðåç δ1xξν(·) îáîçíà÷èì
ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ

d(δ1xξν)(t) =
∂f

∂x
(x̂(t), û(t), t)δ1xξν(t)dt +

∂f

∂u
(x̂(t), û(t), t)ξ(t)dt + G(t)dν(t)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
δ1xξν(t1) = 0.

Äëÿ çàäàííûõ ξ(·), η(·) ∈ Lm
∞[t1, t2], ν, θ ∈ TK(µ̂) ÷åðåç δ2xξηνθ(·) îáî-

çíà÷èì ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ

d(δ2xξηνθ)(t) =
∂f

∂x
(x̂(t), û(t), t)δ2xξηνθ(t)dt+

∂2f

∂x2
(x̂(t), û(t), t)[δ1xξν(t), δ1xηθ(t)]+

+
∂2f

∂x∂u
(x̂(t), û(t), t)[δ1xξν(t), η(t)] +

∂2f

∂x∂u
(x̂(t), û(t), t)[δ1xηθ(t), ξ(t)]+
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+
∂2f

∂u2
(x̂(t), û(t), t)[ξ(t), η(t)]

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
δ2xξηνθ(t1) = 0.

Ïîëîæèì C = {y ∈ Rn : ∃ξ ∈ Lm
∞[t1; t2],∃ν ∈ TK(µ̂) + Lin{µ̂} :

δ2xξν(t2) = y}.
Ïîëîæèì T (x̂1, û(·), µ̂(·)) = {(h, g) ∈ Lm

∞[t1, t2] × (TK(µ̂) + Lin{µ̂}) :
δ1xhg(t2) = 0, ∃(h̄, ḡ) ∈ Lm

∞[t1, t2] × (TK(µ̂) + Lin{µ̂}) : −δ2xhhgg(t2) =
δ1xh̄,ḡ(t2)}.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ïóñòü (h, g) ∈ T (x̂1, û(·), µ̂(·)). Äëÿ çàäà÷è (7), (8)
â òî÷êå (x̂1, û(·), µ̂(·)) âûïîëíåíî óñëîâèå 2-ðåãóëÿðíîñòè îòíîñèòåëüíî K
ïî íàïðàâëåíèþ (h, g), åñëè

∀ y ∈ Rn ∃ ξ1, ξ2 ∈ Lm
∞[t1, t2], ∃ν1, ν2 ∈ TK(µ̂) + Lin{µ̂} :

δ1xξ1ν1(t2) + δ2xhξ2gν2(t2) = y,

δ1xξ2ν2(t2) = 0.

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü äëÿ çàäà÷è (7), (8) â òî÷êå (x̂1, û(·), µ̂(·)) âûïîë-
íåíî óñëîâèå 2-ðåãóëÿðíîñòè îòíîñèòåëüíî K ïî íåêîòîðîìó íàïðàâëå-
íèþ (h, g). Òîãäà ïðîöåññ (x̂1, û(·), µ̂(·)) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî óïðàâëÿåìûì
èç òî÷êè x̂1 ∈ Rn â òî÷êó x̂(t2), òî åñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî l ∈ riC ñóùå-
ñòâóþò êîíñòàíòû κ1 > 0, κ2 > 0, κ3 > 0 òàêèå, ÷òî

∀z : |z − x̂(t2)| < κ1 ∃uz ∈ Lm
∞[t1, t2], µz ∈ K(TK(µ̂) + Lin{µ̂}) :

x(t2) = z,

‖ uz − û ‖Lm∞ + ‖ µz − µ̂ ‖C∗≤ κ2

(|x̂(t2)− z|+ ρ(x̂(t2)− z, Cκ3)
1/2)

)
,

ãäå x(·) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

dx(t) = f(x(t), uz(t), t)dt + G(t)dµz(t), x(t1) = x̂(t1),

ρ� ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ìíîæåñòâà è Cκ3 = cone(Bκ3(l)) ∩ LinC.
Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè èññëåäîâàíà áëèçîñòü ìåæäó íåîáõîäè-

ìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ýêñòðåìóìà äëÿ 2-íîðìàëüíûõ çàäà÷
îïòèìàëüíîãî èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ, çà-
êëþ÷àþùàÿñÿ â ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

J = J(x1, u, µ) = W0(x1, x2) +

t2∫

t1

f 0(x(t), u(t), t)dt +

∫

[t1,t2]

g0(t)dµ(t) → min

(9)
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íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ïðîöåññîâ, îïèñûâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíîé
ñâÿçüþ è êîíöåâûìè îãðàíè÷åíèÿìè (1)-(3).

Çäåñü g0 �k-ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, W0 è f 0 � ñêàëÿðíûå ôóíêöèè.
Ôóíêöèÿ W0 ïðåäïîëàãàåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé,
ôóíêöèÿ f 0 � äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé ïî x è u äëÿ ï.â. t ∈ [t1, t2], à
ôóíêöèÿ g0 � íåïðåðûâíîé.

Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâàõ Rn ×Rm ×R1 ×Rn ×R1 è Rn ×Rn ×R1+w

ãàìèëüòîíèàí è ìàëûé ëàãðàíæèàí ïî ôîðìóëàì

H(x, u, t, ψ, λ0) = 〈f(x, u, t), ψ〉 − λ0f 0(x, u, t),

l(x1, x2, λ) = λ0W0(x1, x2) +
〈
λ1,W (x1, x2)

〉
, λ = (λ0, λ1).

Çäåñü λ0 ∈ R1, λ1 ∈ Rw, à ψ � n-ìåðíûé âåêòîð-ñòîëáåö. Ïóñòü (x̂, û, µ̂)�
çàäàííûé äîïóñòèìûé ïðîöåññ.

Îïðåäåëåíèå 3.1.Ïðîöåññ (x̂, û, µ̂) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ýéëåðà-
Ëàãðàíæà, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð λ 6= 0, ÷òî λ0 ≥ 0 è äëÿ âåêòîð-
ôóíêöèè ψ, ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

ψ̇ = −∂H(x̂(t), û(t), t, ψ(t))/∂x, ψ(t1) = ∂l(x̂1, x̂2, λ)/∂x1,

èìååò ìåñòî

∂H(x̂(t), û(t), t, ψ(t), λ0)/∂u = 0 äëÿ ï.â. t ∈ [t1, t2],

ψ(t2) = −∂l(x̂1, x̂2, λ)/∂x2,

〈ψ(t), G(t)v〉 − λ0
〈
g0(t), v

〉 ≤ 0 ∀v ∈ K, ∀t ∈ [t1, t2],

〈ψ(t), G(t)v̂(t)〉 − λ0
〈
g0(t), v̂(t)

〉
= 0 äëÿ µ̂− ï.â. t ∈ [t1, t2].

Çäåñü v̂(t) = dµ̂
d|µ̂|(t) � ïðîèçâîäíàÿ Ðàäîíà-Íèêîäèìà, |µ̂| � ïîëíàÿ âàðè-

àöèÿ µ̂, x̂1 = x̂(t1), x̂2 = x̂(t2).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ(x̂, û, µ̂) ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ λ, êîòîðûå îòâå-

÷àþò çàäàííîé ýêñòðåìàëè (x̂, û, µ̂) â ñèëó óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà.
Åñëè êîíóñ Λ íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ âèäà (0, λ1) (ò.å. ýëåìåíòîâ ñ

λ0 = 0), òî çàäà÷à íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàäà÷ó
íàçûâàþò àíîðìàëüíîé è äëÿ íåå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà
âûïîëíÿþòñÿ òðèâèàëüíî.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè óñëîâèé âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ïðîöåññà (x̂, û, µ̂)
ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñèñòåìó óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ

d(δx) =
∂f

∂x
(x̂(t), û(t), t)δxdt +

∂f

∂u
(x̂(t), û(t), t)δu(t)dt + G(t)d(δµ)(t). (10)
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Çäåñü δu ∈ Lm
∞[t1, t2], δµ ∈ TK(µ̂), à ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â âàðèàöèÿõ

äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

∂W

∂x1

(x̂1, x̂2)δx(t1) = 0,
∂W

∂x2

(x̂1, x̂2)δx(t2) = 0. (11)

Ïóñòü λ ∈ Λ(x̂, û, µ̂). Íà ïðîñòðàíñòâå V = Rn × Lm
∞[t1, t2] ïàð (ζ, δu)

îïðåäåëèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó Ωλ ôîðìóëîé

Ωλ(ζ, δu) =
∂2l

∂(x1, x2)2
(x̂1, x̂2, λ) [(δx(t1), δx(t2)), (δx(t1), δx(t2))]−

−
t2∫

t1

∂2H

∂(x, u)2
(x̂, û, t, ψ) [(δx(t), δu(t)), (δx(t), δu(t))] dt.

Çäåñü è äàëåå δx � ñîîòâåòñòâóþùåå (δu, δµ) ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé
â âàðèàöèÿõ (10) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì δx(t1) = ζ.

×åðåç X îáîçíà÷èì ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî X = Rn × Lm
∞[t1, t2]×

C∗, ñîñòîÿùåå èç âñåõ òåõ (ζ, δu, δµ), ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (10) δx óäî-
âëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (11). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî öåëîãî íåîò-
ðèöàòåëüíîãî ÷èñëà r ÷åðåç Λr = Λr(x̂, û, µ̂) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òåõ
λ ∈ Λ(x̂, û, µ̂), äëÿ êîòîðûõ èíäåêñ ñóæåíèÿ ôîðìû Ωλ íà ïîäïðîñòðàí-
ñòâî X íå ïðåâûøàåò r.

Ïóñòü Φ � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû óðàâíåíèé â âàðèàöè-
ÿõ (10), ò.å. Φ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîé ñèñòåìû

d

dt
Φ =

∂f

∂x
(x̂(t), û(t), t)Φ, Φ(t1) = I,

ãäå I�åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç d ðàçìåðíîñòü ÿäðà áëî÷íîé
ìàòðèöû (Z∗

1Z
∗
2), ãäå

Z1 =
∂W

∂x1

(x̂1, x̂2) + Φ(t2)
∂W

∂x2

(x̂1, x̂2),

Z2 =
∂W

∂x2

(x̂1, x̂2)
∗Φ(t2)

∗
t2∫

t1

Φ−1(t)∗
∂f

∂u
(x̂(t), û(t), t)∗

∂f

∂u
(x̂(t), û(t), t)Φ−1(t)dt×

×Φ(t2)
∂W

∂x2

(x̂1, x̂2).
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Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü äîïóñòèìûé ïðîöåññ (x̂, û, µ̂) ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì
ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì â çàäà÷å (1)-(3), (9). Òîãäà Λd 6= Ø è äëÿ (ζ, δu, δµ) ∈
X , òàêèõ, ÷òî

t2∫

t1

[〈
δx(t),

∂f 0

∂x
(x̂(t), û(t), t)

〉
+

〈
δu(t),

∂f 0

∂u
(x̂(t), û(t), t)

〉]
dt+

+

∫

[t1,t2]

〈
g0(t), δµ̂

〉
+

〈
∂W0

∂(x1, x2)
(x̂1, x̂2), (δx(t1), δx(t2))

T

〉
≤ 0,

èìååò ìåñòî
max

λ∈Λd,|λ|=1
Ωλ(ζ, δu) ≥ 0. (12)

Ïóñòü ýêñòðåìàëü (x̂, û, µ̂) àíîðìàëüíà (ò.å. d > 0). Òîãäà åñëè conv Λd

ñîäåðæèò íåíóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî, òî óñëîâèå (12) âûïîëíÿåòñÿ àâ-
òîìàòè÷åñêè, òàê êàê ìàêñèìóì çàâèñÿùåé îò ïåðåìåííîé λ ëèíåéíîé
ôóíêöèè ïî ìíîæåñòâó, ñîäåðæàùåìó îäíîâðåìåííî äâà âåêòîðà λ̄ è
(−λ̄), íåîòðèöàòåëåí. Òàêèì îáðàçîì, åñëè êîíóñ conv Λd íå ÿâëÿåòñÿ
îñòðûì, òî óñëîâèå (12) ñîäåðæàòåëüíîé èíôîðìàöèè íå íåñåò. Ïðèâå-
äåííàÿ íèæå òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî â 2-íîðìàëüíîì ñëó÷àå ýòî íå òàê.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå "çàçîð" ìåæäó íåîáõîäèìûìè óñëîâè-
ÿìè èç òåîðåìû 3.1 è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà â
íåêîòîðîì ñìûñëå íåóëó÷øàåì:

Îïðåäåëåíèå 3.2. Äîïóñòèìûé ïðîöåññ (x̂, û, µ̂) íàçûâàåòñÿ êîíå÷-
íîìåðíûì ìèíèìóìîì, åñëè äëÿ ëþáîãî ñîäåðæàùåãî òî÷êó û êîíå÷íî-
ìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R1 ⊂ Lm

∞[t1, t2] è ëþáîãî ñîäåðæàùåãî òî÷êó
µ̂ êîíå÷íîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà R2 ⊂ C∗ ïðîöåññ (x̂, û, µ̂) ÿâëÿåòñÿ
ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì â çàäà÷å (1)-(3), (9) ñ äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè-
÷åíèåì u(·) ∈ R1, µ(·) ∈ R2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîíöåâûå îãðàíè÷åíèÿ ðåãóëÿðíû, ò.å.
rank ∂W

∂(x1,x2)
(x̂1, x̂2) = w.

Òåîðåìà 3.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äîïóñòèìûé ïðîöåññ (x̂, û, µ̂) ÿâ-
ëÿåòñÿ 2-íîðìàëüíûì äëÿ çàäà÷è (1)-(3), (9) è äëÿ íåãî âûïîëíÿþòñÿ
íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà èç òåîðåìû 3.1.

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ìàòðèöà ∂f(x̂(t), û(t), t)/∂u èìååò ðàíã m
ïðè ïî÷òè âñåõ t è ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ n-ìåðíàÿ ôóíêöèÿ ξ òàêàÿ,
÷òî ξ(t)G(t) ≡ 0 è ξ(t)∂f

∂u
(x̂(t), û(t), t) = 0 äëÿ ï.â.t ∈ [t1, t2].Òîãäà ñó-

ùåñòâóþò òàêèå âåêòîð v ∈ Rw è âåêòîð-ôóíêöèÿ β(t) ∈ Ln
∞[t1, t2], ÷òî

äëÿ ëþáîãî ε > 0 òðîéêà (x̂, û, µ̂) äîñòàâëÿåò ñòðîãèé êîíå÷íîìåðíûé
ìèíèìóì â ñëåäóþùåé âîçìóùåííîé çàäà÷å:

W0(x1, x2) + ε|(x1, x2)− (x̂1, x̂2)|2+
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+

t2∫

t1

(
f 0(x(t), u(t), t) + ε|x(t)− x̂(t)|2) dt +

∫

[t1,t2]

g0(t)dµ(t) → min,

dx(t) = f(x(t), u(t), t)dt + εβ(t)|x(t)− x̂(t)|2dt + G(t)dµ(t), t ∈ [t1, t2],

W (x1, x2) + εv|(x1, x2)− (x̂1, x̂2)|2 = 0, µ ∈ K.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè
âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ çàäà÷è (1)-(3), (9), îñíîâàííûå íà ìîäèôèöèðîâàí-
íîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà (ôóíêöèè Ëàãðàíæà - Àâàêîâà).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L1 = L1(t, x, ẋ, u, dµ, ψ) ôóíêöèþ

L1 = 〈ψ, ẋ− f(x, u, t)−G(t)dµ(t)〉 , L1 : R×Rn×Rn×Rm×Rk×Rn → R,

à ÷åðåç L2 = L2(t, x, ẋ, u, dµ, p, ψ, λ0, δ1x
h
gρ, g) ôóíêöèþ

L2 = λ0

(
f 0(x, u, t) + g0(t)dµ(t)

)
+ 〈p, ẋ− f(x, u, t)−G(t)dµ(t)〉−

− 〈
ψ, fx(x, u, t)δ1x

h
gρ + fu(x, u, t)g

〉
,

L2 : R× Rn × Rn × Rm × Rk × Rn × Rn × R× Rn × Rm → R.

Äëÿ çàäàííûõ h ∈ Rn, g(·) ∈ Lm
∞[t1, t2], ρ ∈ TK(µ̂) ÷åðåç δ1x

h
gρ(·) îáî-

çíà÷èì ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ

d(δ1x
h
gρ)(t) =

∂f

∂x
(x̂(t), û(t), t)δ1x

h
gρ(t)dt +

∂f

∂u
(x̂(t), û(t), t)g(t)dt + G(t)dρ(t)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
δ1x

h
gρ(t1) = h.

Òåîðåìà 4.2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîöåññ (x̂(·), û(·), µ̂(·)) äîñòàâëÿë ëî-
êàëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å (1)-(3), (9), íåîáõîäèìî, ÷òîáû äëÿ ëþáîé
òðîéêè (h, g(·), ρ(·)) ∈ T (x̂1, û(·), µ̂(·)) íàøëèñü òàêèå âåêòîð l ∈ Rw,
âåêòîð-ôóíêöèÿ p(·) : [t1, t2] → Rn è íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî íóëþ ÷èñëî
λ0, âåêòîð s ∈ Rk1 è âåêòîð-ôóíêöèÿ ψ(·) : [t1, t2] → Rn, ÷òî âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

1)

(
− d

dt
L1ẋ + L1x

)∣∣∣∣
(x̂(t),û(t))

= 0, (13)

L1ẋ|x̂(tj)
= (−1)j+1∂W

∂xj

∗
(x̂1, x̂2)s, j = 1, 2, (14)

L1u|(x̂(t),û(t)) = 0 äëÿ ï.â.t ∈ [t1, t2], (15)
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L1dµ|(x̂(t),û(t),µ̂) = −ψ(·)G(·) ∈ K⊕(µ̂); (16)

2)

(
− d

dt
L2ẋ + L2x

)∣∣∣∣
(x̂(t),û(t))

= 0,

L2ẋ|x̂(tj)
= (−1)j+1

(
λ0

∂W0

∂xj

(x̂1, x̂2) +
∂W

∂xj

∗
(x̂1, x̂2)l +

+
2∑

i=1

(
∂2W

∂xi∂xj

(x̂1, x̂2)δ1x
h
g(ti)

)∗
s
)
, j = 1, 2,

L2u|(x̂(t),û(t)) = 0 äëÿ ï.â.t ∈ [t1, t2],

L2dµ|(x̂(t),û(t),µ̂) = λ0g
0(·)− p(·)G(·) ∈ K⊕(µ̂),

ãäå

T (x̂1, û(·), µ̂(·)) =

{
(h, g(·), ρ(·)) ∈ Rn × Lm

∞[t1, t2]× TK(µ̂) :

2∑
i=1

∂W

∂xi

(x̂1, x̂2)δ1x
h
gρ(ti) = 0, ∀s : ∃ψ(·), óäîâëåòâîðÿþùàÿ (13)− (16),

〈
s,

2∑
i,j=1

∂2W

∂x1∂x2

(x̂1, x̂2)[δ1x
h
gρ(ti), δ1x

h
gρ(tj)]

〉
−

−
t2∫

t1

〈
ψ(t),

∂2f

∂x2
(x̂(t), û(t), t)[δ1x

h
gρ(t), δ1x

h
gρ(t)]+

+2
∂2f

∂x∂u
(x̂(t), û(t), t)[δ1x

h
gρ(t), g(t)] +

∂2f

∂u2
(x̂(t), û(t), t)[g(t), g(t)]

〉
dt = 0

}
,

K⊕(µ̂) =

{
ϕ ∈ C (

[t1, t2];Rk
)

:

∫

[t1,t2]

ϕ(t)(dµ̂− dµ)(t) ≥ 0 ∀µ ∈ K
}

.

Â çàêëþ÷åíèè ôîðìóëèðóþòñÿ îñíîâíûå âûâîäû äèññåðòàöèîííîé
ðàáîòû.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ
ïðîôåññîðó Àðàìó Âëàäèìèðîâè÷ó Àðóòþíîâó çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå
ê ðàáîòå è âñåñòîðîííþþ ïîääåðæêó.
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