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1. Общая характеристика работы
Актуальность темы

Теория стохастических интегральных уравнений Вольтерра на плоскости
начала формироваться сравнительно недавно. Она тесно связана с теорией
многопараметрических мартингалов и теорией стохастических уравнений
Вольтерра на действительной прямой.

Теория стохастических интегральных уравнений Вольтерра на R+ актив-
но развивается последние 30 лет. Например, в работе М. Л. Клепцыной и
А. Ю. Веретенникова1 получены условия существования и единственности
сильного решения и условия существования слабого решения уравнения
Вольтерра по винеровскому процессу с неслучайными коэффициентами. В ра-
боте Э. Парду и Ф. Проттера2 получены условия существования и единствен-
ности решения уравнения Вольтерра с упреждающими коэффициентами. В
работах А. М. Колодий3 4 были получены условия существования и един-
ственности сильных решений и условия существования слабых решений
уравнений Вольтерра, содержащих стохастические интегралы по компонен-
там семимартингалов и криволинейные стохастические интегралы.

Теория многопараметрических мартингалов формируется с 70-х годов про-
шлого века. В работах Ж. Уолша5, И. И. Гихмана6 и М. Доззи7 даны определе-
ния и приведены результаты исследования двупараметрической винеровской
меры, линии и множества остановки на плоскости, различных типов многопа-
раметрических мартингалов и стохастических интегралов. В работе
А. А. Гущина8 исследованы различные типы разложений двупараметрических
субмартингалов, доказаны теоремы о разложении сильных субмартингалов и
о разложении квадрата сильного мартингала на мартингал и слабо предсказу-
емое поле. В работе А. А. Гущина и Ю. С. Мишуры9 доказано существование
квадратической вариации двупараметрического сильного мартингала.

1А. Ю. Веретенников, М. Л. Клепцина, «О сильных решениях стохастических уравнений Ито-Вольтерра».
— Теория вероятностей и ее применение, 12 (1984), 32–40.

2E. Pardoux, P. Protter, «Stochastic Volterra equations with anticipating coefficients». — The Annals of
Probability, 18 (1990), 1635–1655.

3А. М. Kolodii, «On conditions for existence of strong and weak solutions of stochastic Volterra equations». —
Theory of Stochastic Processes, 2(18) (1996), 67–78.

4А. М. Kolodii, «On conditions for existence of solutions of integral equations with stochastic line integrals». —
Probability Theory and Math. Statist. (1994), 405–422.

5J. B. Walsh, «Martingales with a multidimensional parameter and stochastic integrals in the plane». — Lecture
Notes Math. 1215 (1986), 329–491.

6И. И. Гихман, Т. Е. Пясецкая, «Два типа стохастических интегралов по мартингальным мерам на плоско-
сти». — Доклады АН УССР. Серия А, 11 (1975), 963–965.

7M. Dozzi, «Twoparameter stochastic processes». — Math. Research, 61 (1991), 17–43.
8А. А. Гущин, «К общей теории случайных полей на плоскости». — Успехи мат. наук. 37, вып. 6 (1982),

53–74.
9А. А. Гущин, Ю. С. Мишура, «Неравенства Девиса и разложение Ганди для двупараметрических сильных

мартингалов». — Теория вероятностей и мат. статистика, №42 (1990), 27–35.
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Диссертация посвящена исследованию стохастических интегральных
уравнений Вольтерра

ξ(z) = η(z) +
∫

[0,z]
a(z, x, ξ)γ(z, dx) +

∫
[0,z]

b(z, x, ξ)µ(z, dx), z ∈ R2
+,

содержащих интегралы по таким случайным интегрирующим ядрам
(γ(z, x); z, x ∈ R2

+) и (µ(z, x); z, x ∈ R2
+), что для любого фиксированного

z ∈ R2
+ поле γ(z, ·) является полем локально ограниченной вариации, а поле

µ(z, ·) является сильным квадратично интегрируемым мартингалом.
Развитие теории стохастических уравнений Вольтерра на плоскости явля-

ется актуальным, что подтверждается вниманием к этой теме исследовате-
лей, развивающих стохастический анализ, и возможностью применения тео-
рии многопараметрических мартингалов и уравнений Вольтерра к построению
и исследованию математических моделей в некоторых областях приложений
стохастических интегральных уравнений.

Цель работы
Главными целями диссертации являются:
1) доказательство измеримости по параметру квадратической вариации

сильного двупараметрического мартингала и стохастического интеграла по
сильному двупаметрическому мартингалу;

2) построение и исследование стохастических интегралов, управляемых
двупараметрическими сильными мартингальными ядрами;

3) доказательство неравенств для моментов равномерных норм и модулей
непрерывности стохастических интегралов и полей, управляемых мартингаль-
ными ядрами;

4) поиск условий и доказательство существования, единственности и не-
прерывной зависимости от параметра решений стохастических уравнений
Вольтерра с локально интегрируемыми траекториями;

5) поиск условий и доказательство существования и единственности непре-
рывного решения стохастического уравнения Вольтерра на плоскости, управ-
ляемого стандартным двупараметрическим винеровским процессом.

Научная новизна
Основные результаты диссертации являются новыми и состоят в следую-

щем:
1) доказана измеримость по параметру квадратической вариации сильно-

го двупараметрического мартингала и стохастического интеграла по сильному
двупаметрическому мартингалу;

2) даны определения нескольких типов стохастических интегралов по
сильным мартингальным ядрам и исследованы их свойства;

2



3) получены неравенства для моментов равномерных норм и модулей не-
прерывности случайных полей, определяемых стохастическими интегралами
по сильным мартингальным ядрам;

4) доказаны теоремы существования и единственности решения стохасти-
ческого уравнения Вольтерра на плоскости с локально интегрируемыми тра-
екториями и с траекториями в пространствеD`; доказана теорема о непрерыв-
ной зависимости от параметра решения стохастического уравнения Вольтерра
на плоскости с локально интегрируемыми траекториями;

5) доказаны теоремы существования и единственности непрерывного ре-
шения стохастического уравнения Вольтерра на плоскости, управляемого
стандартным двупараметрическим винеровским процессом.

Методы исследования
Методы доказательств утверждений, представленных в данной работе,

опираются на применение общих методов стохастического анализа; аппарата
теории многопараметрических мартингалов и, в частности, результатов
А. А. Гущина и Ю. С. Мишуры10 о существовании и свойствах квадратической
вариации сильного мартингала; неулучшаемых достаточных условий
И. А. Ибрагимова11 существования непрерывных модификаций случайных
процессов; общих идей построения измеримых по параметру модификаций од-
нопараметрических семимартингалов и стохастических интегралов, содержа-
щихся в работах К. Долеан12 и К. Стрикера и M. Йора13; общих методов до-
казательств существования и единственности решений однопараметрических
стохастических дифференциальных уравнений и стохастических интеграль-
ных уравнений Вольтерра, содержащихся во многих работах, например,
С. Ватанабэ и Н. Икэда14, И. И. Гихмана и А. В. Скорохода15, М. Л. Клеп-
цыной и А. Ю. Веретенникова16, А. М. Колодий17.

Для исследования стохастических уравнений Вольтерра на плоскости в
диссертации применяются неравенства для моментов равномерных норм и мо-

10А. А. Гущин, Ю. С. Мишура, «Неравенства Девиса и разложение Ганди для двупараметрических сильных
мартингалов». — Теория вероятностей и мат. статистика, №42 (1990), 27–35.

11И. А. Ибрагимов, «Об условиях гладкости траекторий случайных функций». — Теория вероятностей и
ее применение, 28, вып. 2 (1983), 229–250.

12C. Doleans, «Integrales stochastiques dependant d’un parametre». — Publ. Inst. statist. Univ. Paris, 16
(1967), 23–33.

13C. Stricker, M. Yor, «Calcul stochastique d’ependant d’un parametre». — Ztchr. Wahrscheinlichkeits theorie
verw. Gebiete, 45 (1978), 109–133.

14С. Ватанабэ, Н. Икэда, «Стохастические дифференциальные уравнения и диффузионные процессы». — М.:
Наука, 1986.

15И. И. Гихман, А. В. Скороход, «Стохастические дифференциальные уравнения и их приложения». — Нау-
кова думка, Киев, 1982.

16А. Ю. Веретенников, М. Л. Клепцина, «О сильных решениях стохастических уравнений Ито-Вольтерра».
— Теория вероятностей и ее применение, 12 (1984), 32–40.

17А. М. Kolodii, «On conditions for existence of strong and weak solutions of stochastic Volterra equations». —
Theory of Stochastic Processes, 2(18) (1996), 67–78.
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дулей непрерывности случайных полей, определяемых несколькими типами
стохастических интегралов по сильным мартингальным ядрам. Эти неравен-
ства получены автором и опубликованы в работе [9]. Их доказательства при-
ведены в §2.2 главы 2. Перевод работы [9] опубликован на английском языке
в Journal of Mathematical Sciences18.

Теоретическая и практическая значимость
Работа имеет теоретический характер. Ее результаты и методы их полу-

чения могут быть применены для дальнейшего развития теории стохастиче-
ских интегро-дифференциальных уравнений, например, для поиска условий
и доказательства существования слабых решений и сходимости дискретных
аппроксимаций стохастических интегральных уравнений на плоскости. Прак-
тическая значимость диссертации заключается в возможности применения ее
результатов для построения и исследования математических моделей в неко-
торых областях естествознания, например, в стохастической биометрике.

Апробация работы
Автор выступала с докладами на следующих конференциях, где излагались

результаты, относящиеся к диссертации:
1) XXIII Конференция молодых ученых механико-математического фа-

культета МГУ имени М. В. Ломоносова (апрель 2001, Москва, МГУ) [3];
2) Международная конференция: Колмогоров и современная математика

(июнь 2003, Москва, МГУ) [17];
3) International Conference Functional Methods in Approximation Theory,

Operator Theory, Stochastic Analysis and Statistics II (октябрь 2004, Киев, Ки-
евский национальный университет имени Тараса Шевченко) [20];

4) XI Всероссийская Школа-Коллоквиум по Стохастическим Методам
(октябрь 2004, Сочи) [7];

5) Всероссийская Школа-Коллоквиум по Стохастическим Методам
(октябрь 2005, Сочи) [10];

6) International Conference Modern Stochastic: Theory and Application
(июнь 2006, Киев, Киевский национальный университет имени Тараса Шев-
ченко) [22];

7) Всероссийская Школа-Коллоквиум по Стохастическим Методам
(октябрь 2008, Волгоград) [12].

Публикации
По теме диссертации опубликована 21 работа, список которых приведен в

конце автореферата [1] — [21].
18N. A. Kolodii, «Some properties of random fields related to stochastic integrals with respect to strong

martingales». — Journal of Mathematical Sciences, 137, №1 (2006), 4531–4540.
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Структура диссертации
Диссертация состоит из введения, трех глав, заключения, списка литера-

туры, насчитывающего 49 наименований и организованного в алфавитном по-
рядке, и указателя символов. Все результаты, представленные в диссертации,
получены автором самостоятельно, за исключением формулировок несколь-
ких утверждений, цитируемых с приведением источников. Нумерация лемм,
теорем и формул начинается в каждой главе заново и состоит из двух чи-
сел. Первое число относится к номеру главы, второе — к номеру утверждения
(леммы, теоремы или формулы). Общий объем работы составляет 101 стра-
ницу.

2. Краткое содержание диссертации
В следующем описании используется нумерация лемм и теорем из текста

диссертации.

Глава 1. Измеримость по параметру квадратических вариаций
сильных мартингалов и стохастических интегралов

§1.1. Элементы теории двупараметрических сильных мартингалов
Данный параграф содержит определения используемых в дальнейшем объ-

ектов и вспомогательные результаты, среди которых — лемма 1.2 и теоре-
ма 1.1 о свойствах сильных квадратично интегрируемых мартингалов и их вза-
имных квадратических вариаций.

Пусть R2
+ = [0,∞[×[0,∞[ — первый квадрант плоскости. Для обозначе-

ния элементов R2
+ будем использовать буквы x, y, z, u, v, причем, если в од-

ном и том же выражении присутствует буква z и присутствует z1 и (или) z2,
то всегда полагаем, что z1 — первая координата, а z2 — вторая координа-
та вектора z (аналогично для x, y, u, v). Неравенства x 6 y, x < y, x > y,
x > y и структурные операции x ∨ y, x ∧ y определены поэлементно. На-
пример, x ∧ y = (x1 ∧ y1, x2 ∧ y2), неравенство x < y эквивалентно системе
неравенств x1 < y1 и x2 < y2. Соотношение x ≶ z (аналогично, соотношение
x ≷ z) означает, что x1 < z1 и x2 > z2 (соответственно, x1 > z1 и x2 < z2).
Далее, ]x, y] обозначает прямоугольник ]x, y] = {u : x < u 6 y} (пустой, если
не выполнено условие x < y), [x, y] = {u : x 6 u 6 y}.

Пусть D` обозначает пространство всех таких функций g(·) : R2
+ 7→ R`, что:

1) g непрерывна справа, т.е. lim
z6x→z

g(x) = g(z) для каждого z ∈ R2
+;

2) для каждого z ∈ R2
+ \ (R+ × {0}) существует предел lim

x≷z,x→z
g(x);

3) для каждого z ∈ R2
+ \ ({0} × R+) существует предел lim

x≶z,x→z
g(x);

4) для каждого z > 0 существует предел lim
z>x→z

g(x).
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Для g ∈ D` определим: ‖g‖z = sup
x∈[0,z]

|g(x)|, z ∈ R2
+. Введем обозначения:

R2
0 = {z ∈ R2

+ : z1 = 0 или z2 = 0}, D`
0 = {g ∈ D` : g(z) = 0 для z ∈ R2

0}.
Если X — метрическое пространство, то B(X) обозначает σ-алгебру боре-

левских подмножеств пространства X; Bz = B([0, z]).
Функцию g(·) : R2

+ 7→ R` будем называть непрерывной слева, если
lim

z>x→z
g(x) = g(z) для каждого z ∈ R2

+ \ {0}.

Приращение функции g(·) : R2
+ 7→ R на непустом прямоугольнике ]x, y]

определяем равенством: g(]x, y]) = g(y) − g(x1, y2) − g(y1, x2) + g(x). Если
]x, y] = ∅, то g(]x, y]) полагаем равным нулю.

Пусть (Ω, F , P) — полное вероятностное пространство. Двупараметриче-
ское семейство σ-алгебр F = (Fz, z ∈ R2

+) подмножеств пространства Ω бу-
дем называть фильтрацией на вероятностном пространстве (Ω, F , P), удовле-
творяющей «обычным» условиям, если:

1) Fy ⊂ Fz ⊂ F для любых y 6 z;
2) Fz содержит все элементы F нулевой вероятности;
3) Fz =

⋂
z<y

Fy для любого z;

4) выполнено условие Каироли-Уолша: для любых y и z σ-алгебры Fy и Fz

условно независимы относительно σ-алгебры Fy∧z.
Определим: F ∗

z = (
∨
s>0

F(z1,s))
∨

(
∨
t>0

F(t,z2)) для z ∈ R2
+. Класс множеств

T =
{

A
∣∣∣A ⊂ R2

+ × Ω, ([0, z] × Ω) ∩ A ∈ Bz ⊗Fz ∀z ∈ R2
+

}
называется

σ-алгеброй F-прогрессивно измеримых подмножеств пространства R2
+×Ω. σ-

алгеброй F-предсказуемых подмножеств пространства R2
+ × Ω называют ми-

нимальную σ-алгебру P , относительно которой измеримы все непрерывные
слева F-согласованные поля с действительными значениями.

Далее, M 2
S,` обозначает пространство всех квадратично интегрируемых

сильных F-мартингалов:

M 2
S,` =

{
µ

∣∣∣ µ ∈ F ∩ D`
0, E|µ(z)|2 < ∞, E{µ(]z, z′]) |F ∗

z } = 0 ∀z 6 z′
}

.

Всегда в дальнейшем D обозначает класс всех разбиений R2
+ семействами

прямоугольников

δ =
{

δi,j =]ui,j, ui+1,j+1]
∣∣∣ ui,j = (u′i, u

′′
j ), i, j ∈ {0, 1, ...}; u0,0 = (0, 0),

ui,j < ui+1,j+1, lim
i→∞

u′i = +∞, lim
j→∞

u′′j = +∞
}

.

Пусть |δ| = sup
i,j
|ui,j − ui+1,j+1|, δu,v

i,j = δi,j∩]u, v].

Для произвольных случайных полей µ ∈ M 2
S,` и ν ∈ M 2

S,d определим
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〈µ, ν〉δz =
∑
i,j

µ(δ0,z
i,j )νT(δ0,z

i,j ).

Из результатов работы А. А. Гущина и Ю. С. Мишуры19 следует, что су-
ществует такое случайное поле (〈µ, ν〉z, z ∈ R2

+) со значениями в R`×d, что
элементы матрицы 〈µ, ν〉 принадлежат F ∩ D1

0 и 〈µ, ν〉z = P-lim
|δ|→0

〈µ, ν〉δz для

каждого z ∈ R2
+.

Поле 〈µ, ν〉 называют совместной (или взаимной) квадратической вариаци-
ей сильных квадратично интегрируемых мартингалов µ и ν, 〈µ〉 = 〈µ, µ〉 назы-
вают квадратической вариацией сильного квадратично интегрируемого мар-
тингала µ. В дальнейшем будем также использовать обозначение: µ = tr〈µ〉.

Если µ ∈ M 2
S,`, p > 1, Eµ

p/2
z < ∞, то E‖µ‖p

z 6 Cp,`Eµ
p/2
z .

§ 1.2 и § 1.3 посвящены проблемам существования измеримых по пара-
метру модификаций взаимных квадратических вариаций сильных квадратич-
но интегрируемых мартингалов и стохастических интегралов по двупарамет-
рическим сильным мартингалам. Измеримость по параметру однопараметри-
ческих случайных процессов исследовалась многими авторами. Например, в
работах К. Долеан20 и К. Стрикера и M. Йора21 содержится ряд результа-
тов о существовании измеримых по параметру модификаций случайных про-
цессов, квадратических вариаций семимартингалов и управляемых ими сто-
хастических интегралов. В двупараметрическом случае решение вопроса об
измеримости по параметру имеет свои существенные особенности, не позво-
ляющие воспользоваться известными результатами для однопараметрическо-
го случая.

§1.2. Измеримость по параметру взаимных квадратических вариаций
сильных мартингалов

Пусть (Θ, U ) — произвольное измеримое пространство.
Теорема 1.2. Предположим, что выполнены следующие условия:
1) C — такая σ-алгебра подмножеств пространства Θ × R2

+ × Ω,
что C ⊂ U ⊗B(R2

+)⊗F и U × R2
+ × Ω ∈ C для каждого U ∈ U ;

2) (ξn(θ, z, ω))n∈N — такая последовательность C |B(R)-измеримых
функций, что ξn(θ, ·, ω) ∈ D1 для любых θ ∈ Θ, ω ∈ Ω, n ∈ N и

lim
r,j→∞

P{‖ξr(θ, ·)− ξj(θ, ·)‖z > ε} = 0 для любых ε > 0, θ ∈ Θ, z ∈ R2
+.

Тогда существует такая C |B(R)-измеримая функция ξ(θ, z, ω), что
19А. А. Гущин, Ю. С. Мишура, «Неравенства Девиса и разложение Ганди для двупараметрических сильных

мартингалов». — Теория вероятностей и мат. статистика, №42 (1990), 27–35.
20C. Doleans, «Integrales stochastiques dependant d’un parametre». — Publ. Inst. statist. Univ. Paris, 16

(1967), 23–33.
21C. Stricker, M. Yor, «Calcul stochastique d’ependant d’un parametre». — Ztchr. Wahrscheinlichkeits theorie

verw. Gebiete, 45 (1978), 109–133.
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для каждого θ ∈ Θ траектории случайного поля ξ(θ, ·) п.н. принадле-
жатD1 и lim

r→∞
P{‖ξr(θ, ·)−ξ(θ, ·)‖z > ε} = 0 для любых ε > 0, θ ∈ Θ, z ∈ R2

+.

Определим σ-алгебру

T̃ =
{

C
∣∣∣ C ⊂ Θ× R2

+ × Ω, C ∩ (Θ× [0, z]× Ω) ∈ U ⊗Bz ⊗Fz ∀z ∈ R2
+

}
.

Теорема 1.3. Предположим, что µ(θ, x, ω), ν(θ, x, ω) ∈ T̃ |B(R) и
µ(θ, ·), ν(θ, ·) ∈ M 2

S,1 для каждого θ ∈ Θ. Тогда существует T̃ |B(R)-
измеримая функция (θ, x, ω) 7→ 〈µ(θ), ν(θ)〉(x, ω) такая, что для каждо-
го фиксированного θ ∈ Θ траектории случайного поля 〈µ(θ), ν(θ)〉(·)
п.н. принадлежат D1

0 и 〈µ(θ), ν(θ)〉(·) является взаимной квадратиче-
ской вариацией квадратично интегрируемых сильных мартингалов
µ(θ, ·) и ν(θ, ·).

§1.3. Измеримость по параметру стохастических интегралов
по сильным мартингалам

В § 1.3 основными результатами являются: теорема 1.5, содержащая до-
казательство плотности пространства измеримых по параметру ступенчатых
случайных полей в пространстве измеримо зависящих от параметра предска-
зуемых случайных полей, и теорема 1.6 об измеримости по параметру стоха-
стического интеграла, управляемого двупараметрическим сильным мартинга-
лом.

Пусть B0 обозначает пространство всех случайных полей вида

β̂(γ, δ; θ, z, ω) = γ(θ, (0, 0), ω)I
(z)
{(0,0)} +

∞∑
i=0

γ(θ, (u′i(θ), 0), ω)I
(z)
]u′i(θ),u

′
i+1(θ)]×{0}+

+
∞∑

j=0
γ(θ, (0, u′′j (θ)), ω)I

(z)
{0}×]u′′j (θ),u′′j+1(θ)]

+
∞∑

i,j=0
γ(θ, ui,j(θ), ω)I

(z)
]ui,j(θ),ui+1,j+1(θ)]

,

где (θ, (z, ω)) 7→ γ(θ, z, ω) ∈ U ⊗P|B(R) и δ(θ) — U -измеримое разбиение
R2

+, т.е. такое семейство прямоугольников

δ(θ) =
{

δi,j(θ) =]ui,j(θ), ui+1,j+1(θ)], i, j ∈ {0, 1, ...}
}

,

что u0,0 = (0, 0), ui,j(θ) < ui+1,j+1(θ), ui,j(θ) = (u′i(θ), u
′′
j (θ)), lim

i→∞
u′i(θ) = +∞,

lim
j→∞

u′′j (θ) = +∞, ui,j(·) ∈ U |B(R2
+).

Если µ ∈ M 2
S,1(F, P), то B2(µ) обозначает класс всех таких случайных по-

лей (z, ω) 7→ β(z, ω) ∈ P|B(R), что IβIz ,
(
E

z∫
0

β2(x)µ(dx)
)1/2

< ∞ для

каждого z ∈ R2
+. Для β′, β′′ ∈ B2(µ) пусть %µ(β

′, β′′) =
∞∑

k=1
2−k

[
1∧Iβ′−β′′I(k,k)

]
.
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Теорема 1.5. Предположим, что (θ, (x, ω)) 7→ β(θ, x, ω) ∈ U ⊗P|B(R);
(θ, x, ω) 7→ µ(θ, x, ω) ∈ T̃ |B(R); µ(θ, ·) ∈ M 2

S,1 и β(θ, ·) ∈ B2(µ(θ, ·)) для
каждого θ ∈ Θ.

Тогда существует такая последовательность случайных полей
(β̂n)n∈N ⊂ B0, что lim

n→∞
%µ(θ,·)(β̂n(θ, ·), β(θ, ·)) = 0 для каждого θ ∈ Θ.

Теорема 1.6. Предположим, что выполнены следующие условия:

(θ, (x, ω)) 7→ β(θ, x, ω) ∈ U ⊗P|B(R),

(θ, x, ω) 7→ µ(θ, x, ω) ∈ T̃ |B(R),

µ(θ, ·) ∈ M 2
S,1 для каждого θ ∈ Θ,

E
∫

]0,x]
β2(θ, u)µ(θ, du) < ∞ для любых θ ∈ Θ, x ∈ R2

+.

Тогда существует такая функция J(θ, x, ω) : Θ× R2
+ × Ω 7→ R, что:

1) (θ, x, ω) 7→ J(θ, x, ω) ∈ T̃ |B(R);
2) J(θ, x) является модификацией стохастического интеграла на

прямоугольнике ]0, x] от предсказуемого поля β(θ, ·) по квадратично
интегрируемому сильному мартингалу µ(θ, ·):

J(θ, x) =
∫

]0,x]
β(θ, u)µ(θ, du) п.н. для любых x ∈ R2

+, θ ∈ Θ;

3) для каждого фиксированного θ ∈ Θ случайное поле J(θ, ·) являет-
ся элементом пространства M 2

S,1, квадратическая вариация J(θ, ·) на
прямоугольнике ]0, x] равна

∫
]0,x]

β2(θ, u)µ(θ, du);

4) если для каждого θ ∈ Θ траектории µ(θ, ·) п.н. непрерывны, то
J(θ, ·) также п.н. непрерывен.

Глава 2. Стохастические интегралы по сильным мартингальным ядрам

Пусть

T̃k =
{

C
∣∣∣ C ⊂ Rk

+×R2
+×Ω, C∩(Rk

+×[0, z]×Ω) ∈ B(Rk
+)⊗Bz⊗Fz ∀z ∈ R2

+

}
.

Главной целью этой главы работы является исследование случайного поля

η(z) =

∫

]0,z]

β(z, x)µ(z, dx), z ∈ R2
+, (2.1)

где (z, x, ω) 7→ µ(z, x, ω) ∈ T̃2|B(Rd), µ(z, ·) ∈ M 2
S,d для каждого z ∈ R2

+,
(z, (x, ω)) 7→ β(z, x, ω) ∈ B(R2

+)⊗P|B(R`×d), E
∫

]0,z]
|β(z, u)|2µ(z, du) < ∞ для

каждого z ∈ R2
+, µ(z, u) = tr〈µ(z, ·)〉u.
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Отметим, что согласно теореме 1.6 стохастический интеграл (2.1) имеет F-
прогрессивно измеримую модификацию. Так как в интеграле (2.1) подынте-
гральная функция и мартингальное ядро зависят от пределов интегрирования,
то, в общем случае, поле η не обладает мартингальными свойствами. В даль-
нейшем, с целью поиска условий существования модификации поля η с траек-
ториями в D` и доказательства неравенств для моментов равномерной нормы
η, рассматривается представление η в виде суммы случайных полей

ϑ(z) =

∫

]0,z]

β(x, x)µ(x, dx), (2.2)

ξ(z) =

∫

]0,z]

β(z, x)µ(z, dx) +

∫

]0,z]

β(x, x)µ(x, dx)−

−
∫

]0,z]

β((z1, x2), x)µ((z1, x2), dx)−
∫

]0,z]

β((x1, z2), x)µ((x1, z2), dx), (2.3)

ζ1(z) =

∫

]0,z]

β((z1, x2), x)µ((z1, x2), dx)−
∫

]0,z]

β(x, x)µ(x, dx), (2.4)

ζ2(z) =

∫

]0,z]

β((x1, z2), x)µ((x1, z2), dx)−
∫

]0,z]

β(x, x)µ(x, dx). (2.5)

Очевидно, что необходимо пояснить смысл стохастических интегралов в
правых частях равенств, определяющих поля (2.2) — (2.5). Этому посвящен
параграф 2.1 диссертации.

§2.1. Интегрирование по сильным мартингальным ядрам

Пусть (z, x, ω) 7→ µ(z, x, ω) ∈ T̃2|B(R); µ(z, ·) ∈ M 2
S,1 для каждого z ∈ R2

+;
µ′(z, y, x) = µ(z, x)− µ(y, x).

Согласно теореме 1.3 существуют такие функции

(z, x, ω) 7→ µ(z, x, ω) ∈ T̃2|B(R) и (z, y, x, ω) 7→ µ̂(z, y, x, ω) ∈ T̃4|B(R),

что µ(z, x) и µ̂(z, y, x) — квадратические вариации µ(z, ·) и µ′(z, y, ·) на [0, x]
для любых фиксированных z, y ∈ R2

+.
В данном разделе определяются стохастические интегралы вида∫

]0,y]
α(x)µ(x, dx),

∫
]0,y]

α(x)µ((x1, t), dx),
∫

]0,y]
α(x)µ′((x1, t), x, dx),

∫
]0,y]

α(x)µ′(z, (x1, z2), dx),
∫

]0,y]
α(x)µ′((x1, t), (x1, s), dx)

от предсказуемых случайных полей (α(x), x ∈ R2
+). Стохастические интегра-

лы в правых частях равенств, определяющих поля (2.2) — (2.5), и стохастиче-
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ские интегралы в доказательстве теоремы 2.4 сводятся к этим типам интегра-
лов. Рассмотрим условие:

(M) существует такая возрастающая функция (%(t))t>0 и такая функция
Λ(z, x, ω) ∈ B(R2

+)⊗B(R2
+)⊗F |B(R+), что: lim

t→0
%(t) = 0;

0 6 Λ(y, ]u, v]) 6 Λ(z, ]u, v]) для любых u < v, y 6 z;

EΛ(z, ]0, z]) < ∞ для любого z ∈ R2
+;

µ(z, ]u, v]) 6 Λ(z, ]u, v]);

µ̂(z, y, ]u, v]) 6 Λ(z∨y, ]u, v])%(|z − y|) для любых u < v.

Для функций h(z, y, x) : R2
+ × R2

+ × R2
+ 7→ R, g(z, x) : R2

+ × R2
+ 7→ R и

разбиения δ ∈ D определим

Sδ
1(g, ]v, x]) =

∑
i,j

g(u(i, j), δv,x
i,j ),

Sδ
2(g, t, ]v, x]) =

∑
i,j

g((u′i, t), δ
v,x
i,j ),

Sδ
3(h, t, ]v, x]) =

∑
i,j

h((u′i, t), u(i, j), δv,x
i,j ),

Sδ
4(h, z, ]v, x]) =

∑
i,j

h(z, (u′i, z2), δ
v,x
i,j ),

Sδ
5(h, t, s, ]v, x]) =

∑
i,j

h((u′i, t), (u
′
i, s), δ

v,x
i,j ).

Теорема 2.1. Если условие (M) выполнено, то существуют такие
функции Aµ

1(B, ω), Aµ
2(t, B, ω), Aµ̂

3(t, B, ω), Aµ̂
4(z, B, ω) и Aµ̂

5(t, s, B, ω)
аргументов B ∈ B(R2

+), z ∈ R2
+, t, s ∈ R+, ω ∈ Ω, что:

1) функции множеств Aµ
1(·, ω), Aµ

2(t, ·, ω), Aµ̂
3(t, ·, ω), Aµ̂

4(z, ·, ω) и
Aµ̂

5(t, s, ·, ω) являются σ-конечными мерами для любых фиксированных
t, s ∈ R+, z ∈ R2

+, ω ∈ Ω;
2) с вероятностью 1 для любых t, s ∈ R+, z, v, x,∈ R2

+

Aµ
1(]v, x]) = lim

|δ|→0
Sδ

1(µ, ]v, x]), Aµ
2(t, ]v, x]) = lim

|δ|→0
Sδ

2(µ, t, ]v, x]),

Aµ̂
3(t, ]v, x]) = lim

|δ|→0
Sδ

3(µ̂, t, ]v, x]), Aµ̂
4(z, ]v, x]) = lim

|δ|→0
Sδ

4(µ̂, z, ]v, x]),

Aµ̂
5(t, s, ]v, x]) = lim

|δ|→0
Sδ

5(µ̂, t, s, ]v, x]),

3) случайное поле (x, ω) 7→ Aµ
1(]0, x], ω) является T -измеримым;

поля (t, x, ω) 7→ Aµ
2(t, ]0, x], ω) и (t, x, ω) 7→ Aµ̂

3(t, ]0, x], ω) являются T̃1-изме-
римыми; поля (z, x, ω) 7→ Aµ̂

4(z, ]0, x], ω) и (t, s, x, ω) 7→ Aµ̂
5(t, s, ]0, x], ω) яв-

ляются T̃2-измеримыми; как функции от x они являются элементами
пространства D1

0.
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В дальнейшем применяются следующие естественные обозначения для ин-
тегралов от B(R2

+)⊗F-измеримых случайных полей (α(x), x ∈ R2
+) по мерам

Aµ
1(·), Aµ

2(t, ·), Aµ̂
3(t, ·), Aµ̂

4(z, ·) и Aµ̂
5(t, s, ·):

∫
]0,y]

α(x)µ(x, dx) =
∫

]0,y]
α(x)Aµ

1(dx),

∫
]0,y]

α(x)µ((x1, t), dx) =
∫

]0,y]
α(x)Aµ

2(t, dx),

∫
]0,y]

α(x)µ̂((x1, t), x, dx) =
∫

]0,y]
α(x)Aµ̂

3(t, dx),

∫
]0,y]

α(x)µ̂(z, (x1, z2), dx) =
∫

]0,y]
α(x)Aµ̂

4(z, dx),

∫
]0,y]

α(x)µ̂((x1, t), (x1, s), dx) =
∫

]0,y]
α(x)Aµ̂

5(t, s, dx).

Теорема 2.2. Если выполнено условие (M), то существуют такие
функции Mµ

1(x, ω) ∈ T |B(R), Mµ
2(t, x, ω) ∈ T̃1 |B(R), Mµ′

3 (t, x, ω) ∈
T̃1 |B(R), Mµ′

4 (z, x, ω) ∈ T̃2 |B(R), Mµ′
5 (t, s, x, ω) ∈ T̃2 |B(R), что для

любых фиксированных t, s ∈ R+, z ∈ R2
+ случайные поля Mµ

1(·), Mµ
2(t, ·),

Mµ′
3 (t, ·), Mµ′

4 (z, ·) и Mµ′
5 (t, s, ·) являются элементами M 2

S,1 с квадратиче-

скими вариациями Aµ
1(]0, ·]), Aµ

2(t, ]0, ·]), Aµ̂
3(t, ]0, ·]), Aµ̂

4(z, ]0, ·]) и
Aµ̂

5(t, s, ]0, ·]) соответственно и

Mµ
1(·) = lim

|δ|→0
Sδ

1(µ, ]0, ·]), Mµ
2(t, ·) = lim

|δ|→0
Sδ

2(µ, t, ]0, ·]),
Mµ′

3 (t, ·) = lim
|δ|→0

Sδ
3(µ

′, t, ]0, ·]), Mµ′
4 (z, ·) = lim

|δ|→0
Sδ

4(µ
′, z, ]0, ·]),

Mµ′
5 (t, s, ·) = lim

|δ|→0
Sδ

5(µ
′, t, s, ]0, ·])

в пространстве M 2
S,1.

В дальнейшем применяются следующие обозначения для интегралов от
предсказуемых случайных полей (α(x), x ∈ R2

+) по сильным мартингалам
Mµ

1(·), Mµ
2(t, ·), Mµ′

3 (t, ·), Mµ′
4 (z, ·) и Mµ′

5 (t, s, ·):
∫

]0,y]
α(x)µ(x, dx) =

∫
]0,y]

α(x)Mµ
1(dx),

∫
]0,y]

α(x)µ((x1, t), dx) =
∫

]0,y]
α(x)Mµ

2(t, dx),

∫
]0,y]

α(x)µ′((x1, t), x, dx) =
∫

]0,y]
α(x)Mµ′

3 (t, dx),

∫
]0,y]

α(x)µ′(z, (x1, z2), dx) =
∫

]0,y]
α(x)Mµ′

4 (z, dx),

∫
]0,y]

α(x)µ′((x1, t), (x1, s), dx) =
∫

]0,y]
α(x)Mµ′

5 (t, s, dx).
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§2.2. Неравенства для моментов равномерных норм
и модулей непрерывности стохастических интегралов

Рассмотрим случайные поля η, ϑ, ξ, ζ1, ζ2, определенные равенствами
(2.1) — (2.5). Для произвольной функции g(·) : Rk

+ 7→ R и для ε > 0, a ∈ Rk
+

определим: ∆(a, g, ε) = sup{|g(a′)− g(a′′)| : a′, a′′ ∈ [0, a]; |a′ − a′′| 6 ε}.
Теорема 2.4. Предположим, что существует такое число p > 1, воз-

растающая положительная функция (ϕ(t))t>0 и измеримые случайные
поля Λ(z, x) и β(z, x) со значениями в R+, что:

1∫
0

ϕ(s) ds
s1+2/p < ∞; 0 6 β(z, x) 6 β(z′, x) для z 6 z′;

0 6 Λ(y, ]u, v]) 6 Λ(z, ]u, v]) для y 6 z; EΛ(z, ]0, z]) < ∞;

µ(z, ]u, v]) 6 Λ(z, ]u, v]); µ̂(z, z′, ]x, y]) 6 Λ(z ∨ z′, ]x, y])ϕ2(|z − z′|);
|β(z, x)| 6 β(z, x); |β(z, x)− β(y, x)| 6 β(z ∨ y, x)ϕ(|z − y|);
E
( ∫

]0,z]
β 2(z, x)Λ(z, dx)

)p/2
< ∞.

Тогда:
1) случайное поле ϑ является элементом пространства M 2

S,` и

E‖ϑ‖p
z 6 CpE

( ∫
]0,z]

β 2(z, x)Λ(z, dx)
)p/2

;

2) случайное поле ξ имеет непрерывную модификацию, поля η, ζ1 и ζ2

имеют модификации (далее обозначаемые теми же буквами) с траек-
ториями в D`

0;
3) для любого фиксированного z2 > 0 процесс (ζ1(z1, z2))z1>0 имеет

непрерывные траектории; для любого фиксированного z1 > 0 процесс
(ζ1(z1, z2))z2>0 является однопараметрическим квадратично интегри-
руемым (F(z1,z2))z2>0-мартингалом;

4) для любого фиксированного z1 > 0 процесс (ζ2(z1, z2))z2>0 имеет
непрерывные траектории; для любого фиксированного z2 > 0 процесс
(ζ2(z1, z2))z1>0 является однопараметрическим квадратично интегри-
руемым (F(z1,z2))z1>0-мартингалом;

5) справедливы неравенства:

E‖η‖p
z 6 Cp,ϕ,zE

( ∫
]0,z]

β 2(z, x)Λ(z, dx)
)p/2

,

E∆p(z, ξ, ε) + E∆p(z1, ζ1(·, z2), ε) + E∆p(z2, ζ2(z1, ·), ε) 6

6 Cp,ϕ,z,εE
( ∫

]0,z]
β 2(z, x)Λ(z, dx)

)p/2
,

13



где Cp,ϕ,z,ε → 0 при ε → 0.

§2.3. Интегрирование по полям ограниченной вариации

§2.3 содержит теорему 2.5 о свойствах траекторий интеграла по интегриру-
ющему ядру локально ограниченной вариации.

Глава 3. Стохастические уравнения Вольтерра на плоскости

§3.1. Существование и единственность решений
с локально интегрируемыми траекториями

Пусть λ — локально конечная мера на (R2
+, B(R2

+)); L (R2
+) — пополнение

B(R2
+) по мере λ; Xλ — пространство таких функций g ∈ L (R2

+)|B(R`), что

|||g|||z =
( ∫

[0,z[
|g|2dλ

)1/2
< ∞ для каждого z ∈ R2

+. Для g ∈ Xλ и x ∈ R2
+ опреде-

лим элемент gx ∈ Xλ равенством gx(y) = g(y)I
(y)
[0,x[. Отметим, что отображение

x 7→ gx : R2
+ 7→ Xλ непрерывно слева для каждого g ∈ Xλ.

Пусть Ξλ — пространство таких T -измеримых полей ξ = (ξ(z), z ∈ R2
+),

что ξ(·, ω) ∈ Xλ для каждого ω ∈ Ω.
В данном параграфе работы рассматривается стохастическое интегральное

уравнение

ξ(z) = η(z) +

∫

[0,z]

a(z, x, ξz)γ(z, dx) +

∫

[0,z]

b(z, x, ξx)µ(z, dx), z ∈ R2
+, (3.1)

коэффициенты которого удовлетворяют условиям:
1) η ∈ Ξλ;
2) ((z, ω), x, g) 7→ a(z, ω, x, g) ∈ T ⊗B(R2

+)⊗B(Xλ)|B(R`×m);
3) (z, (x, ω)) 7→ γ(z, x, ω) ∈ B(R2

+)⊗T |B(Rm);
4) (γ(z, x), x ∈ R2

+) ∈ Am для каждого фиксированного z;
5) (z, (x, ω), g) 7→ b(z, x, ω, g) ∈ B(R2

+)⊗P ⊗B(Xλ)|B(R`×d);
6) (z, (x, ω)) 7→ µ(z, x, ω) ∈ B(R2

+)⊗T |B(Rd);
7) (µ(z, x), x ∈ R2

+) ∈ M 2
S,d для каждого фиксированного z.

Решением уравнения (3.1) будем называть такой элемент ξ пространства
Ξλ, что для каждого z ∈ R2

+ с вероятностью 1 выполнено равенство (3.1). Ре-
шение ξ уравнения (3.1) будем называть единственным, если любое другое ре-
шение уравнения (3.1) является модификацией ξ.

Пусть µ(z, x) = tr〈µ(z, ·)〉x, γ(z, x) =
m∑

j=1

∫
[0,x]

|γj(z, dy)|.
Лемма 3.2. 1. Предположим, что ω 7→ η(ω) ∈ Fy|B(Xλ), y 6 z. Тогда

(x, ω) 7→ η(ω)I
(x)
]y,z] ∈ P|B(Xλ).
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2. Если ξ ∈ Ξλ, то

(x, ω) 7→ ξx(·, ω) ∈ P|B(Xλ),

(z, (x, ω)) 7→ b(z, x, ω, ξx(·, ω)) ∈ B(R2
+)⊗P|B(R`×d),

((z, ω), x) 7→ a(z, ω, x, ξz(·, ω)) ∈ T ⊗B(R2
+)|B(R`×m).

Теорема 3.1. Предположим, что существует такое случайное поле
B(z, x, ω) ∈ B(R2

+) ⊗ B(R2
+) ⊗ F |B(R+), что 0 6 B(z, x) 6 B(z′, x) для

z 6 z′ и

|a(z, x, g)| 6 B(z, x)(1 + |||g|||z), |b(z, x, g)| 6 B(z, x)(1 + |||g|||x), (3.2)

|a(z, x, g)− a(z, x, g′)| 6 B(z, x)|||g − g′|||z,
|b(z, x, g)− b(z, x, g′)| 6 B(z, x)|||g − g′|||x,∫

[0,z]
B(z, x)γ(z, dx) +

∫
[0,z]

B2(z, x)µ(z, dx) 6 Γ(z),

где (Γ(z), z ∈ R2
+) — неслучайная функция, 0 6 Γ(z) 6 Γ(z′) для z 6 z′.

Тогда существует единственное решение ξ ∈ Ξλ уравнения (3.1).
Теорема 3.2. Предположим, что выполнено условие (3.2) и существу-

ют такие B(R2
+)⊗B(R2

+)⊗F |B(R+)-измеримые случайные поля
Bn(z, x, ω), n ∈ N, что

1) если |||g|||z ∨ |||g′|||z 6 n, то |a(z, x, g)− a(z, x, g′)| 6 Bn(z, x)|||g − g′|||z,
2) если |||g|||x ∨ |||g′|||x 6 n, то |b(z, x, g)− b(z, x, g′)| 6 Bn(z, x)|||g − g′|||x,
3)

∫
[0,z]

Bn(z, x)γ(z, dx) +
∫

[0,z]
B2

n(z, x)µ(z, dx) 6 Γn(z),

где (Γn(z), z ∈ R2
+) — неслучайные функции, 0 6 Γn(z) 6 Γn(z

′) для z 6 z′.
Тогда существует единственное решение ξ ∈ Ξλ уравнения (3.1).
Пусть

µ̂(z, y, x) = tr〈µ(z, ·)− µ(y, ·)〉x, γ̂(z, y, x) =
m∑

j=1

∫
[0,x]

|γj(z, du)− γj(y, du)|.

Теорема 3.3. Предположим, что выполнены условия теоремы 3.2,
траектории поля η лежат в D` и существуют такие возрастающие
функции ϕ(·) : R+ 7→ R+ и %(·) : R+ 7→ R+, число p > 1 и положительные
измеримые случайные поля B(z, x, ω) и Λ(z, x, ω), что

1∫
0

ϕ(s)s−1−2/pds < ∞; lim
t↓0

%(t) = 0,

EΛ(z, ]0, z]) < ∞; 0 6 Λ(y, ]u, v]) 6 Λ(z, ]u, v]) для u 6 v, y 6 z,
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γ(z, ]u, v]) 6 Λ(z, ]u, v]); γ̂(z, y, ]u, v]) 6 Λ(z ∨ y, ]u, v])%(|z − y|),
µ(z, ]u, v]) 6 Λ(z, ]u, v]); µ̂(z, y, ]u, v]) 6 Λ(z ∨ y, ]u, v])ϕ2(|z − y|),

0 6 B(y, x) 6 B(z, x) для y 6 z; E
( ∫

[0,z]
B2(z, x)Λ(z, dx)

)p/2
< ∞,

|a(z, x, g)− a(y, x, g)| 6 B(z ∨ y, x)%(|z − y|)(1 + |||g|||z),
|b(z, x, g)− b(y, x, g)| 6 B(z ∨ y, x)ϕ(|z − y|)(1 + |||g|||x).

Тогда существует единственное в смысле неотличимости решение ξ

уравнения (3.1) с траекториями в D`.

§3.2. Предельная теорема для уравнений Вольтерра на плоскости
Рассмотрим семейство стохастических интегральных уравнений Вольтерра

на плоскости:

ξs(z) = ηs(z) +

∫

[0,z]

as(z, x, ξz
s)γs(z, dx) +

∫

[0,z]

bs(z, x, ξx
s )µs(z, dx), (3.3)

s > 0, коэффициенты которых удовлетворяют условиям:
1) ηs ∈ Ξλ;
2) ((z, ω), x, g) 7→ as(z, ω, x, g) ∈ T ⊗B(R2

+)⊗B(Xλ)|B(R`×m);
3) (z, (x, ω)) 7→ γs(z, x, ω) ∈ B(R2

+)⊗T |B(Rm);
4) (γs(z, x), x ∈ R2

+) ∈ Am для каждого фиксированного z;
5) (z, (x, ω), g) 7→ bs(z, x, ω, g) ∈ B(R2

+)⊗P ⊗B(Xλ)|B(R`×d);
6) (z, (x, ω)) 7→ µs(z, x, ω) ∈ B(R2

+)⊗T |B(Rd);
7) (µs(z, x), x ∈ R2

+) ∈ M 2
S,d для каждого фиксированного z.

Введем следующие обозначения: γs,0 = γs − γ0, µs,0 = µs − µ0. Пусть

γs(z, x) =
m∑

j=1

∫
[0,x]

|γ(j)
s (z, dy)|, γs,0(z, x) =

m∑
j=1

∫
[0,x]

|γ(j)
s,0(z, dy)|,

µs(z, x) = tr〈µs(z, ·)〉x, µs,0(z, x) = tr〈µs,0(z, ·)〉x.
Теорема 3.4. Предположим, что для каждого s > 0 уравнения (3.3)

имеют единственные решения ξs с траекториями в Xλ и пусть:
1) P-lim

s→0
|||ηs − η0|||x = 0 для каждого x ∈ R2

+;

2) существуют такие B(R2
+)⊗B(R2

+)⊗F |B(R+)-измеримые случай-
ные поля Bs(z, x), что 0 6 Bs(z, x) 6 Bs(z

′, x) для z 6 z′,

|as(z, x, g)| 6 Bs(z, x)(1 + |||g|||z),
|bs(z, x, g)| 6 Bs(z, x)(1 + |||g|||x),
|a0(z, x, g)− a0(z, x, g′)| 6 B0(z, x)|||g − g′|||z,
|b0(z, x, g)− b0(z, x, g′)| 6 B0(z, x)|||g − g′|||x,
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∫
[0,z]

Bs(z, x)γs(z, dx) +
∫

[0,z]
B2

s(z, x)µs(z, dx) 6 Γs(z),

∫
[0,z]

Bs(z, x)γs,0(z, dx) +
∫

[0,z]
B2

s(z, x)µs,0(z, dx) 6 Γs,0(z),

где Γs(z) и Γs,0(z) — неслучайные функции, удовлетворяющие условиям:
0 6 Γs(z) 6 Γs(z

′) и 0 6 Γs,0(z) 6 Γs,0(z
′) для z 6 z′, lim

s→0
Γs,0(z) = 0 для

любого z.
3) существуют такие B(R2

+)⊗B(R2
+)⊗F |B(R+)-измеримые случай-

ные поля Bs,n(z, x), n ∈ N, что 0 6 Bs,n(z, x) 6 Bs,n(z
′, x) для z 6 z′,

sup
g:|||g|||z6n

|as(z, x, g)− a0(z, x, g)| 6 Bs,n(z, x),

sup
g:|||g|||x6n

|bs(z, x, g)− b0(z, x, g)| 6 Bs,n(z, x),
∫

[0,z]
Bs,n(z, x)γ0(z, dx) +

∫
[0,z]

B2
s,n(z, x)µ0(z, dx) 6 Γs,n(z),

где Γs,n(z) — неслучайные функции, 0 6 Γs,n(z) 6 Γs,n(z
′) для z 6 z′,

lim
s→0

Γs,n(z) = 0 для любых z и n.

Тогда P-lim
s→0

|||ξs − ξ0|||x = 0 для каждого x ∈ R2
+.

§3.3. Существование и единственность решений
с непрерывными траекториями

Пусть C` обозначает пространство непрерывных функций g : R2
+ 7→ R`,

‖g‖z = sup
x∈[0,z]

|g(x)|, Cz = Cz(C`) обозначает минимальную σ-алгебру, со-

держащую цилиндрические подмножества пространстваC` с координатами из

[0, z], т.е. Cz(C`) = σ
{
{g|g ∈ C`, g(v) ∈ B}

∣∣∣v ∈ [0, z], B ∈ B(R`)
}

.

Если поле (ξ(x), x ∈ R2
+) — (Fx, x ∈ R2

+)-согласовано и траектории поля ξ

п.н. принадлежат C`, то будем писать: ξ ∈ F ∩ C`. Через Ξp, p > 2, обозначим
пространство таких полей (ξ(x), x ∈ R2

+) ∈ F ∩ C`, что IξIz = (E‖ξ‖p
z)

1/p < ∞
для каждого z. Для ξ и η ∈ Ξp пусть %Ξ(ξ, η) ,

∞∑
k=1

2−k(1 ∧ Iξ − ηI(k,k)).

Пусть P̃ обозначает минимальную σ-алгебру подмножеств пространства
R2

+ × Ω× C`, порожденную классом

J̃ = {]x, z]× A× C| x, z ∈ R2
+, x < z, A ∈ Fx, C ∈ Cx} ∪

∪ {{0}×]s, t]× A× C|s, t ∈ R+, s < t, A ∈ F(0,s), C ∈ C(0,s)} ∪
∪ {]s, t]× {0} × A× C|s, t ∈ R+, s < t, A ∈ F(s,0), C ∈ C(s,0)} ∪
∪ {{0} × A× C| A ∈ F(0,0), C ∈ C(0,0)}.
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Рассмотрим стохастическое уравнение Вольтерра на плоскости:

ξ(z) = η(z) +

∫

]0,z]

a(z, x, ξ)dx +

∫

]0,z]

b(z, x, ξ)dW (x), z ∈ R2
+, (3.4)

коэффициенты которого удовлетворяют условиям:
1) η ∈ F ∩ C`;
2) (z, (x, ω, g)) 7→ a(z, x, ω, g) ∈ B(R2

+)⊗ P̃|B(R`);
(z, (x, ω, g)) 7→ b(z, x, ω, g) ∈ B(R2

+)⊗ P̃|B(R`×m);
3) (W (x), x ∈ R2

+) — m-мерный стандартный двупараметрический F-вине-
ровский процесс.

Решением уравнения (3.4) будем называть такое случайное поле ξ ∈ F ∩
C`, что c вероятностью 1 равенство (3.4) выполнено для всех z ∈ R2

+. Если
уравнение (3.4) имеет решение, то будем называть его единственным, если оно
неотличимо от любого другого решения уравнения (3.4).

Теорема 3.7. Предположим, что η ∈ Ξp и существует такое число
p > 1, возрастающая положительная функция (ϕ(t))t>0 и такие кон-

станты C > 0 и K > 0 что:
1∫
0

ϕ(s)s−1−2/pds < ∞;

|a(z, x, g)|+ |b(z, x, g)| 6 C(1 + ‖g‖x); (3.5)

|b(z, x, g)− b(z′, x, g)| 6 Cϕ(|z − z′|)(1 + ‖g‖x); (3.6)

|a(z, x, g)− a(z, x, g′)|+ |b(z, x, g)− b(z, x, g′)| 6 K‖g − g′‖x;

|b(z, x, g)− b(z′, x, g)− b(z, x, g′) + b(z′, x, g′)| 6
6 Kϕ(|z − z′|)‖g − g′‖x.

Тогда существует единственное решение ξ ∈ Ξp уравнения (3.4).
Теорема 3.8. Предположим, что коэффициенты уравнения (3.4) удо-

влетворяют условиям (3.5), (3.6) и условию: для каждого n ∈ N суще-
ствует такая константа Kn > 0 что

|a(z, x, g)− a(z, x, g′)|+ |b(z, x, g)− b(z, x, g′)| 6 Kn‖g − g′‖x,

|b(z, x, g)− b(z′, x, g)− b(z, x, g′) + b(z′, x, g′)| 6 Knϕ(|z − z′|)‖g − g′‖x

для всех таких g, g′ ∈ C`, что ‖g‖x ∨ ‖g′‖x 6 n.
Тогда уравнение (3.4) имеет единственное решение ξ ∈ F ∩ C`.
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