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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà àíàëèçó ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé ñëîæíûõ ïðîöåññîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ÷èñëó òàê íàçûâàåìûõ ãèáðèä-
íûõ. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ,
â êîòîðûõ íåïðåðûâíàÿ äèíàìèêà, ïîðîæäàåìàÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè
îäíîé èç àïðèîðíî çàäàííîãî íàáîðà íåïðåðûâíûõ ñèñòåì, ïåðåìåæàåòñÿ ñ
äèñêðåòíûìè îïåðàöèÿìè, ïîäàþùèìè êîìàíäû ëèáî íà ìãíîâåííîå ïåðå-
êëþ÷åíèå ñ îäíîé ñèñòåìû íà äðóãóþ, ëèáî íà ìãíîâåííóþ ïåðåñòðîéêó ñ
çàäàííûõ òåêóùèõ êîîðäèíàò íà äðóãèå êîîðäèíàòû, ëèáî íà òî è äðóãîå
îäíîâðåìåííî. Òàêèì îáðàçîì, ãèáðèäíàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû çàêëþ÷àåòñÿ â
àëüòåðíèðîâàííîé êîìáèíàöèè íåïðåðûâíîé äèíàìèêè ñ äèñêðåòíîé, ñêà÷-
êîîáðàçíîé. Íåïðåðûâíàÿ è äèñêðåòíàÿ ñîñòàâëÿþùèå ñèñòåìû ìîãóò âêëþ-
÷àòü íåêîòîðûå ïàðàìåòðû, âëèÿþùèå íà ïîâåäåíèå ñèñòåìû. Çíà÷åíèÿìè
÷àñòè òàêèõ ïàðàìåòðîâ - óïðàâëåíèé ìîæíî ðàñïîðÿæàòüñÿ.

Ãèáðèäíûå ñèñòåìû ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà-
÷àõ èç òàêèõ îáëàñòåé çíàíèÿ, êàê àâòîìîáèëåñòðîåíèå [17], àâèàñòðîåíèå,
ðîáîòîòåõíèêà [10], ýëåêòðîýíåðãåòèêà, îáåñïå÷åíèå áåçîïàñíîãî äâèæåíèÿ
â ïðîñòðàíñòâå [18], [19], íà ñóøå [15], [21], íà âîäå è äð. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü ãèáðèäíîé ñèñòåìû âîçíèêàåò êàæäûé ðàç, êîãäà íåîáõîäèìî èññëå-
äîâàòü âçàèìîäåéñòâèå ñðåäû, íåïðåðûâíî èçìåíÿþùåéñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ
íåêîòîðûìè ôèçè÷åñêèìè çàêîíàìè, è óïðàâëÿþùèõ ýëåìåíòîâ, ñðàáàòûâà-
þùèõ â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ïðèìåðàìè òàêèõ êîìïëåêñîâ ìîãóò
ñëóæèòü ýëåêòðîííûå ñèñòåìû àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ ñàìîëåòîì, ëèáî
àâòîìîáèëåì, ñèñòåìû àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ òåìïåðàòóðû, âëàæ-
íîñòè â ïîìåùåíèè è äð. Âîçìîæíîñòè ïîäîáíûõ ñèñòåì ïðîÿâëÿþòñÿ øèðå,
÷åì îáû÷íûõ.

Ãèáðèäíàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà òàêæå ïðè êóñî÷íî-ëèíåéíîé
àïïðîêñèìàöèè ñëîæíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé. Ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû, òàêèì
îáðàçîì, ìîãóò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíû ðåøåíèÿìè àíàëîãè÷íûõ çàäà÷ äëÿ
ãèáðèäíîé ñèñòåìû.

Èññëåäîâàíèå ãèáðèäíûõ ñèñòåì è ðåøåíèå ðàçëè÷íûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ
äëÿ íèõ ïîçâîëèò çíà÷èòåëüíî ðàñøèðèòü îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Äëÿ ãèáðèäíûõ ñèñòåì ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâà-
íû ðàçëè÷íûå èçâåñòíûå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, äîñòèæèìîñòè è
âåðèôèêàöèè, èññëåäîâàíèÿ íà óñòîé÷èâîñòü, çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè, èäåíòè-
ôèêàöèè è äð. Â ñâÿçè ñ ãèáðèäíûìè ñèñòåìàìè âîçíèêàåò òàêæå ìíîæå-
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ñòâî íîâûõ ïîñòàíîâîê, òðåáóþùèõ îðèãèíàëüíîé ìîäèôèêàöèè èçâåñòíûõ
ðàíåå ìåòîäîâ, â êîòîðûõ ìîãóò ñîåäèíÿòüñÿ ýëåìåíòû ðàçíûõ ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ äèñöèïëèí (â ÷àñòíîñòè, òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ëîãèêè, òåîðèè êîíå÷íûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ àâòîìàòîâ), ðàâíî
êàê è âíîâü ïðèäóìàííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñðåäñòâ.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è äîñòèæèìîñòè, âåðèôèêàöèè è
ñèíòåçà óïðàâëåíèé äëÿ ãèáðèäíîé ñèñòåìû.

Çàäà÷à äîñòèæèìîñòè ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè
ãèáðèäíîé ñèñòåìû, ñîäåðæàùåãî âñåâîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûå ìîæ-
íî ïåðåéòè ïðè ïîìîùè äîïóñòèìûõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé èç ôèêñèðî-
âàííîãî â çàäàííûé íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñîñòîÿíèÿ (èëè ìíîæåñòâà
òàêîâûõ). Ê çàäà÷àì äîñòèæèìîñòè ïðèìûêàþò çàäà÷è âåðèôèêàöèè, â êî-
òîðûõ íåîáõîäèìî óçíàòü, ìîæåò ëè àíàëèçèðóåìàÿ ñèñòåìà ïîïàñòü â îäíî
èç �íåæåëàòåëüíûõ� ñîñòîÿíèé, ëèáî, íàïðîòèâ, ïîïàñòü âî ìíîæåñòâî �æå-
ëàòåëüíûõ� ñîñòîÿíèé. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíà,
íàïðèìåð, ïðèêëàäíûìè ïðîáëåìàìè îáåñïå÷åíèÿ áåçîïàñíîãî ôóíêöèîíè-
ðîâàíèÿ ñèñòåìû. Çàäà÷è äîñòèæèìîñòè è âåðèôèêàöèè äëÿ ãèáðèäíûõ ñè-
ñòåì ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ Å.À. Àñàðèíà, À.Á. Êóðæàíñêîãî, J. Lygeros,
S. Sastry, C. Tomlin, P. Varaiya è äðóãèõ àâòîðîâ.

Öåíòðàëüíîé â òåîðèè óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà óïðàâëåíèé,
êîòîðàÿ ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè öåëåâîãî óïðàâëåíèÿ, óñòðîåííîãî ïî ïðèíöèïó
îáðàòíîé ñâÿçè. Îíî ôîðìèðóåòñÿ ïî èíôîðìàöèè î ïîçèöèè ñèñòåìû, êî-
òîðàÿ çàâèñèò îò âðåìåíè è â äàííîé ðàáîòå âêëþ÷àåò íå òîëüêî ôàçîâûå ïå-
ðåìåííûå, íî è íîìåð äåéñòâóþùåé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Èñïîëüçîâàíèå òàêèõ óïðàâëåíèé ìîòèâèðîâàíî ðåøåíèåì ïðàêòè÷åñêèõ çà-
äà÷ â óñëîâèÿõ íåïîëíîé èíôîðìàöèè è ïðè íàëè÷èè âîçìóùåíèé.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà òåîðèÿ ïîçèöèîí-
íîãî óïðàâëåíèÿ Í.Í. Êðàñîâñêîãî [3], [4], [5], à òàêæå ïåðåêëèêàþùèåñÿ ñ íåé
ìåòîäû äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [9]. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà
ïðè ýòîì ïîëåçåí ïîèñê ïîçèöèîííûõ óïðàâëåíèé, óäåðæèâàþùèõ òðàåêòî-
ðèþ âíóòðè ñèñòåìû ñëàáî èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ (ïîïÿòíûõ ìíîæåñòâ
äîñòèæèìîñòè, ìíîæåñòâ ðàçðåøèìîñòè), îáðàçóþùèõ òðóáêó ðàçðåøè-
ìîñòè [13] (ñòàáèëüíûé ìîñò [5]) è ò.ï. Ïî íàéäåííûì ñëàáî èíâàðèàíòíûì
ìíîæåñòâàì ìîæíî ïîñòðîèòü ñèíòåç ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè, îïèðàÿñü íà
ìåòîä ýêñòðåìàëüíîãî ïðèöåëèâàíèÿ, [4].

Ïðèìåíåíèþ ìåòîäîâ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷ óïðàâëåíèÿ ãèáðèäíûìè ñèñòåìàìè ïîñâÿùåíû ðàáîòû M. Branicky, Ì.
Borkar, S. Mitter [11], J. Lygeros, C. Tomlin, S. Sastry [16] è äðóãèå.
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Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè ñòðóêòóðû ïðÿìûõ è ïîïÿòíûõ
ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè äëÿ ãèáðèäíîé ñèñòåìû, â ðåøåíèè çàäà÷ âåðèôèêà-
öèè, çàäà÷ ÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè è ðàçðåøèìîñòè,
à òàêæå â ðåøåíèè çàäà÷è ñèíòåçà óïðàâëåíèé äëÿ ïðèâåäåíèÿ òðàåêòîðèè
ñèñòåìû â öåëåâîå ìíîæåñòâî â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â
äèññåðòàöèè:

1) Èññëåäîâàíà ñòðóêòóðà ïðÿìîãî è ïîïÿòíîãî ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè
ãèáðèäíîé ñèñòåìû. Ïðèâåäåíû îïèñàíèÿ óêàçàííûõ ìíîæåñòâ â âèäå
ïîïåðåìåííûõ ñóïåðïîçèöèé îïåðàòîðîâ ïðîñòîé ñòðóêòóðû, à òàêæå
â âèäå ìíîæåñòâ íóëåâîãî óðîâíÿ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé öåíû. Äëÿ
ýòèõ ôóíêöèé ìåòîäàìè âûïóêëîãî àíàëèçà âûâåäåíû âûðàæåíèÿ, êî-
òîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ èõ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà. Ïîëó÷åíû óðàâ-
íåíèÿ òèïà Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâî-
ðÿòü óêàçàííûå ôóíêöèè. Ïðåäëîæåíû ÷èñëåííûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ
ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ïðè ïîìîùè àïïàðàòà ýëëèïñîèäàëüíîãî èñ-
÷èñëåíèÿ, ïðîèçâåäåíû ðàñ÷åòû äëÿ êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ ñèñòåì.

2) Íà îñíîâàíèè ôóíêöèé öåíû äëÿ ïîïÿòíîãî ìíîæåñòâà äîñòèæèìî-
ñòè (ñëàáî èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà) è ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé
Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà ïîñòðîåí ñèíòåç, ðåøàþùèé çàäà÷ó ïåðå-
âîäà òðàåêòîðèè ñèñòåìû â öåëåâîå ìíîæåñòâî íà çàäàííîì îòðåçêå
âðåìåíè.

3) Äëÿ êîíêðåòíîãî ïðèìåðà ãèáðèäíîé ñèñòåìû èññëåäîâàíû âîçìîæ-
íîñòè ïîÿâëåíèÿ ýôôåêòà Çåíîíà, à òàêæå êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ èëè
àñèìïòîòè÷åñêè êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè øàðèêà, ñêà÷óùåãî íà âðàùàþùåéñÿ ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå,
ðåøåí ðÿä çàäà÷ óïðàâëåíèÿ. Ïðåäëîæåíû ýôôåêòèâíûå ìåòîäû ïîèñ-
êà ôóíêöèé öåíû äëÿ ýòèõ çàäà÷, ïîñòðîåí ñèíòåç, ïðîèçâåäåíû ÷èñ-
ëåííûå ðàñ÷åòû.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.
Â ðàáîòå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû ïðÿìûõ è ïîïÿòíûõ ìíî-

æåñòâ äîñòèæèìîñòè, ðåøåí ðÿä çàäà÷ âåðèôèêàöèè. Îïèñàíà ñõåìà ïîëó÷å-
íèÿ àïïðîêñèìàöèé óêàçàííûõ ìíîæåñòâ. Íà îñíîâàíèè äàííîé ñõåìû ïðî-
èçâåäåíû ðàñ÷åòû äëÿ êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ ñèñòåì.
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Ïîñòðîåí ñèíòåç óïðàâëåíèé äëÿ ãèáðèäíîé ñèñòåìû. Ïðèâåäåíî äîêà-
çàòåëüñòâî òåîðåìû î ñâîéñòâå óêàçàííîãî ñèíòåçà ïðèâîäèòü òðàåêòîðèþ
ñèñòåìû â çàäàííóþ îêðåñòíîñòü öåëåâîãî ìíîæåñòâà.

Äëÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ øàðèêîì íà âðàùàþùåé ïëîñêîñòè ïîëíîñòüþ ðå-
øåíà çàäà÷à ñèíòåçà óïðàâëåíèé, íàéäåíî ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ôóíêöèé öåíû,
ïîçâîëÿþùåå ýôôåêòèâíî ïðîèçâîäèòü ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ðàáîòû. Ðàáîòà íîñèò â
îñíîâíîì òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïåðâàÿ ãëàâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èññëå-
äîâàíèå ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè äëÿ ãèáðèäíîé ñèñòåìû, à òàêæå âêëþ-
÷àåò ðåøåíèå çàäà÷ âåðèôèêàöèè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò ñëóæèòü
îñíîâîé äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé, à òàêæå ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû â
ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ: àâòîìîáèëåñòðîåíèè, àâèàñòðîåíèè, ðîáî-
òîòåõíèêå, ýëåêòðîýíåðãåòèêå. Ýòè ðåçóëüòàòû òàêæå èãðàþò âàæíóþ ðîëü
ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ ïðîáëåì îáåñïå÷åíèÿ áåçîïàñíîãî äâèæåíèÿ â ïðî-
ñòðàíñòâå, íà ñóøå è íà âîäå.

Ïîëó÷åííûå âî âòîðîé è òðåòüåé ãëàâàõ ðåçóëüòàòû îòíîñèòåëüíî ñèíòåçà
óïðàâëåíèé ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðåøåíèè øèðîêîãî êðóãà ðàçíî-
îáðàçíûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ äëÿ ãèáðèäíûõ ñèñòåì.

Îïèñàííûå â òðåõ ãëàâàõ ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ïîçâîëÿþò ðåøèòü ñîîò-
âåòñòâóþùèå çàäà÷è äî êîíöà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå àêòèâíî èñïîëüçîâàëàñü òåîðèÿ îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ
äëÿ ãèáðèäíîé ñèñòåìû áûëè èñïîëüçîâàíû ìåòîäû äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ, ýëåìåíòû íåãëàäêîãî è âûïóêëîãî àíàëèçà. Ïðè ïîñòðîåíèè ñèí-
òåçà óïðàâëåíèé áûëè èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû èç òåîðèè äèôôåðåíöèàëü-
íûõ âêëþ÷åíèé. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèé ïðÿìûõ è ïîïÿòíûõ ìíî-
æåñòâ äîñòèæèìîñòè áûë èñïîëüçîâàí àïïàðàò ýëëèïñîèäàëüíûõ àïïðîêñè-
ìàöèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû áûëè ïðåäñòàâëåíû â âèäå äî-
êëàäîâ íà íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ñåìèíàðàõ êàôåäðû ñèñòåìíîãî àíàëè-
çà ôàêóëüòåòà ÂÌèÊ ÌÃÓ (ðóê. àêàäåìèê Êóðæàíñêèé À.Á.), à òàêæå íà
ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

• ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ ïî ôóíäàìåí-
òàëüíûì íàóêàì �Ëîìîíîñîâ-2005� (Ìîñêâà, ÌÃÓ, àïðåëü 2005 ã.);

• VII ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Äèñêðåòíûå ìîäåëè â òåîðèè óïðàâ-
ëÿþùèõ ñèñòåì� (Ìîñêîâñêàÿ îáëàñòü, Ïîêðîâñêîå, ìàðò 2006 ã.);
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• 13-àÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî àâòîìàòè÷åñêîìó óïðàâëåíèþ
�Àâòîìàòèêà-2006� (Âèííèöà, Óêðàèíà, ñåíòÿáðü 2006 ã.);

• êîíôåðåíöèÿ �Ëîìîíîñîâñêèå ÷òåíèÿ� (Ìîñêâà, ÌÃÓ, àïðåëü 2008 ã.);

• êîíôåðåíöèÿ �Òèõîíîâñêèå ÷òåíèÿ� (Ìîñêâà, ÌÃÓ, îêòÿáðü 2008 ã.).
Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 5 ðàáîò.
Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è áèáëèîãðàôèè. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè 110 ñòðà-
íèö. Áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷àåò 77 íàèìåíîâàíèé.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Âî ââåäåíèè äàåòñÿ êðàòêîå îïèñàíèå
èññëåäóåìîé â ðàáîòå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, îáçîð ëèòåðàòóðû, ïðèìûêà-
þùåé ïî ñâîåé òåìàòèêå ê âîïðîñàì, ðàññìîòðåííûì â äèññåðòàöèè, ðàñêðû-
âàþòñÿ öåëè ðàáîòû, à òàêæå äàåòñÿ êðàòêîå îïèñàíèå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ,
ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå.

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ìíî-
æåñòâà äîñòèæèìîñòè äëÿ ãèáðèäíîé ñèñòåìû, à òàêæå çàäà÷è âåðèôè-
êàöèè. Â ðàçäåëå 1.1 ïðèâåäåíî îïèñàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ãèáðèäíîé
ñèñòåìû, èñïîëüçóåìîå â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ è ãëàâàõ. Ýòà ìîäåëü âêëþ÷àåò
â ñåáÿ íåïðåðûâíóþ è äèñêðåòíóþ ñîñòàâëÿþùèå. Íåïðåðûâíàÿ ñîñòàâëÿþ-
ùàÿ ñèñòåìû ïðåäñòàâëåíà ñîâîêóïíîñòüþ N ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

ẋ(i) = fi(t, x
(i), u(i)

c ) , i = 1, ..., N, (1)
ãäå â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè àêòèâíîé ÿâëÿåòñÿ îäíà èç óêàçàííûõ ñèñòåì.
Çäåñü x(i) ∈ Ωx ⊂ Rnx � âåêòîð ôàçîâûõ êîîðäèíàò, u

(i)
c ∈ Rnuc � óïðàâëåíèå.

Íà óïðàâëåíèå u
(i)
c íàëîæåíû ãåîìåòðè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ: u

(i)
c = u

(i)
c (t) ∈

Pi(t).
Äèñêðåòíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ìîäåëè ãèáðèäíîé ñèñòåìû ñîäåðæèò ïðàâè-

ëà ìãíîâåííîãî ïåðåõîäà îò îäíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
(1) ê äðóãîé � ïåðåêëþ÷åíèÿ ñèñòåìû. Ïåðåêëþ÷åíèå ñ i-îé ñèñòåìû (1) íà
äðóãóþ ìîæåò ïðîèçîéòè ëèøü ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ, à èìåííî, ïðè
x(i)(t) ∈ S(i), ãäå S(i) ⊂ Rnx � ïðîñòðàíñòâåííàÿ îáëàñòü ïåðåêëþ÷åíèÿ.
Ìíîæåñòâà S(i) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîíå÷íûå îáúåäèíåíèÿ ãèïåðïëîñêîñòåé
è ïîëîñ â ïðîñòðàíñòâå Rnx.

Êðîìå ïðàâèë ïåðåõîäà îò îäíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
(1) ê äðóãîé äèñêðåòíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ãèáðèäíîé ñèñòåìû ñîäåðæèò ñîîò-
íîøåíèÿ, îïèñûâàþùèå òàê íàçûâàåìûå ïåðåñòðîéêè ñîñòîÿíèÿ - ìãíîâåí-
íûå èçìåíåíèÿ âåêòîðà ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ. Ïåðåñòðîéêè ñîñòîÿíèÿ ìîãóò
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ïðîèñõîäèòü òîëüêî â òàê íàçûâàåìûõ îáëàñòÿõ ïåðåñòðîåê, êîòîðûå â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ìîäåëè ïðèíÿòû ñîâïàäàþùèìè ñ îáëàñòÿìè ïåðåêëþ÷åíèé
S(i).

Ôóíêöèîíèðîâàíèå äèñêðåòíîé ñîñòàâëÿþùåé ãèáðèäíîé ñèñòåìû ïðè ïå-
ðåêëþ÷åíèè è/èëè ïåðåñòðîéêå ìîæåò áûòü îïèñàíî óðàâíåíèåì:

{i+, x(i+)(t + 0)} = R(t, x(i−)(t− 0), i−, ud), (2)

ãäå i−, i+ ∈ {1, ..., N} � íîìåðà ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1) äî
è ïîñëå ïåðåêëþ÷åíèÿ, t ∈ [t0, t1], x(i−)(t − 0), x(i+)(t + 0) ∈ Ωx � âåêòîðû
ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ íåïîñðåäñòâåííî äî è ñðàçó ïîñëå ïåðåñòðîéêè, ud ∈
Rnud � óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð, íà çíà÷åíèÿ êîòîðîãî íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå:
ud = ud(t, i

−) ∈ Pd(i
−), ãäå Pd(i

−) � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå
Rnud .

Óïðàâëåíèÿ uc ìîãóò áûòü âçÿòû ëèáî èç êëàññà ïðîãðàììíûõ óïðàâ-
ëåíèé Uc,o(t0, t1) (òîãäà uc = u

(i)
c (t) � ôóíêöèÿ âðåìåíè, çàâèñÿùàÿ òàê-

æå îò íîìåðà àêòèâíîé ñèñòåìû (1)), ëèáî èç êëàññà ïîçèöèîííûõ óïðàâ-
ëåíèé Uc,f . Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå uc ÿâëÿåòñÿ ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì
u

(i)
c = u

(i)
c (t, x) ⊆ Pi(t), çàâèñÿùèì îò âðåìåíè, âåêòîðà ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ

è íîìåðà àêòèâíîé ñèñòåìû (1). Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìíîãîçíà÷íûõ ïîçèöèîí-
íûõ óïðàâëåíèé íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîñëå ïîäñòàíîâêè òàêèõ óïðàâ-
ëåíèé â óðàâíåíèÿ ñèñòåìû áóäóò ïîëó÷åíû äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ,
èìåþùèå ðåøåíèÿ. Ïîä ðåøåíèÿìè òàêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé
ïîíèìàþòñÿ ðåøåíèÿ, îïðåäåëåííûå â ìîíîãðàôèè [8]. Îäíàêî, èñïîëüçîâà-
íèå èçâåñòíîé òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ ó ïîëóíåïðåðûâíîãî ñâåð-
õó, âûïóêëîçíà÷íîãî, êîìïàêòíîçíà÷íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ, â
äàííîé ðàáîòå íåâîçìîæíî. Âìåñòî óêàçàííîé òåîðåìû èç [8] â äèññåðòàöèè
èñïîëüçîâàí ðåçóëüòàò, ïðèâåäåííûé â [22] è ïîçâîëÿþùèé ðàáîòàòü ñ óïðàâ-
ëåíèÿìè, ïðèâîäÿùèìè ê íåâûïóêëîçíà÷íûì äèôôåðåíöèàëüíûì âêëþ÷å-
íèÿì.

Ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ äëÿ ãèáðèäíûõ ñèñòåì êëþ÷å-
âûì ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ïîçèöèè ñèñòåìû. Â äàííîé ðàáîòå ïîä
ïîçèöèåé ñèñòåìû ïîíèìàåòñÿ ÷åòâåðêà {t, x, i, θ}, â êîòîðîé t ∈ [t0, t1] � òåêó-
ùèé ìîìåíò âðåìåíè, x ∈ Ωx � âåêòîð ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ, i ∈ {1, ..., N} �
íîìåð àêòèâíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, θ ∈ [t0, t] � ìîìåíò
ïîñëåäíåãî ïðîèçîøåäøåãî ïåðåêëþ÷åíèÿ èëè ïåðåñòðîéêè. Êîìïîíåíòà θ

ïîçâîëÿåò ðàçëè÷àòü ïîçèöèè ñèñòåìû íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä ïåðåêëþ÷åíè-
åì è/èëè ïåðåñòðîéêîé è ñðàçó ïîñëå òàêîâîé. Îïðåäåëåííàÿ òàêèì îáðàçîì
ïîçèöèÿ ñèñòåìû ïîçâîëÿåò ôîðìóëèðîâàòü ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè â ôîð-
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ìå ïîëóãðóïïîâîãî ñâîéñòâà äëÿ ôóíêöèé öåíû, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ óïðàâëåíèÿ ìåòîäàìè äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

×àñòíûì ñëó÷àåì ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ãèáðèäíîé ñèñòåìû, ðàññìàò-
ðèâàåìûì â äèññåðòàöèè, ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñ ïåðåêëþ÷å-
íèÿìè ([7], [12], [20]), â êîòîðîé îáëàñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà Ωx ðàçáè-
òà ãèïåðïëîñêîñòÿìè íà ÷àñòè Ω(1), ..., Ω(N), êàæäîé èç êîòîðûõ ïîñòàâëåíà
â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ óïðàâëÿþùèìè ïàðàìåòðàìè. Óðàâíåíèÿ èç îïèñàíèÿ ìîäåëè ãèáðèäíîé
ñèñòåìû ïðè ýòîì ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè (òî åñòü ñèñòåìà èìååò ëèíåéíóþ
ñòðóêòóðó) ïî âåêòîðó ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ è óïðàâëåíèþ:

fi(t, x
(i), u(i)

c ) = Ai(t)x
(i) + Bi(t)u

(i)
c + Ci(t)v

(i)
c . (3)

Çäåñü v
(i)
c = v

(i)
c (t) : [t0, t1] → Rnvc � ôèêñèðîâàííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ,

Ai(t) ∈ C([t0, t1],Rnx×nx), Bi(t) ∈ C([t0, t1],Rnx×nuc), Ci(t) ∈ C([t0, t1],Rnx×nvc),

Ri(t, x, i, ud) = j, ∀ud, åñëè x ∈ Ω(j),

Rx(t, x, i, ud) =

{
Kij(t)x + Mij(t)ud + Nij(t)vd , åñëè x ∈ Ω(i) ∩ Ω(j)

x , èíà÷å
Çäåñü vd = vd(t, i) � ôèêñèðîâàííîå îòîáðàæåíèå, Kij(t) ∈ Rnx×nx, Mij(t) ∈
Rnx×nud , Nij(t) ∈ Rnx×nvd , det Kij(t) 6= 0, ud ∈ Pd � âûïóêëîå, êîìïàêòíîå
ìíîæåñòâî.

Ðàçäåë 1.2 ïîñâÿùåí ðåøåíèþ çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìî-
ñòè, à òàêæå çàäà÷ âåðèôèêàöèè äëÿ ãèáðèäíîé ñèñòåìû.

Â äàííîì ðàçäåëå ïðåñëåäóþòñÿ ñëåäóþùèå öåëè: èññëåäîâàòü ñòðóêòóðó
ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ãèáðèäíîé ñèñòåìû â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðå-
ìåíè; âû÷èñëèòü ôóíêöèè öåíû, èç ìíîæåñòâ óðîâíåé êîòîðûõ ìîæåò áûòü
ñîñòàâëåíî ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè; óêàçàòü ñïîñîá ïðèáëèæåííîãî âû÷èñ-
ëåíèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè; ðåøèòü çàäà÷è âåðèôèêàöèè â òåðìèíàõ
ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè, ôóíêöèé öåíû, ëèáî ïîñòðîåííûõ àïïðîêñèìàöèé
ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè.

Â ïóíêòå 1.2.1 ââåäåíî ïîíÿòèå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè äëÿ ãèáðèäíîé
ñèñòåìû, à òàêæå ïîñòàâëåíà çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ óêàçàííîãî ìíîæåñòâà. Ïîä
ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè X (t, t0, i0,X0) â ìîìåíò âðåìåíè t ∈ [t0, t1] áóäåì
ïîíèìàòü ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ξ ∈ Ωx, â êîòîðûå ìîæíî ïåðåâåñòè òðàåê-
òîðèþ ñèñòåìû èç íà÷àëüíîé ìíîãîçíà÷íîé ïîçèöèè {t0, i0,X0}.

Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ãèáðèäíîé ñèñòåìû X (t, t0, i0,X0) èìååò âåò-
âÿùóþñÿ ñòðóêòóðó. Ìîæíî âûäåëèòü ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ X (t, t0, i0,X0|ψ)
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ïðîñòîé ñòðóêòóðû, îáðàçóþùèõ â îáúåäèíåíèè ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè.
Çäåñü ψ � âåêòîð-ïàðàìåòð ñåìåéñòâà, ñîäåðæàùèé èíôîðìàöèþ î ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ ïåðåñòðîéêàõ è ïåðåêëþ÷åíèÿõ. Êàæäàÿ òàêàÿ âåòâü ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå àëüòåðíèðîâàííîé ñóïåðïîçèöèè îïåðàòîðîâ îäíîêðàò-
íîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ èëè ïåðåñòðîéêè T (ij)

f , i, j ∈ {1, ..., N} è îïåðàòîðîâ
íåïðåðûâíîãî ïåðåõîäà X (i), i ∈ {1, ..., N}.

Èçâåñòíî [8], ÷òî ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ëèíåéíîé ñèñòåìû îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîñòðîåííîå èç âûïóêëîãî, êîìïàêòíî-
ãî íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà X0, ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì è êîìïàêòíûì. Â ñëó÷àå
ñ ãèáðèäíîé ñèñòåìîé ñ ëèíåéíîé ñòðóêòóðîé ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.
Îäíàêî, êàæäàÿ âåòâü ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè èç ïîñòðîåííîãî ñåìåéñòâà
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì, îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì.

Â ðàçäåëå 1.2 òàêæå ïðèâåäåíû ïîñòàíîâêè çàäà÷ âåðèôèêàöèè: äëÿ çà-
äàííîé ìíîãîçíà÷íîé íà÷àëüíîé ïîçèöèè {t0, i0,X0} íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü,
êàêîå èç ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé âûïîëíÿåòñÿ (äëÿ ôèêñèðîâàííîãî t ∈
[t0, t1], ëèáî ñðàçó äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1]):

X (t, t0, i0,X0) ∩M = ∅, (4)

X (t, t0, i0,X0) ∩M 6= ∅, (5)
X (t, t0, i0,X0) ⊆M. (6)

Çäåñü M � ýòî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî òî÷åê â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, ïîïàäà-
íèÿ â êîòîðûå íåîáõîäèìî èçáåæàòü (â ñëó÷àå ñ çàäà÷åé (4)), ëèáî, íàïðîòèâ,
â êîòîðûå íåîáõîäèìî ïîïàñòü (â çàäà÷àõ (5) è (6)).

Ïóíêò 1.2.5 ïîñâÿùåí ïðèìåíåíèþ ìåòîäîâ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ è âûïóêëîãî àíàëèçà ê ðåøåíèþ çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà äîñòè-
æèìîñòè äëÿ ãèáðèäíîé ñèñòåìû ñ ëèíåéíîé ñòðóêòóðîé. Äëÿ ýòîãî çàäà÷à
äîñòèæèìîñòè ïåðåôîðìóëèðîâàíà â òåðìèíàõ ìèíèìèçàöèè êâàäðàòà ðàñ-
ñòîÿíèÿ äî íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïåðåêëþ-
÷åíèÿ è ïåðåñòðîéêè. Äëÿ êàæäîé âåòâè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ââåäåíà
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ öåíû V (t, x|ψ) òàêàÿ, ÷òî

cl(X (t, t0, i0,X0|ψ)) = {x ∈ Ωx : V (t, x|ψ) ≤ 0}.

Äàííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà
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1

min
uc∈Pi0

(t)
DV (t, x|ψ)(−1,−Ai0(t)x−Bi0(t)uc − Ci0(t)v

(i0)
c (t)) + d2(x,L) = 0,

t ∈ [t0, t1], x ∈ Ωx. (7)

Çäåñü L � íåêîòîðîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà ψ. Ê
óðàâíåíèþ (7) íåîáõîäèìî äîáàâèòü êðàåâûå óñëîâèÿ, â êîòîðûõ âûðàæàåòñÿ
ñâÿçü ôóíêöèé öåíû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ψ. Äëÿ ââåäåííûõ
ôóíêöèé öåíû ìåòîäàìè âûïóêëîãî àíàëèçà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû âûðàæå-
íèÿ, ïðèãîäíûå äëÿ èõ ðàñ÷åòà. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ öåíû äëÿ îäíîãî çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà ψ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ öåíû äëÿ äðóãîãî çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðà ψ, ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà ïåðåêëþ÷åíèé è ïåðåñòðîåê.

Â òåðìèíàõ ôóíêöèé öåíû ìîãóò áûòü ðåøåíû çàäà÷è âåðèôèêàöèè (ïóíêò
1.2.6). Íà îñíîâàíèè èíôîðìàöèè î âåòâÿùåéñÿ ñòðóêòóðå ìíîæåñòâà äîñòè-
æèìîñòè ðàçðàáîòàíû ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè êàê âñåãî ìíîæåñòâà äîñòè-
æèìîñòè, òàê è êàæäîé åãî âåòâè â îòäåëüíîñòè (ïóíêò 1.2.7). Óêàçàííûå
ìåòîäû èñïîëüçóþò òåõíèêó ýëëèïñîèäàëüíîé àïïðîêñèìàöèè [13], [14] è ïîç-
âîëÿþò ïîëó÷àòü âíåøíèå èëè âíóòðåííèå îöåíêè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè
â âèäå îáúåäèíåíèé ýëëèïñîèäîâ, ëèáî â âèäå îáúåäèíåíèé ïåðåñå÷åíèé ñå-
ìåéñòâ ýëëèïñîèäîâ. Â äàííîé ðàáîòå ïîäðîáíî ðàçîáðàí ñëó÷àé ñ âíåøíèìè
ýëëèïñîèäàëüíûìè àïïðîêñèìàöèÿìè. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ àï-
ïðîêñèìàöèé ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè äëÿ êîíêðåòíûõ ãèáðèäíûõ ñèñòåì.
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷è äîñòèæèìîñòè è âåðèôèêàöèè äëÿ ãèáðèäíûõ ñèñòåì
óäàëîñü ðåøèòü ïîëíîñòüþ, âïëîòü äî ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñëåí-
íûõ ìåòîäîâ.

Âî âòîðîé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà óïðàâ-
ëåíèé äëÿ ãèáðèäíîé ñèñòåìû. Ðàçäåë 2.1 ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ñòðóê-
òóðû ñëàáî èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà, ïîñòðîåíèå êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïåð-
âûì ýòàïîì ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà. Ïîä ñëàáî èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì
W(t, t1,X1) (ìíîæåñòâîì ðàçðåøèìîñòè èëè ñòàáèëüíûì ìîñòîì) ãèáðèäíîé
ñèñòåìû ïîíèìàåòñÿ ìíîæåñòâî òàêèõ ïàð (x∗, i∗) (x∗ ∈ Ωx, i∗ ∈ {1, ..., N}),
äëÿ êîòîðûõ ãèáðèäíàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíà íà îòðåçêå âðåìåíè
[t, t1] èç íà÷àëüíîé òî÷êè x∗, ïðè íà÷àëüíîé àêòèâíîé ñèñòåìå äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé (1) ñ íîìåðîì i∗ â öåëåâîå ìíîæåñòâî X1.

Âåòâÿùàÿñÿ ñòðóêòóðà ñëàáî èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà ñõîæà ñî ñòðóê-
òóðîé ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ãèáðèäíîé ñèñòåìû. Ñëàáî èíâàðèàíòíîå

1Çäåñü Df(x)(y) � ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f(·) â òî÷êå x ïî íàïðàâëåíèþ y.
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ìíîæåñòâî W(t, t1,X1) ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåñâÿçíûì. Îíî ïðåäñòàâè-
ìî â âèäå îáúåäèíåíèÿ âûïóêëûõ, îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâW(t, t1,X1|i0, ψ),
ïàðàìåòðèçîâàííûõ íîìåðîì i0 èçíà÷àëüíî àêòèâíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, à òàêæå ïàðàìåòðîì ψ, ñîäåðæàùèì èíôîðìàöèþ î ïî-
ñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåêëþ÷åíèÿõ è ïåðåñòðîéêàõ. ÌíîæåñòâîW(t, t1,X1|i0, ψ)

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñóïåðïîçèöèè îïåðàòîðîâ îäíîêðàòíîãî ïå-
ðåêëþ÷åíèÿ èëè ïåðåñòðîéêè T (ij)

b , i, j ∈ {1, ..., N} è îïåðàòîðîâ íåïðåðûâ-
íîãî ïåðåõîäà W (i), i ∈ {1, ..., N}.

Çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ñëàáî èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà ìîæíî ñâåñòè ê çà-
äà÷å ìèíèìèçàöèè êâàäðàòà ðàññòîÿíèÿ îò êîíöà òðàåêòîðèè äî öåëåâîãî
ìíîæåñòâà X1. Äëÿ ýòîé çàäà÷è ââåäåíû ôóíêöèè öåíû V (t, x|i0, ψ), ñâÿçàí-
íûå ñî ìíîæåñòâàìè W(t, t1,X1|i0, ψ) ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

W(t, t1,X1|i0, ψ) = {x ∈ Ωx : V (t, x|i0, ψ) ≤ 0} ∩ int Ω∗(i0,L),

ãäå Ω∗(i0,L) � íåêîòîðîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, çàâèñÿùåå îò ψ. Â ñëó÷àå
ãèáðèäíîé ñèñòåìû ñ ëèíåéíîé ñòðóêòóðîé äëÿ ôóíêöèé öåíû ìåòîäàìè âû-
ïóêëîãî àíàëèçà ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ, ïðèãîäíûå äëÿ ðàñ÷åòà. Ïðîäèôôå-
ðåíöèðîâàâ ôóíêöèè öåíû èç ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé, ìîãóò áûòü òàêæå
âûâåäåíû óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà. Èç òåõ æå ñîîòíîøåíèé
ïîëó÷àþòñÿ ôîðìóëû äëÿ ïåðåñ÷åòà çíà÷åíèé ôóíêöèé öåíû ïðè ïåðåêëþ÷å-
íèÿõ è/èëè ïåðåñòðîéêàõ � ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà-
ßêîáè-Áåëëìàíà.

Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà â äàëüíåéøåì èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðàñ÷å-
òà óïðàâëåíèÿ â ôîðìå ñèíòåçà. Ðàçäåë 2.2 ïîñâÿùåí ðåøåíèþ çàäà÷è ñèíòåçà
óïðàâëåíèé. Íåïðåðûâíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñèíòåçà (ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæå-
íèå) ïîëó÷àåòñÿ èç âûâåäåííûõ óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà, à
äèñêðåòíàÿ � èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç J (x, i) ìíîæåñòâî íîìåðîâ ñèñòåì (1), íà êîòîðûå ïî-
òåíöèàëüíî ìîæåò ïåðåêëþ÷èòüñÿ òðàåêòîðèÿ ãèáðèäíîé ñèñòåìû âî âðåìÿ
ñëåäóþùåãî, áëèæàéøåãî ïåðåêëþ÷åíèÿ, åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè
t x(t) = x, i(t) = i. Ïóñòü Ψ(t, t1, i|J (x, i)) � ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèé ïà-
ðàìåòðà ψ, ïðè êîòîðûõ ïåðâîå ïåðåêëþ÷åíèå ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî íà
îäíó èç ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1) ñ íîìåðîì j ∈ J (x, i).

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ñåòêó ïî ïàðàìåòðó t ∈ [t0, t1]:

{ζm}n
m=1 : ζ1 = t0 < ζ2 < ... < ζn−1 < ζn = t1 (8)

(çäåñü n � íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî). Çàôèêñèðóåì íåêî-
òîðóþ ïîçèöèþ {t, x, i, θ}, â êîòîðîé íå ìîæåò ïðîèçîéòè ïåðåêëþ÷åíèå èëè
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ïåðåñòðîéêà, ïðè÷åì t ∈ [ζm, ζm+1) äëÿ íåêîòîðîãî íîìåðà m. Ââåäåì ñëåäó-
þùèå âñïîìîãàòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ:

V[ζm+1,t1](t, x|i) = min
{

V (t, x|i, ψ) : ψ ∈ Ψ(t, t1, i|J (x, i)), τ1 ≥ ζm+1

}

(τ1 � ìîìåíò âðåìåíè áëèæàéøåãî ïåðåêëþ÷åíèÿ èëè ïåðåñòðîéêè),

Φ[ζm+1,t1](t, x, i) =
{

ψ ∈ Ψ(t, t1, i|J (x, i)) : V (t, x|i, ψ) = V[ζm+1,t1](t, x|i)
}

.

Äëÿ òåêóùåé ïîçèöèè {t, x, i, θ} íåïðåðûâíóþ êîìïîíåíòó óïðàâëåíèÿ îïðå-
äåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u∗c(t, x, i, θ) =

{
u ∈ Pi(t) : min

{
DV (t, x|i, ψ)((1, Ai(t)x + Bi(t)u+

+ Ci(t)v
(i)
c (t))′) : ψ ∈ Φ[ζm+1,t1](t, x, i)

}
≤ 0

}
.

Ìíîæåñòâî u∗c(t, x, i, θ) íå ïóñòî, êîìïàêòíî, îäíàêî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâû-
ïóêëî. Â ðàçäåëå 2.2 ïðèâîäèòñÿ òåîðåìà, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî ïîëó÷åííûé
ñèíòåç ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì (ò.å. óðàâíåíèÿ (1) ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íèõ ñèí-
òåçà ïðåâðàùàþòñÿ â äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ, èìåþùèå ðåøåíèÿ).

Äèñêðåòíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ óïðàâëåíèÿ � ýòî îòîáðàæåíèå

ud(t, x, i, θ) = (wd(t, x, i, θ), zd(t, x, i, θ), ũd(t, x, i, θ))′,

ãäå wd ∈ {1, ..., N}, zd ∈ {0, 1}, ũd ∈ P̃d(i). Èíäåêñ wd îïðåäåëÿåò íîìåð
ñèñòåìû (1), íà êîòîðóþ íåîáõîäèìî ïåðåêëþ÷èòüñÿ, âåëè÷èíà zd îïðåäåëÿåò,
èìååò ëè ìåñòî ïåðåñòðîéêà, à ïàðàìåòð ũd âëèÿåò íà âûáîð ïîçèöèè ñèñòåìû
ñðàçó ïîñëå ïåðåñòðîéêè.

Âñå òðè ÷àñòè äèñêðåòíîé ñîñòàâëÿþùåé óïðàâëåíèÿ ìîãóò áûòü îïðåäå-
ëåíû íà îñíîâàíèè ñðàâíåíèÿ ôóíêöèé öåíû V (t, x|i, ψ) ïðè ðàçëè÷íûõ ψ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíûì ñèòóàöèÿì: åñòü ïåðåêëþ÷åíèå, íî íåò ïåðåñòðîé-
êè; åñòü ïåðåñòðîéêà, íî íåò ïåðåêëþ÷åíèÿ; íåò íè ïåðåñòðîéêè, íè ïåðåêëþ-
÷åíèÿ; èìååò ìåñòî ïåðåñòðîéêà ñ ïåðåêëþ÷åíèåì.

Ðàçäåë 2.2 çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû, óòâåðæäàþùåé, ÷òî
ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà îáëàñòè ïåðåêëþ÷åíèé S(i), ïðè ìàëîì äèà-
ìåòðå ðàçáèåíèÿ {ζm} ïîñòðîåííûé ñèíòåç ðåøàåò çàäà÷ó ïîïàäàíèÿ òðàåê-
òîðèè â öåëåâîå ìíîæåñòâî X1 ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Òî åñòü ãàðàíòèðóåòñÿ
ïîïàäàíèå òðàåêòîðèè âî ìíîæåñòâî X1+Br(0), ãäå âåëè÷èíà r > 0 ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ äèàìåòðà ðàçáèåíèÿ {ζm}.
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Â òðåòüåé ãëàâå äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíû äâà ïðèìåðà ìîäåëåé ãèáðèä-
íûõ ñèñòåì: íà ïëîñêîñòè è â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïåðâûé ïðèìåð � ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ áèëüÿðäíîãî øàðà
â òðåóãîëüíîé îáëàñòè íà ïëîñêîñòè. Ãèáðèäíûé õàðàêòåð â äàííîé ìîäå-
ëè ïðîÿâëÿåòñÿ â ñî÷åòàíèè äâèæåíèÿ øàðà ïî ïëîñêîñòè, çàêîí êîòîðîãî
ôîðìàëèçóåòñÿ ïðè ïîìîùè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, à òàê-
æå ìîìåíòàëüíûõ ñîóäàðåíèé øàðà ñ ãðàíèöàìè îáëàñòè. Òàêèå ñîóäàðåíèÿ
ìîäåëèðóþòñÿ ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà ïåðåêëþ÷åíèé è ïåðåñòðîåê, ïîñòðî-
åííîãî íà îñíîâå èçâåñòíîé ãèïîòåçû Íüþòîíà [2]. Â èññëåäóåìîé ñèñòåìå
âîçìîæíî ïîÿâëåíèå òàê íàçûâàåìîãî ýôôåêòà Çåíîíà, êîãäà çà êîíå÷íîå
âðåìÿ íà òðàåêòîðèè ñèñòåìû ïðîèñõîäèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïåðåêëþ÷åíèé
èëè ïåðåñòðîåê. Â ðàçäåëå 3.1 ïðèâîäÿòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ
òàêîãî ýôôåêòà. Êðîìå òîãî, ðàçäåë 3.1 ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ êâàçèïå-
ðèîäè÷åñêèõ è àñèìïòîòè÷åñêè êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ãèáðèäíîé
ñèñòåìû, äëÿ êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ â
ìîìåíòû ïåðåêëþ÷åíèé ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè, ëèáî ñòðåìÿòñÿ ê òàêî-
âûì ñ ðîñòîì âðåìåíè. Â ïóíêòå 3.1.3 ïðèâåäåí àëãîðèòì ïîèñêà íà÷àëüíûõ
ïîçèöèé ñèñòåìû, èç êîòîðûõ èñõîäÿò êâàçèïåðèîäè÷åñêèå, ëèáî àñèìïòîòè-
÷åñêè êâàçèïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè.

Âòîðîé ïðèìåð, ðàññìàòðèâàåìûé â òðåòüåé ãëàâå, � ýòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü øàðèêà, ñêà÷óùåãî íà âðàùàþùåéñÿ ïëîñêîñòè â òðåõìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âðàùåíèåì ïëîñêîñòè ìîæíî óïðàâëÿòü, ïî-
âîðà÷èâàÿ åå â ìîìåíò îòñêîêà øàðèêà íà íåáîëüøîé óãîë îòíîñèòåëüíî îä-
íîé èç äâóõ ôèêñèðîâàííûõ îñåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó êàñàíèÿ øàðèêà
è ïëîñêîñòè. Çíà÷åíèå óãëà ïîâîðîòà, à òàêæå âûáîð îñè ïîâîðîòà çàâèñÿò
îò òî÷êè ñîóäàðåíèÿ øàðèêà è ïëîñêîñòè, ò.å. óïðàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîçèöè-
îííûì. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ øàðèêà � ãèáðèäíàÿ ñèñòåìà áåç
ïåðåêëþ÷åíèé, íî ñ îáÿçàòåëüíûìè ïåðåñòðîéêàìè, â ïðîñòðàíñòâå êîîðäè-
íàò è ñêîðîñòåé R6. Äëÿ äàííîé ìîäåëè ðåøàþòñÿ òðè çàäà÷è óïðàâëåíèÿ,
èìåþùèå ñâîåé îñíîâíîé öåëüþ ïðèâåäåíèå øàðèêà â çàäàííîå öåëåâîå ìíî-
æåñòâî M:

• Çàäà÷à 1. Äëÿ çàäàííîé íà÷àëüíîé ïîçèöèè (t0, x0) íåîáõîäèìî îïðå-
äåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè òàêîå óïðàâëåíèå, êîòîðîå ïåðåâîäèò òðàåêòî-
ðèþ â M.

• Çàäà÷à 2. Äëÿ çàäàííîé íà÷àëüíîé ïîçèöèè (t0, x0) íåîáõîäèìî îïðå-
äåëèòü íàèìåíüøåå çíà÷åíèå t∗ ≥ t0, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò òàêîå
óïðàâëåíèå, êîòîðîå ïåðåâîäèò òðàåêòîðèþ â M ê ìîìåíòó t∗.
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• Çàäà÷à 3. Äëÿ çàäàííîé íà÷àëüíîé ïîçèöèè (t0, x0) íåîáõîäèìî îïðå-
äåëèòü íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ïåðåñòðîåê k∗ ∈ Z+, äëÿ êîòîðîãî ñó-
ùåñòâóåò óïðàâëåíèå, ïåðåâîäÿùåå òðàåêòîðèþ âM, ïðè÷åì íà òðàåê-
òîðèè ïðîèñõîäèò íå áîëåå k∗ ïåðåñòðîåê.

Äëÿ êàæäîé èç äàííûõ çàäà÷ íåîáõîäèìî òàêæå ïîñòðîèòü ñèíòåç óïðàâëå-
íèé.

Óêàçàííûå çàäà÷è â ðàáîòå ðåøåíû ïðè ïîìîùè ìåòîäîâ äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ââåäåíû ôóíêöèè öåíû, äëÿ êîòîðûõ âûïèñàíû óðàâíå-
íèÿ Áåëëìàíà. Ýòè óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò ñ îäíîé ñòîðîíû ðàññ÷èòàòü çíà÷å-
íèÿ ôóíêöèé öåíû (à ñ èõ ïîìîùüþ è âåëè÷èíû t∗, k∗), à ñ äðóãîé � ïîñòðîèòü
îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â ôîðìå ñèíòåçà. Ôóíêöèè öåíû äëÿ ïîçèöèé, ëåæà-
ùèõ íà ïëîñêîñòè, îò êîòîðîé îòñêàêèâàåò øàðèê, ìîãóò áûòü âûðàæåíû â
âèäå ìèíèìóìîâ ñåìåéñòâ ïðîñòûõ ôóíêöèé, ïàðàìåòðèçîâàííûõ íàáîðàìè
ìàòðèö ñïåöèàëüíîé ñòðóêòóðû. Òàêàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü
ýôôåêòèâíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû äëÿ ðàñ÷åòà ôóíêöèé öåíû è ðåøåíèÿ òðåõ
ïîñòàâëåííûõ çàäà÷. Îïèñàíèåì íåñêîëüêèõ ðàññ÷èòàííûõ ïðèìåðîâ ðåøå-
íèÿ ýòèõ çàäà÷ çàâåðøàåòñÿ òðåòüÿ ãëàâà äèññåðòàöèè.

Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèñ-
ñåðòàöèè.

Àâòîð ïðèíîñèò èñêðåííþþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòå-
ëþ Àëåêñàíäðó Áîðèñîâè÷ó Êóðæàíñêîìó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, ïîñòîÿííîå
âíèìàíèå ê ðàáîòå è öåííûå ñîâåòû.
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